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RESUME

Cette étude propose une stratégie de contrdle des vibrations de structures par
voie passive et active. L’algorithme d’optimisation structurale développé est basé sur
I’approche par critéres d’optimalité de Kithn-Tucker. On considere le poids total de
la structure comme fonction objectif. Les diverses équations de contrainte mixtes du
type statique et dynamique sont envisagées, en particulier des limitations sur
I’amortissement sont introduites afin d’obtenir des amortissements modaux élevés
avec un minimum de matériaux viscoélastiques. Le contréle actif étudié est basé sur
la méthode de Contréle Modal (I.M.S.C, Independent Modal-Space Control) qui
utilise des actionneurs du type semi-reparti fabriqués 4 I'aide de matériaux piézo-
électriques. Une analyse statique et dynamique du couplage structure/piézo-
électrique est également développée. En particulier on introduit un filtre modal pour
extraire les coordonnées modales a partir de mesures discrétes. Tout au long de cette
étude de nombreux résultats numériques sont présentés pour illustrer les diverses
stratégies proposées.



SUMMARY

This study presents a strategy for controlling the vibrations in structures by
passive and active means. The structural optimization algorithm that has been
developped is based on the approach using Kiihn-Tucker’s optimality criterium in
which the total weight of the structure is considered as objective function. The various
equations for mixed constraints of the static and dynamic type have been considered.
In particular, some restrictions on damping are introduced in order to obtain high
modal damping using a minimum amount of viscoelastic materials. The active control
that has been studied is based on the Independent Modal-Space Control (I.M.S.C)
method by using the segmented piezoelectric actuators. A static and dynamic analysis
of the piezoelectric/structure coupling has also been developped. In particular, a
modal filter has been introduced to extract the modal coordinates from discrete
measurements. This study also presents several numerical results which illustrate the
various strategies that have previously been proposed.
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RINGKASAN

Studi ini menyajikan satu strategi untuk mengontrol getaran dari struktur
dinamik secara pasif dan secara aktif. Algoritme optimasi struktur didasarkan atas
metoda kriteria optimasi dari Kiihn-Tucker (Kiihn-Tucker’s optimality criterium),
dengan menggunakan berat total dari struktur sebagai fungsi yang dioptimasikan
(objective function). Sebagai fungsi kendala, kita menyajikan baik yang bersifat statik
maupun dinamik, khususnya kita perkenalkan kendala redaman (damping) untuk
mendapatkan satu struktur yang mempunyai sifat redaman tinggi dengan
menggunakan bahan viscoelastik seminimum mungkin. Strategi kontrol aktif yang
dikembangkan didasarkan atas metoda kontrol modal (I M S C, Independent Modal-
Space Control) dengan menggunakan bahan piezo-elektrik sebagai pembangkit gaya
kontrol (actuator). Analisa statik dan dinamik dari pasangan struktur/piezo-elektrik
juga disajikan. Teknik saringan modal (modal filter) dipergunakan untuk
memperoleh besaran modal dari pengukuran besaran fisik. Dalam studi ini kita
menyajikan sejumlah hasil dari aplikasi numerik untuk menguji strategi yang
dikembangkan.
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INTRODUCTION

Les vibrations présentes dans la plupart des constructions mécaniques sont
généralement indésirables, non seulement parce qu’elles peuvent produire des
mouvements excessifs, des bruits et des contraintes dynamiques qui peuvent entrainer
des fatigues et des endommagements dans les structures, mais aussi parce que ces
vibrations peuvent diminuer les performances du systéme.

Il y a quelques années encore, les machines et les structures avaient, en
général, une trés grande masse et un amortissement assez important, car elles étaient
souvent peu élancées et constituées de matériaux classiques possédant un fort
coefficient d’amortissement. Tant que ’amplitude des forces d’excitations était faible,
la réponse dynamique de ces machines I’était aussi. Cependant, le développement de
nouvaux matériaux A hautes performances, la connaissance de plus en plus poussée
des caractéristiques des matériaux et des charges excercées sur les structures, ainsi
que lamélioration des stratégies de conception et des techniques d’analyse
structurales, permettent de diminuer la masse des structures et des machines, congues
pour assurer une certaine fonction. De plus, 'augmentation actuelle de la vitesse et
du haut rendement des machines se traduit par des excitations de plus en plus
importantes et par l'apparition de phénoménes d’instabilité suceptibles de générer
" des problémes de vibrations intenses.

On peut facilement trouver de nombreux exemples ol un systéme ne peut pas
atteindre les performances souhaitées & cause de phénomeénes induisant des
amplifications dynamiques, de la fatigue, ou des vibrations excessives sur une partie
ou l'autre du systeéme. Vu les conséquences indésirables causées par les problémes
vibratoires, il est nécessaire que l’analyse dynamiques soit considérée comme une
partie intégrante de la conception d’une structure, étape durant laquelle on doit
s’attacher 4 mettre en oeuvre des méthodes de contrdle passif et actif des structures.

Le controle de la réponse dynamique d’une structure est essentiel pour
maintenir aussi bien les performances que la sécurité de cette structure. La réponse
d’une structure est caractérisée fondamentalement par trois groupes de parameétres.
Premiérement, les paramétres structuraux tels que la masse, 'amortissement et la



Introduction

rigidité. Les parametres de la deuxi®éme catégorie sont les perturbations subies par la
structure. Leur source est généralement externe 2 la structure. En supposant que la
structure est contrélée activement, les parameétres de la troisi¢me catégorie sont
associés aux dispositifs de contrdle. Le contr6le des structures par modification-des
paramétres structuraux est considéré comme un contrble passif (optimisation
structurale). En principe, des modifications sur la rigidité et sur la masse se traduisent
par des changements sur les fréquences de résonances et les déformées de la
structure, tandis que ’amortissement affecte la dissipation d’énergie du systéme. Les
amortissements peuvent, d'une maniére significative, étre augmentés en recouvrant
les structures de matériaux viscoélastiques ou en introduisant des amortissement
discrets du type hydraulique ( discret dashpot mechanisms). La mise en oeuvre d’un
contrble actif des vibrations passe par l'introduction dun dispositif générant des
forces permettant d’améliorer le comportement dynamique de la structure.

Le contr6le des structures peut étre réalisé par différentes stratégies basées sur
la théorie mathématique de l'optimisation. Dans le cadre de la conception,
’optimisation d’une structure consiste & rechercher une distribution des parameétres
structuraux (masse, amortissement et rigidité) permettant d’améliorer, sous certaines
conditions, les caractéristiques dynamiques en vue de diminuer la réponse dynamique
de la structure. Par ailleurs, dans le cadre d'un probléme de contréle actif,
I’'optimisation consiste & fabriquer des systémes de contrdle qui minimisent I'indice de
performance. Une démarche moderne visant & rechercher des constructions
mécaniques de plus en plus performantes doit intégrer ces deux aspects en
recherchant des stratégies nouvelles.

I.1  CONTROLE PASSIF DES STRUCTURES

C’est une lapalissade de dire qu’un ingénieur est toujours motivé par la
recherche de la meilleure structure parmi toutes celles qu’il doit concevoir ou étudier.
Mais que signifie le terme : la meilleure possible ? Supposons un instant qu’il s’agisse
de la structure de prix minimum, alors il faut prendre en considération les coiits de
I’étude du projet, des matériaux, de la fabrication, du montage, voire de I’exploitation.
Il est, & I’évidence, pratiquement impossible d’associer convenablement tous ces
paramétres de natures différentes dans un seul et méme modeéle mathématique;
certains s’y essayent mais il s’agit encore de recherches peu avancées; d’autres plus
.nombreux cherchent & décomposer le problémé global en problémes particuliers et a
traiter seulement I'un d’eux. Par exemple il est proposé de minimiser le prix du
matériau en minimisant son volume ou son poids. Il s’agit 12 sans doute d’un des
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problémes d’optimisation qui a été le plus posé et donc le plus €tudi€ pour une
grande variété de structures. Cela ne veut pas dire qu’il soit aujourd’hui encore
convenablement résolu méme pour des structures relativement simples.

En effet, le concept d’optimisation structurale remonte au début des années
soixante. C’est A cette époque en effet que le Professeur Schmit, de I’Université de
Los Angeles, Californie, suggéra de combiner les techniques d’analyses structurales
par éléments finis et les méthodes d’optimisation [A20]. Depuis quelques années,
'optimisation fait 'objet de nombreuses recherches au nivau international, les enjeux
étant, en effet, trés importants. Tout d’abord, d’'un point de wvue sécurité, le
concepteur souhaite trouver la forme idéale pour qu’une structure remplisse sa
fonction sans risques d’endommagement. D’une point de vue économique ensuite, car
tout gain de mati¢re premiére est intéressant, et ce particuli¢trement pour les piéces
embarquées (dans I'industrie automobile, une économie de 5% sur la masse conduit
a une économie d’énergie d’'un pour-cent).

Un syst¢me structural idéalisé peut é&tre décrit par un ensemble fini de
grandeurs qui spécifient, par exemple, les matériaux employés, les dimensions des
divers composants, leur disposition, etc .. Parmi ces grandeurs, certaines sont
prédéterminées et invariables; ce sont les parameétres prescrits. Les autres seront
modifiées par l'algorithme d’optimisation, on les appelle variables de conception. La
situation la plus courante est celle ou les variables de conception sont les dimensions
transversales des éléments, comme les sections des barres ou des poutres, ou les
épaisseurs des revétements. Les dimensions d’ensemble et les propriétés des
matériaux sont alors des parameétres prescrits. On pourrait aussi imaginer de modifier
la géométrie de la structure, ou les matériaux, ou méme la topologie ou les
connexions entre éléments.

Le cas particulier que nous envisageons ici est le dimensionnement des
éléments composant une structure élastique, avec pour ’objectif de minimiser une
fonction des dimensions des éléments. Ce probléme revét une forme trés concréte
dans les domaines de construction aéronautique, spatiale, navale et automobile, ou la
fonction objectif est le plus souvent le poids de la structure.

En fait, deux grands groupes de méthodes d’optimisation structurale sont
classiquement opposées depuis une vingtaine d’années : I’approche par
programmation mathématiques et celle par critéres d’optimalité. La premiére se
fonde sur les techniques rigoureuses de la programmation non linéaire pour progresser
dans ’espace de conception selon une trajectoire bien définie. Elle est tout-a-fait
générale et conduit A coup sfir  une solution optimale. On peut en outre assurer une
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convergence stable et monotone. Malheureusement, cette approche requiert un
grand nombre d’itérations, croissant en outre avec le nombre de variables de
conception. Vu le cofit élevé de chaque itération, son application est restreinte aux
problémes de petites dimensions. La seconde classe de méthodes utilise la notion
intuitive de critére d’optimalité. Vu sa convergence, rapide et indépendante du
nombre de variables de conception, elle est bien adaptée au dimensionnement des
grands systémes structuraux. Elle manque en revanche de généralité, est sujette aux
phénomenes d’instabilité de convergence, et ne garantit pas I'obtention d’'un véritable
optimum.

De maniére générale, I’approche par critéres d’optimalité de la minimisation du
poids d’une structure consiste a établir a priori des conditions quant & la nature de la
solution optimale. Ces conditions permettent alors la construction d’'une relation
récursive qui est appliquée itérativement jusqu’a l'obtention de la conception
optimale. Par sa simplicité, sa souplesse d’emploi et sa grande rapidité de
convergence, I’approche par critéres d’optimalité devient un outils trés fréquemment
utilisé par les ingénieurs pour la conception de structures soumises & des limitations
de contraintes (Critére du Fully Stressed Design) ou/et & des limitations de
déplacements imposés sous une mise en charge spécifiée (Méthode de Gellatly - Berke
et Méthode de Taig - Kerr), etc...

Dans ce travail, on étudie les possibilités d’approche par critéres d’optimalité
pour optimiser des structures en présence de limitations mixtes sur les déplacements
et les fréquences de résonances et en présence de limitations du type amortissement.

I2  CONTROLE ACTIF DES STRUCTURES

Les procédures de contrdle actif de structures ont vu leur champ d’application
s’élargir considérablement durant ces derniéres années. Le principe de tels syst¢mes
est d’appliquer, en différents points bien choisis de la structure, différents efforts,
fonctions de 1’état vibratoire de cette structure de fagon & diminuer un certain critére
de qualité. On peut en particulier noter 'introduction de dispositifs actifs dans le but
d’améliorer le confort des véhicules, de diminuer les sources d’excitation des
machines tournantes et d’atténuer la transmission des vibrations. Le développement
de ces nouvelles stratégies de contréle du comportement dynamique des structures
est certainement dii aux récents progrés dans le domaine du traitement du signal et &
Papparition de nouveaux systtmes d’activation adaptés aux contraintes
technologiques imposées par les diverses lois de commande.
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Le contréle actif des vibrations se présente généralement sous la forme d’un
asservissement en position ou en vitesse. La premiére démarche consiste en un
apport d’'un effort proportionnel aux déplacements. Cette technique est appelée
déplacement des valeurs propres (eigenspace assigment). La seconde consiste a injecter
une action proportionnelle & la vitesse. Cette technique est appelée amortissement
actif (Active damping).

Selon la maniére dont les contréles sont congus, les méthodes de contrOle se
scindent en deux groupes suivant qu’elles utilisent la base physique ou la base
modale. La premiére méthode, dite méthode de Contréle-Couplé (Coupled-Control,
CC), utilise la base physique pour déterminer les commandes et la seconde dite de
Contréle Modal -(Independent Modal-Space Control, IMSC), dans la quelle les
commandes sont construites & l'aide de la base modale obtenue par une
transformation de la base physique. Cette stratégie nous permet d’obtenir un
probléme découplé. Dans notre travail, nous étudions un exemple d’application de la
méthode de contrdle modal en utilisant des matériaux du type piézo-électriques
comme actionneurs. En premiére partie, on développe une étude purement
numérique de cette méthode, puis on construit un modele expérimental pour obtenir
des résultats qu’on puisse comparer & ceux obtenus par I’étude numérique.

1.3 PLAN DE L’ETUDE
Notre travail est divisé en quatre parties :

Le premier chapitre sera consacré & une étude bibliographique. Nous
présentons d’abord ’énoncé d’un probléme d’optimisation en général. Ensuite, nous
citons briévement quelques méthodes d’optimisation avec ou sans limitations en
soulignant quelques applications de ces méthodes. '

Dans le deuxiéme chapitre, nous décrirons un algorithme d’optimisation des
structures non amorties en présence de contraintes mixtes du type déplacements et °
fréquences de résonances. Nous détaillerons les diverses étapes d’optimisation
structurale. L’algorithme obtenu a été appliqué aux assemblage de poutres.

Le troisi¢me chapitre portera sur l’optimisation des amortissements. Nous
développerons un algorithme optimisant la distribution des matériaux amortissants
sur une structure pour obtenir un syst¢tme amorti optimal. Comme matériaux
amortissant, nous utiliserons des matériaux du type viscoélastique.



Introduction

Enfin le quatriéme et dernier chapitre sera consacré a un probléme de
controle optimal (contrdle actif) des amortissement. Nous utiliserons la méthode de
controle modale (IMSC, Independent Modal-Space Control). Les actionneurs utilisés
sont du type piézo-électrique. Une analyse statique et dynamique du couplage
structure/piézo-électriques sera également présentée.
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CHAPITRE I
GENERALITES SUR L’OPTIMISATION

L1  FORMULATION D’UN PROBLEME D’OPTIMISATION

Considérons une fonction scalaire de plusieurs variables x;, x9, ...,x, notée
£(X), et appelée fonction objectif ou fonction économique ou encore fonction coit.
La variable X est appelée la variable de décision ou de conception.

En terme général et tout a fait mathématique, optimiser c’est rechercher parmi
les variables de décision celles qui optimisent (minimisent ou maximisent) la fonction
objectif. L’optimisation n’est pratiquement jamais conduite sans que l'on ait a
satisfaire un certain nombre de conditions restrictives (ou limitations, ou contraintes)
portant sur la variable de conception. On a donc I’énoncé du probleéme sous la forme
suivante :

Minimiser la fonction coiit

£(X) avec X = (x7, Xp, ..., X)T (I.1)
soumise a
g5(X) < 0 i=1,2, ..., m (I.2)

Dans certains ouvrages, on distingue les limitations d’inégalité gj(X) et celles
d’égalité h; (X).

La variable X définit un point dans 'espace de décision, de dimension m. Un
point qui satisfait toutes les limitations est dit admissible. L’ensemble des points
admissibles définit le sous espace admissible noté R. Les surfaces de I'espace de
décision satisfaisant

£(X) = constante (I.3)

sont appelées surface de réponse. Les surfaces de contraintes sont, elles, définies par :

gj(X) =0 j=1,2, ..., m (I.4)
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Si x n’est pas dans R cela signifie qu'un certain nombre de contraintes sont
violées. Si X est sur la frontiere F du domaine R, une ou plusieurs contraintes sont
exactement satisfaites (qu'elles soient d’égalité ou d’inégalité) elles sont alors dites

actives.

o
N

Al

AU NN NN O S NN SN Ny

////////////////////////////////////////////////////////////>

Figure 1.1 Schéma de recherche d’un point optimal

1.2  CLASSIFICATION DES PROBLEMES D’OPTIMISATION
Elle s’établit (ou peut s’établir) selon divers critéres :
- Existence ou non de limitations (ou contraintes)

- Nature des variables de décision
- Nature physique du probléme
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" Par ce dernier critere, on distingue les problémes dits de contréle optimal et
ceux de contréle non optimal. Dans un probléme de contrdle optimal, il y a deux
types de variables, celles qui décrivent un état du systeme étudié (variables d’état) et
celles qui décrivent le passage d’un état a un autre (variables de contrdle). Il faut
alors trouver 'ensemble des variables d’état et de contrdle qui optimisent la fonction
objectif sur N étapes décrivant N états.

Suivant la nature de £(X), des limitations gj(X) et des variables x;, le
probléme d’optimisation correspondant porte des noms divers. On distingue plus
particulierement les cas suivants :

1) Les Problémes de la Programmation Linéaire

Comme le nom l'indique la fonction objectif et les limitations sont toutes -

linéaires
n
f(X) =2 ai;xy (I1.5)
i=1
n
gj(X) -Ecjixi j=1,..., m (I.6)
1=1

2) Les Problémes de la Programmation Quadratique

Dans ce cas, on a

n n
£fX) = C + 3 ayjxy; + Eaijxixj (I.7)
i=1 i,j=1
et
n
gj(x)—zcjixi j=1,....m x; 20, 1i=1,...,n (I.8)
i=1

Clest-a-dire £(X) quadratique et g (X) linéaire
3) Les Problémes de la Programmation Convexe

La fonction objectif et les contraintes sont toutes convexes (£(X) et g; (X) sont
convexes).
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4) Les Problémes de la Programmation Géométrique
La fonction objectif £(X) est dite polynomiale, c’est & dire de la forme :

£(X) = ¢ x 211 %5812 x aln o o, x 3821 £,a22 (I.9)

Il en est de méme des limitations g (X).

5) Les Pr(;blémes de la Programmation Discrete
ot les variables prennent des valeurs entiéres.

6) Les Problémes de la Programmation Non Linéaire

Ce sont ceux ou la fonction objectif et les limitations sont non linéaires.
"~ Pratiquement ils recouvrent toutes les catégories, ce qui fait apparaitre les autres
comme des cas particuliers.

Derriére toutes ces catégories, il y a bien entendu des méthodes
mathématiques de résolution qui en général portent le méme nom. Dans ce qui suit,
nous nous limiterons aux méthodes de programmation non linéaire qui sont
directement en relation avec ’optimisation des structures.

I3 METHODES D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Nous considérons ici £(X) continue, & dérivées premiéres continue (il existe un
gradient en tout point). Nous savons que la stationnarité de la fonction £(X) est une
condition nécessaire d’optimalité. La plupart des méthodes d’optimisation sans
contraintes ont pour but de trouver un point X* stationnaire. Une méthode possible
consiste & résoudre directement le systeme d’équations :

VEQXY) = 0 (I.10)
c’est a dire
3f (XF)
= 0 Vi=1,...,n
¢'3x-1

c’est la méthode de Newton. Mais les méthodes les plus efficaces ont plutét pour
principe de générer une suite de points X1, x2,..., xX,... tels que £(x¥*1) < £(xK), qui
converge vers un point stationnaire X* de la fonction f.

10



Chapitre I

On peut classer les méthodes d’optimisation en méthodes du premier ordre et
méthodes du second ordre, suivant le type d’approximation de la fonction £ sur
laquelle elles sont basées : linéaire pour le premier ordre et quadratique pour le

second.

131 METHODE DU GRADIENT (OU DE LA PLUS FORTE PENTE)

Cette méthode utilise directement le fait que -V£(X) est la direction de plus
grande descente. A chaque itération k, on se déplace d’un pas oX dans la direction -
VE(X) :

xk+l o xk - ok vexky (I.11)

avec o > 0. Il s’agit donc d’une méthode du premier ordre.

La méthode la plus élémentaire consiste 2 prendre le pas constant au cours des
itérations (¥ = o suffisamment petit), mais elle peut nécessiter un trés grand
nombre d’itérations pour arriver A loptimum. Elle peut &tre améliorée en
déterminant le pas optimal par une recherche unidirectionnelle en calculant ok qui
minimise la fonction £¢(x¥ - o VE£(xK)).

L’algorithme peut alors se résumer ainsi :

1) choixde x0, k=0

2) calcul de sk = - v£(xK)

3) minimisation unidirectionnelle pour déterminer a
4) xk+l = gk gk sk

5) Test d’arrét : fin, ou bien k = k+1 et aller en 2)

k

Le test d’arrét peut étre basé sur plusieurs criteres, parmi lesquels :
- variation de la valeur de £ : |£¢x¥*1) - £(x%) | < ¢, ¢ > 0 donné
- variation des variables de conception : |XK+1 - xK|| < ¢
- norme du gradient de £ : |[vE2(xk* 1) | <

Dans le cas oil oX est le pas optimal, on a la propriété suivante :
F(a) = £(XX - o VE(xX) est minimum en o¥, donc
F'(a) = 0, SOit :

veT(xKy vE@ExK - o VEEK)) =0

11
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Ou encore

veT(xky ve(xktly = 0 (I.12)

ce qui signifie que les directions successives sont orthogonales, Fig. 1.2.

Figure 1.2 Directions de descente orthogonale

Il est alors facile de voir que la méthode risque de "zigzaguer" lorsque la
fonction 2 minimiser est mal conditionnée, par exemple, lorsqu’elle présente une
"vallée", Fig. 1.3.

Pour éviter ce risque, on peut, pour toutes les p itérations, prendre une
direction différente de v£(X), calculée 2 partir des deux points précédents : le dernier
et celui on lon était p itérations auparavant (méthode de la plus forte pente
accélérée).

Cet algorithme reste cependant assez coliteux en nombre de calculs de la
fonction et de ses dérivées.
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Projection de Vf(Xx)
sur la surface de f(X)

Figure 1.3 Une fonction présentant une vallée

13.2 GENERALITES SUR LES METHODES DE
DIRECTIONS CONJUGUEES

Au voisinage d’'un minimum local, la fonction f peut étre approchée par :

1
£(X) =~ £&F) + — @&xHT v2ex*) (x-x%) (I.13)
2

avec V2£(X*) défini positif.
La fonction £ se comporte donc comme une fonction quadratique. Il est donc

intéressant de mettre au point des méthodes qui convergent rapidement quand la
fonction est quadratique. Les méthodes de directions conjuguées convergent en n

13
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itérations au plus lorsque la fonction 2 optimiser est une fonction quadratique de n

variables.
Définition
soit :
1l
qQX) = — XTAX +bT X + ¢ (I.14)
2

oll : A est une matrice symétrique définie positive
bex?

ceR

Les directions s9, sl,., sP1 sont dites conjuguées par rapport 2 la forme
quadratique q(X) ou A-conjuguées, sil’'on a:

Vi, 0 < i< n-1
(shHrT A s =0 Vi, 0< j <n-1 (I.15)
1=

Remarque :

Si la matrice A est égale 2 la matrice identité, conjugué = orthogonal. Dans le
cas général, on considérera I’orthogonalité par rapport 2 A.

133 METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

A. Cas des fonctions quadratiques

On suppose ici la fonction £ de la forme :

1 .
F(X) = — XTAX+bl X + ¢ (I.16)
2

Dans cette méthode, on construit progressivement des directions sO, sl,.., sk

conjuguées par rapport 2 A en utilisant 2 chaque itération le gradient au point actuel
gk et la direction précédente sk.

14
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L’algorithme est de la forme suivante :
1) x9, point initial, k=0, g0 = v£¢x%) = A X0 + b, on prend sO = - g0
2) calculer le pas dans la direction s¥

(sk)T gk

oK - e — . (I.17)
(skyT & sk

3) calculer le point suivant xk+1 = xK 4+ ok sk
4) calculer le gradient au point Xk*+1 et la direction suivante :

sktl o _ gk+l , gk gk (I.18)
avec
(gk+l)T A Sk
Bk = (I.19)

(skHT 4 sk
5) Faire k = k+1 et aller en 2) si k < N (nombre maximum d’itération), sinon fin

La valeur de o donnée par (I.17) correspond au pas optimal. En effet,
F(a) = £(X¥ + asK)  est minimum en oK tel que :

F'(a) = (SK)T vE(xK + oKsky = 0

Soit

(s®KHT & (xK + oksky + (sKyTb = 0

d’on
oK = - - -
(Sk)T A sk (Sk)T A sk
B. Cas général

Dans le cas plus général on la fonction n’est pas quadratique, on peut utiliser
la méthode de Fletcher-Reeves (1964), [A24]; les étapes de I'algorithme sont les
suivantes :

15
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1) x9, point initial
s0 = - ve(x0)
2) Calculer o* minimisant : F(a) = £(XX + a sK)
3) Calculer le point suivant : X(k+1) = gk 4 gkgk

4) Calculer le gradient au point X¢k*1) et la direction suivante :

avec

" Vf(x(k+1)) "2
- (1.21)
| vexky |2

5) k=k+l, et aller en 2) si test d’arrét non satisfait.

Remarques :

a) Si la fonction est quadratique, cette méthode est identique a celle du gradient
conjugué.

b) Pour assurer la convergence globale de la méthode, il faut reprendre
périodiquement la direction du gradient comme direction de descente.

134 METHODE DE NEWTON

On suppose ici que la fonction £ est deux fois différentiable et que I'on sait
calculer toutes ses dérivées secondes. Au voisinage du point courant XX, on utilise
I’approximation quadratique de £ :

1
q(s) = £(x) + sTve(xk) + — sTv2exk)s (I.22)
2

On construit une suite x¥ telle que :
x(k+1) = xk + Sk

(I.23)
sk minimise q(¢s) en x¥

16
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Si on suppose v2£(xK) définie positive, s¥ est unique et vérifie :

Vsq(S) = 0
C’est a dire

ve(xK) + sTv2g(xk) = 0 (I.24)
soit

sk = - [ v2ex%) 171 ve(xk) (I.25)

Cette méthode évite le calcul du pas optimal et converge en un seul pas si la fonction
f est réellement quadratique; elle présente I'inconvénient d’obliger soit & résoudre
Péquation (I.24), soit A inverser la matrice v2£(xK), ce qui est fort génant si celle-ci
est mal conditionnée. Cest pourquoi on a mis au point des méthodes pour
approximer [v2£(x%)]~L,

13.5 METHODES QUASI-NEWTONIENNES
OU METHODES A METRIQUE VARIABLE

Ces méthodes consistent a généraliser la formule de Newton :

x(k+1) o gk _ oK[v2g(xKy 17l vexk) (I.26)

en utilisant une matrice BX définie positive au lieu de [v2£(x¥)171:

x(k+1) o xk _ okpkyr(xk) (I.27)

La direction de descente o¥ est choisie de fagon 2 minimiser

F(a) = £(xK - o¥Bkve(xX)) ou au moins F(a) < F(0)

et la matrice BK doit étre choisie de maniére a converger vers l'inverse du hessien si la
fonction est quadratique. D’une maniére général, BK peut étre considérée comme une
approximation de l'inverse du hessien. Diverses méthodes ont été développées sur ce
principe. Généralement, on impose la relation :

BK(ve(xK) - veexkly = xk - xk-1 (I.28)

17
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et on réactualise la matrice B¥ par une formule du type

pk+l = Bk 4+ Ak (I.29)

On parle de formule de correction de rang 1 ou 2 suivant que Ak est de rang un
ou deux. Broyden a montré que pour avoir Ak symétrique de rang 1 telle que la
relation (I.28) soit vérifiée, il faut prendre :

(6% - Bkrky (sk — BkrkyT

Ak - (1.30)
(rkyT sk — Bkrky

avec

sk = yxk+l _ gk (1.31)
et

rk = ve(xktly - ve(xk) (I.32)

I’équation (I.28) s’écrit alors :

pk+l rk - gk (I.33)

Avec cette formule, x¥*1 n’a pas besoin d’étre le minimum de £ dans la
direction 8. Un inconvénient de la méthode vient du fait que les matrices BX ainsi
générées ne sont pas nécessairement définies positives, il faut prévoir des cas
particuliers de réactualisation.

La méthode suivante ne présente pas cet inconvénient, mais nécessite une
minimisation unidirectionnelle exacte.

13.6 METHODE DE DAVIDON FLETCHER POWELL (DFP)

Cette méthode utilise une correction de rang 2. Nous donnons directement
I’algorithme correspondant :

1) x9, point initial
B0 définie positive quelconque, par exemple BO=1,k = 0

18
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2) calculer la direction de déplacement, sk
sk = _gk ve(xk)
3) calculer xk+1 minimisant £(X + « sky, a>0
4) soit 6% = (xk+1 - %), on calcule:
rk = ve(xktly - vexk) et
sk (skyT gk rk (pkyT gk

- (I.34)
(kT rk (rkyT gk rk

Bk‘l’l - Bk +

5) Faire k = k + 1 etaller en 2) si test d’arrét non satisfait.

Remarques :

Dans le cas quadratique, les directions engendrées par l'algorithme sont
conjuguées par rapport A la matrice de la forme quadratique, donc l'algorithme
converge en n itérations au plus.

Dans le cas général, la convergence globale n’est garantie que si on réinitialise
la matrice B périodiquement. On a ainsi un pas dans la direction du gradient, donc la
convergence globale est la méme que celle obtenue par la méthode du gradient.

Comparée 2 la Méthode Fletcher-Reeves (qui génére aussi des directions
conjuguées), la méthode de DFP est généralement plus rapide, mais elle nécessite un
nombre important d’informations & stocker ( matrice n x n).

On peut démontrer que si B est définie positive et si (s6¥)T T¥ est positif, la
formule (I.34) donne une matrice B¥t1 définie positive. Une condition pour que
(6%)T rk > 0 est que le point x¥+1 soit obtenu par une minimisation unidirectionnelle.
Il faut donc une bonne précision de la recherche unidirectionnelle.

137 METHODE DE BROYDEN, FLETCHER,
GOLDFARB ET SHANNO (BFGS)

Si on intervertit les roles de ¥ et de T* dans la méthode DFP développée
précédemment, soit :

sk (sKyT gk rk (rkyT gk
- (I.35)
(kT Tk (rkyT gk rk

pk+l = gk 4+

19
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et qu’on considére donc :

Fk (Fk)T Gk 6k (6k)T Gk
Gk+l - Gk + - (I°36)
(Fk)T 6k (6k)T Gk 6k

on remarque que les matrices G¥ vérifient ck+1 sk = rk et I'équation (I.36) permet
de construire une approximation du hessien lui méme et non de son inverse. On
prend donc l'inverse de (I.36) pour avoir une approximation de I'inverse du hessien.
Le calcul montre qu’on peut ainsi exprimer directement [6¥*1]~1 en fonction de
[6¥1~1, ce qui donne la formule de correction :

3 Fk Bk (Fk)T 6k (6k)T
Bk+l = gk 4+ | 1 4

(6k)T Fk (6k)T Fk

(1.37)

[ 6k (Fk)T Bk + Bk Fk (6k)T }
(6k)T Fk

L’algorithme de BFGS est obtenu 2 partir de celui de DFP en remplagant
’équation (I.34) par (I.37).

Remarques :

a) Ilfaut procéder A des réinitialisations périodiques pour assurer la convergence.
b) La méthode BFGS est moins sensible que la méthode DFP aux imprécisions dans
la recherche unidirectionnelle.

14 METHODES D’OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES
METHODES DIRECTES OU PRIMALES

Rappelons I'énoncé général du probléme auquel nous nous intéressons

maintenant :

Probléme P
[ Minimiser la fonction colit £(X)
sous les contraintes

gi(X) <0 ieI=(1,2,..., m

[ X e ®

20
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© On suppose ici que £ et g;, 1 € I sont continues et différentiables. On notera R
’ensemble des points admissibles :

R=(Xea /gX)<0, Viel)

Comme dans le cas sans contraintes, nous allons d’abord donner des conditions
nécessaires et/ou suffisantes d’optimalité locale ou globale :

- Une condition nécessaire, CN, sous I’hypothese de qualification des contraintes
(conditions de Kiihn-Tucker).

- Une condition suffisante, CS (condition de point-col).

- Une condition nécessaire et suffisante, CNS dans le cas convexe.

I14.1 CONDITION NECESSAIRE D’OPTIMALITE LOCALE

1.4.1.1 Qualification des contraintes

Pour établir cette CN, nous devons nous placer dans le cas ou les contraintes
~ vérifient une propriété appelée qualification des contraintes du premier ordre (QC1).
C’est 2 dire que pour tout point situé sur la frontiere de I'ensemble des contraintes
d’égalité et des contraintes d’inégalité actives, il doit exister une courbe réguliére se
terminant sur le point frontiére et contenue entiérement a I'intérieur de I'ensemble
admissible.

Pour définir cette propriété (QC1) plus précisément, il faut introduire la
notion de direction admissible :
e Un arc de courbe T est dit admissible en X0 s’il est défini par une fonction ¢ : %+
%" continiiment différentiable pour § >0 :

@(8) = (1(8), @2(8),..., Pn(8))
telle que
- @(0) = xO

- pour ¢ suffisamment petit, o(8) € R

21
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On appelle direction admissible en x0 tout vecteur y tangent 2 un arc de courbe

©(8) admissible en X0, fig. 1.4.

Figure 1.4 Direction admissible

On peut démontrer le résultat suivant :

Toute direction admissible y vérifie :

vg;T(x% y < 0 vi e 10 (I.38)
ol 10 est ’ensemble des indices des contraintes saturées en x°.

La réciproque de cette propriété n’est pas vraie dans le cas général, comme on

peut le voir sur 'exemple suivant :

Exemple 1:

Soit R ’ensemble défini par :
g1(X) = -x3 <0
go(X) = - xp < 0

g3(X) = - (1 -x1)3 +xp < 0

22
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Figure 1.5 Ensemble admissible d’exemple 1

Au point (1,0), les contraintes g, et g4 sont saturées, donc 10 = {2,3}.Ona:

0 0
vg, (x0) = vgy(x0) =
-1 1

et donc la direction :

1
y = { } satisfait bien I'équation (I.38) -
0

Pourtant y n’est pas une direction admissible, puisque v4 > 0, x0 + gy n'appartient

pas a R, fig. 1.5.

Supposer que X vérifie I'hypothése (QC1) revient & éliminer les situations
analogues 3 celle de cet exemple. On dira que I'hypothése de qualification des
contraintes est vérifiée si 'équation (I.38) est une CNS pour que y soit direction
admissible : R vérifie (QC1) o l'équation (I.38) est une CNS pour que y soit

direction admissible.

23
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Dans la pratique, on ne cherchera pas 3 démontrer que (QC1) est vérifiée en
utilisant directement cette définition, mais plut6t en faisant appel a des conditions
suffisantes pour la qualification des contraintes. Nous en citerons trois :

Une condition suffisante pour que ’hypothése de qualification de contraintes
soit vérifiée est que 'une des propriétés suivantes soit vraie :

1) Toutes les contraintes sont linéaires.

2) Les gradients des contraintes actives (d’inégalité) sont linéairement
indépendants. -

3) Toutes les fonctions g; sont convexes et R a un intérieur non vide.

1.4.1.2 Conditions nécessaires de Kithn-Tucker

On suppose que les fonctions £ et g4 (1€I) sont continfiment différentiables et
que ’hypothése de qualification des contraintes est vérifiée en x0 eR, avec :

R=(Xex®/gi(X)<0, VieI)

Alors une condition nécessaire pour que x° soit un optimum local du probléme
P, est qu’il existe des nombres A; > 0 (i € I) appelés multiplicateurs de Kiihn-
Tucker, tels que : '

vE(x0) + = Ay Vg (x0) = 0 (I.39)
iel

A% =0, v, eI (I.40)

Remarque : A; =0 si i est une contrainte non saturée.

Interprétation géométrique de conditions de Kiihn-Tucker

La figure 1.6 illustre Vinterprétation géométrique de conditions d’optimalité de
Kihn-Tucker.

Cad = cone des directions admissibles = intersection des demi espaces
d’équation vg;T(x%) y < 0. Pour que x0 soit un optimum local, il faut que le vecteur
_ve(x%) fasse un angle obtus avec chaque direction admissible y. On vérifie
géométriquement que -vE(x0) doit s'exprimer comme combinaison linéaire a
coefficients strictement positifs des Vg4 (x0), 1e1°.
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Vg, (x°)

TS -V (29

4
(direction

Ve (x%)
admissible)

xZ(X)=0
C.4 clne des
directions admissibles

Figure 1.6 Interprétation géométrique des conditions de Kiihn-Tucker

1.4.1.3 Extension aux problémes avec contraintes d’égalité

Nous allons énoncer les conditions nécessaires d’optimalité dans le cas d’un
probléme posé sous la forme :

Probléme Pe
[ Minimiser la fonction cotit £(X)
sous les contraintes :

{g(® <0 1eI={(1,2,...,m

hy(X) =0 jeJI={(1,2,....p)

L X exnt
f, g5, hy sont supposées continiment différentiables.
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- Soit : R = (X / g4(X) < O, vi € T, ethy(X) = 0, V] € J}. On introduit
comme précédemment les notions d’arc de courbe admissible et de direction
admissible et on suppose que 'hypothése de qualification des contraintes est vérifice
en x9, solution du probléme Pe.

Une condition nécessaire pour que X0 soit un optimum local du probléme Pe
est qu’il existe des nombres A3 > 0 et p; (y.j non contraints en signe) tels que :

vex0) + = a5 Vg (X0) + = B th(xo) =0 (I.41)
ier jes

et

A 81x% =0, vy eI (I.42)

Des conditions suffisantes pour que Ihypothése de qualification des
contraintes soit vérifiée sont :
a) Les fonctions g; sont convexes, les fonctions hy sont linéaires, et il existe X € R tel
que g; (X) <0, Viel et hj (X)=0,Vjed.
b) En x0 e R, les gradients vg; (x0), vi € I et Vh (x9), vj e J sont linéairement
indépendants.

142 CONDITIONS SUFFISANTES D’OPTIMALITE

On considére & nouveau le probléme avec contraintes d’inégalités seulement :

Probléme Q :

[ Minimiser £(X)
sous les contraintes :

gi(X) <0 ieI=(1,2,..., m

| X e %0

On définit la fonction de Lagrange associée au probléme Q, par :

L(X,A) = £(X) + = A; g;(X)
ier
(I.43)
ol A\ €EX, 3320 V; €I
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Soit X € *0 et X > 0. On dit que (X,X) est un point-col (point-selle) de L(X,2) si:

L(X,2) < LX,X) < L(X,A) VA0, VX e *°

(I.44)

Nous allons donner une propriété caractéristique des points-cols qui sera

utilisée ensuite pour démontrer la condition suffisante d’optimalité.

Soit X e ®™ et X > 0, un point (X,X) est un point-col pour L(X, ) si et seulement

si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

(a) L(X,X) = Min L(X,X)

_ Xexn
(b) g;(X> <0 Vi eI
(c) x; gj(X) =0 Vi eI

Démonstration :

Soit (x,A) un point-col.

e (a) est vraie par définition (I’équation (I.44) du point-col).

e Toujours & partir de I’équation (I.44),0na:

L(X,A) < L(X,A) Va0

soit :

£(X) + 2 A1 81X < £(X) + T X5 g1 (X)
iel iel

et donc:

T(A; - X3) gy(X) €0 Va0
iel

(I.45)

Si g4 (X) était strictement positif pour un indice 1, on pourrait choisir A; strictement

positif suffisamment grand pour que I'équation (I.45) ne soit pas vraie, donc (b) est

vérifiée.
e Pour 1; = 0, I’équation (I.45) implique :

Ty giX =20
iel
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Comme X; >0etg;(X) < 0,0n aaussi:

%2 giX) <0
iel

donc

=y gi (X)) =0
iel

ce qui implique bien X; g;(X) = 0 Vvi € I, c’est & dire (c).
Réciproquement, supposons que (X, ) vérifie (a), (b) et (c)
e (a) implique L(X,X) <L(X,X), VX eX"

e (c) implique L(X,X) = £(X)

e Larelation:

L(X,A) = £X) + =(A; g1 X)), A3 20
iel

et la condition (b) implique :

L(X,)) € £(X) = L(X,)), VA > 0

Donc on a bien :

L(X,\) < L(X,2) < L(X,A) VA>20, VX e ®°
Remarque :
La condition (c) signifie que I'on a :

- soit g4 (X) =0, si la contrainte est active,
- soit &; = 0, si la contrainte est vérifiée mais non saturée.

Condition suffisante d’optimalité :

Si (X,X) est un point-col de L(X, 1), alors X est un optimum global du proble¢me Q.
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Démonstration :

D’apres (a) de la propriété caractéristique, on a:

£(X) + S(X; g1(X)) < £(X) + Z(X; gi(X)), VXK e X"
iex iex

d’apres (c) :

X; gi(X) =0, Vi €I,

on obtient :

£(X) < £(X) + 3(X; g1(X)), VX e x"
ie1

X > 0, donc pour tout point X € ®™ tel que g4 (X) <0, on a £(X) < £(X), ce qui signifie
bien que X est un optimum du probléme Q.

Remarque :

Pour établir cette condition suffisante d’optimalité, on n’a pas besoin de faire
d’hypothéses particulieres sur les fonctions £ et g, telles que convexité ou
différentiabilité. Nous devons par contre en faire pour obtenir une condition
nécessaire et suffisante d’optimalité. '

143 CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES D’OPTIMALITE
DANS LE CAS CONVEXE

Pour schématiser, nous avons obtenu les résultats suivants :

Condition Nécessaire (CN) :

- £ et g5 sont continiment différentiables
- hypothése de QC
- Alors optimum = conditions de Kiihn-Tucker

Condition Suffisante (CS) :

- Point-col de la fonction de Lagrange = optimum
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Nous allons donner maintenant un résultat montrant que dans le cas ol £ et g;

sont convexes, On a :
- optimum « point-col

Enfin nous montrerons que si, en plus de ces mémes conditions, £ et g; sont
différentiables, alors

- optimum « condition de Kiihn-Tucker
On admettra le résultat suivant :

Soient £ et g; convexes. On suppose qu’il existe X e X™ tel que :
gi(X) <0vier

Alors si le probléme Q a une solution optimale X*, il existe un vecteur de
multiplicateurs A* > 0 tel que (x*,A*) soit un point-col de la fonction de Lagrange
L(X,)). .

Dans le cas convexe, I’existence d’un point-col est donc une CNS d’optimalité.

On peut, en outre, faire la relation avec les conditions de Kiihn-Tucker suivantes :
Si £ et g; sont convexes et différentiables, les conditions de Kithn-Tucker en X* sont
une condition nécessaire et suffisante d’optimalité, c’est & dire que pour que X* soit
un optimum global du probléme Q, il faut et il suffit qu’il existe A* > 0 tel que :

VxL(X*,2%) = 0

A¥ g (x*) =0, vielI

Démonstration

D’aprés le résultat précédent, X* est un optimum global si et seulement s'il
existe A* > 0 tel que (x*,2*) soit un point-col, c’est & dire (propriétés du point-col) :

a) X* minimise L(X,A*) sur ®°

b)g;(x*)<ovier
¢) A\i¥gi(x*y=0viel
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£ et g; étant convexes différentiables, L(X, *) est convexe et différentiable en X, et
donc (a) est équivalent a :

VyL(X*,2%) = 0
soit :

VERY) + 2 A% Vg (X)) =0
iel

“ce qui, avec b) et ¢) donne les conditions de Kiihn-Tucker en X*.

Remarque :

Si on fait seulement une hypothése de convexité locale, on aura une condition
suffisante d’optimalité locale :

Si on suppose :

- £(X) et g4 (X) différentiables
- £(X) et g; (X) convexes dans un voisinage de x*
- les conditions de Kiihn-Tucker sont vérifiées en x*

Alors X* est un optimum local du probleme Q.

Exemple 2 :

Nous donnons ici un exemple simple ol les conditions de Kiihn-Tucker
peuvent étre résolues directement, permettan|t ainsi obtenir immédiatement les
valeurs des multiplicateurs et de 'optimum :

Soit le probléme :
Minimiser : £(X) = x;2 + x

sous les contraintes :

IA
o

g1(X) = x12 + XZZ -9
gz(X)-xl + x2—150

Ce probléme est représenté sur la figure 1.7
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contour /

de £(X) \‘7/ /

l///

Figure 1.7 Un exemple de probléme d’optimisation avec contraintes

On peut vérifier que les fonctions £(X) et g)(X) sont convexes et
différentiables :

2 0
v2E(x) =
0 0

et

0

2
v2g (X) = [ ] sont définies positives
0

2
g, (X) est linéaire.

On obtient donc :
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2x1 2x1 1
VEX) + A1Vgl(X) + Xngz(X) = + 2 + X9
1 2xq 1

et les conditions de Kiihn-Tucker s’écrivent donc ici :

{ 2xq1 + ZX1X1 + Ay =0
(I.46)
1 + 2x2A1 + Ay = 0
A - 2 2 _ -
{ 1g1(X) Al(xl + x5 9) 0
(1.47)
Azgz(X) = Az(xl + x9 - 1) =0
{,\120
(I1.48)
Az >0

Une solution possible de I'équation (I.47) est A = A = 0, mais on a alors,
avec I’équation (I1.46) : 1 = 0. Supposons donc Ay = 0 et X, = 0, '’équation (I.46)
implique : 2x1(1 + Aq) = 0. Ay = -1, ne satisfait pas I’équation (1.48) et donc x; =
0 et ’équation (1.47) devient : A;(xy2 - 9) = 0. Comme on a supposé que A; = 0,
on a xy =1 3.

Si xy = 3, équation (I.46) devient 1 + 61, = 0, ce qui n’est pas possible
puisqu’il faut A > 0 et donc x5 = -3 et 'équation (I.46) donne 1 - 61 = 0, SOit A
= 1/6.

On peut vérifier sur la figure 1.7 que le point X* = (0,-3) est bien 'optimum
cherché. La contrainte g, n’est pas active (1, = 0) et -VE(X*) est bien paralléle a
Vgl(x*).

144 QUELQUES METHODES DIRECTES DE MINIMISATION
AVEC CONTRAINTES

Nous présentons maintenant quelques algorithmes appartenant aux méthodes
dites directes ou primales, c’est & dire qui travaillent directement sur le probléme
posé, alors que les méthodes duales le transforment en général en une suite de
problémes sans contraintes, en utilisant les propriétés de la fonction de Lagrange
L(X,A) introduite en sous-chapitre 1.4.2. Les méthodes duales seront présentées dans
le sous-chapitre 1.4.5.
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Changement de variables

Un changement de variables approprié peut permettre de transformer un
probléme avec contraintes en un probléme non contraint. Cependant, il n’ y a pas de
régle générale pour évaluer lintérét d’'un changement de variables. Il faut considérer
chaque cas particulier, en sachant que certaines transformations peuvent conduire 2
des difficultés telles que :

- laugmentation importante du degré de non linéarité (changement de variables
x; =¥i%)

- le probléme transformé peut avoir d’autres minimums ou d’autres points
stationnaires,

- Tordre de grandeur des variables peut devenir trés différent,

- la matrice hessienne peut devenir singuli¢re ou mal conditionnée.

1.4.4.1 Méthodes des directions admissibles

~

Comme pour la minimisation du probléme sans contraintes, la plupart des
algorithmes avec contraintes se caractéristent par le choix d’'une direction et d’un pas
dans cette direction. Dans la méthode des directions admissibles, on va rechercher
une direction de déplacement telle que :

- un petit déplacement dans cette direction ne fait pas sortir de l'ensemble R
des solutions.
- lafonction £¢X) diminue strictement dans cette direction.

Une telle direction est dite admissible.

Considerons le probléme P1 :

[ Minimiser : £(X)

avec des contraintes :

gi(X)go i=1,...,m
| X € X
Soit R le domaine des solutions :R = { Xe *% /g;(X) <0, i=1, 2,...,m)
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Soit x0 € R le point de départ, 10 = ( ieI / g;(x0) = 0) indices des contraintes
saturées en x9. Soit y la direction cherchée.

Si on se place en un point voisin de x0 dans la direction y, la valeur des
contraintes saturées ne doit pas augmenter, donc il faut :

d
— g;(x0 + gy) <0, viell
as 6=0

c’est & dire :

vg;T(x% y <o

et la fonction £ (x) doit décroitre, donc il faut :

vil(x0) y <0, vie10

Le principe de la méthode des directions admissibles de Zoutendijk, [A24] est
de chercher le vecteur y solution de :

Minimiser : V€T (x%) y
sous les contraintes : (I.49)

vg;Tx% y<o vie10
ce qui est un probléme de programmation linéaire.

Ceci donne ’algorithme suivant :
(a) xO est le point initial, k = 0

(b) Calculer la direction de déplacement yX en résolvant le probléme de
programmation linéaire (I.49)

c) SiveT(xk) yk < 0, déterminer par une recherche unidirectionnelle :
- le pas maximal a¥ possible dans la direction y¥, c’est a dire tel que x¥ +
aXyK soit encore dans le domaine admissible.
- le pas optimal o¥, 0 < ok < a¥, C’est A dire tel que £(xk + oXyK) soit
minimum. Faire k = k + 1 et aller en (b).

(d) siveT(xk)y yk = 0, arrét (il n’est plus possible de réduire £)
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Des difficultés peuvent apparaitre; par exemple, dans les cas suivants :

- ladirection déterminée par ’équation (I.49) se trouve dans le plan tangent 2 la
contrainte en X9, tout déplacement dans la direction yO fait sortir du domaine; il
faut une procédure spéciale pour revenir dans le domaine, et ceci peut entrainer

la non-convergence de la méthode.

- la ou des contraintes saturées changent, il y a alors discontinuité brusque de la
direction de déplacement, ce qui risque également de perturber la convergence.

Il existe des variantes de cette méthode, qui font intervenir toutes les
contraintes du probléme (et pas seulement les contraintes saturées), et qui imposent
en outre 2 la direction de descente de s’écarter de la frontiére du domaine (Topkis et

Veinott 1967), [A24].

1.4.4.2 Méthode du gradient projeté

Un moyen d’adapter les méthodes d’optimisation sans contraintes au cas avec
contraintes consiste 2 projeter les déplacements sur la frontiere du domaine

admissible, fig. 1.8.

XIJ

2.(x)=4,(x°

X,

Figure 1.8 Principe de la méthode du gradient projeté

36




Chapitre I

" La méthode du gradient projeté de Rosen (1960) est particuliérement
intéressante dans le cas oil les contraintes sont linéaires, cas ou la projection peut étre
facilement calculée.

Soit le probléme P2 :
Minimiser : £(X)
sous les contraintes :
af X<by, viel
Soit X un point admissible, 19¢X) ’ensemble des indices des contraintes saturées en X.

On cherche une direction de déplacement s qui permette de diminuer la
fonction £ le plus possible (qui rend (v£T(X).s) minimal), tout en restant dans
I’ensemble des solutions, c’est & dire telleque:a; S = 0 Vie 10(%).

Notons A la matrice dont les lignes sont a;, Vi € I, et A0 1a sous matrice de A
constituée des lignes i e 19¢X), correspondant aux contraintes saturées. On peut
démontrer que s est obtenue en projetant 'opposé du gradient -V£(X) sur le sous
espace SO = (y /7 A0 y = 0}, et que s se calcule explicitement :

s = -PO vE(X) = — (I - AOT[A0 A0T]-1 A0y ve(x)
PO est appelée la matrice de projection sur sP.

- Si s =0, on déterminera ensuite le pas optimal dans la direction s.
- Sis=0,0na:

PO vE®) = 0 = (T — A0T[a0 AOT]-1 A0y ve(x) (I.50)

Or AOT est la matrice dont les colonnes sont les gradients des contraintes saturées au
point X. En posant :

p = — [0 A0T)=1 A0 wg(x)
on voit que si g > 0, la condition s = 0 s’écrit VE(X) + A0T , = 0, ce qui exprime les

conditions de Kiihn-Tucker au point X¥, qui est donc un optimum local du probléme
(si la fonction £ est convexe localement). Si p a des composantes strictement
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négatives, la recherche peut se poursuivre en enlevant de A0 une des contraintes
correspondant 2 p4 <O0.

Ceci meéne a l'algorithme suivant :
(a) x9 point initial, k = 0
(b) Déterminer I’ensemble L0 = 10¢xk) des indices des contraintes saturées

(c) Soit A0 la matrice dont les lignes correspondent aux contraintes i e LO. Calculer
la matrice de projection :

PO = 1 - A0T[A0 A0Ty-1 0 (1.51)
et la direction de déplacement :
sk = - PO vg(xk) (I.52)

(d) Si sk =0, on détermine le pas maximal a* et

xk'l‘l = xk + aksk
k = k + letaller en (b)

(e) Sisk =0, calculer :

p = - [A0 A0T)-1 A0 ye(x) (1.53)

si g > 0, fin : x¥ satisfait les conditions de Kiihn-Tucker. Sinon, soit pi la
composante la plus négative de p. Faire 1.0 = 1.0 - (1) et aller en (c).

Remarque :

Dans le cas de contraintes non linéaires, on peut utiliser la méthode du
gradient projeté en projetant sur le sous espace tangent 4 la surface définie par les
contraintes saturées. La matrice A9 du cas précédent est alors remplacée par une
matrice constituée des gradients des contraintes saturées. Mais I'application de cette
méthode est délicate car la direction de déplacement ainsi calculée fait en général
sortir rapidement du domaine admissible.
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1.4.4.3 Méthode du gradient réduit (Wolfe, 1962)

Comme la méthode du gradient projeté, cette méthode concerne le cas de
contraintes linéaires. On suppose, en plus, que le probléme est posé sous la forme :

Probléme P3
[ Minimiser : £(X)
sous les contraintes :

AX=0D

| X>0,Xe€R?, berR?, n>n

En effet, on peut toujours ramener une contrainte d’inégalité 4 une contrainte
d’égalité en introduisant une variable supplémentaire, qu’on appelle variable d’écart :

gi(X) + zy = 0
gi(X) £0 e 6 (I.54)
Zi Z .

D’autre part, si le probléme initial comporte des variables de signe
quelconque, on peut les remplacer par la différence de deux variables positives :

= X1 _ x:i2 1 .2
Xy = Xj X34, X520, X°20 (I.55)

On suppose n > m et rang (A) = m. On peut alors écrire la matrice A de
dimensions m x n sous la forme :

A= m| B N (I.56)

m n-m

oll B est une sous matrice carrée m x m réguliére composée de m colonnes extraites de A
(B est une base).
On écrit également X sous la forme :

XB m
X = e (1.57)
XN n-m

et les contraintes deviennent :

BXB + NxN=1p
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Le choix de B permet d’écrire :

xB = B~1lp - Bl N XN = oxN) (I.58)

ce qui signifie qu’on exprime une partie des variables, xB ( dites variables de base ou
dépendantes) en fonction des autres, XN (dites variables hors base ou indépendantes).
On peut alors définir la fonction £, qui n’est autre que le critere considéré, comme
fonction de xN seulement :

£xNy = £xV,0xM)) = £, 01 XY, ..., @ xY))
£ est donc une fonction de (n - m) variables.

On appelle gradient réduit de £, le gradient de £, dont les composantes sont :

3t af m  3f dey
— - + E —_— —_—
ax; N ax;N k=1 ap, %N
soit :
3t 3t
gNm — - —ly (I.59)
axN axB

_On peut alors travailler dans I'espace des variables XY seulement, la direction
de déplacement étant opposée a celle du gradient réduit. On calcule comme
d’habitude un pas maximal correspondant aux contraintes X; > 0, puis un pas optimal.
Lorsqu’une variable de base s’annule, on définit une nouvelle base en remplagant la
colonne correspondante de B par une colonne de N.

Cette méthode a été étendue au cas de contraintes non linéaires :
Probléme P4 :
[ Minimiser : £(X)
sous les contraintes :

gi(X) =0 i=1,...,m

X220

. =
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il s’agit de la méthode du gradient réduit généralisé. En utilisant une lin€arisation des
contraintes, on définit une base comme un ensemble de variables (X3, 3 =1,..,m
telles que la matrice m X m suivante :

ag (X) 3gi (X) .
= ou g = (81, 82,---»8111)

axB 3%

soit réguliere. De maniére analogue au cas linéaire, on définit le gradient réduit
généralisé :

af af g 1-1 [ ag
g = — - | — — — (I.60)
axN axB axB axN
Pour les variables indépendantes, on prendra comme direction de déplacement
¥ = (ay) avec:

{ dy =0 si giN > 0 et Xy = 0 (sinon Xy deviendrait < 0)

dj = - gy si gy <0

Pour les variables de base, la direction sera :

' dg |-1 | dg
aB = - [_B] l*]dN (I.61)
X

Si N = 0, on peut démontrer que les conditions de Kiihn-Tucker sont
satisfaites. Si aN = 0, on effectue une minimisation unidirectionnelle avec un pas
maximum de maniére 3 toujours vérifier X > 0. On obtient ainsi X = (xB , Ny, 1l faut
encore une étape supplémentaire pour modifier xB de maniere A satisfaire les
contraintes g(X) = 0, puisqu’on a utilisé une linéarisation de g pour calculer la
direction d¢®. On va donc résoudre (x¥ étant fixé) :

g(xB,xNy = 0

en partant du point X5,
La méthode de Newton appliquée a ce probléme donne a I'itération k :

ag (xBk)y

-1 .
XBk+l - XBk _ [ :| g(XBk, XN)

axB
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Dans la pratique, on peut la simplifier (et surtout gagner du temps) en ne

calculant la matrice :
agx) [-1
axB

qu’au point initial, au lieu de la mettre a jour a chaque itération.
Soit donc (x*B , x) le point ainsi obtenu. Comme la méthode de Newton ne

prend pas en compte les contraintes X > 0, il est possible qu’une des variables de base,
x*B soit nulle ou négative. Il faut alors, comme dans le cas linéaire, effectuer un
changement de base avant de continuer les itérations.

1.4.4.4 Méthode & métrique variable de Powell (1977)

Nous revenons au cas général du probléme d’optimisation posé sous la forme
du probléme P1: '
[ Minimiser : £(X)
avec des contraintes :

gi(X) <0 i=1,...,m

[ X € ®!

On suppose que les dérivées premieres et secondes de £ et g; existent. Comme
dans les méthodes & métrique variable du cas sans contraintes, le calcul de la
direction de descente sk sera de la forme :

sk - _gk ve(xky (I.62)

oil BK est une matrice symétrique définie positive.
Cette valeur de sk est celle qui minimise la fonction quadratique :

1
q(s) = £(xK) + sT vexky + — sT Bk s (I.63)
2

Dans la méthode de Powell, la direction s est calculée comme la direction qui
minimise I’équation (I.63) sous les contraintes linéaires :

g (X) + 5T vg;(x¥) <0 (I.64)
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qui représentent une approximation de g; au point XX + s. Le calcul de s est donc lui-
méme un probldme de minimisation d’une fonction quadratique sous contraintes

linéaires.

Nous donnons ici les grandes lignes de la méthode, qui est décrite précisément
dans [A19]. Son originalité est dutiliser, pour une méthode directe, une
caractéristique des méthodes duales, en faisant intervenir dans les calculs de mise a

-jour de BX, la valeur des multiplicateurs de Lagranée du probléme quadratique de
recherche de s.

En effet, dans le cas ou il y a uniquement des contraintes d’égalité, la solution
cherchée doit vérifier les contraintes et les conditions de Kiihn-Tucker :

gi(X) =0 i=1,...,m
m (I.65)
VE(X) + Z A; Vgi(X) =0
im=]l

ou les A; sont les multiplicateurs de Lagrange. Si on suppose m < n, les relations
(I.65) donnent (m+n) équations & (m+n) inconnues (m multiplicateurs de Lagrange et
n variables de conception). On peut alors remarquer que résoudre ce syst¢me par la
méthode de Newton (qui est & I'origine des méthodes a2 métrique variable) ferait
intervenir la dérivée seconde, par rapport 2 X, de la fonction :

L(X,\) = £(X) + AT gXx) (I.66)

et non pas les dérivées secondes de la fonction £ seulement. Cest donc & cette
fonction L(X, A) qu’on va appliquer la méthode & métrique variable.

Les formules de mise 2 jour de BK dans le cas sans contraintes (DEP, DFGS)
font intervenir les quantités s¥ et 'k qui sont ici :

sk = xk+l _ xk (I.67)

et

rk = veLxk*tl a) - wynexk,a) (I.68)

Comme il y a des contraintes, il peut arriver que la quantité 6¥Trk soit négative
pour toute valeur du pas o* non nulle.
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Or c’est une condition pour assurer que BK*1 soit définie positive (voir sous-
chapitre 1.3.6, remarque). Pour cette raison, Powell remplace l¢ vecteur r¥ par un
vecteur n¥ de la forme :

,,k_ o TK + (1 -8 Bk sk (I.69)
oll ¢ est calculé de manire 2 ce que n¥ soit le vecteur le plus "proche" de T* vérifiant
I'inégalité suivante :

skT gk > 0.2 sKT Bk gk

ce qui assure bien 6KT nk > 0.
En utilisant la formule de BEGS, on obtient pour BX*1 'expression :

"k ("k)T Bk 51( (5k)T Bk

Bk+l - Bk + - _ (1.70)
(5k)T "k (5k)T Bk (5k

Pour calculer le pas oK, on introduit la fonction :

m
$(xK,p) = £(2%) + 2 p;K |Max (0,g; x|
i=1

ou & la premiere itération :

pil=21, 1=1,....m
et ensuite :

pik'= Max (A%, 0.5¢uk L + 2k, 1=1,...,m
soit:

p(a) = XK + ask, p5

Le pas oK est alors calculé par approximation quadratique de ¢(a).

Cette méthode converge trés rapidement et est donc trés intéressante pour les
problémes d’optimisation de structures, oil le colit d’une itération est généralement
élevé.
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1.5 METHODES D’OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES
METHODES DE PENALITE ET METHODES DUALES

L’idée est de substituer 2 la fonction & minimiser une autre fonction incluant
les limitations (les fonctions des contraintes). On obtient alors I'optimum en
cherchant les minima dune suite de fonctions sans limitations. Cette idée
extrémement séduisante a surtout été développée durant les années 1975-1980, [A24]
essentiellement par Caroll, Fiaco et Mc Cormick, R. Haftka.... Elle est aujourd’hui
encore appliquée sous diverses formes qui sont :

- la pénalité intérieure, extérieure ou étendue
- la méthode des multiplicateurs ou du Lagrangien étendu

Un des algorithmes assez populaire utilisant ce principe est SUMT (Sequential
Unconstrained Minimisation Techniques).

5.1 METHODES DE PENALITE

Au probléme initial :

Minimiser £(X)
(I.71)
soumis & : gy(x) <0 j=1,....m
on substitue donc le probléme
Minimiser:
m
(X) = £(X) + rK 3 63 (g5 (X)) (I.72)
j=1

ot £¥ est un coefficient positif connu sous le nom de paramétre (ou facteur) de
pénalité. '

Selon que les fonctions &(£,6; ,rk)~ prennent leurs valeurs minimales dans le
domaine admissible ou inadmissible on distingue la pénalisation intérieure ou
extérieure. Quand on ne fait pas cette distinction, on a affaire a la pénalité étendue.

1.5.1.1 Pénalité Intérieure

Les fonctions G5 (X) les plus connues sont :
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. -1
G5 (X) = ———— (1.73)
gj (X)

ou
Gj(X) = log(- gj(X)) ' (I.74)
Remarque : G4 (X) donc &(X) est non définie si la limitation est active.
Pourquoi ces deux fonctions ? On voit que la réponse est assez simple : en

effet, plus g (X) devient une contrainte active, c’est & dire plus g (X) tend vers zéro
plus 65 (X) croit et donc moins :

m -1
(X) = £(X) + r¥ = (I.75)
J=1{ &;(X)
ou
m
3(X) = £(X) + r¥ = log(-g; (X)) : (1.76)
j=1

a des chances d’étre minimum pour un r¥ > 0 donné. Ainsi, la fonction de
pénalisation a pour but effet d’empécher dans une recherche de minimum que I'on
sorte facilement du domaine admissible. 11 suffit alors de diminuer de plus en plus le
poids de cette pénalisation (r¥ -+ 0) pour que les minima successifs de & tendent vers
min (£(X)) tout en restant (en théorie du moins) & 'intérieur du domaine admissible.

Ceci méne au processus itératif ci-dessous :
1) Partir avec un point X0 admissible et une valeur initiale; poser k = 0.

2) Minimiser &(x,r¥) en utilisant un algorithme de minimisation sans
contraintes, ce qui donne ¥

3) Tester si XK est le minimum recherché; si oui stop, sinon aller au pas
suivant

4) Poser rktl =c rkavec e <1
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S) Faire k = k + 1 et redémarrer en 1) avec X = X¥

Les questions posées par cet algorithme sont :

- Le choix d’un point de départ dans le domaine admissible
- Le choix d’un facteur de pénalité initial 0 et la loi d’évolution
- Le critere d’arrét

Point de départ

Le plus souvent en mécanique des structures, il est préexistant et constitué
d’une structure répondant aux limitations, mais de facon peu satisfaisante.
Cependant, il peut arriver qu’on ait besoin de le définir, c’est & dire qu’un certain
nombre de limitations 8j (x%) soient violées. Soit k I'indice de la limitation la plus
violée, telle que :

g = Max (gjv(xo)) vjv € Jv (Jv est 'ensemble des limitations violées)

On cherche alors a résoudre le probléme d’optimisation suivant :

Min g (X) (1.77)
soumis a :
et (I.78)

gj(X) - gx(X) <0 j €dv

Pour ce nouveau probléme, X0 est un point de départ admissible. Par
conséquence, la pénalisation intérieure peut lui étre appliqué. Si & lissue du
processus g, (X) + 0 alors optimum est évidemment un point admissible satisfaisant
toutes les limitations. Sinon, il faut recommencer le processus précédent en repartant
du nouveau point trouvé et en identifiant la nouvelle limitation la plus violée.

La pire des situations que 1’on puisse rencontrer est celle ou il faut changer de
point de départ, le processus précédent pouvant échouer si I'on s’est placé trop "loin”
dans le domaine irréalisable.
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Initialisation et évolution du facteur de pénalisation

Puisque l'on doit minimiser la fonction ®(X) pour une suite de valeurs
décroissantes de r¥, il peut sembler intéressant de ne pas démarrer avec un facteur
initial 0 trop grand afin d’éviter un processus trop long. Par ailleurs, il est plus facile
"numériquement” de trouver le minimum de @ quand rk est grand sans violer les
limitations, mais, dans ce cas, le poids de la pénalisation fait que I'on minimise
d’avantage G4 que £(X). Il faut donc pénaliser, mais modérément. On s’accorde, selon
les problémes, & choisir une pénalité initiale de I'ordre de 20 & 100 pour-cent de la
valeur £(x9), c’est 4 dire que I'on pose :

£(x0) £(x0)

0,2 m m (I.79)
> Gj(xo) > cj(xo)
j=1 j=1

A

H
o

IA

Pour I’évolution de rk, il est nécessaire de se forger une philosophie : on prend
c =0,20u0,30u0,5.

Critére de convergence

Il s’établit en jugeant a la fois de I’évolution de £(X) et de celle de X a l'aide
des normes suivantes :

|£cxk+ly - £¢xb |

< €1 (1.80)
f(Xk+1)

et

| ax || < €9 (I.81)

oil | AX | est une norme du vecteur {xk*1 - XK}, Les ¢; et ¢, sont des valeurs limites
de précisions

Normalisation des limitations
Dans beaucoup de calculs des structures ou ’on doit résoudre un probléme
d’optimisation, les limitations se posent en termes de déplacements, de contraintes et

- de fréquences de résonance. On écrit par exemple que u, le déplacement est inférieur
4 u mm, que o, la contrainte est inférieure & ¢ N/m2 et que w, la fréquence est
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supérieure 2 » Hz. Ces trois limitations n’ont évidemment pas le méme "poids"
numériquement bien qu’elles aient la méme importance mécanique; or elles sont
simplement "additionnées” dans 63 (X). Il est donc nécessaire de les normaliser :

(u(xX) - u) u
g1(X) = - = — -1 <0 (1.82)
u u
(o(X) - o) o
g2(X) = — = — -1 <0 (I.83)
o o
(0 - w(X)) )
g3(X) = ———— = 1 - — < 0 (I.84)
w w

Il est également possible de travailler avec des facteurs de pénalisation
différents pour chaque G5, par exemple :

. m Rj
(X, rK) = £(X) - ¥ = (I.85)
3=1 g5(X)

Les Ry sont choisis pour que le poids de chaque limitation dans le général soit
a peu prés le méme (au point de départ).

Les aspects mathématiques

Il n’est pas dans notre intention de faire des mathématiques; cependant il n’est
non plus inutile de connaitre les limites d’utilisation des méthodes auxquelles on peut
faire appel, c’est pourquoi nous donnons ici les théorémes mathématiques de base
dont les démonstrations peuvent étre trouvées dans les ouvrages spécialisés.

Théoréme 1

Si la fonction :

-1

m
(X, rK) = £(X) + r¥ =
j=1 Sj(x)

est minimisée pour une suite de valeur décroissantes de r* alors les minima trouvés

Xk convergent vers le point X ol la fonction £(X) soumise aux limitations g jX)<0, ]
=1,...,mest minimum quand =¥ » 0.
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Théoréme 2

Si £(X) et les g4 (X) sont convexes et si £¢(X) ou au moins une des limitations
est strictement convexe alors la fonction &(X,rX) est strictement convexe.

Théoréme 3 (rappel)

- £(X) convexe = F£OXL + (1-0)X2) < Af@xL) + (I-2)£X2), A € (0,1)

+

- £(X) convexe = £(X2) > £xb + veT(xly (x2 - x1)

£(X) convexe = V£2 = H matrice définie positive

f(X) convexe = tout minimum local est un minimum absolu.

1.5.1.2 Pénalité extérieure

Dans cette méthode on pose :

m
(X, k) = £(X) + ¥ = [<g; (X)>14 (I.86)
j=1

ol rX est le facteur de pénalité strictement positif, q est un exposant non négatif et
<gj (X)> est défini par :

= gj si la limitation est violée

<gj (X)> = Max <gj x), o> { )
=081 gs(X) £0
J

Cette définition montre que l'effet de la pénalité est d’augmenter la valeur de
£(X) dans une proportion liée & la valeur de la limitation non satisfaite. Siq > 1, @
augmente plus vite que gj; c’est d’ailleurs pourquoi on parle de pénalité puisque |3|
> |£]| et que I’on cherche & minimiser la fonction £.

Généralement, & posséde un minimum ¥ dans le domaine non réalisable; ce
minimum XX converge vers le minimum X du probléme original quand k et rX + «; la
suite X¥ se rapproche de X et les X peuvent alors éventuellement appartenir au
domaine réalisable.

Pour des raisons de continuité de la fonction & et de ses dérivées premiéres, on
prend en général q > 1, soit le plus souvent q = 2.
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L’algorithme est le suivant :
1) Donner un point initial X0 et une valeur convenable 0. Poser, k = 0.
2) Minimiser #(x,xk) pour trouver Xk

3) Tester si XK satisfait toutes les contraintes, il en est ainsi de I'optimum.
Arréter le processus sinon aller en 4).
4) Choisir une valeur rk+1

5) Poser k =k + 1 et aller en 2)

La convergence de cet algorithme a été démontrée mathématiquement.

1.5.1.3 Pénalité étendue

Le principal avantage de la pénalité intérieure est qu’elle permet de trouver
des configurations admissibles, au contraire de la pénalité extérieure. Le principal
inconvénient est la nécessité de trouver un point initial admissible.

La pénalité étendue permet de sortir du domaine admissible au cours de la
phase de minimisation séquentielle; elle combine les deux pénalités. On écrit :

m
8(X, k) = £(X) + =¥ T p(gj (XN (I.87)
j=1

Kavlie et Moe ont proposé

-1
— . 8 <80 (I.88a)
gj

p(g;) =
1 gj
_— - 2], g > gp (I.88b)
g0 20

oll gg est un petit paramétre, dit parameétre de transition. On souhaite que, lorsque la
contrainte est violée la fonction croisse rapidement. Pour g et r* petits 'équation
(I.88b) montre que
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Sjrk

802

(1.89)

rk p(gj) =

Kavlie propose de prendre gg = ¢ K,

L’ennui de cette fonction est que ses dérivées premiéres ne sont pas continues au
point gg, c’est pourquoi Haftka a proposé :

-1
— 8§ < 80 (I.90a)

Sj -

1 gj 2 gj

—_ | = 4—} +34—% - 3], gj 2 go (I.90b)
0 0 £0

pour r¥ et go —+ 0, ’équivalent de X p(gj) est cette fois :

gyr¥

g0>

(1.91)

X p(gy) = -

ce qui donne gy = ¢ (£¥)°-°

Remarque : L’avantage d’avoir des dérivées continues se manifeste au cours de la
minimisation sans contraintes ol 'on peut alors utiliser des méthodes du 2-iéme

ordre.
Les méthodes de pénalité sont trés puissantes et faciles & mettre en oeuvre

d’un point de vue programmation. Leurs principaux inconvénients sont :

- Un mauvais conditionnement numérique au voisinage des limitations,
particulierement quand r¥ devient petit. Or, souvent, le minimum est au
voisinage d’une frontiére ou sur la frontiére, du domaine réalisable.

- Le choix de £0 et I’évolution de r¥.

En général, la "stratégie" de pénalisation n’est jamais valable une fois pour
toutes, elle doit varier avec les exemples.

5.2 METHODES DES MULTIPLICATEURS
OU DU LAGRANGIEN AUGMENTE

Ces méthodes ont été développées dans la littérature pour éviter quelques uns
des inconvénients signalés précédemment, & savoir ceux liés a I’évolution du
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paramétre r¥. Il s’ensuit que la fonction & regroupant les limitations n’est plus mal
conditionnée. Par allieurs, les mathématiciens ont démontré que la convergence de
ces méthodes est généralement bonne et supérieure 2 celle de la SUMT. Les auteurs
de référence sont Bertsekas, Hestenes et Rockafellar.

1.5.2.1 Contraintes d’égalité

La méthode des multiplicateurs peut étre considérée comme une combinaison
des méthodes primales-duales, mais elle a un comportement bien spécifique :

On sait que le probléme initial :

Minimiser la fonction £(X)
soumise aux contraintes d’égalité : (1.92)

hy(X) =0 j=1,....m

est équivalent & la minimisation du Lagrangien

m
L(X,A) = £(X) + = A;h;(X) (I.93)
j=1
tel que
— — — m — —
VL(X,}) = VE(X) + = Athj (X) =0 : (I.94)
j=1
et
o 32L(X;,23)
v2(%,1) = > 0 (I.95)
32Xi

Le probléme (I.93) est encore un probléme avec contraintes. Il peut donc
étre résolu par une méthode de pénalisation extérieure, c’est & dire que l'on se
propose de minimiser :

r m
&(X,A,r) = L(X,A) + — = hjz(x)
2 j=1
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m r
- £(X) + T Ajhy(X) + — hj2(X) ' (I.96)
j=1 2

La pénalisation extérieure fait que r croit indéfiniment. La fonction &(X,,x),
dans cette évolution, ressemble de plus en plus & une fonction de pénalité extérieure,
donc avec une formule de réactualisation convenable des 2 I’équation (I.96) peut
conduire a la solution du probléme.

Le choix des A; est primordial, cela peut facilement s’illustrer par les deux cas
extrémes suivants :

- Sil’on prend A; = 0, on trouve bien la pénalité extérieure usuelle,
- Silon a Ay o= XJ-, cest & dire si les A ont les valeurs convenables, la
différentiation de & conduit, au point X = X, 4 :

m
Vd = VE(X) + = Xthj(i) + rhj(i).Vh(i) =0 (1.97)
j=1

d’olr
rh;(X).Vh = 0
c’est a dire que I’équation (I.97) est indépendante de r.

Cette indépendance a deux conséquences :

t

- Tout d’abord si le vecteur X est connu alors la solution peut s’obtenir en une seule
minimisation sans limitations.

- Ensuite, puisque &(X,X,r) ne dépend pas de r, on n’a pas besoin de faire varier
ce parametre. Ce qui signifie donc I'absence d’un mauvais conditionnement
numérique.

La question qui reste a résoudre est celle du choix des valeurs initiales de r et
A et leurs réactualisations pour que le processus converge convenablement.

L’équation (I.97) peut encore s’écrire :

m
VE(X) + = (Xj + rhj(i))Vh(i) = 0 (1.98)
j=1
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d’apres le critere de Kithn-Tucker & 'optimum, on a:

m
VE(X) + Z Xth(i) =0 (I.99)
j=1

P’équation (I.99) apparait comme la formulation limite de I'équation (I.97), ce qui
conduit a la formule itérative :

xjk+1 - Ajk +r hj(xk) (I.100)

Cette formule de réactualisation des multiplicateurs de Lagrange a été
proposée par Hestenes, c’est la plus connue.

Il y a eu peu d’essais pour savoir quels multiplicateurs prendre au premier pas,
cest & dire A9, Il est siir que le choix a de I'importance puisque si A0 =X il n’y a pas
d’itérations (un seul pas suffit). Jusqu’a présent, on n’a guére trouvé mieux que Xj 0-
0 (facile a2 programmer et qui permet une identification rapide des limitations
actives).

Un probléme assez délicat 2 traiter dans cette méthode des multiplicateurs est
celui de la convergence car celle-ci est directement liée aux choix de r. Les théorémes
mathématiques relatifs 2 cette convergence sont difficiles et ne peuvent pas étre
présentés ici; ils sont dus & Rockafellar et Bertsekas. En résumant leurs travaux et en
les simplifiant, on peut dire :

Si les fonctions &, £ et hy et leurs dérivées sont suffisamment continiment
différentiables jusqu’a l'ordre 2, alors il existe un scalaire r* et un nombre ¥ > 0 tel
que pour chaque r¥ > r* la fonction &(X,,r) a un minimum unique, x¥. De plus on
a les relations suivantes :

M
| xk - x* | < — || xk - 2% | (I.101)
r

et

M
| Ak*tL - 2% | < — || Ak - a* | (1.102)
. :

avec

k+l _ 4.k ewk
A5 AyE + rhy ()

On en déduit que pour suite non décroissante de parametres K tels que M/rk »
1 la convergence de AK vers A* est linéaire si r -+ =, et, si r/rX + 0, la convergence est
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superlinéaire. De méme, pour un r assez grand, la convergence de XK vers X* est

assurée.
1 faut souligner dans ces conclusions que les hypothéses de continuité et de

différentiabilité ont beaucoup d’importance et qu’il y a pas d’hypothéses de convexité.
Bien entendu la fonction & peut posséder des minima locaux.

1.5.2.2 Contraintes d’inégalité

On doit résoudre :

Minimiser la fonction £ (X)
soumise aux limitations : (1.103)
gj(X)SO j=1,...,m

Par I’addition de variables supplémentaires, les inégalités sont transformées en :

gj(X) + y32 = 0 (1.104)

La lagrangien augmenté s’écrit :

m r
B(X,y,A,1) = £X) + 3 Aj(gj + 732 + — (g5 + ;92 (1.105)
j=1 2

La fonction ¢ est tout d’abord minimisée par rapport au variables y; et nous donne :

ad

- cvs . .2 [y =
ZAJYJ + r(gJ + YJ )(ZYJ) 0
ay:]

ou
275 (A5 + T(gj + ¥32) =0

Deux solutions sont possibles :

vy = 0 ou sz - —Aj/r - gj(X) =0

La solution y 2 < 0 est évidemment impossible, ce qui permet d’écrire :

y;2 = Max (0, -(Aj/r + g§))
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L’équation (I.105) conduit & deux conclusions :

- Tout d’abord, les fonctions y4 ne sont plus des variables indépendantes,
- Ensuite, si g (%) n’est pas active, alors vy est positif et

gj(X) + sz = Max (g5 » —Ay/1) = ¥; (I.106)

L’élimination de ¥ entraine :

m r
®(X,A,1) = £(X) + 3 Aj¥j + — ¢j2 (I.107)
j=1 2

La fonction & a des dérivées partielles fonctions de r, continues au ler ordre,
mais discontinues au deuxiéme ordre. Cette fonction est connue sous le nom de
fonction de Rockafellar.

L’équation de réactualisation des multiplicateurs s’écrit, quant a elle :

AL = Max (0, agk + rgyx9)) (I.108)

L’essentiel de I'algorithme de la méthode des multiplicateurs est alors résumé
dans l'organigramme suivant :

1) Choisir un vecteur de multiplicateurs de Lagrange (ici A0 = 0 et un facteur de
pénalité 0)

2) Minimiser sans contraintes:

m r n r
$(X,A,r) = £(X) + T Ag¥; + — ¥52 + T Ajhy + — hy?
i=1 2 j=1 2

avec ¥; = Max (gj , -A;/r) (on utilise la méthode DFP), m et n sont le nombre
des contraintes inégalités et égalités respectivement.

3) Reéactualiser les multiplicateurs de Lagrange par les formules
AL < Ak o+ r Max (g (x5, -Ay/n)

Xjk+l = Xjk +r hj (Xk)
4) Siak*tl = xK arrét, sinon aller en 5)
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5) Poser Ak = A+l pk+l = ¢ pK 1 =k + 1etalleren2).

Remarque :

Il peut arriver que l'on trouve des configurations optimales légérement
irréalisables; dans ce cas, une solution peut étre substituée a la limitation gj(X) < ¢
oll ¢ est une valeur limite de précision.

Tel qu’il a été proposé ci-dessus 'algorithme a été trouvé assez performant
pour tous types de probleémes. Il est cependant souvent nécessaire de normer les
contraintes imposées.
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CHAPITRE 11 7
OPTIMISATION STRUCTURALE

II.1 INTRODUCTION

La recherche sur I'optimisation des structures fait actuellement beaucoup de
progrés, surtout pour obtenir les meilleures stratégies algorithmiques qui pourraient
étre introduites dans les codes existants de calcul de structure. Un grand nombre
d’études a été effectué sur le probléme d’optimisation avec des contraintes statiques
et avec des contraintes dynamiques séparément, mais il n’y a que trés peu d’études
concernant le probléme d’optimisation avec des contraintes des deux types a la fois.
La difficulté majeure des problémes d’optimisation avec des contraintes statiques est
la description des structures dans le cas de géométries trés complexes. L'introduction
de contraintes dynamiques rajoute & cette complexité des sources importantes
d’instabilité lorsqu’on utilise les algorithmes classiques d’optimisation.

L'utilisation du principe de stationnarité de Kiihn-Tucker pour construire un
algorithme d’optimisation est de plus en plus répandue. En fait, la méthode de critére
d’optimalité se décompose en deux étapes essentielles. En premier lieu, on établit le
critére d’optimalité de la fonction de Lagrange, et ensuite on recherche des formules
de récurrence qui permettent d’obtenir les solutions désirées d’une fagon itérative.
Cette méthode a été présentée sous la forme analytique en 1968 par Prager et ses
collaborateurs et sous forme numérique par Venkayya, Khot, et Reddy, [A25].

Bien que cette méthode soit largement intuitive, elle est rapidement apparue
comme un outil puissant dans le développement de I’optimisation structurale.

L’algorithme d’optimisation proposé dans cette étude est testé dans le cas d’un
assemblage de poutres en flexion. Les contraintes statiques imposées correspondent
a des déplacements et les contraintes dynamiques & des fréquences de résonance.

II.2 POSITION DU PROBLEME
De facon générale, un- probléme d’optimisation structurale a pour but de

minimiser le poids total d’une structure, en jouant sur répartition des masses afin que
la structure satisfasse & un certain nombre de contraintes. Cette démarche consiste a
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trouver un vecteur D de variables de conception, Dj, i=l,...,m qui minimise une
fonction de plusieurs variables (fonction cofit), w(p;) qui doit satisfaire un certain
nombre de fonctions de contraintes, soit :

Minimiser la fonction coit

m
W(D;) = = W;(D;) (II.1)
i=1 ‘

en présence de contraintes

hy(Dg) 0, - j=1,...,p (II1.2)

ol p est le nombre total des contraintes imposées.

Le vecteur D contrble les dimensions des éléments finis de la structure, les
fonctions hy(Dy) peuvent étre des déplacements, des contraintes, des fréquences de
résonance, des vitesses critiques de flutter, des taux d’amortissement de certains
modes,..., W(D; ) représente la masse totale (le poids total) de la structure.

IL3 FORMULATION DU PROBLEME

Considérons une structure de matériau élastique de densité p et de module
d’Young E, discrétisée en m éléments finis du type poutre (Euler-Bernoulli). On
suppose de plus que, pour chaque élément, le moment d’inertie I; est fonction de la
section S; sous la forme :

I; = ¢ 850, i=1,...,n (I1.3)

ou i estle numéro de I'élément, ¢ et n sont les constantes caractérisant la forme de
la section.

Dans notre étude, on choisit les sections S; comme variables de conception.
La fonction cofit correspondant au poids total de la structure s’exprime alors sous la
forme :

m
W(Si) =% p L; 5§
i=1

ol L; est la longueur de I'élément numéro i.
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Notre probléme d’optimisation se formule alors de la fagon suivante :
Minimiser la fonction cofit

m m
W(Sy) = Z Wi(S3) = = p Ly Sy (II.4)
i=l

tout en satisfaisant les contraintes statiques :

£5(85) < O, i=1,...,p (II.5)

les contraintes dynamiques :

g1 (83) < 0, k=1,...,q (II.6)

et les contraintes sur les variables de conception :

s;b < s; < s4Y, i=1,...,m (II.7)

oll p et q sont les nombres de contraintes statiques et dynamiques respectivement, sy L
et s;Y sont les valeurs limites des variables de conception. Les inégalités (II.5) et
(II.6) définissent les restrictions a la conception. Les relations (II.7) fixent des
bornes inférieures et supérieures aux valeurs des variables de conception.

Dans le cas ol les contraintes statiques correspondent 2 une limitation des
déplacements et les contraintes dynamiques 2 des conditions sur les fréquences de
résonance, les fonctions de contraintes statiques deviennent :

£5(Sp) = dj(Sp) - dj <0, j=1,...,p (II.8)

et les contraintes dynamiques deviennent :

gi(S1) = &2 -9 2(81) €0, k=1,...,q (II1.9)

avec d;(s;) valeur actuelle du j-iéme déplacement et &j la valeur limite désirée;
@ (S1) est la valeur de la k-i#me fréquence de résonance et & sa valeur limite.

En utilisant la fonction coit (II.4), les fonctions des contraintes (II.5) et
(II.6), on introduit la fonction de Lagrange suivante :

m P q
@(Si,lj,pk) =i21pLiSi +jzlljfj (Si) +k21pkgk(si) (I1.10)
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ol A4 et uy sont les multiplicateurs de Lagrange associés.
La condition nécessaire d’optimalité s’obtient en dérivant I'équation (II.10) par
rapport 4 S;, ce qui donne

P q A
pL; +jzlxj1«*ij +kzlpkcik -0 i=1,...,m (II.11)

etAj 20, my2 0et Xjfj(si) = 0, pkgk(si) = 0

avec

afj gy
Fij = et Gix =
aSi aSi

L’équation (I1.11) correspond au crittre d’optimalité de Kiihn-Tucker (critére
d’optimalité).

La structure optimale doit donc satisfaire 'équation (II.11), les contraintes
(II.8), (II.9) et les relations (II.7). On obtient ainsi (m+p+q) équations non-
linéaires qui doivent &tre vérifiées par les m variables de conception s; et par les
(p+q) multiplicateurs de Lagrange 25 et py. '

II.4 STRATEGIE DE RESOLUTION

I1.4.1 CALCULS DES SENSIBILITES

A. Problémes Statiques

Dans le cas de contraintes en déplacements, ceux-ci sont la solution de
’équation statique :

[R(S3)1(d(81)}) = (P} (II.12)
ol [K] est la matrice de raideur, (d) est le vecteur des déplacements nodaux et (P}

est le vecteur des charges. En dérivant I'équation d’équilibre statique (II.12) par
rapport aux variables de conception S5, on a
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ad dK daP
K + d =
Sy 3s; 3S;

(II.13)

soit pour le j-ieéme déplacement
adj { 3P [ 3K ] }

= [K]71 - d (II.14)
aSi asi aSi 3

B. Problémes Dynamiques

Dans le cas d’un probléme avec des contraintes en fréquence de résonance, on
a directement en dérivant ’équation d’équilibre dynamique par rapport aux variables
de conception S :

([K] - X [¥]) (Q}=0 (II.15)
3K aM
(T [ - A — } Q)
ax asi asi .
= (II.16)
as; @T M1 (@

soit pour le k-iéme mode

dK - aM
Q)T [ —_ - — } (Qly
3y 3s; 3s;
_— = (II.17)
as; Q)T [M] (Qly

ol [K] et [M] sont les matrices de raideur et de masse totales, (Q} est le vecteur de
mode de la structure; A la valeur propre, A = w2

142 RELATIONS DE RECURRENCE

Le probléme d’optimisation défini précédemment est un probleme
d’optimisation non-linéaire non-explicite. Non-explicite signifie qu’il n’existe pas de
formule donnant directement la valeur de la fonction objectif et des restrictions. Pour
résoudre ce probléme, dans ce sous-chapitre, on propose une méthode du type
itérative basée sur lutilisation d’équations de récurrence. On utilise le critére
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d’optimalité (II.1l) pour établir la relation qui modifiera les variables de
conception S;. Les fonctions des contraintes (II.6) et (II.7) sont utilisées pour
obtenir la relation qui donnera les multiplicateurs de Lagrange X4 et .

A. Récurrence sur les variables de conception

Le critére d’optimalité (II.11) peut se mettre sous la forme :

z
j'l vi k=1 vi

P —A5Fy 9 -MCik
— = 45— = 1, i=1,...,m (II.18)

avec vy = pL;, et en multipliant cette derniére par (1-a)s;, on obtient :

P -AyFi 9 -mCik
(l-a) §; | 2 ———— + = —— | = (1-a)S; (II.19)
j-l Vi k=1 Vi
d’ou
P —A5Fiy 9 -mCik
Si=8qJe+Ql-a) |[Z—— + = — (II.20)
=1 v k=1 vi

L’équation (II.20) suggere la relation de récurrence suivante sur les variables
de conception s; :

s;(¥r+l) - g.T ( o + (1L - a) CTR; ) (II.21)
i i i
avec
P —AjFl q -BCik
CTlR; = | 2 ——— + = ————— (II.22)
j=1 vi k=1 Vi

(r+1) et r sont les numéros de I’itération. « est un coefficient de relaxation appartient
a lintervalle (0,1).

En utilisant les équation (II.21) et (II.22), on doit connaitre tout d’abord les
multiplicateurs de Lagrange 1 et . Ensuite, la structure est réanalysée apres avoir
modifié les variables de conception s;
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B. Récurrence sur les multiplicateurs de Lagrange

Les récurrences pour sur multiplicateurs de Lagrange s’obtiennent a partir de
relations de contraintes associées. Si toutes les contraintes statiques sont supposées
étre des égalités, 'équation (II.8) peut s’écrire :

dj(sy) = 4y, j=1,...,p (II.23)

En multipliant cette derniére par (Aj)b, puis en extrayant sa racine b-iéme, on
obtient :

ag(sp ] A/
Xj = Xj S — , j= 1,...,p (II.24)

d;

L’équation (II.24) nous donne la récurrence pour sur A5 sous la forme :

’ j=1,...,p (II.25)

(1/b)
WC DI [ﬂ}

4
(r+l) et r sont les numéros de I'itération et b est un parametre de relaxation.

L’équation (II.25) est la récurrence la plus simple, elle ne peut
malheureusement pas étre utilisée pour tous les types de contraintes et, de plus, elle
nécessite des valeurs initiales pour les multiplicateurs de Lagrange.

Dans le cas d’'un probléme possédant des contraintes sur les fréquences de
résonance, il est difficile de trouver correctement les valeurs initiales afin d’obtenir
une stabilité satisfaisante au cours des itérations . On doit donc trouver une autre
stratégie pour obtenir la récurrence sur les multiplicateurs de Lagrange.

Un systtéme d’équations linéaires avec les p, comme inconnues peut €tre
obtenu en considérant la variation des contraintes dynamiques gy (S;) causée par une
modification des variables de conception S;, [All]. La variation de la k-iéme
contrainte Agy peut s’écrire :

m
Agy = (gk(S+AS) - gk(S)) = {3 agk(si)/asi)ASi (II.26)
' i=1
ol S=(S7,Sy,...,Sy) et AS = {AS;,ASy,...,ASy).

L’incrément AS est choisi tel que gy (S+AS) = 0 et en utilisant I'équation
(II.9), ’équation (II.26) peut s’écrire :
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m
ol - &2 = = Gy ds;(THD) - 5y Ty (I1.27)
i=1

‘En utilisant ’équation (II.20), I'incrément de s; s’écrit :

ASgT = (8; (Tt — §;T) = (a - 1) 837 (1 - CIR{") (II.28)

En injectant 'équation (II.28) dans 'équation (II.27), et en supposant que
tous les éléments sont actifs, on obtient finalement :

m
ol - w2 = T [6ixa - 1)8;T(1 - CTR;F}] . (II.29)
i=1

d’ ou

S py S + = SiGiy

g m [ 8365565k @2 - o P) m
n=l  i=l (@ -1) i=1

Vi

p m | S;GipFyj
-zAjs | — (1I.30)
j=l i=1 Vi

I’équation (II.30) constitue un systtme d’équations linéaires avec les puy
comme inconnues. L’intérét principal de l'utilisation de I’équation (II.30) est
d’éviter le choix délicat des valeurs initiales des multiplicateurs de Lagrange u,, ce
qui est surtout intéressant dans le cas de problémes d’optimisation avec des
contraintes dynamiques (fréquences de résonance).

Enfin, la convergence de la solution est caractérisée par la verlflcanon du
critére d’optimalité de Kiihn-Tucker, correspondant a I'équation (II.18) :

P Fij q Gik
Max —Aj + I -y - 1| <c¢ (I1.31)
i j=1 vi k=1 vi

ol ¢ est une valeur limite de précision.
I’algorithme complet d’optimisation structurale développé précédemment est
illustré en figure 2.1.
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Figure 2.1 Organigramme de 'algorithme développé au chapitre II
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1.5 EXEMPLES D’APPLICATION

Pour illustrer I'application de I’algorithme développé précédemment, on a pris
deux structures simples, une poutre console avec un chargement statique de 25N au
point A, voir figure 2.2 et un portique bi-encastré avec un chargement statique de 500
N au point A et de 50 N au point B, voir figure 2.3. On utilise un matériau élastique
de densité p = 2700 kg/m3 et de module d’Young E = 7 x 1010 N/m? pour les deux
exemples.

Pour expliciter le moment d’inertie I; en fonction de section s;, on a pris dans
I’équation (II1.3), n =3 etc = 1/b2 o b est la largeur des sections supposée
constante. On prend pour les deux exemples, la valeur de b = 2,4 cm et les valeurs
initiales d’épaisseur de la section, h = 3 mm.

Les caractéristiques statiques et dynamiques des structures étudiées sont
présentés au tableau 2.1 et tableau 2.2.

Tableau 2.1 Caractéristiques initiales de la poutre console

Caractéristique Valeur
Déplacement vertical au point A (mm) -4,84
Premiére fréquence (Hi) 31.48
Deuxie¢me fréquence (Hz) 197.25
Troisiéme fréquence (Hz) 552.13

Tableau 2.2 Caractéristiques initiales du portique

Caractéristique Valeur
Déplacement vertical au point A (mm) -1.64
Déplacement horizontal au point B (mm) 6.55
Premiére fréquence (Hz) 54.7'8
Deuxiéme fréquence (Hz) 174.78
Troisieéme fréquence (Hz) 423.21
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Figure 2.2 Poutre console

11.5.1 CAS D'UNE POUTRE CONSOLE

Afin de tester la méthode proposée, nous définissons quatre problemes
d’optimisation :

Probleme Al

" On se limite au probléme d’optimisation avec une contrainte statique sur un
seul déplacement. Ainsi on impose le déplacement vertical au point A qu’on désire
ramener 2 la moitié de la valeur obtenue avec la structure d’origine.

Probléme A2

On se limite au probléme d’optimisation avec une contrainte dynamique sur
une seule fréquence de résonance. La contrainte imposée est sur la premiére
fréquence de résonance pour laquelle on désire avoir une valeur de 50 Hz.

Probleme A3

On reprend le probléme A2 en présence de deux contraintes. La contrainte
supplémentaire est sur la deuxiéme fréquence de résonance que l'on désire
augmenter jusqu’a 250 Hz.
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Probléme A4

On traite le probléme d’optimisation en présence de contraintes statiques et
dynamiques 2 la fois. Ainsi, on impose les contraintes statiques définies dans le
probléme Al, et les contraintes dynamiques sont celles du probleme A3.

Y
[ Pl = 500 N
.B A
— X _r
Py = 50 N (5) (8)
) )
1 15 cm
3) (10)
(6) n
(2 (11)
15 cm
(L (12)
777707777777 Ve -
X
pe—— 5 cm —-I-— 5 cm ——-{

Figure 2.3 Portique bi-encastré
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I1.52 CAS D’UN PORTIQUE BI-ENCASTRE

Dans le cas portique, nous proposons six problemes d’optimisation définis
comme suivants :

Probleme Bl

On se limite au probléme d’optimisation avec une contrainte statique sur un
seul déplacement. Ainsi on impose le déplacement vertical au point A qu’on désire
ramener 2 la moitié de la valeur obtenue avec la structure d’origine.

Proble¢me B2

On reprend le probléme Bl en présence de deux contraintes. La contrainte
supplémentaire consiste A obtenir pour le déplacement horizontal au point B la
moitié de la valeur initiale.

Probléme B3

On se limite au probléme d’optimisation avec une contrainte dynamique sur
une seule fréquence de résonance. La contrainte imposée est sur la premiére
fréquence de résonance pour laquelle on désire avoir une valeur de 75 Hz.

Probléme B4

On reprend le probléme B3 en présence de deux contraintes. La contrainte
supplémentaire est sur la deuxi®me fréquence de résonance que lon désire
augmenter jusqu’a la valeur de 250 Hz.

Probléme B5

On traite le probléme d’optimisation en présence d’une contrainte statique et
d’une contrainte dynamique 2 la fois. Ainsi, on impose la contrainte statique définie
dans le probléme Bl et la contrainte dynamique est celle du probleme B3.

Probleme B6

On traite le probléme d’optimisation en présence de plusieurs contraintes
statiques et dynamiques 2 la fois. Ainsi on impose les contraintes statiques définies
dans le probléme B2 et les contraintes dynamiques sont celles du probleme B4.
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II.6 RESULTATS ET DISCUSSION

Les caractéristiques statiques et dynamiques des structures initiales et
optimales sont présentées aux tableaux 2.3 et 2.4. La distribution de mati¢re pour la
poutre d’origine est donnée en Fig. 2.4 et pour le portique est illustrée en Fig. 2.9.

Les distributions optimales de matiére de la poutre console pour chaque cas
étudié sont présentées en Figs. 2.5 2 2.8. Pour le portique, elles sont illustrées en Figs.
2.10 a 2.15. La détermination du coefficient de relaxation « est indépendante du
probléme 2 traiter. La valeur de o que nous avons prise varie entre 0.70 et 0.90.

L’évolution du poids de la structure au cours des itérations est donnée, pour
chaque cas étudié, en Fig. 2.16 pour la poutre en Fig. 2.17 pour le portique. On
constate que I'algorithme développé donne, en général une vitesse de convergence
assez rapide.

L’utilisation de ’équation (II.30) comme récurrence sur les multiplicateurs
de Lagrange est surtout avantageuse lorsque le nombre de ces multiplicateurs n’est
pas trés grand.

Des que le nombre de contraintes devient important (cas de I'optimisation
avec des contraintes statiques), cette stratégie nécessite un plus grand temps de
calcul. C’est pour pallier 2 cette difficulté que I'on utilise ’équation (II.24) comme
récurrence dans le cas d’'une optimisation avec contraintes statiques.

Dans le cas de I'optimisation avec contraintes dynamiques, ou le nombre de
contraintes est en général trés faible, il est préférable d’utiliser I’équation (II.30) car
cette stratégie permet 2 la fois d’éliminer le calcul des valeurs initiales et d’éviter le
probléme d’instabilité pendant les itérations.
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Tableau 2.3 Caractéristiques initiales et optimales de la poutre

Chapitre IT

Caractéristiques Initiales | Pr. Al Pr. A2 Pr. A3 Pr. A4
Dépl. au point A (mm) -4,48 2,42 -8,18 -2,42 2,42
1ere fréquence (Hz) 31,48 63,73 50,00 50,00 49,99
2e fréquence (Hz) 197,25 259,21 154,85 | 250,84 | 250,00
3e fréquence (Hz) 552,43 600,07 | 373,80 | 640,12 638,26
Tableau 2.4a Caractéristiques initiales et optimales du portique
Caractéristiques Initiales Pr. B1 Pr. B2 Pr. B3
Dépl. au point A (mm) -1,64 -0,82 -0,66 -17,02
Dépl. au point B (mm) 6,55 122,28 3,28 10,53
lere fréquence (Hz) 54,73 13,36 67,29 75,00
2e fréquence (Hz) 174,78 54,18 215,75 149,98
3e fréquence (Hz) 42321 169,59 461,33 277,46

Tableau 2.4b Caractéristiques initiales et optimales du portique

Caractéristiques Initiales Pr. B4 Pr. BS Pr. B6
Dépl. au point A (mm) -1,64 -1,57 -0,82 -0,79
Dépl. au point B (mm) 6,55 3,62 3,15 2,98

1lere fréquence (Hz) 54,73 75,01 77,35 75,00

2e fréquence (Hz) 174,78 250,02 210,74 250,00

3e fréquence (Hz) 423,21 470,75 499,27 538,10
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CHAPITRE 1II
OPTIMISATION DES AMORTISSEMENTS

1

Apres avoir étudié L'utilisation du critére d’optimalité dans le but de minimiser
le poids d’une structure en absence de dissipation, nous allons, dans ce chapitre,
étudier I’approche par critére d’optimalité 2 la minimisation du poids d’une structure
en présence de limitations du type amortissement.

L’amortissement des structures vibrantes par voie passive en utilisant des
matériaux amortissants se développe de plus en plus, on cherche surtout a développer
des stratégies qui permettent d’optimiser l'introduction et la distribution de ces
matériaux dans les structures qui atteignent ainsi les caractéristiques fixées.

I11.1 ORIGINE DE ’AMORTISSEMENT

$
&

O/o
7 <
) o(,*40 (a) (b)

Figure 3.1 Comportement d’un matériau viscoélastique
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Chapitre 111

Parmi les matériaux amortissants, les matériaux viscoélastiques sont beaucoup
utilisés pour dissiper I'énergie vibratoire qui se propage dans les structures.
Contrairement aux matériaux usuels utilisés dans leur domaine élastique, et ciui
restituent la quasi totalité de I’énergie de déformation qu’ils emmagasinent lors des
cycles de déformation, ces matériaux viscoélastiques en dissipent une partie
importante sous forme de chaleur, du fait des propriétés particulitres de leurs
chaines macromoléculaires. La figure 3.1 illustre un exemple de comportement d’un
matériau viscoélastique. La mise en oeuvre de ces matériaux viscoélastiques sous la
forme de revétements simples ou contraints, contribue a I'étouffement des vibrations
par dégradation d’énergie sous forme de chaleur dans la couche viscoélastique
sollicitée en trdction—compression, en flexion ou en cisaillement.

D’une maniére générale, ces techniques d’amortissement par introduction de
matériaux viscoélastiques, devraient continuer a se développer et tout
particulierement dans le domaine des transports (automobile, ferroviaire,
aéronautique, structures spatiales, etc...). On voit ainsi de plus en plus souvent des
concepteurs de structures intégrer de tels dispositifs, afin d’obtenir de meilleures
performances & un moindre cott.

III.2 CARACTERISTIQUES EQUIVALENTES
D’UNE POUTRE COMPOSITE MONOCOUCHE

Considérons un élément de poutre composé d’un matériau de base du type
purement élastique et d’'une couche d’un matériau viscoélastique, voir figure 3.2. Si
on applique une force P(x)exp(iwt) dans la direction transversale, 'équation du
mouvement pour le déplacement dans cette direction, v(x)exp(iwt), s'écrit :

a%v(x)

[En(l + 1 1p)Iy + EqIp] - b(p1hy + pohy)wlv(x) = P(x)(III.1)

dx

ol I est le moment d’inertie du matériau élastique par rapport a I'axe neutre de la
poutre composite, I, est celui du matériau viscoélastique par rapport au méme axe,
E; est le module d’Young du matériau élastique. E, est la partie réelle du module
d’Young-complexe du matériau viscoélastique, et n, est son facteur de perte. Le
facteur de perte du matériau élastique np est trés petit par rapport a n, et on
supposera qu’il peut &tre négligé. p1, py €t hy, hy sont les densités et les épaisseurs
des matériaux élastique et viscoélastique respectivement et b est la largeur des
sections. 1 est le nombre complexe, 12 = -1
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Chapitre IIT

I’équation (III.1) peut s’écrire sous la forme :

E) I, dv(x)

(Elll + EzIz) 1 + 1 19
(Elll + E212) dxa

- b(pihy + pphdwlv(x) = P(x) (III.2)

Ce modele structural suppose que les sections droites de la poutre restent
droites et perpendiculaires a la fibre moyenne.

o=

7

ol |

Mat. Elastique

patf————— T’ et

Figure 3.2 Un élément d’un matériau composite

Si on définit la rigidité équivalente EI, le facteur de perte n et la densité p de

la poutre composite [A18], I’équation (III.2) peut encore s’écrire :

|
d%v(x)
EX(L + L 1) ———— - bp(hy + ho)wlv(x) = P(x) (III.3)
dx

La comparaison entre I’équation (III.2) et I’équation (III.3) nous donne les
identités suivantes :

EI = E1Iq + EosIo (III.48)
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EpIy
n =19 (III.4b)
EI
(p1hy + pohy)
p = (III.4c)

(hl + h2)

Cest par l'intermédiaire de ces trois caractéristiques équivalentes que nous
allons décrire les comportement statiques et dynamiques de la structure en fonction
des variables de conception h; et hy. Pour qu'on puisse exprimer les moments
d’inertie I, et I, en fonction de variables h; et hy, on a besoin de connaitre
I’expression de I’axe neutre de la poutre composite en fonction de ces variables.

Si on suppose, en accord avec la théorie de la poutre d’Euler-Bernoulli, que les
sections droites restent droites et perpendiculaires a la fibre moyenne et qu’il n’y a
pas de mouvement relatif entre le matériau de base et la couche de viscoélastique,
’axe neutre de la poutre composite s’exprime sous la forme :

1 (E1h12 + E2h22 + 2E2h1h2)
h(hy,hy) = (III.5)
2 (Elhl + E2h2)

On obtient alors I’expression suivante des moments d’inertie I; et I, en fonction de
hleth2:

bhy3

I; = — + bhy [h - 0,5h;]2 (III.6a)
12
bhy3

I, = —— + bhy [h] + 0,5hy - h]? (III.6b)
12

Dans notre étude, nous ne développons pas l'optimisation & partir des
équations d’équilibre continues, mais nous allons étudier un probléme d’optimisation
discréte. Ainsi, nous utilisons la méthode des éléments finis en formulation
déplacements pour faire une analyse structurale, et on suppose que la géométrie de la
structure est déja prédéfinie.

La matrice de rigidité complexe élémentaire (du type poutre) en fonction des
variables h; et h, peut s’exprimer sous la forme :

[Ke]g = [K]o(1 + ing) (III.7)

84



Chapitre 111

avece
3
[Klg = = {([k1o{P) 1y (T) + [k2,(F)ny (T)) (111.8)
r=0

ot les matrices de rigidité spécifique [k1,.] et [k2,] sont indépendantes des variables
h; et hy. Les matrices de masse élémentaire sont aussi supposées avoir la forme :

1
Ml = = ([m1CP)Ihy (0 4+ [m2,(F)ny (T)) : (III.9)
r=0

oll les matrices de masse spécifique [ml,] et [m2.] sont indépendantes des variables
h; et hy. Les matrices de masse et de rigidité spécifiques ne sont calculées qu'une fois
pour une structure de géométrie donnée. A chaque analyse ces matrices sont
récupérées par I'intermédiaire des équations [(III.7) - (III.9)].

II.3 PROBLEME D’OPTIMISATION

Comme dans le cas de I'optimisation d’une structure non amortie, nous allons
.prendre le poids total de la structure comme fonction objectif. Les contraintes
imposées sont les facteurs d’amortissement et les fréquences propres. Notre
probléme d’optimisation se formule alors :

Minimiser la fonction objectif :

-~

m
W(hl,hz) = 3b Li(plhli + szhZi) (II1.10)
=] ,

avec L; longueur du i-itme élément, et » un coefficient de pondération.
L’optimisation de la fonction objectif (I1I1.10) se fait sous des contraintes portant
sur certaines fréquences de résonance complexes de la structure, soit :

fj(hli’hZi) - aj(hli’hZi) - aj < 0, j=1,...,p (III.1la)

IA

gj(hyi,hps) = & - ej(hyj,hy;) 0, j=1,...,p (III.1lb)

ou aj et c; sont la partie réelle et la partie imaginaire de la j-ieme fréquence

complexe, a; et &; sont leurs valeurs limites désirées. Ainsi, le contréle structural

J J
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proposé permettra d’imposer les valeurs des fréquences et des taux d’amortissement
d’un ensemble de modes.

En utilisant la fonction objectif, définie en équation (III.10) et les fonctions
de contrainte écrite en équation (III.1l), on définit la fonction de Lagrange

suivante :

1%
®(hyg,hyy,2q,p9) = WChyj,hy5) +j§1[,\jfj + bygj] (III1.12)

ol A4 et py sont des multiplicateurs de Lagrange associés. La condition nécessaire
d’optimalité s’obtient en dérivant I’équation (III.12) par rapport a hy; et hy;, ce qui

nous donne :
p
bLipl +j21[XjFlij + “JGllJ] = 0 (II1.13)
p
VbLipz + 2 [XjFZij + “szij] = 0 (ITII.14)
j=1
et Xj >0, Xjfj = 0; ;Lj >0, ujgj = 0
ou
af . da; af s da;
FllJ = ] = + ] et leJ = ] = + ]
dhy g dhy dhy dhy s
ag s acs | ag s acs
Glij = ] = - ] et Gzij - —J = - ]
dhy dhy g dhy s dhyy

Les équations (III.13) et (III.1l4) représentent les critéres d’optimalité. La
structure optimale doit donc satisfaire ces conditions et les équations de contrainte,
’équation (III.11). On obtient ainsi 2(m+p) équations non-linéaires qui doivent étre
vérifiées par les 2m variables de conception hy; et hy; et par les 2p multiplicateurs de
Lagrange X; et 4.
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II1.4 STRATEGIE DE RESOLUTION

Cette section est consacrée a la résolution des équations (III.11), (III.13)
et (III.14) et nous proposons une résolution itérative basée sur l'utilisation des
équations de récurrence. Nous utilisons les conditions d’optimalité (III.13) et
(I11.14), pour établir la relation qui modifiera les variables de conception hy; et
hy;. Les fonctions de contrainte, (III.11) sont utilisées pour obtenir la relation qui
donnera les multiplicateurs de Lagrange A; et u;.

III1.4.1 CALCULS DES SENSIBILITES

Il s’agit de la partie la plus complexe; elle est spécifique de I'optimisation,
conditionne les algorithmes d’optimisation et beaucoup d’efforts ont été faits pour en
améliorer I'efficacité tant sur le plan numérique (temps de calcul) que sur celui de la
précision. En fait, il existe plusieurs maniéres de calculer les sensibilités selon le type
de probléme traité. Dans notre cas, la résolution des équations (III.13) et (III.14)
nécessite un calcul des sensibilités des équations des contraintes par rapport aux
variables de conception hy; et hy; en utilisant les modes complexes.

En accord avec lutilisation des modules complexes pour décrire les
dissipations dans les matériaux viscoélastiques, I'équation du mouvement d’un
syst¢éme dynamique discrétisé avec un amortissement de type purement hystérétique
et en absence de force d’excitation s’écrit :

MU+ (K+3jH U=0 (I11.15)

ol M est la matrice de masse totale, K la matrice de rigidité totale (la partie réelle de
la matrice de rigidité complexe) , H la matrice d’amortissement hystérétique (la partie
imaginaire de la matrice de rigidité complexe) et j le nombre complexe, j2 = -1.
D’équation (III.15) équivaut au probléme aux valeurs propres suivant :

Ke Y=7MY (III.16)
oll Ke = (K + jH), v est la valeur propre complexe et Y est le vecteur propre

complexe associé. Notons que v = - 82, ol s est la fréquence complexe. Pour une
petite perturbation dans I'équation (III.16),0na:

[Ke + €R]{Y + €Z) = (v + €B)[M + €Q]{Y + €2Z) (III.17)

En développant 'équation (III.17) au premier ordre, on obtient :
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O @ KeY=7MY (III.18)

el ¢ RY =(yQ+8M Y (III.19)

en multipliant cette derniére par YT 2 gauche, on a, pour le k-i¢me mode, la relation
suivante :

Y TR - 1Q1¥,
By = - (III.20)
Yk M Yk

Si on prend ¢ = dhy ;, hy4 est la 1-iéme variable de conception; on déduit les relations
suivantes : '

vy, dKce oM
pp=—7 i R= ; Q= —
dhys dhyy dhyy

d’ol pour le k-i¢me mode :

dKce M
i - T | %
a1k ahli ahli
_— = (III.21)
ahli YkT‘H'Yk

La k-igme fréquence propre complexe, sy du systéme (III.16) peut s’écrire
sous la forme suivante :

Sk - - ak + j bk (III.ZZ)

La dérivée de I’équation (III.22) par rapport & la variables hyj, pour la partie
imaginaire positive, nous donne :

ask R aak abk
- = - + j — (III.23)
dhq dhy; dhq

Une simple comparaison entre I'équation (III.21) et I'équation (III.23) et en
tenant compte de ’expression :

3Sy 1 agy .
. = = (I1I.24)
dhy 25, dhyy

88



donne :

day

dhq;

aby

dhqj

- Re

+ Im

dKc

dhq;

Chapitre 111

aM

dhy4

+ Skz

B

~2S1 (Y T M Yy)

dKc

dhqg

aM

+ Sk2
dhq 4

]Yk

—ZSk(YkT M Yk)

(TII.25)

(III.26)

En adoptant la méme démarche pour la deuxi¢me variable de conception hj;, on

obtient :

aak

dhy

aby

dhos

- Re

+ Im

dKc

dhai

oM
+ § 2 ——
8hy 4

}Yk

—ZSk(YkT M Yk)

dKc

dho s

oM
2

+ Sy
dhoy

}Yk

—ZSk(YkT M Yk)

(ITI.25)

(IIT.26)

Les quatres derniéres équations représentent les sensibilités des parties réelles et

parties imaginaires de la fréquence complexe par rapport aux variables de conception

hli et hZi'

|
III.42 RECURRENCE SUR LES VARIABLES DE CONCEPTION

Nous proposons ici des relations récursives de type linéaire pour modifier les

variables de conception au fil des itérations. Les critéres d’optimalité des équations
p p q

(III.13) et (III.14) peuvent se mettre sous la forme

-2yFL;

I

4

J

—AjFZi

vl

i T #i%2

J

v2;
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Chapitre 111

avec V1; = bLjp; et V23 = vbL;py. En multipliant I'équation (III.27) par (1 - ej)
et ’équation (III.28) par (1 - aj), onobtient:

P [ —XjFlij - ijlij ]
hli - hli al + (1 - al) = (III.29)
j=1 | vl

(III1.30)

P [ —XjFZij - ijZij I
hpjy = hgy qap + (1 - aj) =
j=1 v2;

Ces derniéres nous suggérent les récurrences sur les variables de conception hy; et
hy; suivantes :

p [ AjFlj; + pi6lys )¢
hli(r+1) = hli(r) a; + (@1 - 1) = ] 3 4 (III.31)
j=1 i Vli ]

P [ AF2i5 + piG2; (r)
hZi(r+1) = hZi(r) {a?_ + (ag - 1) = Shi J4 1}(III.32)
j=1 | \£31

oll a et ay sont des paramétres de relaxation caractérisant la vitesse pour atteindre
le point optimal. (r+1) et (r) sont les numéros d’itération.

11143 RECURRENCE SUR LES MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE

Les récurrences sur les multiplicateurs de Lagrange se déterminent 2 partir des
fonctions de contraintes. Un syst¢éme d’équations linéaires avec Ay et py comme
inconnues peut &tre obtenu en considérant la variation des contraintes, dans
Péquation (III.11), causée par une modification des variables de conception hy; et
h,;, [A11]. Soit, une variation de la k-i¢me contrainte, Afy. et Ag) peuvent s’écrire :

Afk = fk(ﬂl+Aﬁl,52+Aﬁz) - fk(ﬁl,ﬂz)

B

i

k™

— Ahli +

[ afy afy
1 | dhyy dhyy

hg g ] (II1.33)

Agk = gk(ﬂl+Aﬁl,52+Aﬁz) - gk(ﬂl,ﬂz)

m agy gy
=3 _ Ahli + AhZi (III.34)
i=1 dhqy ahZi
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N

ou
El = (hll’ h12, ey hlm)T et Ail - (Ahll, Ah12’ oo oy Ahlm)T

_ = T
iy = (hgy, hpy, ..., hydT et ARy = (Ahyy, shyy, ..., Ahyy)

En choisissant ah; et ahj tels que

fk(ﬁl+Ail,52+A52) =0 et gk(ﬁ1+Aﬂl,52+Aﬂz) = 0

Les équations (III.33) et (III.34) deviennent

m
_—fk - 3 [Flik Ahli + ink AhZi] (III.35)
=]

m
-8k = b) [Glik Ahli + Gzik AhZi] (III.36)
i=1

En utilisant les équations (III.31) et (III.32), on peut calculer les variations de h1i
et h2i:

Bhyg = by (FFD — oy ()

P A:Fl:: + #.Gl.. (r)
(@1 - 1) hy; (D) {1 + = [ S B }} (II1.37)
vl

j=1

‘ i 1
Ahy; = hy; (T+L) — my,; (¥)

P A:F2:: + psiG2ss (r)
(@ - 1) hy; (I {1 + = S S— ]} (III.38)
i=1 v2;

En injectant ces derniéres dans les équations (III.33) et (III.34) et en tenant
compte des fonctions des contraintes, on obtient finalement un syst¢éme d’équations
linéaires avec comme inconnues les multiplicateurs de Lagrange :

Al A2 DY Bl
- (III.39)
A3 A4 7 B2
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avec
m Flij Flik (052 - 1) inj ink
Aljk = 2 hli— + hZi
i=1 vl (a1 - 1) v2;
m Flij Glik (a2 - l) inj GZik
A2j = £ {hyy ——— + hyy
i=1 Vli (al - l) V21
m Gzij ink (al -1 Glij Flik
A3jk = 3 h2i— + hll
i=1 V2i (a2 - l) Vli
m GZiJ- Gzik (al - l) Glij Glik
i=1 V2i (a2 -1 Vli
m . (a2 - l) ink (ék - ak)
Bly = -2 { hyj Fljp + ho; T
i=1 (a; - 1) (a7 = 1)
m (al - l) Glik (Ck - &k)
sz = -3 hZi Gzik + hli + ——
i=1 (a; - 1) (ag - 1)

L’équation (III.39) constitue un systéme d’équations linéaires avec A et yy comme
inconnues. L’intérét principal de I'utilisation de cette stratégie est d’éviter le choix
délicat des valeurs initiales des multiplicateurs de Lagrange. Nous utilisons une
méthode du type Gauss-Seidel pour résoudre ’équation (III.39).

Enfin, l'algorithme complet d’optimisation développé dans ce chapitre, est
donnée en figure 3.3.

III.5 EXEMPLES D’APPLICATION

Pour illustrer I'application de l'algorithme développé précédemment, on a
considéré deux structures simples, une poutre console et un portique bi-encastré, voir
figure 3.4 et figure 3.5. Les caractéristiques des matériaux utilisés sont données dans
le tableau 3.1. Un coefficient de pondération, » (équation (III.10)) égal deux est
pris pour tous les probléme traités. On prend pour les deux exemples la valeur de b =
2,4 cm (supposée constante) et la valeur initiale de hy = 3 mm et celle de hy = 1,5
mm.
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Figure 3.3 Organigramme de I'algorithme développé au chapitre III
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Tableau 3.1 Caractéristiques des matériaux utilisés

Caractéristiques Elastique Viscoélastique
Module d’élasticité (N/m2) 7.0E+10 20E+09

Densité (kg/m3) 2700.00 1750.00

Facteur de perte 0.00 0.50

Les trois premieres fréquences des structures étudiées sont présentées au

tableau 3.2 et tableau 3.3.

Tableau 3.2 Trois premieres fréquences de la poutre initiale

Mode Partie réelle | Partie imaginaire
Premier -3,998 0,180E+03
Deuxié¢me 24,990 0,113E+04
Troisieéme -69,989 0,316E +04

Tableau 3.3 Trois premiéres fréquences du portique initial

Mode Partie réelle | Partie imaginaire
Premier -6,932 0,313E+03
Deuxiéme 22,152 0,100E + 04
Troisiéme -53,641 0,242E+4

I11.5.1 CAS D’UNE POUTRE CONSOLE

Afin de tester la méthode proposée, nous définissons cinq probleémes

d’optimisation :
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Probléme Al

Chapitre 111

On se limite au probléme d’optimisation avec une seule contrainte. Ainsi on

impose a la partie réelle de la premiére fréquence d’étre multipliée par deux en

conservant la valeur initiale de sa partie imaginaire.

Probléme A2

On impose 2 la partie réelle de la deuxi¢éme fréquence d’étre multipliée par

deux en conservant la valeur initiale de sa partie imaginaire.

Probléme A3

On impose comme contrainte que la partie réelle de la troisi¢éme fréquence

soit multipliée par deux en conservant la valeur initiale de sa partie imaginaire.

—

RN

NN

/ — -
4(1) (2) (3) (&) (5) (&) (7)Y (8) (9) (10 X
7
Z 28 cm
Figure 3.4 Poutre console
Probléme A4

On traite le probléme d’optimisation en présence de contraintes sur les deux

premiers modes. On impose en méme temps les contraintes des problémes Al et A2,
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Probléme AS

On traite le probléme d’optimisation en présence de contraintes sur les trois
premiers modes. Ainsi on impose 2 la fois les contraintes des problemes Al, A2 et
A3. '

I11.5.2 CAS D’'UN PORTIQUE BI-ENCASTRE

Dans le cas du portique bi-encastré, nous définissons également cing
problémes d’optimisation.

Probléme Bl

On se limite au probléme d’optimisation avec une seule contrainte. Ainsi on
impose que la partie réelle de la premiére fréquence soit augmentée de 50 pour cent
en conservant la valeur initiale de sa partie imaginaire.

Probléme B2
On impose que la partie réelle de la deuxieéme fréquence soit augmentée de 50
pour cent en conservant la valeur initiale de sa partie imaginaire.

Probléme B3

On impose comme contrainte que la partie réelle de la troisitme fréquence
soit augmentée de 50 pour cent en conservant la valeur initiale de sa partie
imaginaire.

Probléme B4
On traite le probléme d’optimisation en présence de contraintes sur les deux
premiers modes. Ainsi, on impose 2 la fois les contraintes des problemes B1 et B2.

Probléme B5
Dans le cinquieéme probléme, on traite le probléme d’optimisation en présence

de contraintes sur les trois premiers modes. Ainsi, on impose 2 la fois les contraintes
des problemes B1, B2 et B3.
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Y
[
(5 (8)
® 16D)
1 15 cm
3 10
6) N
2 (11)
15 cm
L (12)
V{42174 /42 7
X
*‘—— 5 cm ——--‘<— 5 cm ——=~

Figure 3.5 Portique bi-encastré

Tableau 3.4a Partie réelle des trois premiéres fréquences de la poutre

PROBLEME MODE 1 MODE 2 MODE 3
Initial -3,998 -24,990 -69,989
Probléme Al -7,984 -22,524 -48,313
Probléme A2 5,561 -50,025 -103,419
Probleme A3 -5,142 -37,253 -140,243
Probléme A4 -7,998 -50,032 -104,409
Probleme A5 7,953 50,738 142204
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Tableau 3.4b Partie imaginaire des trois premiéres fréquences de la poutre

PROBLEME MODE 1 MODE 2 MODE 3
Initial 0,180E+03 | 0,113E+04 | 0,316E+04
Probleéme Al 0,180E+03 | 0,612E+03 | 0,159E+04
Probleéme A2 0,125E+03 | 0,113E+04 | 0,239E+04
Probleéme A3 0,116E+03 | 0,841E+04 | 0,316E+04
Probléme A4 0,181E+03 | 0,113E+04 | 0241E+04
Probleéme AS 0,182E+03 | 0,115E+04 | 0,319E+04

II1.6 RESULTATS ET DISCUSSION

Les fréquences initiales et la conception optimale des structures étudiées sont
présentées au tableau 3.4 et 3.5. La distribution de matiére pour la poutre d’origine
est donnée en Fig. 3.6 et pour le portique en Fig. 3.12.

Les distributions de matiére sont, pour chaque cas étudié, presentées en Figs.
3.7 2 3.11 pour la poutre console, et en Figs. 3.13 a 3.17 pour le portique. La valeur du
paramétre de relaxation o est prise entre 0.70 et 0.85. On a ainsi des meilleurs
résultats en notion du nombre d’itérations avant la convergence.

L’évolution du poids de la structure étudiée est donnée pour chaque cas en
Fig. 3.18 en ce qui conserne la poutre console et en Fig. 3.19 pour le portique bi-
encastré. On constate que I’algorithme développé donne, en général, une vitesse de
convergence assez rapide.
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Tableau 3.5a Partie réelle des trois premiéres fréquences du portique

PROBLEME MODE 1 MODE 2 MODE 3
Initial -6,932 -22,152 -53,641
Probléme B1 -10,541 -21,307 -39,594
Probléme B2 -4,998 -33,215 -60,643
Probléme B3 -7,754 -26,301 -80,507
Probleme B4 -10,401 -33,252 -56,741
Probleéme B5 -10,427 -33,539 -80,541

Tableau 3.5b Partie imaginaire des trois premiéres fréquences du portique

PROBLEME MODE 1 MODE 2 MODE 3
Initial " 0,313E+03 0,100E + 04 0,242E+4
Probleme Bl 0,316E+03 0,640E +03 0,119E+4
Probléme B2 0,176E+03 0,100E + 04 0,185E+04
Probléme B3 0,234E+03 0,795E+04 0,243E+4
Probléme B4 0,314E+03 0,100E + 04 0,170E+4
Probleéme B5 0,313E+03 0,101E+04 0,242E+4
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CHAPITRE IV
CONTROLE ACTIF DES STRUCTURES

IV.1 ANALYSE STRUCTURALE

Bien qu’il soit possible d’effectuer une analyse compléte d’un systeéme
dynamique, celle-ci nous conduit souvent & une analyse trés compliquée et nous
donne beaucoup d’informations non désirées. On cherche alors un modele
mathématique simplifié du systéme et, quand on effectue I'analyse, on obtient les
informations souhaitées le plus économiquement possible et avec une précision
acceptable. Obtenir un modele mathématique simple représentant les
caractéristiques d’un systéme réel n’est pas facile, étant donné que le modele doit
donner des informations réalistes et utilisables.

Cependant, pour modéliser un systéme réel, on peut faire une ou plusieurs
simplifications. Par exemple, une masse répartie peut étre considérée comme une
masse discréte, on peut négliger I'effet de 'amortissement du systéme en particulier si
on s’intéresse uniquement aux fréquences de résonances ou si la réponse dynamique
étudiée a une fréquence tres différente des fréquences de résonance. Une raideur
non-linéaire peut &tre considérée comme linéaire dans un certain domaine, quelques
éléments ou forces peuvent étre complétement négligés si leurs effets sont trés petits
et on peut considérer le mouvement d’une masse dans les directions qui nous
intéressent. Ainsi, un modele est généralement un compromis entre une
représentation simple, facile 2 analyser mais qui donne peut-étre des informations
moins précises et un modele réaliste, compliqué et difficile & analyser mais dont les
informations sont plus précises.

L’analyse modale d’une structure correspond 2 une discrétisation du systeme
continu 2 Paide d’'un nombre fini de modes. Dans le cadre du contréle vibratoire des
structures, on distingue deux type de modes, les modes contrOlés et les modes
résiduels (modes non-contr6lés). La diminution du nombre de modes contrdlés peut
produire des instabilités (spillover effect). La méthode de contréle modal découplé
(Independent Modal-Space Control, IMSC) permet d’éviter cette difficulté majeure.
" En effet, les différents modes sont contr6lés indépendamment, ainsi on contrdle un
ensemble d’équations différentielles du second-ordre en parallele. Cette stratégie
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apparait ainsi trés aisée & mettre en oeuvre et est proposée pour la premiére fois par
Meirovitch et Baruh, [B13]

IV2 CONTROLE MODAL

IV.2.1 EQUATION DU MOUVEMENT MODAL

Dans I’hypothése d’un amortissement purement visqueux, les équations du
mouvement du systéme discret obtenues par la méthode de Rayleigh-Ritz s’écrivent :

[M](U) + [C]{U) + [K](U) = {P(t)) + (ECE)) (IV.1)

ol [M], [C] et [K] sont respectivement les matrices de masse, d’amortissement et de
raideur. Le vecteur (U} rassemble les déplacements nodaux. Les vecteurs (P(t)} et
(E(t)) sont respectivement les vecteurs forces de contréle et d’excitation.

Exprimons le mouvement de la structure dans la base des modes propres réels,
qui sont solutions du syst¢me homogéne suivant :

w2 [M]{X) = [K]{X) (IV.2)

Les valeurs propres et vecteurs propres associés sont notés :

2 2 2

w1e, wWec,..... »Wn

(X)1, (X)p,..., (X},
En utilisant la base modale, on introduit I’expression fondamentale suivante :

N
{U} = Zl(X)r {u(t)}y = [®](u) (Iv.3)
r=

{u(t)) est le vecteur des coordonnées modales et [®] la matrice modale. En outre,
on rappelle que la transformation (Iv.3) diagonalise les matrices de masse et de
raideur. On a, en effet, les relations d’orthogonalité suivantes :

(21T [M] (2] =Mm, matrice diagonale (N x N) des masses généralisées

(21T[k] [2] =Tk, matrice diagonale (N x N) des raideurs généralisées
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En général, la transformation (Iv.3) ne diagonalise pas la matrice d’amortissement
et la matrice d’amortissement modale [c] est pleine:

te1Tic11e] = fel

Aprés avoir utilisé la transformation (Iv.3) dans I'équation (Iv.1) et multiplié a
gauche par (21T, on obtient le systéme des équations modales du mouvement, soit :

Mmy (8) + [e](u) + Tk (u) = (p) + (e} (IV.4)
avec ‘
(p) = [217(P) vecteur des forces généralisées de contrdle
(e} = 21Ty vecteur des forces généralisées d’excitation

Si les termes d’amortissement sont petits et si les fréquences propres sont
suffisamment séparées, on peut, pour le calcul, de la réponse ne retenir que les
termes diagonaux de la matrice d’amortissement. Le syst¢me des équations modales
du mouvement (IV.4) se rameéne alors & N équations différentielles découplées :

My (a) + fej(u) + Mk {u) = (p) + (e) (IV.5)

soit pour le r-i¢me mode :

i, + 2000, + o fu. = (py}/me + (e )/my (IV.6)

p.(t) est la force généralisée de contrdle du r-iéme mode et e,(t) est la force
généralisée d’excitation du r-i¢tme mode.

Dans I’'absence de forces d’excitation, ’équation (Iv.6) peut s’écrire sous la
forme d’une équation d’état. Dans ce but, on définit une variable v, (t) par:

U (t) = wvp(t) (r=1, 2,...,8) (Iv.7)

En introduisant le vecteur d’état modal a deux dimension (w,.(t)) et le vecteur force
de contrdle modale associé W,.(t) sous la forme :

(w(t))y = (u(t)  vp(enT
(r=1,2,...,8) (1V.8)
W)y = (0 £.(8) /0T '
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avec : £,.(t) = pp(t)/m., les équations (IV.6) et (IV.7) peuvent &tre combinées
sous la forme d’'une équation modale d’état :

(W(£))y = [Al(w(E)} + (W(E)), (r =1,2,...,N) (1V.9)
avec
0 W,
[A]l, = (r=1,2,...,N) (IvV.10)
-, =28, 0y

Iv.22 CALCUL DES COMMANDES

En I'absence de forces de contrdle, I’équation (IV.9) apparait comme une
série infinie d’équations différentielles indépendantes du second ordre. L'équation
(IV.9) est couplée par la force de contrdle, W.(t) car celle-ci dépend de tous les
vecteurs d’état modaux. Dans le cas spécial od on impose & W (t) de ne dépendre
que de w,(t),

W = We(wy) (r =1,2,...,N) (IV.11)

chaque équation (Iv.9) devient & nouveau découplée. L’équation (IV.11) signifie
que la force modale du r-i#gme mode est calculée simplement en fonction du vecteur
d’état modal du mode associé. Cette simplification est le point essentiel de la
méthode de Contréle Modal (Independent Modal-Space Control Method). Cette
méthode de Contréle Modal peut étre appliquée dans les cas linéaires et non-
linéaires.

Dans un cas de contréle linéaire, la commande optimale se calcule facilement.
Considérons le cas du Controle Modal proportionnel suivant :

(W(E)), = [G1, (w(t))y (r =1,2,...,N) (IV.12)
avec
8ril Bri2
(6], = (r =1,2,...,N) (IV.13)
8r21 8r22

[G1, est la matrice de gain modale. En introduisant I'’équation (Iv.8) dans I'équation
(Iv.13), on obtient
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0 8r11Yr * 8r12Vr
- (r =1,2,...,N) (IV.14)
f/o jr 8r21Yr * 8r22Vr
qui peut &tre satisfaite si et seulement si gr17 = 812 = 0 (r = 1,2,...,N),etla
matrice de gain modale doit avoir la forme spéciale suivante :

0 0 '
[G], = (r =1,2,...,N) (Iv.15)
8r21 8r22

Cette relation est proposée par Meirovitch et Oz [B14]. Compte tenu de la relation
(Iv.7), Péquation (Iv.14) nous donne

£.(6) = wplgro1up(t) + 8roovye(E)] = grojwpup(t) + 8r22“°‘r(t>

(r =1,2,...,N) (1Iv.16)

On obtient ainsi la force modale de contréle £.(t) en fonction du déplacement
modal u,(t) et de la vitesse modale u,(t). Dans le cas d’un contréle optimal, les
gains g,y €t g,9o se déterminent en minimisant le critére quadratique suivant :

N
J = 2 J, (Iv.17)
r=1
avec
Jp = Lo (ep)—w) TIH] L (wp (e g)—ip)
tf
+ J[(wr)T[Q]r(wr) + (WAT[R] (W ) ]dt (r =1,2,...,N) (IV.18)
0

J, est I'indice de performance pour le r-igme mode, t¢ est le temps final, ¥, est I'état
final désiré, les matrices [H], et [Q], sont des matrices de pondération semi-définies-
positives et la matrice [R], est une matrice de pondération définie-positive. Comme
le vecteur W, (t) ne dépend que de w,(t), les indices de performance modaux J, sont
indépendants et la minimisation de lindice de performance total J se fait en
minimisant les J,. indépendamment.

On considere un probléme de régulation associé a la condition &, = 0. On
prend en plus H, = 0 et Q, = w 1. Ce choix nous permet d’interpréter la
minimisation de I'indice de performance J,. comme étant un processus réduisant le
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vecteur d’état A I’aide d’efforts de contréle modérés n’augmentant pas ’Hamiltonien
du systéme en boucle-ouverte, [B14]. L'Hamiltonien du systéme peut s’écrire sous la

forme :
N
K = rzlnr (Iv.19)
avec
ke = 17y 02w Tw, (r =1,2,...,N) (IV.20)

x, est "Hamiltonien du r-i¢me mode.
Oz et Meirovitch ont montré que la matrice de gain [6], donnée par
’équation (Iv.15) impose une matrice de pondération [R],. de la forme :

© 0
[R], = [ ] (r =1,2,...,N) (Iv.21)
0 R,

La minimisation de J,, défini en équation (Iv.18), sous la contrainte (Iv.9)
nous conduit au probléme suivant :

(W(Ed), = — [R1,L [SCE) 1 (w(t)), (r=1,2,...,N)  (IV.22)

ol la matrice [S(t) 1, doit satisfaire 'équation matricielle de Riccati :

[$1, = - [S1,.[Al, - [A],TIS], -[Q], + [S].[RI. LIS,

(r =1,2,...,N) (Iv.23)

avec la condition aux limites [S(tg)]1, = [H], = 0. En introduisant les valeurs de
[Al,, [Q], et [R],, I’équation (Iv.23) peut s’écrire explicitement sous la forme
scalaire suivante :

$11 = o727 1815% + 20,817 - @,
§19 = —wyS11 + 20,0519 + 0 2R 71819899 + WSy
Sp1 = —wrS11 + 26,0519 + wr_zﬂr_lslzszz + wySoo
é22 = ~2w,.S19 + 40,0, + wr—zar‘lszzz - wrz

(r=1,2,...,8) (IV.24)

ous;; (i,j = 1,2) sontles éléments de la matrice [S],.
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On s’intéresse a la solution stationnaire de I'équation de Riccati. On a donc
.811 = S12 = Sp1 = $97 = 0 dans I'équation (IV.24), et en introduisant la notation
[Ry] = w 2[R (r = 1,2,...,N), on obtient trois équations algébriques non-
linéaires dont les solutions sont données par :

S19 = 891 = wrz(—wrir + T,)
322 = “’rz('zfr“’rir + [4§r2(0r2ir2 + ir(l + zwr(_wrir + Tr))]l/z)
Sll = Zgrwrz(—wrir + Tr) + Slz(wr_l(wrz - ir—l)l/Z)

(r=1,2,...,N) (IV.25)
avec T, = (v 2% 2 + %.)1/2,

En considérant I’équation (Iv.12), I'équation (Iv.22) et I'’équation (IV.25), on
obtient :

(6], = -[R],1[s],

8r1l = 8r12 = 0
gr1 = wr - (w2 + %1172
8r22 = 28rWr - [4§r2wr2 + QQup (-, + (wr2 + ir—l)l/Z)) + ir—1]1/2

(r =1,2,...,N) (IV.26)

Finalement, en injectant les éléments g,.o1 et g.oo de la matrice de gain [G], dans
’équation (Iv.16), on obtient la force généralisée de contrdle :

£.(t) = wolop - (02 + % "H1/2 ju (e) +
(2¢ 0, - [465,.20.2 + Qo (-0, + (02 + %, "1H1/2)y + & "111/2) ()
(r =1,2,...,N) (Iv.27)
Il est & noter que I'implantation de la méthode de Contrdle-Modal nécessite la

connaissance du déplacement et de la vitesse généralisés, u.(t) et u,.(t) & chaque
instant.

IV.23 IMPLANTATION DU CONTROLE

La détermination de la force de contrdle réelle a partir de la force de contréle
généralisée £.(t) donnée en (IV.27) dépend du type d’actionneurs utilisés. En
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général, il y a trois grands types d’actionneurs. Le premier est du type réparti, le
deuxieéme est du type discret et le troisiéme est du type semi-réparti. Les actionneurs
du type réparti donnent des forces de contréle distribuées sur la structure. Clest une
situation idéale mais trés difficile & réaliser dans la pratique. Par sa simplicité de mise
en oeuvre, le deuxieéme type d’actionneur a beaucoup d’applications : hydraulique,
vérins, cibles, etc. Le troisieéme type d’actionneurs est une application des matéridux
piézo-électriques permettant de contréler des structures légeres, [B7].

IV.3 MATERIAUX PIEZO-ELECTRIQUES

Les matériaux piézo-électriques sont des matériaux qui subissent des
déformations quand on leur applique une tension électrique. Depuis I'implantation
des techniques du contréle actif, I'utilisation des matériaux piézo-électriques comme
actionneurs semi-répartis est de plus en plus répandue, surtout pour les grandes
structures légeres. La taille de I'actionneur du type piézo-€lectrique est généralement
petite et on peut les coller sur une structure sans I'alourdir. Dans ce sous-chapitre, on
développe un modele analytique des actionneurs piézo-électriques semi-répartis
collés sur une partie de la structure.

IV.3.1 MODELES STATIQUES DE COUPLAGE
PIEZO-ELECTRIQUE/STRUCTURE

Deux modeles de couplage serons présentés. Le premier modéle suppose qu’il
existe une certaine épaisseur de couche de liant (couche de colle) élastique entre les
actionneurs et la structure, voir fig. 4.1. Le deuxiéme modele suppose que le couplage
entre les actionneurs et la structure est parfait, c’est a dire qu’il n'y a pas de
mouvement relatif entre les actionneurs et la structure.

La figure 4.1 montre deux éléments piézo-€électriques collés sur une structure
élastique. Les fleches montrées sur la figure indiquent le signe des tensions
électriques qui provoquent la dilatation des piézo-électriques. Si une tension
électrique est appliquée avec le signe défini dans la figure, la structure se déforme en
extension. Si les signes des tensions des deux piézo-électriques sont opposés, la
structure se déforme en flexion.

Afin d’obtenir les équations qui gouvernent le couplage entre les piézo-
électriques et la structure, on examine I'état d’équilibre d’un petit élément entouré
par les traits en fig. 4.1. Sous 'hypothése que I'on a, dans la couche de colle, un état
de contrainte de cisaillement pur et mono-dimensionnel et que I'on a, dans les piézo-
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électrique et la structure, un état de contrainte en traction-compression pur, les
relations entre les déformations et les déplacements s’écrivent :

Z
+
c v
po====x
Piézo-électrique ! |
' 1
1] I
' Colle — 1 T T { :
7 : ! —_— i 1 7
' | (
B Structure { H >
—
/71 ] )
: _ T
! 15 Colle I T ' !
’ | ——
¥ 1
Piézo-électrique | 1
M dX
T+
1- 1

Figure 4.1 Géométrie d’'un couplage piézo-électrique/structure

? duc ,
€C = = UC (IV.28)
dx
dusy ,
Sg = - USy (IV.29)
dx
U; - USy
y =— (IV.30)
ts

e, U et t sont respectivement la déformation, le déplacement et I'épaisseur. Les
indices B, C et S représentent respectivement la structure, le piézo-électrique et la
couche de colle, tandis que I’exposant s indique la surface de la structure et x la
coordonnée du centre des piézo-€lectriques.

Dans la cinématique associée 2 la flexion, on suppose une distribution linéaire
des déformations (variation -du type Euler-Bernoulli), (figure. 4.2b). Pour le
mouvement en traction-compression, la distribution des déformations est supposce
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uniforme, (figure. 4.2a). Sous ces hypotheses, I'équation d’équilibre de I’élément
étudié s’écrit :

dUC T

- = 0 (IV.31)
dx tC
daSB ar

+ = 0 (Iv.32)
dx tB

o et r sont respectivement les contraintes de traction-compression et de cisaillement,
et a est un parametre caractérisant la distribution des contraintes. Pour la distribution
du type Euler-Bernoulli, « = 6 (figure 4.2b), et pour la distribution du type uniforme,
o = 2 (figure 4.2a).

(2) (b)

Figure 4.2 Hypothése de distribution des déformations

Pour le matériau piézo-électrique, la relation de contrainte-déformation est
semblable A celle d’'un matériau thermoélastique [B7], le terme de dilatation
thermique est remplacé par le terme de déformation piézo-électrique A et nous
donne :

UC = EC(EC - A) (IV.33)
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avec A = dj31V/t¢

v est la tension électrique appliquée sur le piézo-€lectrique et dgp est une constante
piézo-électrique (module de piézo-€lectricité) reliant la tension €lectrique appliquée
et la déformation. Pour la structure et la couche de colle, la loi de Hooke donne :

oSy = Ege’py (IV.34)

T = Gy (IV.35)

_E et G sont respectivement les modules d’élasticité et de cisaillement.

A. Cas d’un collage non-parfait

Les équations (IV.28 - IV.35) constituent un systéme de huit équations 2
huit inconnues : les contraintes et les déformations dans le piézo-électrique, dans la
structure et dans la couche de colle (o, 055, 7, €g, €5g, 7) et les déplacements
dans le piézo-électrique et dans la structure (Uz, USg). En substituant I'équation
(Iv.30) dans l’équation (IV.35) et en introduisant le résultat dans I’équation
(IV.31) et (IV.32), on obtient:

dog G(Ug - USp)
- = 0 (IV.36)
dx tcts
doSy aG(Ug — USp)
dx tptg

En dérivant ces deux derniéres équations et en utilisant les équations (IV.28),
(IV.29), (IV.33) et (IV.34), on obtient:

d2€C G

Eq( -A) - — (eg-€5g) = 0 (IV.38)
dx tcts
d2€SB aG

Eg( - A) o+ (g - €Sg) = 0 (IV.39)
dx?2 tptg

Les équations (IV.38) et (IV.39) peuvent se réduire & deux équations différentielles
découplées du quatrieme-ordre : '
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d4eSB dzeSB
— = - rr— -0 (IV.40)
a%x a2x
d4eC dzeSC
_ - r2—— = o0 (IV.41)
d4x d2x
avec
T‘gs '¢ +
r2 - — (IV.42)
tg2 ¥
Eg tp _
$ = —— =Eop (IV.43)
Ec t¢ '

oll x = 2x/L, L estlalongueur de piézo-électrique ¢ = G/Eg et tg = tg/L.

Bien que les équations (IV.42) et (IV.43) apparaissent comme des équations
découplées, leurs solutions sont couplées par les équations du second-ordre, (IV.38)
et (IV.39). La solution des équations (IV.42) et (IV.43) donne les distributions des
déformations dans le f)iézo-électrique et dans la structure : ‘

€c 1 1 ¢/a —¢/a
= | |By + | [Box + B3 sinhlx + B, coshI'x (IV.44)
€S 1 1 1 1

On doit imposer quatre conditions aux limites pour déterminer les quatre
constantes By, By, By et By. Il faut noter que la déformation du piézo-électrique A
n’apparait pas explicitement dans I'équation (IV.44), mais elle va apparaitre dans la
solution de I’équation par l'intermédiaire des conditions aux limites. Les états de
contraintes nulles aux extrémités libres du piézo-électrique impliquent qu’a ces points
ec est égal 4 la déformation du piézo-électrique A [équation (IV.33)]. Sous ces
hypothéses, les conditions aux limites deviennent :

au point x =+l : €c = A, eSB = eSB+

et

au point x =-1: ec = A, eSp = 55

eSg* et ¢Sp™ sont les déformations de la structure au coté gauche (-) et au coté droit
(+) de ’élément piézo-€lectrique.
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En injectant les conditions limites ci-dessus dans I’équation (IV.44), on
obtient les quatre constantes By, By, B3 €t By, :

¥ [ eSpt + €55~ aA
B B
B, = + (IV.45a)
v+ a | 2 ¥
¥ i eSB+ — eSB—
By = (IV.45b)
y+a | 2
o C Spt - ¢Spm
By = (IV.45¢c)
(¥ + a)sinhl" | 2
'ﬁ [ €SB+ + GSB_
B, = - A (IV.45d)
(¥ + a)coshI' | 2

Pour faciliter I'intégration du modele de couplage statique dans le modele de
couplage dynamique piézo-électrique/structure, il est nécessaire d’avoir I'expression
des forces induites par le piézo-électrique sur la structure. Dans ce cas, la contrainte
de cisaillement r se détermine en substituant les équations (IV.44) et (IV.45) dans
les équations (IV.28) et (IV.29) pour obtenir les expressions de Ug" et USy'. Aprés
intégration de ces derniéres et substitution dans I’équation (IV.30), le résultat est
injecté dans ’équation (Iv.35) pour obtenir :

T G eSB+ - eSB— coshI'x
— - +
Ep tgET 2 sinhl
eSB+ + eSB_ sinhlx
-L b - (IV.46)
2 coshl’

Les déformations [équations (IV.44) et (IV.45)] et la contrainte [équation
(IV.46)] peuvent étre considérées comme fonctions des déformations de la structure
aux extrémités du piézo-électrique (eSg* et ¢537) et de la tension appliquée dans le
piézo-électrique A = d31V/t¢. Les termes dépendants de ¢Sp* et ¢S5~ représentent la
rigidité passive supplémentaire ajoutée par la colle. La capacité du piézo-€lectrique &
générer une déformation dans la structure est associée aux termes dépendant de A.
Pour illustrer ces termes, on suppose que les déformations limites (¢Sg* et ¢Sp™) sont
nulles, et les équations (IV.44) et (IV.46) se réduisent a :

|
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T

éc/A

GSB/A

Ep

¥ = 145 et « = 6, dans le cas typique d’un piézo-électrique du type céramique collé
sur une poutre d’aluminium d’épaisseur égale a 10 fois I'’épaisseur du piézo-€lectrique
et excitée en flexion. Le paramétre non-dimensionnel T' [équation (IV.42)] est un
paramétre de décalage de cisaillement indiquant lefficacité du transfert de
cisaillement du piézo-électrique 2 la structure ou vice versa. Ce paramétre dépend
principalement de la rigidité et de I’épaisseur de la couche de colle. L'augmentation
du paramétre T (par une augmentation du module de cisaillement ¢ ou une
diminution d’épaisseur de la couche de colle tg) signifie que le décalage de
cisaillement devient moins important et que le cisaillement est efficacement transféré

L’équation (IV.47) est tracée en figure 4.3 pour plusieurs valeurs de T et pour
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1] a -¥/a a coshl'x
1 [ ¥ +a 1 (¥ + a)coshrl
-G sinhl'x
tg E G coshrl’

A travers une petite zone prés de 'extrémité du piézo-€électrique.

1.00 |
0.90- ]
kY J
0.8044% i
g [ i
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A
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Figure 4.3 Déformation du piézo-électrique et de la structure

pour plusieurs valeurs de T
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Le paramétre ¢ défini en équation (Iv.43) donne la fraction maximale de
déformation du piézo-électrique transférée dans la structure. Pour une valeur de ¥
proche de zéro, la déformation induite dans la structure est égale a la déformation du
piézo-électrique A [équation (IV.47)]. Cest le cas pour une structure d’épaisseur trés
mince par rapport a 'épaisseur du piézo-€lectrique et dont le module d’élasticité, Ep
est proche du module d’élasticité du piézo-électrique, Ec. A I'opposé, une grande
valeur de ¥, qui correspond au cas d’un rapport d’épaisseur trés grand ou a une
structure de module d’élasticité trés élevé, implique que la déformation induite dans
la structure est petite. Ainsi, les paramétres souhaitables dans le couplage entre un
actionneur du type piézo-électrique et la structure sont une grande valeur de T (ce qui
nécessite une colle parfaite) et une petite valeur de .

B. Cas d’un collage parfait

Un matériau de colle parfait est associé a une valeur de T infinie. Dans ce cas,
il existe une concentration importante de la contrainte de cisaillement aux deux
extrémités du piézo-€lectrique, indiquant que la déformation se transfere du piézo-
électrique 2 la structure a travers une petite zone proche des extrémités de
I'actionneur. Sous cette hypothése idéale, les équations (IV.44) et (IV.45)
deviennent :

A(IV.49)

" eSgt + €Sy eSpt - Spm o
EB - EC - +
a

+ x
¥+ 2 2 Y+

La force de cisaillement totale est alors transférée effectivement aux points
d’extrémités du piézo-électrique. Cette force, appliquée aux points x = * 1, est

F 1 eSB+ + eSB- eSB+ - eSB_ _ 1
= + x - A (IV.50)
EBtBb ¥+ 2 2 ]b + «
Le moment produit par cette force est égal a
My = F tp . (IV.51)

Les équations (IV.49) - (IV.51) associées & un couplage parfait entre le
_ piézo-électrique et la structure peuvent étre obtenues par I'un des deux moyens
suivants : soit en déterminant la valeur limite de I'’équation (Iv.44) lorsque T tend
vers 'infini, ou en imposant I'égalité de la déformation dans le piézo-électrique et
dans la structure [équations (IV.28) et (IV.29)] et en résolvant les équatiorns

)
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d’élasticité obtenues. Pour une valeur de T égale 4 30 ou plus grande, 'énergie de
déformation induite dans la structure par I'actionneur est égale & 95 pour cent de
Pénergie de déformation induite dans le cas d’un couplage parfait. Par conséquent,
pour une valeur de T plus grande que 30, le modele de couplage parfait donnera des
résultats suffisamment précis pour un modele d’ingénierie. Pour cette raison,
Pexemple traité dans cette étude, utilisera un modele de couplage parfait. Dans le cas
d’'un matériau de colle moins rigide et/ou plus épais, on utilise la modélisation
compléte [équations (IV.44) et (IV.45)].

On vient de voir précédemment I’analyse compléte du couplage d'un
actionneur du type piézo-électrique et d’une structure élastique pour des excitations
en flexion et en extension. Si les tensions électriques appliquées sur les actionneurs
sont dans le sens indiqué sur la figure 4.1, une extension sera induite dans la structure
et @ = 2. Si I'une des tensions est inversée, la structure est fléchie et @ = 6. Pour une
grande valeur de a, les piézo-électriques sont plus efficaces dans le cas de la flexion.

IvV.3.2 MODELE DYNAMIQUE DU COUPLAGE
PIEZO-ELECTRIQUE/STRUCTURE

Aprés avoir construit un modele statique du couplage piézo-
électrique/structure, on peut maintenant I'intégrer dans I'analyse dynamique de la
structure. En supposant que la masse du piézo-€lectrique est relativement petite par
rapport 4 la masse totale du systtme et que les résonances des actionneurs sont
hautes par rapport aux fréquences étudiées, on peut considérer que les actionneurs
agissent de fagon quasi-statique. On peut ainsi négliger les caractéristiques
dynamiques de Dactionneur et utiliser le modéle de couplage statique
actionneur/structure.

A. Cas d’un collage non-parfait

Dans le cas d’'un actionneur collé sur une poutre, la force généralisée est
induite par la contrainte de cisaillement surfacique. La figure 4.4 montre une poutre
cantilever activée en flexion par une paire de piézo-électriques. La force induite par
actionneur piézo-électrique apparait dans I’équation du mouvement de la poutre
sous la forme d’une force généralisée, Q

(a + n)
Q =| [rbetge jax (IV.52)

(a - n)
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a est.la coordonnée du centre de piézo-électrique, n la demi-longueur du piézo-
électrique, b la largeur de I’actionneur et & la déformé modale de la poutre. Dans
’équation (IV.52), la seule inconnue est la contrainte de cisaillement r induite par le
piézo-électrique donnée par I'équation (IV.46). Afin d’injecter r dans I'équation
(Iv.52), on doit déterminer les conditions aux limites eSg* et ¢Sz~ (ie., les
déformations qui sont présentes dans la structure en I’absence d’actionneurs. Ces
déformations sont causées par le mouvement modal et s’expriment en fonction des
coordonnées généralisées u

7 — 20—
7
7
Z — s = = —
7 X
/ - —— — —
Z L N - ~r
2 T X
4 -1 0 +1
2
7
a |

tg 982w ty 8%

_— (IV.53)
2 ax2 2 ax2

€SB = -

w(x,t) est le déplacement transversal de la poutre. En injectant les équations
(IV.53) et (IV.46) dans P’équation (IV.52) et aprés intégration, on obtient
I’expression de la force généralisée du mode correspondant :

- Gbty? 8''(@+n) -2 "(a-n
Q = — Ic
4tgGLy2 sinhl
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3 '(a +1n) +3 '(a-n) GbtB Is
+ Is u -
coshl’ tsST coshl’
(IV.54a)
Q = kPIEZO u + Qy A (IV.54b)
ou
(a + n)
2r
Ic = | cosh [— (x - a) | @' (x)dx (IV.55)
L
(a - n)
(a + n)
[er
Is = | sinh LT- (x - a) | & (x)dx (IV.56)
L
(a - n)

L’équation (IV.54) exprime la force modale induite par le piézo-électrique en
fonction du mouvement de la poutre et de la tension appliquée sur le piézo-
électrique. Le premier terme est proportionnel a u et exprime la rigidité passive
modale ajoutée, kprgzo, due au piézo-électrique. Le deuxi¢me terme dépend de la
déformation du piézo-€lectrique A, et est proportionnel 4 la tension appliquée V.

L’équation du mouvement du systéme poutre/piézo-€lectrique pour le modele
a un seul mode s’écrit alors

mi+cu+ (k + kPIEZO) u=Qy A=Qy d31 V/tc (IV.57)

m, ¢ et k sont la masse modale , 'amortissement modal et la rigidité modale du
systéme structure/piézo-électrique. Cette équation peut étre utilisée pour déterminer
la réponse dynamique de la structure.

B. Cas d’un collage parfait

Dans le cas ot I'épaisseur de la colle est faible (I > 30), on peut utiliser le
modele de couplage statique parfait. L’expression de la force modale @ dépend de
M,, moment de flexion appliqué aux extrémités gauche et droite du piézo-électrique,
et de la pente Q" en ces deux points,
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Q = — & (x) + — & (x) (IV.58)
LB + LB -

Il faut noter que pour un couplage parfait, la force généralisée est appliquée

seulement aux extrémités du piézo-électrique.
En substituant 'équation (IV.51) dans équation (IV.58) et en tenant compte
des équations (IV.50) et (IV.53), on obtient I'expression de la force modale Q :

Eptplb o e
Q = — ————m——_——m 3 '(a + n).3'¢(a +n) -3 (a - n).3'(a -n)] u
2L3(6 + ¥)
Egtp>b - -
-— 3G +mn) -3(a-n)]A (IV.59a)
LB(6 + ¢)
Q = - kPIEZO u + QV A (IV.Sgb)

On utilise 'équation (IV.59) pour déterminer la tension & appliquer aux
piézo-électriques pour générer la force de controle généralisée calculée
précédemment dans le sous-chapitre IV.2, (équation (IV.27)).

IV4 FILTRE MODAL

L’implantation de la méthode de controle modal nécessite la détermination
des coordonnées modales. Pour extraire ces coordonnées & l'aide des mesures
ponctuelles, nous utiliserons la méthode du filtre modal.

En utilisant le théoréme d’expansion, [B13], [B14], pour déterminer les
coordonnées modales, on a la relation :

ar(t) = [ [a(x,t) m(x) &, (x)1dx, (r = 1,2,...) (1V.60)

oil q,.(t) est la coordonnée modale, q(x,t) le déplacement a Pinstant t au point x,
mn(x) la masse de la structure et ®(x) la déformée modale. L’application de cette
stratégie nécessite une infinité de points de mesure ce qui n’est pas envisageable.
L’implantation du filtre modal  ’aide de mesures discrétes, nécessite de générer une
approximation de la déformée par interpolation ou extrapolation des mesures
effectuées. Cette approximation peut s’écrire sous la forme suivante :

P
u(x,t) = = q(xj,t) G(x,xj) (IV.61)
j=1
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ou u(x,t) est la déformée approchée, X; dénote la position de capteur (j =
1,2,...,p), p est le nombre du capteurs et G(x,x;) la fonction d’interpolation ou
d’extrapolation.

“En introduisant I'équation (Iv.61) dans I'équation (IV.60), on obtient
expression pour les coordonnées modales approchées u,(t) sous la forme :

P
u,(t) = f [u(x,t)m(x)d,(x)]dx =jzlgrjq(xJ- ), (r=1,2,...)(1Iv.62)

N

ou

8rj = J [6(x,x5) m(x)®p(x)]dx, (j =1,2,...,p; T = 1,2,...)(IV.63)

La précision du filtre modal dépend du nombre et de la position des capteurs
et du type de la fonction d’interpolation ou d’extrapolation utilisée. En notant m le
nombre de modes qu’on veut extraire (modes retenus), on effectue une partition du
vecteur de coordonnées modales q(t) :

a(t) = {(q1(t), qpCe), ... )T = (qut) | qree)T ' (IV.64)

ol qyu(t) est le vecteur des coordonnées modales correspondant aux modes retenus
et qp(t) celui correspondant aux modes résiduels. On introduit aussi le vecteur des
coordonnées modales, uy(t) sous la forme :

uy(t) = {up(e), up(e), ..., up(e))T (IV.65)

et la mesure effectuée par le j-i¢éme capteur :

y(E) = ulx;j,£) +bj(e), (4 =1,2,...,P) ' (IV.66)

ol b (t) dénote le bruit de mesure.
En tenant compte des équations (IV.64), (IV.65) et (IV.66), on peut écrire
la relation entre les modes retenus et les mesures discrétes effectuées, sous la forme :

uy(t) = G y(t) (IV.67)
oll y(t) est le vecteur regroupant les p mesures effectuées. Les composantes de G

sont gy (r=1,2,...m; j = 1,2,...,p). L’équation (1v.67) peut encore s’écrire
sous la forme :
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uy(t) = GHygy(t) + GHRgp(t) + Gb(t) (IV.68)
oll Hy(i,3) = &§(X;) (I = 1,2,...,p; § = 1,2,...m) et Hp = &4 y(X;) (1 =
1,2,....p; j = 1,2,...). Lobjectif de la conception du filtre modal est de

déterminer le nombre et la position des capteurs et la fonction d’interpolation, pour
que la matrice GHy soit proche de la matrice identité et la matrice GHg soit proche de
la matrice nulle, [B20].

Pour déterminer le nombre minimum nécessaire de capteurs, on constate, a
partir des équations précédentes, que la matrice G est d’ordre (m x p) et la matrice Hy
est d’ordre (p x m). Pour que la matrice GHy soit proche de la matrice identité d’ordre
(m x m), la matrice GHy doit avoir le rang m. On peut obtenir la matrice GHy de rang m si
les deux matrices G et Hy sont de rang m, ce qui implique que p > m. L'interprétation
physique de cette remarque est que le nombre de capteurs doit &tre au moins €gal au
nombre de modes qu’on veut extraire. Il faut noter que ce nombre minimum
nécessaire ne garantit pas la précision du filtre modal.

Dans le cas ot on considére le filtre modal du type Rayleigh-Ritz, le profil
approché de la déformée peut s’écrire sous la forme :

p

u(x,t) = 3 e (x)n, (L) (IV.69)
r=1

oll p,(x) est une fonction cinématiquement admissible. Pour déterminer I'amplitude
de n,(t), on exprime le vecteur des mesures sous la forme :

y(t) = Dn(t) (Iv.70)

OB Djj = py(xy) (1 =1,2,...,p; § = 1,2,...) etn(t) = (m, n9,...)L. Sion
prend le nombre de modes retenus égal au nombre de capteurs, p = m, les
coordonnées modales peuvent &tre obtenues par I'inversion de la matrice constituée
des m premiéres colonnes de la matrice D, notée Dy, ce qui donne :

my(t) = DLy () (IV.71)

oll nu(t) est un vecteur constitué des m premiéres composantes de n(t). En injectant
I'expression (Iv.71) dans I’équation (IV.69), le profil approché de la déformée
s’écrit :

P P )
u(x,t) = £ pg(x) 3 [y Llgy y5(0) (IV.72)
s=1 j=1

128



Chapitre IV

Les composantes de la matrice de gain du filtre modal, Gy s’écrivent alors :

P
Gyj -jzltnn-llsj I [m(x)®, (x)pg(x)1dx (IV.73)

Dans le cas od on prend la déformée modale comme fonction
cinématiquement admissible, la matrice Dy s’identifie & la matrice Hy, et le vecteur
nu(t) au vecteur uy(t), ce qui donne :

uy(t) = Hy 1 y(t) (IV.74)

L’expression (IV.74), peut étre considérée comme filtre modal le plus simple.

IV.5 EXEMPLES NUMERIQUES

Dans ce sous-chapitre, on propose deux applications de la stratégie de contréle
développée précédemment. Comme premier exemple, on prend comme structure de
base une poutre console. Deux paires d’actionneurs du type piézo-électriques
céramiques sont collés dans des positions choisies de fagon & générer un contréle le
plus efficace possible sur les deux premiers modes du syst¢me (figure 4.5).

Dans le second exemple, on utilise un portique bi-encastré (fig. 4.6). Trois
paires d’actionneurs sont collées dans des positions choisies de fagon & générer un
contrdle le plus efficace possible sur les trois premiers modes du portique. Les
dimensions du piézo-électrique sont donnés en tableau 4.1. Les caractéristiques des
matériaux utilisés sont données dans le tableau 4.2. Les cinq premiéres fréquences de
la poutre et du portique sont données en tableau 4.3.

Les tensions électriques injectées dans les piézo-électriques sont générées a
partir des vitesses et des déplacements modaux. Les expressions des tensions
électriques en fonction des vitesses et des déplacements généralisés pour la poutre
sont données par les équations (IV.75) et (IV.76).

Vi(t) = + .32E+05 uj(t) + .15E+04 uq(t)

+

~ .62E+05 up(t) — .52E+03 up(t) (IV.75)

Vo(t) = .12E+04 uy(t)

+

.27E+05 uy (t)

+

+ .20E+06 uy(t) + .17E+04 up(t) (IV.76)

+
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Chapitre v

Les trois tensions électriques pour le portique sont données par les équations
(IV.77), (IV.78) et (IV.79).

+
+

Vi(t) = + .53E+05 uj(t) + .62E+04 uj(t) + .12E+06 uy(t)

+ .45E+04 uy(t) .84E+04 u3(t) (IV.77)

+

.51E+06 u3(t)

+

Vy(t) = — .23E+05 uj(t) — .28E+04 uj(t) - .16E+06 up(t)
- .59E+04 uy(t) - .41E+06 u3(t) - .67E+04 uj(t) (IV.78)
V3(t) = - .29E+05 uj(t) - .34E+04 uj(t) - .97E+05 up(t)
.= .36E+04 uy(t) - .45E+05 uz(t) - .75E+03 u3(t) (IV.79)
' |
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Figure 4.5 Poutre console avec deux paires de piézo-électriques

Tableau 4.1 Dimensions d’un élément piézo-électrique

Longueur, L (mm) 35,0
Largeur, b (mm) 12,5
Epaisseur, t (mm) . 0,60
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Figure 4.6 Portique bi-encastré avec trois paires de piézo-€lectriques

Tableau 4.2 Caractéristiques des matériaux utilisés

Caractéristique Elastique Piézo-€électrique
Module d’Young (N/m?2) 7.0E+10 6.0 E+10
Densité (kg/m3) 2700.0 7000.0
Constante d37 (mm/V) — 270.0 E-09
Voltage limite (V/mm) — 600.00
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Chapitre IV

Tableau 4.3 Cing premiéres fréquences des structures

Fréquences (Hz) Poutre Portique
Mode 1 25,2 11,4
Mode 2 149,1 354
Mode 3 475,3 85,7
Mode 4 868,5 141,1
Mode 5 1530,6 156,4

IV.6 RESULTATS ET DISCUSSION

Les réponses de la poutre obtenues sans et avec contrdle sont données en Figs.
4.7 et 4.8. Celles du portique sont présentées en Figs. 4.11 et 4.12. On constate que
'on n’a pas d’instabilités pour les modes non-contrdlés. L'utilisation des actionneurs
du type semi reparti diminue considérablement les risques d’instabilités. Les
amortissements actifs obtenus sont donnés dans le tableau 4.4. Les tensions injectées
dans les piézo-€électriques de la poutre en fonction de la fréquence d’excitation et de
I'amplitude de la force d’excitation sont présentées en Figs. 4.9 et 4.10. Celles
appliquées sur le portique sont données en Figs. 4.13, 4.14 et 4.15. Ces tensions sont
limitées par les caractéristiques des piézo-électriques, en particulier, on ne doit pas
dépasser la tension maximale de dépolarisation.

Tableau 4.4 Amortissements actifs obtenus

Amortissement (%) Poutre Portique
Mode 1 22,8 19,6
Mode 2 21,1 19,9
Mode 3 0,0 18,3
Mode 4 0,0 0,0
Mode 5 0,0 0,0
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CONCLUSIONS

Au terme de ce travail, il nous semble opportun de dégager quelques points
importants, qui constituent ’aboutissement des concepts établis, et qui ouvrent la
voie aux recherches futures.

L’approche par critéres d’optimalité de la minimisation du poids des structures
en présence de contraintes statiques (les déplacements) et dynamiques (les
fréquences propres et les amortissements) a été envisagée ici sous I'angle de la
résolution du probléme du contr6le passif des structures. Cette approche devient
surtout intéressante par sa simplicité quand le probléme original est transformé en
une séquence de problémes simples et nous donne en général une vitesse de
convergence trés rapide sans qu’il existe cependant de garantie de convergence vers
le point optimal.

Le calcul des sensibilités constitue & ’évidence une étape essentielle dans un
algorithme d’optimisation. Cette étape conditionne les algorithmes et dépend du type
de probléme d’optimisation traité, surtout du type des contraintes (mélange de
plusieurs contraintes de nature différente).

Les quelques applications présentées dans ce travail ont mis en évidence
lintérét des méthodes proposées. Celles-ci, introduites dans un code de
dimensionnement automatique, conduisent & un processus performant, plus général
que les algorithmes classiques. A I'avenir, ce concept devrait étre étendu & d’autres
modeles structuraux et 3 d’autres contraintes des véritables problémes industriels
permettant d’aboutir dans le contexte de la méthode des élément finis & un outil
puissant de dimensionnement automatique des structures.

Dans le cadre des stratégies d’amortissements actif, I'application de la
méthode du contréle modal en utilisant des actionneurs du type semi-reparti diminue
les risques d’instabilité des modes non-contr6lés. Dans le cas des actionneurs du type
piézo-électrique, la force de controle est générée par la déformation. Cette
déformation est limitée par les caractéristiques du matériau piézo-électrique.
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Conclusions

Nous avons présenté également les analyses statiques et dynamiques de
couplage piézo-électrique/structure. Par leur taille généralement petite, les
actionneurs du type piézo-électrique peuvent étre collés sur une grande partie de la
structure sans beaucoup modifier les caractéristiques du couplage piézo-
électrique/structure. Cette stratégie de contréle est de plus en plus développée pour
obtenir un systtme dynamique " contrdlé activement de fagon intégrale
(développement des structures intelligente).

L'étude expérimentale sera effectuée en collaboration avec la société
METRAVIB et le LM.A de I"Université de Besangon dans le cadre d’une aide
accordée par le ministére de la Recherche et de la Technologie.

Remarques

La synthése de la méthodologie de conception d’une structure dynamique et
des systtmes de contrdles peut étre formulée dans un probleéme plus général
associant les contoles passif et actif. Les dimensions des éléments de structure et les
gains optimaux du contréle sont considérés alors comme variables de conception
indépendantes. Avec cette stratégie, la description du probléme de contréle des
structures dynamiques se formule sous la forme suivante :

Minimiser : [c; W(X) + ¢ J(X)]
sous contrainte : G(X) < 0, YL<Y<YUV

ot W est le poids de structure, J un indice de performance, ¢ et ¢y sont les
coefficients de pondération pour W et J. Le vecteur G représente les limitations. Le
vecteur des variables de conception comporte a la fois les dimensions des €léments
de structure (sections de barres, épaisseurs de plaque, etc.) et les gains optimaux du
controle actif. Les vecteurs YU et YL sont les valeurs limites supérieures et inférieures
de Y.

La stratégie qui a été adoptée dans cette étude est de considérer les deux
problémes particuliers suivants : premier probléme, on considére ¢c; = let ¢y = 0,
qui correspond au probléme d’optimisation structurale développé aux chapitres II et
IIL. Dans le second probléme, on considere ¢c; = 0 et ¢, = 1, qui correspond au
probléme de contréle actif développé au dernier chapitre.
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Conclusions

Conceptuellement, on n’aurait pas de difficultés pour résoudre le probléme de
contréle général défini précédemment avec des valeurs c; et ¢, quelconques.
Néanmoins, le choix de ces coefficients peut &tre dificile et nécessiter la résolution du
probléme plusieurs fois avec des valeurs de c; et c, différentes, afin d’obtenir la
solution donnant des valeurs acceptables de M et J.
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est autorisé a soutenir une thése pour l'obtention

du titre de DOCTEUR

Spécialité : MECANIQUE

Fait & Ecully, le 19 décembre 1990

P/Le Directeur de 1'E.C.L.
Le Directeur
de l1l'Administration de la
Recherche
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