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Simulation numérique de ’instabilité dans un cylindre de gaz tournant sou-
mis a une compression périodique

Ce travail de thése porte sur la simulation numérique directe d’une nouvelle instabilité hydro-
dynamique dans les écoulements de gaz tournants confinés. Il confirme les résultats analytiques
proposés par J.F. Scott et J.P. Racz (2001) et sur le travail expérimental de L. Graftieaux
(2003). Le mécanisme de résonance paramétrique proposé prédit la croissance conditionnelle de
certaines paires de modes inertiels couplées aux oscillations harmoniques d’un piston.

La méthode numérique est basée sur I’hypothese d’axisymétrie de ’écoulement,s’appuie sur
une méthode spectrale de type Galerkin. Le caractére singulier des conditions aux limites de la
vitesse dans les coins du cylindre impose un traitement spécial et nécessite la réecriture complete
d’un code de calcul. Ce traitement repose sur la soustraction d’un champ singulier déterminé de
facon analytique.

Les calculs réalisés ont permis de caractériser la structure spatiale des modes inertiels mis en
jeu par la résonance, une attention particuliére étant portée sur le mode inertiel déja identifié
expérimentalement par Graftieaux. Une étude numérique de 1’état de base du systéme a mis en
évidence deux types de régimes qui se distinguent par la pulsation du forcage. Un diagramme
de stabilité marginale a été établi autour de la fréquence d’excitation du mode instable, en bon
accord avec les travaux précités. Enfin, une exploration du régime non linéaire de I'instabilité a
mis en évidence deux dynamiques possibles : un régime de saturation ou un régime avec modu-
lation de I’amplitude expliqué par un scenario de désaccordage fréquentiel. Le role des différents
modes inertiels impliqués a été quantifié, ainsi que le couplage avec les modes géostrophiques du
cylindre en rotation.

mots clés : Instabilité, Rotation, Méthodes spectrales, Résonance paramétrique.

Numerical simulation of the instability inside a rotating gas cylinder sub-
ject to periodic compression

This work concerns the direct numerical simulation of a new instability phenomenon occu-
ring in confined rotating gas flows. It confirms the analytical results of J.F. Scott and J.P. Racz
(2001) and the experimental work of L. Graftieaux (2003). A parametric resonance mechanism
leads to conditional growth of inertial mode pairs coupled by harmonic oscillations of a piston.

A numerical code was developed under the assumption of axisymmetry of the flow, based on
a Galerkin-type spectral method. Special treatment of the velocity singularities in the cylinder
corners is based on the substraction of a analytically specified flow that mimics the corner sin-
guarity. The numerical results allow complete characterization of inertial mode pairs coupled by
resonance, with particular attention focused on the primary axisymmetric mode studied experi-
mentally by Graftieaux. A numerical study of the basic flow showed two regimes depending on
the forcing frequency. A marginal stability diagram was constructed and agreed well with earlier
works. Two types of modal dynamics were found in the nonlinear regime : saturated of the mode
amplitude to a constant value or slow-time amplitude modulation resulting from detuning by
spin-up of geostrophic modes. The role of different inertial modes was quantified, as was the
nonlinear coupling with geostrophics modes.

keywords : Instability, Rotation, Spectral methods, Parametric resonance.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Historique des travaux sur les écoulements en rotation

La dynamique des écoulements fluides, dans le cas ou le référentiel d’étude est en rotation uni-
forme, a donné lieu, depuis les débuts historiques de la discipline, & un grand nombre de travaux.
A Torigine, les premiers résultats marquants sont dus aux travaux théoriques de Lord Kelvin [1]
puis H. Poincaré, & la fin du X1X“™¢ siécle, qui ont étudié et mis en équation les oscillations
(dites “ondes inertielles” et parfois “ondes de Kelvin”) au sein d’un écoulement en rotation uni-
forme, la force de Coriolis agissant mécaniquement comme une force de rappel. La motivation
premieére de Kelvin, qui peut sembler déplacée aujourd’hui compte tenu des avancées en phy-
sique de la matiére et de la validation de I’hypothése atomique, était de classifier les différentes
structures tourbillonaires de I’éther et de relier cette classification aux différentes propriétés des
éléments chimiques [2]. Néanmoins ces résultats de Kelvin se sont révélés par la suite fonda-
mentaux par leur apport en dynamique des fluides, méme si la mise en évidence expérimentale
de ces structures oscillantes a attendu les travaux de Bjerknes, Solberg et Bergeron [3] dans la
premieére moitié du X X ™€ siecle. Les météorologistes et océanographes de 1’école norvégienne
de Bergen ont mis en évidence, et quantifié 'importance des effets de la rotation de la terre sur
les courants atmosphériques et marins tout en précisant le rbéle des oscillations inertielles dans
les processus de circulation générale. On peut évoquer par exemple la contribution du suédois
V. W. Ekman, qui a le premier postulé que c’est la rotation de la terre qui est responsable de
la déviation des mouvements de la banquise, et qui a caractérisé le role de la viscosité dans
les écoulements tournants & proximité d’une paroi solide. A la méme époque, en Angleterre,
G. L. Taylor [4] a fait progresser la compréhension générale des écoulements tournants, par un
nombre d’expériences souvent simples. En particulier il a mis en évidence, pour les écoulements
incompressibles, I’équilibre stationnaire entre les efforts de pression et la force de Coriolis, ca-
ractérisé par la bidimensionnalité de I’écoulement (théoréme de Taylor-Proudman) et 1’existence
des colonnes qui portent son nom de part et d’autre d’un obstacle. Citons au passage la mono-
graphie de H. P. Greenspan [5], datant de 1969, qui fait le bilan des connaissances théoriques
et expérimentales de I’époque sur la dynamique des écoulements tournants. Dans la seconde
partie du siecle, I'essor des modeles de fermeture dans le cadre des théories sur les écoulements
turbulents a naturellement conduit la communauté a s’intéresser aux écoulements turbulents en
rotation. La encore, I'effet de la rotation est essentiellement de rompre I'isotropie de I’écoulement
puisqu’il donne naissance a des structures cohérentes allongées selon la direction de ’axe de ro-
tation, baptisées “cigares” [6] [7]. Une analogie frappante existe entre la bidimensionnalisation
d’un écoulement laminaire expliqué par le théoreme de Taylor-Proudman, et la structuration bi-
dimensionnelle des écoulements turbulents soumis & la rotation. Cependant les deux phénomeénes
sont par nature différents : le premier résulte d’un équilibre entre des effets linéaires et prédit
que pour une rotation dominante, au bout d’un certain temps, seuls les modes géostrophiques
interviennent dans 1’écoulement. En revanche, dans le cas turbulent ou toutes les directions de
propagation sont initialement présentes, ce sont les phénoménes non linéaires qui permettent



la sélection préférentielle des modes géostrophiques bidimensionnels [8]. De nombreuses études
récentes sur la turbulence géophysique cherchent & caractériser les effets du couplage entre les
ondes inertielles dues & la rotation et les ondes internes dues & la stratification du milieu. Une
analogie frappante existe en effet entre les modes de propagation associés a ces deux effets, et le
couplage des deux phénomenes apparait pertinent dans 1’étude de la turbulence atmosphérique
et océanique.

1.2 Principales bases théoriques

1.2.1 Role des forces inertielles

Tous les écoulements en rotation présentent des caractéristiques originales et leur interprétation

a partir du référentiel tournant échappe parfois a I'intuition directe. En effet, le bilan des forces en
jeu, vu du référentiel tournant 4 la vitesse angulaire €2, fait intervenir deux forces supplémentaires
par rapport a la dynamique vue du référentiel fixe. La premiere, qui est la plus intuitive, est la
force centrifuge. Il s’agit, lorsque la masse volumique est constante, d’une force dérivant d’un
potentiel. Son effet est d’éloigner les particules fluides de 1’axe de rotation. Elle est équilibrée
par une variation de la pression au sein du fluide, si bien qu’elle ne participe pas directement
a la dynamique de I’écoulement. La seconde, dite de Coriolis, est une force qui ne produit pas
de travail, et dévie les particules de leur mouvement relatif. Ces forces sont simplement 1’ana-
logue en milieu continu des forces centrifuges et de la force de Coriolis qui s’appliquent sur un
point matériel dans un référentiel tournant. Si I’écoulement est décrit en variables eulériennes
par un champ de vitesse v(x,t), un champ de pression p(x,t) et un tenseur des contraintes
visqueuses 7(x, t), alors ’équation de conservation de la quantité de mouvement du fluide, dite
de Navier-Stokes en repére tournant, s’écrit :

ov
— 4+ (v-V)v) = -V + V-1 — 200 xv —px (2 xx)(l.1
f( ot ( ) )J z N~ P , P ( )(1.1)
accelgvr‘ation forces de pression contraintes visqueuses force de Coriolis force centrifuge

La mise sous forme sans dimension des différentes grandeurs fait intervenir plusieurs nombres
qui mesurent I'importance relative des différentes forces en jeu. En particulier, on définit & partir
de grandeurs caractéristiques comme la vitesse par rapport au repere tournant U, la longueur
caractéristique L et le taux de rotation {2 le nombre de Rossby Ro = ﬁ mesurant ’impor-
tance des effets non linéaires sur la dynamique de 1’écoulement, relativement aux effets de la
rotation. De la méme facon, si le fluide, supposé newtonien, posseéde une viscosité cinématique

v, le nombre d’Ekman E = 557 mesure I'importance des effets visqueux par rapport aux effets
2012

de rotation. Dans cette thése, on choisit plutot le nombre sans dimension Re = E~! = =,

analogue & un nombre de Reynolds basé sur la vitesse de rotation du fluide.

Le cas limite d’un écoulement stationnaire faiblement visqueux (E < 1) et ou la non-linéarité
n’est pas dominante (Ro < 1) constitue le cadre d’application strict du théoréeme de Taylor-
Proudman. Un tel écoulement est bidimensionnel, ne présente pas de variations selon I'axe de
rotation, et est qualifié de “géostrophique”.

1.2.2 Oscillations inertielles

Les écoulements tournants peuvent étre le siege d’oscillations de petite amplitude, appelées
ondes inertielles. Celles-ci sont représentées par les solutions du systéme de Navier-Stokes linéarisé
dans le cas incompressible et non visqueux, recherchées sous la forme d’ondes planes progressives
avec une dépendance en e“k %) Le vecteur d’onde k est relié & la pulsation w par la relation



w = 2Q cos (2, k), indiquant un comportement dispersif et fortement anisotrope [9]. La fréquence
des ondes inertielles est bornée par le double du taux de rotation. Leur dynamique temporelle
est déterminée uniquement par la direction de propagation et non par la valeur du nombre
d’onde. La vitesse de propagation de ’énergie d’une onde, donnée par la vitesse de groupe, est
orthogonale 4 la vitesse de phase. Cette propriété permet d’associer une fréquence d’oscillation
donnée a une direction de propagation donnée. Les ondes dont la vitesse de phase est paralléle
a l’axe de rotation sont les plus rapides. Inversement, lorsque la géométrie permet 1’existence de
contours fermés sur une hauteur de fluide constante (comme dans le cas particulier du cylindre
droit tournant autour de son axe), les ondes dont le vecteur d’onde est perpendiculaire & ce
méme axe de rotation sont stationnaires. Elles correspondent 4 des modes bidimensionnels de
circulation non nulle, dits “géostrophiques”, qui forment ’écoulement décrit par le théoréme de
Taylor-Proudman.

Notons ’analogie qui peut étre faite entre les ondes inertielles et les ondes dites internes dues
a la stratification du milieu, dont la relation de dispersion est w = Nsin (€, k), ou N est la
fréquence de Briint-Vaisili, lorsque la stratification principale se fait selon la méme direction
que la rotation [9].

1.2.3 Role de la viscosité

La viscosité agit sur les écoulements tournants comme un phénomene dissipatif. Les struc-
tures se dissipent d’autant plus rapidement que leur échelle caractéristique est petite. Lorsque le
nombre d’Ekman est asymptotiquement petit, ’écoulement peut étre décomposé en un écoulement
externe et un écoulement dit de couche d’Ekman, confiné dans une zone d’épaisseur O(E%) [5].
L’écoulement & I'intérieur de la couche d’Ekman subit une déviation due a la compétition entre
effets visqueux et effets de la rotation, ’hodographe des vitesses ayant la forme d’une spirale. A
cet écoulement est associé un échange de matiére et de quantité de mouvement de part et d’autre
de la couche d’Ekman, qui a pour effet d’accélerer le déclin des ondes inertielles. On retrouve
également ce type d’écoulement de recirculation dans les configurations de type spin-down ou
un fluide en rotation uniforme est subitement freiné.

1.3 Manifestations des effets de rotation dans les écoulements

1.3.1 Circulation atmosphérique et océanique

Les manifestations les plus spectaculaires des effets de la force de Coriolis sur les écoulements
fluides sont les phénomenes de circulation atmosphérique ou océanique dans les couches super-
ficielles des planetes. Leur rotation propre induit a grande échelle des mouvements localement
bidimensionnels. La rotation de la Terre agit de la méme fagon sur la circulation océanique, la
prise en compte du couplage entre atmosphére et océan étant fondamentale pour la prévision
climatique. C’est la force de Coriolis, associée & 1’évaporation de I’eau, qui permet la persis-
tance des phénomeénes cycloniques au-dessus des océans lorsque leur échelle caractéristique est
suffisamment grande (de 'ordre de la centaine de kilomeétres sur la Terre). En revanche, a plus
petite échelle, le nombre de Rossby 1ié & 1’écoulement devient grand et les effets non linéaires sont
fortement dominants : par exemple, contrairement & certaines idées recues, la force de Coriolis
n’agit pas de fagon significative sur le sens de rotation d’un tourbillon de vidange d’une baignoire.

Il semble que les ondes inertielles dans 1'océan, identifiables a leur basse fréquence et a
leur mode de propagation, jouent un role dans les “anomalies” climatiques comme le violent
phénomene El Nino (voir figure 1.2). Remarquons que, dans les applications aux couches super-
ficielles des planétes, seule la composante de €2 orthogonale au champ de vitesses est & 1'origine
de sa déviation, c’est pourquoi le parametre 2Q2 est remplacé par f = 2{2sin ¢, ou ¢ représente



la latitude, définie comme étant nulle & ’équateur et positive au pole Nord [10]. Les effets de
la rotation sont généralement plus complexes que dans les cas d’école purement bidimension-
nels, puisque les variations de latitude & la surface de la terre font que la rotation agit de fagon
maximale aux poles et n’agit pas & ’équateur, favorisant ainsi des courants ondulatoires comme
les ondes de Rossby. Certaines planetes du systéeme solaire, y compris le soleil, possedent un
taux de rotation qui n’est de plus pas uniforme, dépendant de la latitude et de la profondeur,
ce qui induit des complications supplémentaires. L’exemple de la persistance apparente de la
fameuse “tache rouge” dans 'atmosphére de Jupiter est a ce niveau emblématique des difficultés
théoriques de I’étude de tels écoulements.

Fi1G. 1.1 — Photographie satellite d’un cyclone au large de 'Inde et du Pakistan en Mai 1999
(image NOAA). La persistence de telles structures tourbillonaires dans I’atmosphére aux lati-
tudes des zones tempérées ou polaires, ainsi que leur sens de rotation, s’expliquent par ’action
de la force de Coriolis. Il n’en est plus de méme aux latitudes proches de 1’équateur ou la force
de Coriolis est faible et ou le sens de rotation des cyclones peut varier.

1.3.2 Convection dans le noyau terrestre

Un autre phénomeéne géophysique est également 1ié & la rotation de la terre, bien qu’il af-
fecte cette fois-ci le noyau terrestre : le géomagnétisme. Lorsque le fluide est électriquement
conducteur, les écoulements en rotation subissent la déviation associée a la force de Coriolis
ainsi que celle due a la force de Laplace, induisant souvent des écoulements dont la topologie
est complexe. IIs sont donc de bons candidats pour générer des champs magnétiques par l'ef-
fet dynamo. L’hypothése actuelle permettant d’expliquer la présence d’un champ magnétique
terrestre, ainsi que ses inversions, est basée sur un modele magnétohydrodynamique appliqué
aux lents mouvements internes du noyau. La convection thermique des roches métalliques en
fusion dans le noyau, associée & la force de Coriolis, génére en effet des mouvements internes
complexes & la base d’un effet dynamo, c’est-a-dire la bifurcation d’un état hydrodynamique
a un état magnétohydrodynamique. De récentes hypotheéses mettent en jeu 'influence gravita-
tionnelle de la lune, qui exerce & distance un champ de déformation elliptique sur ’écoulement
au sein du noyau terrestre [11]. L’instabilité mécanique résultant de cette interaction fait inter-
venir les modes inertiels d’une sphére en rotation et est & rapprocher de l'instabilité elliptique
décrite plus loin dans le cadre d’une géométrie sphérique [12]. Elle semble en mesure d’éclairer la
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Fi1G. 1.2 - Visualisation satellite de la progression vers 'Est d’un paquet d’ondes inertielles dans
I’Océan Pacifique lors du phénomene El Nino en 1997. L’élévation de quelques metres du niveau
de ’eau, due au passage de 'onde, accompagnée d’un brusque changement climatique, a causé
de nombreux dégats matériels et humains sur les cotes nord et sud-américaine (source California
Institute of Technology, Jet Propulsion Laboratory).

compréhension de la dynamique et de la structuration des mouvements internes au noyau, méme
si aujourd’hui peu d’études envisagent le probleéme complet du couplage de cette instabilité avec
les mécanismes de convection thermique et avec la présence d’un champ magnétique.

F1G. 1.3 — Photographie de la tache rouge & la surface de Jupiter (source Nasa). Cette structure
cohérente encore mal expliquée est un exemple de la complexité de la dynamique des fluides en
rotation dans le cas géophysique.



1.3.3 Ecoulements astrophysiques

A plus grande échelle encore, les effets de rotation sont importants en astrophysique, lorsque
I'on modélise les galaxies comme un gaz trés peu dense et sans pression. La rotation permet
d’expliquer dans la limite des modéles actuels certains processus d’agrégation de particules de
tres petite taille, qui ont vraisemblablement conduit & la formation localisée de matiére solide.
Les structures spiralées couramment observées sont caractéristiques des effets inertiels.

F1G. 1.4 — Photographie de la constellation spirale de la Grande Ourse (photo CEA). On dis-
tingue clairement les bras spiralés traduisant les effets de la rotation.

1.3.4 Interét industriel

Aujourd’hui, en dehors du cadre des écoulements géophysiques, la compréhension des écoulements
tournants est particulierement importante dans le secteur industriel car beaucoups d’engins mo-
torisés utilisent un mouvement de rotation, soit pour produire de ’énergie & I'aide d’'un mou-
vement périodique, soit dans une optique de mélange. Parmi les engins fréquemment utilisés
dans la vie courante, on peut citer les machines & laver, les ventilateurs, les éoliennes, les lec-
teurs de disques compacts ou les mixeurs alimentaires. Tous les appareils de type rotor-stator
font également intervenir des effets rotationnels importants, c’est le cas général des turbines
hydrauliques et des turbomachines dans les moteurs d’avions, dont ’optimisation reste un enjeu
industriel phare.

Beaucoup d’engins spatiaux possédent un mouvement de rotation destiné & assurer leur sta-
bilité ou & mieux répartir I’ensoleillement durant le vol. Cette rotation, associée aux inévitables
phénomenes de précession, peut provoquer des phénomenes de résonance [13] qui amplifient les
oscillations du liquide dans le réservoir. Ce phénomeéne se manifeste par une déstabilisation a
priori non souhaitable de ’engin.

Un autre exemple est celui des chambre de combustion, également appelées “brileurs”, dans
lesquelles un mélange combustible, éventuellement prémélangé, est injecté sous forme de spray
dans un volume de contréle cylindrique. Expérimentalement, on a constaté que la rotation en
bloc du dispositif posséde un effet essentiellement stabilisant pour la dynamique de la flamme.
L’enjeu est ici majoritairement de réduire les émissions polluantes, ainsi que d’éviter les régimes
ol la flamme se stabilise non pas dans la chambre de combustion, mais dans I'injecteur de
prémélange, au risque d’une destruction du systéme. Si la concrétisation des dispositifs en ques-
tion a généralement précédé le développement des théories en mesure de les expliquer, une
compréhension accrue de ces phénomenes permet une optimisation importante des performances
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Fi1c. 1.5 — Photographie du satellite de communication géostationnaire Intelsat 603 lors d’une
mission de réparation en mai 1992 (tirée du site internet http ://satobs.org/). Hormis les an-
tennes et les panneaux censés garder une cap fixe par rapport a la terre, ’ensemble de ce satellite
de type Hughes HS est mis en rotation autour de son axe principal & une vitesse angulaire de
55 rpm.

de ces appareils.

1.4 Instabilités dans les écoulements tournants

1.4.1 Phénomenes tourbillonnaires

La théorie des écoulements tournants a été utilisée pour tenter de décrire la dynamique
des structures tourbillonnaires. Les résultats expérimentaux ainsi que numériques ont mis en
évidence 'existence, dans les écoulements turbulents (non nécessairement soumis & une rotation
uniforme) la présence de structures intenses de vorticité localisées dans ’espace [14], [15]). Ces
filaments de vorticité sont sujets & de violentes instabilités et donnent lieu & des explosions tour-
billonnaires. L’étude de I'instabilité de ces structures isolées peut étre utile & la compréhension
des phénoménes d’intermittence & petite échelle. Or ces structures en filaments peuvent étre
décrites en premiere approche, a I'image du modele classique du tourbillon de Rankine, comme
une région de coeur ou le taux de rotation est uniforme, entourée d’une zone irrotationnelle.
Les instabilités observées ne semblent pas étre un caractére intrinseque a 1’écoulement tour-
billonnaire d’origine. Les études les plus pertinentes concernent I'interaction d’un écoulement en
rotation avec une perturbation extérieure a ’écoulement, comme par exemple I’'interaction d’une
zone localisée de vorticité avec un champ de déformation imposé. C’est la situation générique
qui résulte de l'interaction entre plusieurs filaments de vorticité, chacun des filaments induisant
sur I’autre un champ de déformation qui modifie les trajectoires des particules de 1’écoulement.
Différentes configurations peuvent étre envisagées, en fonction de 'angle que fait le vecteur ro-
tation avec les axes principaux du tenseur des taux de déformation, comme sur la figure 1.6 (on
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rappelle que la symétrie de celui-ci implique orthogonalité des directions propres).

v

F1G. 1.6 — Schéma de deux configurations dans lesquelles les directions principales du tenseur des
taux de déformation (en pointillés) sont soit orthogonales & la vorticité initiale (en gras), comme
dans 'instabilité elliptique (& gauche), soit alignées avec la vorticité, comme dans l'instabilité
du cylindre tournant compressé (& droite).

1.4.2 Instabilité elliptique

Le cas bidimensionnel ot le taux de déformation est appliqué dans des directions orthogonales
a I’axe de rotation donne lieu & une instabilité tridimensionnelle connue sous le nom d’instabilité
elliptique. Ce phénomene est 4 1'origine de nombreuses études théoriques et expérimentales, dés
les années 70, dans les pays occidentaux comme dans les pays soviétiques. Du c6té occidental, les
premiers travaux concernent justement I'interaction entre deux filaments tourbillonaires comme
ceux rencontrés dans le sillage des ailes d’avion. Le mécanisme d’instabilité fait intervenir des
ondes inertielles dans chacun des coeurs des vortex, induisant une instabilité & grande [16] ou
courte [17] longueur d’onde. Le mécanisme en question a servi ensuite & expliquer l'instabilité
d’un écoulement en rotation simple soumis & un taux de déformation dans le plan de la rota-
tion, selon un formalisme de Théorie de la Distortion Rapide (RDT) [18], ol une infinité non
dénombrable de modes de Fourier dépendant du temps sont candidats & I'instabilité ([19] puis
[20]).

Plus tard, les travaux théoriques de Pierrehumbert [21], puis Waleffe [22], se sont focalisés
sur le cas plus générique d’un écoulement tourbillonnaire, localisé ou non, soumis & un étirement
constant. L’instabilité elliptique est alors reconnue comme un mécanisme de résonance pa-
ramétrique entre différents modes propres asymétriques, qui génere de la vorticité dans une
direction orthogonale & celle de ’écoulement de base. Ces modes propres, dits modes inertiels,
croissent par paires si la différence entre leurs deux nombres d’onde azimuthaux est égale & 2
(pour un écoulement elliptique) ou plus généralement si elle est égale & n, pour le cas plus général
de l'instabilité multipolaire étudié par Eloy [23], ou n caractérise la déformation des lignes de
courant de I’écoulement de base. Par une série finie de bifurcations, ’écoulement évolue d’un
état saturé vers un état turbulent [24] avec des cycles d’explosion et de relaminarisation ([22],
et expérimentalement [25] [23] (voir figure 1.7)).

Dans un contexte plus industriel, l'instabilité elliptique apparait comme un des premiers
stades de la compression d’un vortex dans une chambre de combustion. C’est la cas des moteurs
ou le processus d’admission génere un tourbillon de type tumble qui est soumis & un fort taux
de compression [26] et évolue vers un désordre a petite échelle.
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F1c. 1.7 — Visualisation expérimentale de la résonance couplée des modes inertiels avec nombre
d’onde azimuthal n = —1 et n = 1 (non axisymétriques) saturés dans un cylindre (ici horizontal)
soumis & une déformation elliptique plane (photographie de Eloy, Le Gal et Le Dizés [23]).

1.4.3 Instabilité d’un écoulement tournant compressé

Un autre cas, étudié en détail dans cette these, concerne la situation ol un taux de déformation
est appliqué seulement dans une direction alignée avec I’axe de rotation. Contrairement a I'in-
stabilité elliptique, la fréquence de forcage et la fréquence de rotation sont ici deux parameétres
indépendants. Ce probléme a d’abord été abordé par Mansour et Lundgren [27]. Leur étude ana-
lytique porte sur un écoulement faiblement compressible : le nombre de Mach est supposé faible
devant 'unité, ce qui implique 'homogénéité des grandeurs thermodynamiques et découple la
dynamique de 1’écoulement de tout phénomene de propagation acoustique. On est alors tenté de
qualifier ’écoulement de “compressé” plutét que de “compressible”. Le fluide est supposé non
visqueux, est en rotation uniforme, et est soumis & un étirement périodique dans la direction
de I'axe de rotation. Toutes les directions de propagation au sein de fluide étant initialement
permises, cette étude est en fait une analyse linéaire de type RDT. Elle ne met donc pas directe-
ment en jeu les modes inertiels proprement dits, ce qui est & rattacher au caractére non confiné
de la géométrie étudiée. Par souci de comparaison avec les cas réels rencontrés dans des études
de motoristes, les taux de compression sont choisis proches de 'unité. Une instabilité linéaire
tridimensionnelle est prédite sur une échelle de temps long par ’analyse de Floquet lorsque la
fréquence de forcage est proche de certaines fréquences résonantes discretes, liées & I'angle que
fait le vecteur d’onde de la perturbation amplifiée avec ’axe de rotation. La langue d’instabilité
la plus large, qui est la plus suceptible de déclencher I’'instabilité étudiée est centrée sur la plus
basse des fréquences résonantes. Les fréquences supérieures sont, jusqu’a une certaine fréquence
limite liée au taux de rotation, a l'origine de bandes d’instabilité de plus en plus fines et de plus
en plus resserrées.

Dans le cadre d’un moteur diesel & injection, sans considération des phénoménes thermiques
caractéristiques d’un écoulement en moteur, ce modeéle simple décrit ’évolution d’un tourbillon
de type swirl qui est généré par I'excentricité de la soupape d’admission, induisant un trajectoire
circulaire aux particules du mélange (voir figure 1.8). L’étude pratique d’une telle instabilité est
importante puisqu’un écoulement instable possede une dynamique plus complexe, susceptible
d’améliorer le mélange avant combustion. L’amélioration d’'un tel dispositif réduit le taux de
gaz non brulés, entrainant une réduction des effets polluants tout en améliorant le rendement
général. Cependant, un mélange efficace doit étre réalisé sur un seul demi-cycle de compression,
aprés lequel ’écoulement est regénéré par I'admission au niveau des soupapes. Au contraire, les
instabilités paramétriques présentées dans cette these sont des phénomeénes agissant essentielle-
ment sur des temps longs de ’ordre de plusieurs cycles de compression. Leur interet du point
de vue du motoriste semble donc limité

13



F1G. 1.8 — Schéma des trajectoires des particules dans une chambre de combustion avec injection
de type swirl, tirée du site internet www.cyclone.nl.

1.5 Instabilité dans un cylindre tournant compressé périodiquement

1.5.1 Description du systeme étudié

Racz et Scott [28] ont particularisé, par la voie analytique, le probléme étudié par Mansour
et Lundgren [27] au cas confiné d’un cylindre de gaz tournant autour de son axe principal,
dont ’extremité supérieure est animée d’un mouvement axial sinusoidal. Le nombre de Mach est
également supposé faible devant I'unité. La hauteur instantanée h(t) du cylindre est supposée va-
rier selon une loi sinusoidale donnée en h(t) = ho(1+ ecos (wpt)). Ce comportement harmonique
du forgage peut étre vu comme un cas particulier parmi divers types de dynamiques possibles
du piston, cependant il est bien adapté & une analyse modale fréquentielle de 1’écoulement induit.

Contrairement au cadre de 1’étude de Mansour et Lundgren, la course ¢ du piston a été
choisie petite car cette hypothese s’avére simplifier la dynamique déja complexe de l'instabilité
étudiée. L’état de base dont on cherche & étudier la stabilité n’est en fait connu que dans son
approximation non visqueuse, selon laquelle il consiste dans le repére inertiel en une oscillation
axiale du fluide en phase avec le mouvement périodique du piston (voir figure 2.1). Lorsque la
viscosité du fluide est prise en compte, seule une approximation de I’état de base basée sur la
double hypothése d’une faible viscosité et d’un forgage de faible amplitude est disponible. Le
champ de vitesses associé & I'état de base est alors supposé étre d’ordre O(e).

L’analyse repose principalement sur une décomposition du champ de vitesses sur la base
des modes inertiels non visqueux du cylindre en rotation. L’emploi de cette base nécessite une
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h(t) = ho(1 + € cos wyt)

Fi1a. 1.9 — Configuration du cylindre tournant compressé étudiée par Racz et Scott

modélisation de nature asymptotique, basée sur ’hypothése d’une faible course du piston € < 1.
Le mécanisme d’instabilité proposé est, comme pour l’instabilité elliptique, un mécanisme de
résonance paramétrigue. Dans la limite des faibles taux de compression, ces modes inertiels
sont susceptibles de croitre par paires et de se surperposer a 1’état de base, a condition que
la fréquence de forcage soit proche de la différence des deux fréquences caractérisant la paire
modale :

lw®) — w®)| = wy 4+ O(e)

C’est donc le mouvement harmonique du piston qui permet un couplage entre ces modes
inertiels qui, sans forgage, oscilleraient indépendamment les uns des autres. Cette condition
nécessaire est a rapprocher de la condition de résonance de l'instabilité elliptique ou multipo-
laire, sauf qu’ici ce sont les pulsations des modes propres qui rentrent en jeu, et non les nombres
d’onde azimuthaux. L’effet de l'inclusion de la viscosité dans le modele a été étudié en détail
dans la thése de Racz. D’une part les effets visqueux au sein du fluide simplifient le processus
de sélection modale en éliminant les perturbations dont la longueur caractéristique est trop pe-
tite. D’autre part, alors que sans prise en compte de la viscosité, le systéme peut se déstabiliser
quelque soit 'amplitude du forgage, le frottement visqueux rend ’écoulement inconditionnelle-
ment stable pour des taux de compression inférieurs & une certaine valeur limite -ou de fagon
équivalente, en-dessous d’un certain nombre de Reynolds critique basé sur la vitesse de rotation
du cylindre-. Le régime non linéaire de 'instabilité a été étudié via une analyse faiblement non
linéaire basée sur un développement des équations d’amplitude selon les puissances croissantes
du parametre e2. Cette analyse met en évidence des comportements complexes, détaillés dans le
chapitre 2, allant de la saturation de ’amplitude des modes instables & I'ordre O(e%) jusqu’a des
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comportements chaotiques. Dans tous les cas les modes inertiels instables dominent quantitati-
vement 1’écoulement. La dynamique des perturbations non axisymétriques semble plus complexe
que celle des perturbations axisymétriques, mais il ressort de I’étude théorique qu’il est possible
de sélectionner des points de fonctionnement pour lesquels la dynamique du fluide est, dans la
limite des hypotheéses réalisées, complétement axisymétrique.

0.2 i ]

0.1

F1G. 1.10 — Allure générique du diagramme de stabilité marginale théorique dans le plan (wy—e),
ol wy représente la pulsation adimensionnelle du forgage et € représente I’amplitude adimension-
nelle du forgage. Chaque langue correspond & la courbe marginale associée & une seule paire de
modes instables.

1.5.2 Un nouveau mécanisme de résonance paramétrique

Le mécanisme d’amplification de certains modes propres par un scenario de résonance pa-
ramétrique proposé par Racz et Scott se retrouve dans un grand nombre de systémes dynamiques.
L’analogue le plus pertinent est l'instabilité elliptique puisqu’elle permet, a partir d'un forgage
exercé selon une autre direction, amplification du méme type d’ondes (les modes de Kelvin
d’un cylindre en rotation autour de son axe).

1.5.2.1 Pendule de Matthieu

L’exemple modele, qui est également le plus simple a traiter analytiquement, est celui du
pendule de Matthieu. Il s’agit un pendule pesant amorti, oscillant autour d’un socle lui-méme
sujet & des oscillations selon la direction de la pesanteur (voir figure 1.11). L’angle z que fait le
pendule avec la direction verticale est régi par une équation différentielle en temps de la forme
i+ 7%+ (Wi +acos 2w ft)z = 0, dite équation de Matthieu, dont la généralisation est 1’équation
de Hill, qui prend la forme plus générique &+ P(t)x = 0, avec P une fonction périodique du temps.
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Fic. 1.11 — Schéma générique du pendule de Matthieu, exemple modele d’instabilité pa-
ramétrique provoqué par l'oscillation périodique du socle qui résulte en une oscillation de la

force de gravité apparente autour de sa valeur moyenne.
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F1G. 1.12 — Diagramme de stabilité marginale associé & l'oscillateur de Matthieu amorti (source :

F. Z. Elmer, Université de Bale, Suisse).

L’effet du forgage périodique est de faire fluctuer les caractéristiques intrinseques du systéme
(en particulier ses valeurs propres instantanées) autour du point de fonctionnement qui ca-
ractérise 1’état sans forgage. Si z = 0 représente toujours une solution d’équilibre de ce systéme,
cette méme solution peut devenir instable si la fréquence de forcage est proche d’une des
fréquences centrales des différentes “langues d’instabilité” du systéme (voir figure 1.12). L’étroitesse
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de ces bandes d’instabilité lorsque ’ordre de la résonance augmente, ainsi que les valeurs crois-
santes du seuil critique en dessous duquel la solution triviale z = 0 est stable, font qu’en pratique,
seule la résonance paramétrique principale & la pulsation %2 est suffisamment efficace pour des-
tabiliser le pendule.

1.5.2.2 Autres exemples d’instabilité paramétrique

L’expérience la plus ancienne mettant en jeu ce type de mécanisme paramétrique dans un
contexte fluide est celle de Faraday au début du X1X¢™€ giecle : 'oscillation verticale a une
pulsation wg d’un bassin rempli d’un liquide au repos induit des oscillations de la surface libre &
une pulsation sous-harmonique %2. Un grand nombre de travaux analytiques (voir par exemple
[?]) ont permis de mettre en évidence, pour des points de fonctionnement s’éloignant des seuils
de stabilité marginale, des scenarios d’instabilité complexes menant & des comportements chao-
tiques.

La theése de Racz porte une attention particuliere aux analogies de comportement qui existent
entre le systéme qu’il étudie et les ondes de surface de Faraday. Dans d’autres contextes que 1’hy-
drodynamique, des mécanismes de résonance paramétrique existent; on peut citer brievement
l’exemple de circuits électriques RLC dont les caractéristiques des composants (inductance,
résistance, capacité électrique) sont soumises & des variations périodiques, ou les mouvements
oscillatoires des engrenages induits par les défauts d’usinage des dents.

1.5.3 Identification des modes inertiels dans un cylindre en rotation

Notons que cette thése numérique s’inscrit dans la continuité des travaux permettant de
mettre en évidence ces structures privilégiées des écoulements en rotation que sont les modes
de Kelvin. La majorité des études réalisées sont focalisées sur la mise en évidence des modes
inertiels au sein de géométries simples, que ce soit le cas d’une sphére (Rieutord [29], Le Gal
et Lacaze [12]) ou celui d’un cylindre en rotation autour de son axe principal. Depuis le calcul
théorique des modes propres de vibration de 1’écoulement dans un cylindre tournant par Kelvin
en 1880, un certain nombre de travaux ont cherché 4 mieux caractériser ces protagonistes des
mécanismes d’instabilités des écoulements vorticaux. Certains auteurs ont réussi & exciter les
modes de Kelvin d’un cylindre en rotation par un mécanisme de résonance directe, ou le forcage
périodique provoque une réponse du systéme a la méme fréquence. On citera notamment la fa-
meuse expérience de McEwan|[30] qui a mis en évidence expérimentalement qu’une fréquence de
forcage donnée induit dans I’écoulement une réponse & un angle fixé, conformément & la relation
de dispersion non visqueuse des modes inertiels. Il a également rendu compte des explosions tour-
billonnaires (baptisées & I’époque “resonant collapses”) qui semblent étre liées & la présence d’un
écoulement azimuthal moyen non nul, ouvrant la voie & un grand nombre d’études, en particu-
lier les travaux de Manasseh [13][31][32] et de Kobine [33] sur la déstabilisation d’un écoulement
tournant par un forcage direct des modes inertiels dans un cas de faible précession. L’instabi-
lité elliptique, ainsi que celle du cylindre tournant compressé étudiée par Racz et Scott, sont
au contraire des mécanismes de résonance paramétrique, ou le forgage périodique provoque une
réponse linéaire du systéme a une fréquence sous-harmonique de la fréquence de forcage. Toutes
ces études mentionnent, lors de I’excitation des modes inertiels, la présence d’un écoulement azi-
muthal de recirculation, qui signale une interaction avec les modes géostrophiques du cylindre
en rotation.
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1.6 Problématique

La théorie de Racz et Scott dresse un bilan complet de l'instabilité sous I’hypothese d’un
faible déplacement du piston. Elle repose sur une caractérisation asymptotique de 1’état de base
a grand nombre de Reynolds. Leur étude s’appuie également sur d’autres hypothéses a priori
comme la modélisation asymptotique des frottements pariétaux ou I’hypothese simplificatrice
qu’au stade linéaire de l'instabilité le couplage modal ne fait intervenir que les deux modes
formant la paire de modes instables. Afin de vérifier des assertions, et dans I'optique de com-
prendre effet d’un forcage de plus grande amplitude (correspondant & une plus grande course
du piston), deux projets de recherche doctoraux ont été simultanément envisagés au Laboratoire
de Mécanique des Fluides et d’Acoustique de 'Ecole Centrale de Lyon. Chronologiquement, le
premier est la thése expérimentale de Laurent Graftieaux [34], qui a consisté en la construc-
tion compléte d’'un banc de mesures et d’une exploitation méticuleuse des signaux de vitesse
enregistrés a 1'aide de méthodes LDA et PIV. Parallélement & ce travail expérimental, cette
theése & dominante numérique a été envisagée, avec ’idée que la Simulation Numérique Directe
(DNS) permet une résolution précise des équations hydrodynamiques en s’affranchissant & la
fois des hypothéses analytiques et des difficultés expérimentales, en particulier celles liées aux
phénomenes thermiques.

Afin de prendre en compte les phénomenes visqueux confinés aux fines couches d’Ekman dont
I’épaisseur varie comme O(Re_%), la simulation numérique a été effectué a I’aide d’une méthode
spectrale de type Galerkin. Cette classe de méthodes est connue pour sa grande précision spatiale
et est fréquemment utilisée dans les études numériques des phénomenes d’instabilité hydrody-
namiques. La principale difficulté réside dans le caractére singulier des conditions aux limites
visqueuses dans les coins du cylindre. La présence de ces discontinuités du champ de vitesse
est un obstacle connu & 1’utilisation de méthodes spectrales car elle induit des oscillations non
physiques dans le domaine de calcul [35]. Une technique originale de traitement numérique de
ces singularités a été appliquée. Elle est basée sur la soustraction d’un champ singulier respec-
tant les conditions aux limites singulieres du probleme. Ce champ singulier a été préalablement
construit & partir des solutions du probléme linéaire de Stokes dans les coins du cylindre. Cette
technique a nécessité la réecriture compléte d’un code de calcul sans support préexistant. Une
méthode de construction des fonctions de base du dévelopement spectral a été testée, pour que
ces fonctions respectent les conditions aux limites du probléme régularisé. On s’est focalisé sur
la dynamique de I’écoulement sur le temps long, dans le cas ou les modes inertiels excités sont
axisymétriques, ce qui permet de réduire le cotit déja important des calculs (de 'ordre de la
semaine pour I’étude du régime non linéaire). Le code a donc été écrit sous I’hypothese d’axi-
symétrie dite QD%, avec 2 composantes pour le vecteur position et 3 pour le vecteur vitesse. La
comparaison simultanée des trois études, aprés une analyse critique des points de convergence et
de divergence, conduit & une validation méthodique du mécanisme de résonance paramétrique
proposé pour le phénomene d’instabilité observé.

1.7 Plan de la these

Le chapitre 2 de cette thése passe en revue les principaux résultats analytiques de Racz et
Scott sur I'instabilité du cylindre tournant soumis a une compression périodique, systématiquement
comparés aux résultats de la thése expérimentale de Laurent Graftieaux sur le méme sujet. Ce
chapitre résume 1’état des connaissances sur le phénomeéne (restreint au cas de perturbations
axisymétriques) qui ont servi de point de départ & cette these.

Le chapitre 3 est un présentation des algorithmes et des validations utilisés pour la conception
du code numérique axisymétrique réalisé pendant le travail de these. Une attention particuliére
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est accordée A la construction originale des fonctions de base utilisées dans le schéma spectral,
ainsi qu’au traitement difficile des singularités du champ de vitesse dans les coins du cylindre.
Ce dernier point est résolu par une technique de soustraction d’un champ singulier instation-
naire préalablement construit par résolution du probléme de Stokes dans chaque coin du cylindre.

Le chapitre 4 est une exploration numérique de la dynamique des modes inertiels axisymétriques
dans le cas d’une rotation pure. La description faite vise & compléter le manque de littérature
existant sur ces structures pourtant essentielles dans I’étude des fluides en rotation. Une at-
tention particuliére est portée sur I'influence du nombre de Reynolds (basé sur la vitesse de
rotation) sur la structure pariétale de I’écoulement associé & ces modes inertiels, ainsi que sur
leurs pulsations et leur taux de déclin, en trés bon accord avec les modeles existant.

Le chapitre 5 traite enfin de I'étude numérique de I’état de base du systeme lorsque le piston
est mis en mouvement. La caractérisation visqueuse de cet écouelement est inaccessible de fagon
précise par la théorie ou par I'expérience. Un régime nouveau, caractérisé par des couches de
cisaillement internes, est ainsi mis en évidence lorsque la pulsation adimensionnelle du forcage
vérifie wg < 1. Pour wg > 1, 'écoulement étudié vérifie les estimations asymptotiques proposées
dans les travaux de Racz et Scott.

Dans le chapitre 6, on s’intéresse plus particulierement & l'instabilité de 1’écoulement de
base étudié dans le chapitre précédent. Une analyse des taux de croissance dans la phase d’in-
stabilité linéaire, basée sur deux algorithmes différents, aboutit & un diagramme de stabilité
dans un sous-espace des parametres & deux dimensions (fréquence de forcage-nombre de Rey-
nolds). la courbe marginale de stabilité prend la forme d’une fine langue d’instabilité centrée
sur la fréquence du mode de Kelvin excité, en bon accord avec les prévisions analytiques et les
résultats expérimentaux. Une exploration des propriétés du régime non linéaire de I'instabilité,
en comparaison avec les études précédentes, est centrée autour de ’exemple du mode inertiel
baptisé (1,1,0) mis en évidence dans la thése de Graftieaux pour la méme géométrie. Le cou-
plage géostrophique associé a la phase non linéaire de saturation du mode Primaire est finalement
mis en évidence par la simulation numérique. Une quantification de la répartition spectrale de
I’énergie parmi les différents modes inertiels non visqueux permet de conclure quant a la per-
tinence du développement théorique selon la base des modes non visqueux. Dans le cadre des
comparaisons avec les prévisions analytiques, seul le régime de divergence & haut nombre de
Reynolds n’a pas pu étre retrouvé par la simulation. L’ensemble du travail réalisé aboutit a une
validation satisfaisante de la théorie proposée initialement par Racz et Scott.
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Chapitre 2

Approche analytique et
expérimentale

2.1 Présentation du phénomene

2.1.1 Parameétres et notations

Le domaine dans lequel prend place ’écoulement de gaz considéré est un cylindre droit (voir
figure 2.1), axisymétique par révolution autour de son axe principal. L’ensemble du dispositif est
mis en rotation autour de ’axe du cylindre & vitesse angulaire constante 2 = (e,, si bien que le
probléme est complétement axisymétrique. Un point du domaine est repéré, dans le référentiel
tournant, par ses coordonnées cylindriques (r, 6, z), défini par la distance & I'axe r € [0 : a], ol a
représente le rayon du cylindre, ot ’angle azimuthal 6 € [0 : 27] (qui évolue dans le méme sens
que la rotation) est repéré a partir d’une origine arbitraire, et ou z € [0 : h] est la coordonnée
axiale le long de ’axe, ol h représente la hauteur du cylindre.

z

1 Q

~ T

h(t) = ho(1 + € cos wt)

D
AN

T

.

Fic. 2.1 — Configuration étudiée
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La partie plane supérieure du cylindre est supposée étre animée, en plus de son mouvement
de rotation, d’'un mouvement de translation périodique, si bien que la hauteur A du cylindre
devient une fonction dépendante du temps h(t¢). L’amplitude des mouvements du piston engen-
drant cette variation de hauteur étant notée €, h est régi par une loi du type h(t) = ho(1 + €h),
ol ho représente la hauteur moyenne du piston et h(t) est une fonction périodique. Dans la
suite de I’étude, on supposera une loi harmonique & = cos wyt, ot wy est la pulsation du piston.
Le parameétre e est supposé en premiére approche petit, si bien qu’il définit par ses différentes
puissances O(1), O(e%), O(e), O(€?), ... une hiérarchie d’ordres de grandeurs.

2.1.2 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental mis au point par Graftieaux au LMFA [34] [36], complémentaire
des travaux analytiques de Racz et Scott [28], retient toutes les caractéristiques précédentes.
Les dimensions adoptées pour la réalisabilité de ’appareil sont les suivantes : a = 70 mm, hy =
82.75 mm, ehg = 10.84 mm.

F1G. 2.2 — Schéma, du dipositif expérimental congu par L. Graftieaux au LMFA.

L’écoulement d’air est engendré par deux systémes de motorisation, gouvernant de maniere
totalement découplée la rotation du cylindre et les oscillations du piston, ces derniéres étant
réalisées par un systéme de bielle-manivelle d’amplitude variable. Les gammes de fréquences
pour la rotation de l'ensemble et le forcage sont respectivement [1.5 :4.5 Hz] et [3 :11 Hz]. Le
systeme de mesures est basé sur deux techniques optiques : I’Anénométrie Laser & effet Doppler
(LDA) et la Vélocimétrie & Images de Particules (PIV), qui exigent pour le cylindre des parois
en verre transparent. Les mesures par LDA permettent une bonne résolution en temps ou en
fréquence pour les signaux de vitesse en un point, alors qu’au contraire le systeme de PIV
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donne acces a la topologie spatiale du champ de vitesse dans un plan donné. Cependant, les
problémes d’acces optique dus & la courbure de la géométrie cylindrique ne permettent pas
une caractérisation de 1’écoulement dans les zones de coin et de proche paroi. Les parameétres
physiques choisis par Graftieaux pour le point de fonctionnement du systéme ont servi de point
de départ pour I'’etude numérique présentée dans cette thése. On peut noter également que, par
la valeur choisie de € ~ 13%, le dispositif expérimental ne se situe pas de facon certaine dans le
cadre de ’hypothése de petits déplacements du piston (e << 1)..

2.1.3 Equations du probléme

On s’intéresse dans cette étude & la dynamique du gaz, vue a partir du repére en rotation
a la vitesse Q. Le domaine est rempli d’un gaz qui est modélisé comme un fluide newtonien
compressible, et régi par la loi des gaz parfaits. On note p sa masse volumique, et p sa pres-
sion statique, que I'on décompose en une partie spatialement homogene p, correspondant a sa
moyenne spatiale, et une partie fluctuante p’(x, 1), selon la formule :

p=p(t)+p (2.1)

Le champ de vitesse v(x,t), vu du repére tournant, est régi par les équations de Navier-Stokes
compressibles :

1d
Voy=-—-2 (2.2)
p dt
ov 1, 1
—+((v-V)v= ——Vp + =-V:r - 20Qxv —-Ox(2xx) (2.3)
ot 1% 1% N——— —————
_— ~— — force de Coriolis  force centrifuge
acceleration forces de pression  ef fets visqueux
D
pTFi — V- (kVT)+71:D (2.4)

Ici, T représente la température du fluide, s son entropie massique, 7 : D représente la

dissipation visqueuse, ou D représente le tenseur des taux de déformation dont les composantes
, : Ov; N ’ . .
sont données par D;; = %(g;’? + 3.2), et ol T représente le tenseur des contraintes visqueuses
7 1

modélisé par la loi de comportement newtonienne :

T=ANV - v)I+2uD (2.5)

Les quantités A, u sont les coefficients de viscosité respectivement volumique et dynamique.
k représente le coefficient de conductibilité thermique.

Racz a montré que si le nombre de Mach M = ci% (exprimant l'ordre de grandeur de
la vitesse de ’écoulement par rapport & la vitesse de propagation des ondes acoustiques) est
faible, hypotheése qui sera toujours vérifiée dans cette étude, les non-uniformités de la pression
sont faibles devant la pression moyenne & 1'ordre O(M?). Ainsi, bien que les gradients de pres-
sion agissent sur la dynamique de I’écoulement via leur importance quantitative dans le bilan
de quantité de mouvement, on peut évaluer toutes les variables thermodynamiques, comme la
masse volumique p(p, s), la température T'(p, s), les coefficients de viscosité u(p, s) et A(p, s) et
le coefficient de diffusion thermique k(p, s), en fonction de la valeur de la pression uniforme p(t)
au lieu de la pression statique p(x,t). De méme, ’hypothése d’un bas nombre de Mach permet
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de négliger le terme de dissipation visqueuse dans (2.4).

Afin d’isoler les phénoménes dynamiques recherchés sans les coupler a des considérations
thermiques, le probleme est simplifié par I’hypothese d’adiabaticité des parois, ainsi que par
celle d’une entropie sy uniforme & ’instant initial ¢ = 0. Ceci implique, & partir de I’équation
(2.4) sans le terme de dissipation visqueuse, un écoulement isentropique caractérisé par s = sg.
L’isentropie de I’écoulement implique que la masse volumique p(p, s¢), la température T'(p, s¢),
les coefficients de diffusion v(p, sg) et k(p, sp), ainsi que toutes les variables thermodynamiques,
sont spatialement uniformes, bien qu’ils dépendent du temps. En particulier, I'uniformité spatiale
de la densité permet de ramener 1’équation de conservation de la masse locale, grace a la relation
intégrale [ pd®X = p(t)h(t) = cste, & la loi de continuité suivante :

o= 180 (2.6)
h dt
Le choix du repére tournant permet d’assimiler les effets de la rotation sur 1’écoulement &
des forces dites inertielles. Celles-ci sont de deux natures, d’une part la force de Coriolis, qui
est la force de rappel & l'origine des phénomenes oscillatoires observés. D’autre part, la force
centrifuge, qui ne participe pas directement & la dynamique de ’écoulement puisqu’elle dérive
d’un potentiel et peut étre interprétée comme une force de pression modifiée 7, via la définition

sulvante :

Ainsi, I’équation de conservation de la quantité de mouvement devient :

ov

— 4+ (v-V)v= —-Vn + v(t)Av — 2@ xwv (2.8)
ot S~ N—_—— S—
N———~————"  forces derivant d'un potentiel ef fets visqueux force de Coriolis

acceleration

Ici, v = £ est le coefficient de viscosité cinématique v(p, sg). Le mouvement du fluide est donc
régi par les équations (2.6) et (2.8).

2.1.3.1 Adimensionnalisation

11 est possible d’adimensionner le systéme d’équation précédent en utilisant respectivement
pour unités de longueur et de temps le rayon du cylindre a et le temps caractéristique de rotation
du cylindre (29) .

t 20t (2.9)
T
— 2.1
T ; (2.10)

ce qui amene & redéfinir une a une les coordonnées a l'intérieur du cylindre par :

T

z
R
a
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Ainsi le systéme différentiel adimensionnel retenu pour décrire la dynamique de I’écoulement
dans le domaine mobile {(r,6,z) € [0: 1] x [0: 27] x [0 : h(t)]} est le suivant :

ov 1
E‘*’(U'V)U——VW—F%A’U—GZX’U (2]_].)
1dh
o= 22 2.12
VoS (2.12)

Ce systeme est associé aux conditions limites exprimant ’adhérence du fluide aux parois fixes
et mobiles du domaine :

v=0(r=1) (2.13)
v=0(z=0) (2.14)

dh
v= e (z = h(t)) (2.15)

Dans le cas ou h(t) = ho(1 + ecoswpt), le probléme preéédent fait intervenir 4 parameétres :
— le rapport d’aspect du cylindre hg
— la course adimensionnelle du piston e

— la pulsation du piston adimensionnelle wq

— le nombre de Reynolds instationnaire, Re(t) = 25%?)2, basé sur la vitesse de rotation du
cylindre. Le parametre indépendant du temps & considérer sous I’hypothese d’une petite
course est le nombre de Reynolds moyen Rey =< % >. Comme nous allons le voir, &

cette limite de petite course, Rey doit étre grand devant I'unité pour que I'instabilité ne

soit pas inhibée par la viscosité. C’est pour cette raison que, par la suite, on se focalisera

principalement sur le cas Reg > 1.
Remarque

Les conditions aux limites (2.13),(2.14) induisent une discontinuité du champ de vitesse dans
la zone de coin. Cette singularité induit, par référence aux lois de comportement des fluides
newtoniens, une contrainte inversement proportionnelle & la distance au coin, ce qui induit par
intégration spatiale une force totale logarithmiquement divergente. Or cette pression infinie
devrait empécher tout mouvement du piston! Un tel écoulement existe pourtant en pratique,
puisqu’il existe forcément un interstice entre le piston et la paroi [37], de trés petite taille,
dans lequel un écoulement secondaire trés localisé est possible. La prise en compte de ce type
d’écoulement secondaire dépend des caractéristiques d’usinage de ’appareil et est hors de notre
propos.
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2.1.3.2 Solution particuliére non visqueuse et état de base

La solution générale du probleme précédent est hors de portée analytiquement. Cela rend
en premiere approche assez délicate la question de la stabilité des éventuelles solutions! I est
cependant intéressant de constater qu’une solution particuliere existe si le phénomeéne de viscosité
est négligé :

Vg =0y =0 (2.16)
dh z
==z 2.1
LT (2.17)
d?h 22

En I’absence de viscosité, le fluide peut donc subir un mouvement d’oscillation axial a la
pulsation wg, tout en tournant en bloc autour de 1'axe ez. Lorsque le nombre de Reynolds est
grand et que la course du piston € est petite devant 'unité, I’écoulement réel peut étre approché
par celui présenté ci-dessus hors des zones de proche paroi.

Il est naturel de supposer qu’en présence de viscosité, il existe un écoulement périodique avec
la pulsation wy du forgage. Cet état peut étre vu commme une généralisation visqueuse, de la
solution particuliére (2.16),(2.17),(2.18). C’est cet écoulement qui représente 1'état de base dont
on étudie la stabilité.

Expérimentalement, Graftieaux a observé au centre du cylindre, pour 1 < wg < 2, un tel
écoulement. A cause de la courbure du container cylindrique, le dispositif optique ne permet
pas une mesure fiable dans la zone de proche paroi ou sont attendus de forts gradients de
vitesse. Ses résultats ne suffisent donc pas a quantifier I'importance globale des effets visqueux
dans I’écoulement de base. On verra que I’étude numérique permet de mettre en évidence, pour
wg < 1, des champs de vitesse qui different qualitativement de ceux observés expérimentalement
pour wy > 1.

2.1.4 Changement de coordonnées adopté

L’analyse du systeéme différentiel est plus aisée si I'on se rameéne 3 un domaine spatial fixe
dans le temps. Le changement de variables spatiales choisi est une simple homothétie suivant la
direction de compression :

X:m,Y:y,Z:%z (2.19)

De plus, la divergence du champ de vitesse par rapport aux coordonnées initiales étant spa-

tialement homogeéne, il est avantageux de se ramener, via un changement de variables, & un

écoulement & divergence nulle, afin de se rallier au cadre des écoulements incompressibles, sur

laquelle la littérature est plus abondante. Pour ceci, on retranche au champ initial la vitesse
induite par le piston :

ho z dh

%(vz _ EE) (2.20)

VX = ’UJHVY = Uy7VZ =
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Pour conserver la forme en gradient des efforts de pression dans I’équation de quantité de
mouvement, il convient de redéfinir & partir de 7 une pression modifiée II par la formule suivante :

M=7+——>2 (2.21)

Le systéme différentiel portant sur (V',II) dans les nouvelles variables X = (X,Y, Z) s’écrit
ainsi :

V- V=0 (2.22)
ov 1 0 1 h
v . — _VII— —D el 'V — —DJ(1 - (—)2 2.2
o T (V- V)V =-VII—e;xV+-DV+el[+V V- =D (ho))VZ( 3)
I1 est associé aux nouvelles conditions aux limites :
Z dh
- _ - =1 2.24
V=—qaus =1 (2:24)
V =0 (Z=0,h) (2.25)

ou l'on constate que le forcage s’applique sur la paroi latérale et non plus sur la face du
piston. L’opérateur D représentant les effets de diffusion est défini par :

@? P

_ , 0
“oxz " 872

p v Y G o

(2.26)

2.1.5 Equations de la perturbation

On procéde a la décomposition classique sur le champ de vitesse et le champ de pression :

VX, 1) = UX,t) + u(X,1) (2.27)

etat de base perturbation

I(X,t) = AX,t) + MX,t) (2.28)
N—— ——
etat de base  perturbation
Puisque le champ de base (U, A) est également solution du probléme, les équations du champ
perturbatif (u, A) s’écrivent, par soustraction :

V-u=0 (2.29)
ou 0 h o 1 h o
E‘I‘ezxu—i-VA—ezat (1 (ho) )uz]+R6D(UJ—+eZ(h0) ’U,Z)
h 2 h 2
—u-V(UL +ez(h—0) Uz) -V -V(ug +ez(h—0) uz) (2.30)

L’indice L dénote ici la projection d’une grandeur vectorielle sur le plan orthogonal & ez. Les
conditions aux limites associées & ces équations sont :

u=0 (=1, Z=0,nhg) (2.31)
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2.2 Projection sur la base des modes inertiels

2.2.1 Présentation des modes inertiels d’un cylindre en rotation

On s’intéresse dans cette sous-section aux solutions du probléeme précédent lorsque le piston
n’est pas mis en mouvement. Par des considérations énergétiques, on peut montrer [28] qu’un
écoulement de rotation solide confiné est inconditionellement stable en I’absence de forcage. Le
mécanisme principal de retour a I’équilibre n’est pas dii qu’a la seule diffusion visqueuse, mais
également & la présence d’'un écoulement secondaire de recirculation, induit par le pompage
de fluide de part et d’autre des couches d’Ekman. Cependant, ’écoulement peut étre le siege
d’oscillations transitoires diies également & Iaction de la force de Coriolis. Outre leur interét
dans le cadre général de la théorie des fluides tournants, certaines solutions harmoniques du
probléme sans mouvement du piston peuvent se réveler utiles pour caractériser efficacement le
comportement du fluide en présence d’un forcage de faible amplitude.

Dans le cas d’un cylindre fermé en rotation solide autour de son axe, le probléeme perturbatif
a été résolu tot par Kelvin (1880) [1] sous 'hypothese d’un fluide non visqueux. Le probléme
se ramene alors & la recherche de solutions harmoniques de la forme (u(“)e*i‘”(“)t, )\(“)e*i‘“(”)t),
ot w#) représente une pulsation propre qui est réelle puisque le probléme est anti-adjoint.
Mathématiquement, la linéarisation de I’écoulement perturbé autour de I’écoulement de rotation
solide se raméne au probléme aux valeurs propres suivant :

—iwWu e, xu® + VAW =0 (2.32)

qui reste associé & la condition d’incompressibilité pour chaque vecteur propre V-u() = 0 et
aux conditions aux limites non visqueuses exprimant le glissement & la paroi et 'imperméabilité
des parois ul) . Nyt = 0

Apres résolution, on trouve, en utilisant des fonctions de Bessel J,, :

u(X) = NWi{u®E® 7 (50 ) — §Jn(k(u)r)}cos(m_7rz)em0 (2.33)
0
(1) W (5 g1 gy — ™ maZ\ ind
ug (X)) = NW{EW I, (K'"r) — In(k r)}cos(h—o)e (2.34)
(N) ( ),(A)(N)k(“)zho ’ ( ) . mT('Z ind
uy, (X) = NWi———J, (K'Wr)sin(———)e (2.35)
mm 0
A (X) = N (1 — @)1 (50 5)cos(TTZ ) eind (2.36)

0

Le coefficient de normalisation N*) est choisi de telle facon que ||u(¥||;2 = 1 pour chaque
indice (u).

Les pulsations w® de ces modes propres forment un ensemble dense dans I'intervalle adimen-
sionnel [—1 : 1] (et dense dans I'intervalle [—2€ : 2Q] en variables dimensionnelles). Les modes
inertiels de Kelvin ainsi déterminés peuvent étre classés selon une hierarchie organisée autour
de I'indice multiple ;1 = (a, m,n), ot k™ = k, est assimilable & un nombre d’onde radial (les
noeuds radiaux d’un mode étant déterminés par les zéros de la fonction de Bessel associée), et m
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représente le nombre d’onde axial. L’indice n représente le nombre d’onde azimuthal, qui est nul
dans le cas axisymétrique. Les indices m > 0 et n sont des entiers tandis que 0 < ko—1 < kg2, .--
sont des valeurs discretes donnés par la condition aux limites u, = 0 en r = 1 et par la condition
de dispersion

kW hg

— )?) " (2.37)

w) = +(1+(

Dans le cas n = 0 des modes inertiels axisymétriques étudiés dans cette étude, la structure du
champ de vitesse est, pour m # 0, celle d’un réseau de tourbillons toriques dont I’axe principal
du tore est confondu avec celui du cylindre.

Le cas m = 0 est particulier, puisque les formules (2.33) et (2.35) incluent des divisions par
zéro, qu'il faut interpréter de la fagon suivante : on remplace (2.35) par uf, = 0 et (2.37) par
wk = 0. On peut isoler le cas des modes (m,n) = (0,0), qui forment la famille dégénérée des
modes axisymétriques géostrophiques, notée M. Ces modes correspondent a un mouvement axi-
symétrique, stationnaire, purement azimuthal, et indépendant de la coordonnée axiale.

2.2.2 Projection sur la base des modes de Kelvin

L’idée générale des méthodes d’analyse spectrale est de décomposer le champ de vitesses,
solution de I’équation & résoudre, sur une base fonctionnelle adaptée. Par projection de cette
équation sur chaque élément de la base fonctionnelle choisie (qui peut au besoin se démarquer
de la premiére base sur laquelle est effectuée la décomposition spectrale), on remplace de fagon
équivalente le systéme d’équations aux dérivées partielles initial par un systeme d’équations
aux dérivées ordinaires en temps sur les amplitudes. Ceci est & la fois le point de vue adopté
pour l'analyse de stabilité théorique (avec ’espoir que les fonctions utilisées permettent une
description simple de ’écoulement résultant) et pour la simulation numérique (ou la base est
plutot choisie en fonction de ses propriétés de convergence vers la solution du probléme continu).

Pour I’analyse de stabilité, la base de projection choisie par Racz et Scott est celle des modes
de Kelvin non visqueux. Celle-ci ne respectant pas les conditions aux limites visqueuses du
probléeme complet, il est évident que la convergence simple n’est pas assurée et qu’'une infinité
de modes est nécessaire pour décrire correctement le comportement pariétal des solutions. I1
paralt clair que la base constituée des modes propres du probléme avec viscosité serait plus
indiquée, puisqu’elle éviterait le probleme du couplage modal par la viscosité, et assurerait une
convergence plus rapide vers la solution, en terme de nombres de modes. Cependant la base
non visqueuse présente I'avantage d’étre complétement explicitable analytiquement (alors que
lexpression analytique des modes non visqueux n’est pas explicite), et ainsi de rendre le calcul
analytique des coefficients spectraux envisageable.

Une autre avantage de la base de projection choisie est la propriété de divergence nulle
de chacun de ses éléments. Contrairement a d’autres bases classiquement utilisées dans la
littérature (par exemple une base de fonctions trigonométriques de Fourier dans le cas de do-
maines périodiques), ici tous les termes de ’équation vectorielle de départ dérivant d’un gradient
s’annulent par projection, grace & la propriété :

/ Vi u® BX = }{ r (W ) d2X — / (V- u®) BX = 0 (2.38)

Wk

ou I’étoile dénote le conjugué complexe. Cette propriété permet de se dispenser de
la résolution du champ de pression, alors que la donnée du champ de vitesse est suffisante
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pour décrire la cinématique de I’écoulement. Cette propriété sera également exploitée au niveau
numérique lors de la construction d’une base spectrale de projection.

L’expansion spectrale repose sur la décomposition suivante :

u=>Y B,(t)ul(X) (2.39)
u

qui peut s’inverser, en exploitant la normalisation des modes de Kelvin, par la relation :

B0 = [ut - uix (2.40)
En effectuant le produit scalaire de (2.30) par u®), pour tout indice y, il vient :

d
dt (1 —( h_o /u(ZH uzd*X}

S

dB
7 t” + zw(“)Bu

terme de couplage

1 * h
el [ @ (e )in - V)X
Re Jr=1 h()

frottement parietal lateral

+/ ((};0)2 W' 4 ezul) . (n- Vu)d®X
Z=0,ho

~~

frottement parietal auzx extremites

/u D(()—l—(,z))eu(z )d3X}

~

v

dissipation volumique

—I—/[u-(u-V)—I— U-(u-V)+u- U V) ](u@*+(:)2u<z>e)d3 (2.41)
~ - ~ - 0

non linearite  interaction etat de base/ perturbation

2.2.3 Couplage modal linéaire par le mouvement du piston

Le systéme d’équations de taille infinie (2.41) régit I’évolution des amplitudes modales B,,(t).
A Taide de (2.39), le premier terme du membre de droite s’exprime en fonction des B,,. Ceci

fait apparaitre la matrice C,, = f Z uZ d3X qui ne dépend que du rapport d’aspect du
cylindre, et représente le couplage linéaire des différents modes inertiels par le mouvement du
piston. C’est ce terme de couplage qui est responsable de I'instabilité de I’écoulement, qui autre-
ment serait stable sans mouvement du piston. La matrice C' ne couple les différentes amplitudes
modales que par familles partageant les mémes nombres d’onde axial et azimuthal. Ainsi un
mode axisymétrique ne sera couplé qu’avec lui-méme et avec son conjugué, qui posséde la méme
pulsation en valeur absolue. Les modes formant la paire sont complexes, c’est donc la somme
algébrique des deux contributions complexes qui posséde un sens physique en tant que quantité
réelle. Pour un mode axisymétrique non géostrophique (m > 0), ceci s’exprime par la relation
suivante :
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1
Cup = —Clup = 5(1 _ w(u)Z) (2.42)

Les modes géostrophiques (m = 0) forment une famille & part puisqu’ils n’interviennent pas
dans le couplage linéaire, leur coefficient de couplage étant toujours nul. En revanche, ceux-ci
jouent un réle important dans la dynamique non-linéaire du systéme puisqu’ils sont par contre
couplés de maniére non-linéaire avec les éventuels modes instables.

De méme, un mode non-axisymétrique ne peut étre couplé par le mouvement du piston qu’a
un mode d’une méme famille; cependant, & la différence du cas axisymétrique, les différentes
quantités couplées linéairement les unes aux autres n’ont pas nécessairement des fréquences
égales. La dynamique d’un tel systéme est donc plus délicate & analyser dans le temps.

2.3 Analyse asymptotique pour ¢ < 1

2.3.1 Simplification de 1’état de base

Un des problémes fondamentaux est que, contrairement & beaucoup de situations académiques,
la forme analytique de I’état de base n’est pas connue lorsque les effets visqueux sont inclus dans
le bilan global. En revanche, 1’état de base est connu en ’absence de viscosité, ce qui peut
permettre une estimation asymptotique de I’état de base quand le nombre de Reynolds est tres
grand, a défaut d’étre infini. L’expression analytique du champ de vitesse associé est, en fonction
des nouvelles variables :

Vo=V, =V, =0 (2.43)

L’écoulement associé est donc nul dans le repére mobile choisi. Ainsi, dans ce méme repere,
I’écoulement dénoté U correspond exactement a I’écoulement secondaire, induit par la viscosité,
qui se superpose a 1’écoulement précédent. Racz et Scott ont supposé que le champ de vitesse as-
socié & cet écoulement secondaire est dii & deux contributions qui seront toutes les deux négligées :

— un écoulement de couche limite, au plus d’ordre O(€), qui représente I’amplitude du forgage,
et est de plus concentré dans une couche d’épaisseur Re . Cet écoulement permet de
raccorder la zone centrale de 1’écoulement & la condition visqueuse d’adhérence non nulle &
la paroi (r = 1) (dans le repére modifié). Preés du seuil d’instabilité, les effets de frottement

pariétal en O(Re_%) compensent les effets déstabilisateurs du piston d’ordre O(e). Ainsi
une condition d’instabilité portant sur les ordres de grandeur est donnée par :

Re = O(e %) (2.44)

Cette relation permet d’évaluer la contribution de cet écoulement de couche limite, integrée
sur le domaine, & au plus O(€?).

— un flux oscillant di au pompage d’Ekman de part et d’autre de cette méme couche limite.
Celui-ci est également d’amplitude O(e?).

Sous I’hypothese d’une petite course, les contributions de ’écoulement secondaire 4 1’évolution
temporelle des amplitudes modales sont donc négligées.
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2.3.2 Equations d’amplitude

Les amplitudes modales de la perturbation & 1’état de base peuvent étre développées en
fonction des puissances de € selon :

B, =B +eBF +..) (2.45)

ou d représente un parameétre qui détermine I’amplitude de la perturbation, et ou les coeffi-
cients B,[}], BE],..., tous d’ordre O(1), sont des fonctions du temps rapide ¢ et d’une variable de
temps lent T' = et.

A Vordre principal, le systéme (2.41) s’écrit :

dBy o
i —|—zw(“)BL

ce qui permet de définir, pour chaque mode, le coefficient d’amplitude modal A,, qui est
uniquement fonction de T', par :

I=0 (2.46)

Bl = A,(T)e ™" (2.47)

L’équation d’évolution des A, sur le temps lent peut étre dérivée & partir des conditions de
non-sécularité dans les ordres suivants en O(e) du développement de (2.41).

L’hypothése € < 1 permet de procéder dans (2.41), aux simplications suivantes, en respectant
les notations utlisées dans [28] :

— sur le terme de couplage linéaire :

a1 (%)2) f“(Zu)*“ng)X} ~ide), CMUA,,{(w(") - wo)e_i(‘“(")_“’o)t

dt
(2.48)
+(w™) + wo)e*i(w("”wo)t}

— sur le terme surfacique de viscosité :

Re ™! /u(“)p(n - Vu)d’X ~ —§Re 2 ZDN,,A,,efi‘*’(V)t (2.49)
14
— sur le terme volumique de viscosité :
* h *

Re™? / u- D + (h—O)Qezu(Zu) )3 X ~ —Re ' KW A=t (2.50)

A Tordre O(de), le probléme (2.41) se réecrit sous la forme générique :
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aBf! ) dA, o,
T + zw(“)BL] =V, - d—zfe w (2.51)

ol le terme ¥, contient les contributions de (2.48), (2.49) et (2.50), sous la forme d’une somme
d’exponentielles complexes e~ 1wt Les termes séculaires en B,[f] apparaissent si certaines de ces
pulsations coincident avec w(® & P'ordre O(e). Pour qu’il y ait instabilité, les termes de couplage
linéaire par le mouvement du piston doivent également étre résonants, ce qui, d’apres (2.48), ne

se produit pour un mode y donné que si les deux conditions suivantes sont réalisées :
— 1l existe au moins un mode inertiel () vérifiant |w® — w®)| = wy + O(e)
— Le coefficient de couplage C},, associé & cette paire de modes est non nul.

Dans la suite de ’étude, on ne considérera que le couplage effectif entre 2 modes y et v. On
rappelle que cette hypothése dite “de la paire de modes” est basée sur une analyse asymptotique
pour € < 1. Dans le cas ou les modes considérés sont axisymétriques, la structure de la matrice de
couplage C implique que les deux modes couplés par le mouvement du piston sont nécessairement
conjugués I'un de 'autre. La condition de résonance sur les fréquences s’écrit alors :

2w = wy + O(e) (2.52)

Cette condition, qui n’est cependant pas une condition suffisante d’instabilité linéaire, ex-
prime dans le cas de modes axisymétriques 1’idée suivante : si le forgage opére a une pulsation
wp, alors les seuls modes de Kelvin concernés par le phénomeéne d’instabilité possédent une
pulsation moitié de la pulsation du forgage. Il s’agit donc potentiellement d’un mécanisme d’ex-
citation sous-harmonique, que ’on peut d’ores et déja rapprocher du cas du pendule de Mathieu,
et opposer aux mécanisme de forcage direct pour lequel le mode instable oscille & la pulsation
du mécanisme de forgage. Inversement, cette relation établit que si I’on souhaite sélectionner un
mode précis, de pulsation connue, par le moyen d’une instabilité, alors nécessairement on doit
forcer le systéme a une pulsation double, la tolérance requise étant de 'ordre de I’amplitude
méme du forgage.

2.3.3 Phase d’instabilité linéaire

Lorsque une paire de modes axisymétriques, conjugués 'un de 1'autre, vérifie la condition de
résonance (2.52), équation d’évolution de 'amplitude A(T") de chacun des modes sur le temps
lent, défini par 1" = €t, s’écrit, en régime linéaire :

dA

dT

ou C = —C,, est le coefficient de couplage caractéristique de la paire de modes axisymétriques

conjugués choisie, A = e~ (wp — 2w(“)) est un parametre de detuning quantifiant ’écart par rap-

port a la condition exacte de résonance, et ( représente I’amortissement visqueux complexe du
mode.

iwM Ce T A* —eCA (2.53)

L’équation linéaire (2.53) admet des solutions exponentielles croissantes en module & la condi-
tion nécessaire suivante :

Wy — We

e )2]3 (2.54)

€ > €1+ (
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ou (, (la partie réelle de () représente le facteur d’amortissement visqueux du mode, et ou
€. est, pour un nombre de Reynolds donné, la course critique du piston, en-deca de laquelle
I’écoulement de base est toujours stable :

Gr
‘w(N)C|

(2.55)

€c —

we est la fréquence centrale de la bande d’instabilité. Dans le cas axisymétrique, w. vaut le
double de la fréquence modale selectionnée, avec une correction en fréquence dii a la viscosité :

we = 2wy + G) (2.56)

Racz a soigneusement montré dans sa these que la prise en compte des effets visqueux, aussi
bien pariétaux que volumiques, en plus de réduire la densité modale en introduisant un nombre
d’onde de coupure, est cruciale lors de I'évaluation des seuils d’instabilité. Négliger I’amortis-
sement modal amene & la conclusion que le systéme est inconditionellement instable dés que
wp < 2 puisqu’alors la densité modale dans Pintervalle [-1 :1] implique qu’il existe toujours un
mode inertiel, quelque soit son nombre d’onde, dont la pulsation vérifie la condition de résonance.

BURELE RN

0.2

0.1 0.1

F1a. 2.3 — Diagramme de stabilité marginale théorique dans le plan (wyp — €). Chaque langue
correspond & la courbe marginale associée & une seule paire de modes instables, hy = 2, Re = 10*
(& gauche) et Re = 5.10% (& droite). La comparaison des deux valeurs du nombre de Reynolds
illustre V’effet stabilisateur de la viscosité.

Le critére de stabilité a été bien vérifié par I'expérience de Graftieaux (voir figure 2.4). Le
décalage de la courbe marginale de stabilité pour le mode axisymétrique primaire dans le plan
(wo, Re) est de I'ordre de 0.37% en fréquence (avec une erreur par exces sur la fréquence centrale
de la langue d’instabilité) et de 17% par exces sur la valeur du nombre de Reynolds critique Re,.

2.3.4 Au-dela de la phase d’instabilité linéaire
2.3.4.1 Couplage avec les modes géostrophiques

Lorsqu’un mode inertiel vérifie I'ensemble des conditions nécessaires a sa croissance sur le
temps long (condition de résonance (2.52) vérifiée, course supérieure a la course critique (2.54)),
il croit jusqu’a ce que les effets non linéaires ne soient plus négligeables. A la différence du
couplage linéaire qui ne couple directement que les modes d’une méme sous-famille, ici le cou-
plage par la non-linéarité peut coupler un mode axisymétrique avec lui-méme et son conjugué,
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F1G. 2.4 — Comparaison des courbes de stabilité marginale théorique/expérimental dans le plan
(wop — Re), pour le mode axisymétrique primaire (1,1,0), hg = 1.18, ¢ = 13.1%.

ainsi qu’avec tous les modes d’une autre famille de modes inertiels : celle des modes awi-
symétriques géostrophiques, notée M. Le systeme d’équation voit sa taille augmenter puisque
les équations d’évolution des amplitudes de ces modes géostrophiques doivent également étre
couplées & celle régissant ’amplitude du mode instable.

On redéfinit les amplitudes respectives A et A, du mode (u) instable et des modes géostrophiques
o € M par :

a=Aes (2.57)
A, = A, (2.58)

Le systéme complet a considérer prend la forme suivante :

da . 1.4 1y 1 ) .
d_T = zw+0a* +( EILA — € lRe 2d:_ + 21 E Au+u+0'AO' )a + 1G|a|2a (259)
~—— —_—— ——
couplage par le piston detuning amortissement viSqQUEUT oeM ~ s interaction cubique

couplage geostrophique

dAg-
aT

= \—eflRe*%dgAgj +iCAspyp, (@® — a*’) + G_IRG_%FU|G,|2 (2.60)

amortissement visqueus forcage par le mode primaire

L’introduction de ces composantes géostrophiques de pulsation nulle a pour effet une mo-
dification sur le temps long de ’écoulement moyen a lordre O(e), via une modification de la
circulation moyenne et donc du taux de rotation local de ’écoulement en rotation. Cette mo-
dification de I’écoulement azimuthal a déja été mise en évidence par les expériences de Mac
Ewan [30], Manasseh [13], Kobine [33] ainsi que par la série d’articles concernant 'instabilité
elliptique (voir [38]). Il semble qu’on a affaire ici & un phénomeéne générique dans les problemes
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non linéaires de résonance d’ondes inertielles dans les écoulements tournants. C’est également
I'introduction de ces nouveaux degrés de liberté dans le systéme dynamique associé qui permet
la richesse des comportements prédits, puisqu’en ’absence de couplage géostrophique, le systeme
ne tend que vers un point fixe dans I’espace des phases.

2.3.5 Classification des différents comportements au-dela du seuil

Physiquememt, le champ de vitesse résultant du systeme précédent posséde une ampli-
tude d’ordre O(e?), ainsi I’écoulement associé & la paire de modes conjugués instables domine
Iécoulement. L’état de base ainsi que la contribution géostrophique sont tous deux d’ordre O(e).
La structure spatiale de ’écoulement est donc celle du mode instable, qui consiste dans le cas
axisymétrique en un réseau de tourbilllons toriques concentriques oscillant 4 la fréquence moitié
de celle du piston sur le temps court. En revanche la dynamique sur l’é(lzhelle de temps long
reste & déterminer par la simulation numérique. A I'ordre dominant en O(e2), on peut écrire cet
écoulement sous la forme condensée :

w(X,1,T) = 263 o] (T)R{u) (X)eapl— - (wot +$(T) + 2)]} (2.61)
ou le comportement & temps long du module |a|, de la phase 1, ainsi que des amplitudes
moyennes des modes géostrophiques impliqués dans le couplage, sont régies par le systeme

différentiel autonome suivant [28] :

d
% = —(e_lRe_%d:_ + wyC cos)|al (2.62)
W 2w, Csing — A= 2GlaP — 4 Ao A (2.63)
7 w4 C'siny a bt-py 0O )
oceM
Mo Bty Ay + (30N, conh + T T 261

Les simulations numériques menées par Racz [28] dans le cas hg = 2, Re = 10%, A=0a
partir du régime linéaire, en faisant varier ¢, et en ne considérant que les contributions des 10
premiers modes géostrophiques de M, permettent de mener une classification des différents sce-
narios possibles dans ’espace des phases & deux dimensions (|a|, ). Les simulations concernent
Pinstabilité du mode axisymétrique dit “primaire”, noté aussi (1,1,0), dans les conditions requises
pour la résonance paramétrique du mode. Ce mode inertiel est celui qui présente la topologie
la plus simple : un vortex toroidal enroulé autour de ’axe du cylindre, associé 4 une double
recirculation azimuthale proche des parois inférieure et supérieure. Il possede, pour les rapports
d’aspect proches de I'unité, I'un des taux de déclin les plus faibles ainsi qu’un des coefficients de
couplage linéaire les plus forts; ainsi ¢’est 1'un des premiers modes de Kelvin a étre déstabilisés
par le mouvement du piston si la pulsation de for¢cage est convenablement choisie.

— Pour € < ¢, le systeme évolue, & partir de n’importe quelle condition initiale, vers le point
fixe stable (0,0), et les modes géostrophiques ne sont pas affectés. Ce cas correspond & la
stabilité inconditionnelle de I’état de base visqueux.

— Lorsque € se trouve légerement au-dessus du seuil critique €., et que le point de fonctionne-
ment se situe dans la zone d’instabilité définie par la théorie linéaire, le systéme tend pour
T — oo vers un point fixe non nul et stable, ce qui correspond & un état de saturation pour
le mode inertiel instable, qui domine I’écoulement total, en phase ¥y avec le mouvement
du piston (voir figure 2.5). Les caractéristiques de 1’écoulement saturé sont données par :
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cos 1y = fe (2.65)
€

A+20,0(1 - ()23

1
2(G + ZZUEM “jj—:+ (PG' - w_:—AO'/L.HH-))
(2.67)
4;
l_
la
dy
0 1
0 T 1600

F1G. 2.5 — Signal d’amplitude théorique dans le plan de phase (& gauche) et en fonction du temps
(& droite) dans un cas d’une instabilité suivie de saturation. Point de fonctionnement : hg = 2,
Re=10* A =0, e =0.085

Expérimentalement, le mode axisymétrique primaire a bien été identifié dans un état sa-
turé, oscillant a la fréquence attendue. La structure spatiale identifiée expérimentalement
posséde cependant par rapport au mode de Kelvin théorique un faible excédent de vitesse
prés de ’axe du cylindre.

— Lorsque € continue & augmenter, le point fixe précédent perd sa stabilité, via un scenario de
bifurcation de Hopf vers un cycle limite périodique, dont ’amplitude augmente avec la va-
leur de € (voir figure 2.6) . Ce cycle limite, correspondant & un échange périodique d’énergie
entre les composantes géostrophiques et le mode instable lui-méme, se traduit physique-
ment par une modulation périodique a basse fréquence de 'amplitude du mode instable
autour de sa valeur & saturation. Ce comportement a été repéré d’abord expérimentalement
par Graftieaux [34].

En revanche, aucune valeur des parametres correspondant & une bifurcation n’a été iden-
tifiée. La présence de modulations basse-fréquence étant attestée par les fluctuations RMS
des mesures LDA, aucune augmentation brusque de ces fluctuations n’a été repérée, comme
si ce comportement oscillatoire existait dans tout le domaine instable.

— Pour des valeurs croissantes de €, le systéme subit une série de bifurcations. La dynamique
temporelle du mode instable, ainsi que des composantes géostrophiques impliquées dans
le couplage, prend une allure de cycle limite, constitué de 2 phases alternées : une phase
lente de divergence de ’amplitude, suivie d’un brusque retour oscillatoire vers la situation
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F1a. 2.6 — Signal d’amplitude théorique dans le plan de phase (a4 gauche) et en fonction du
temps (& droite) dans un cas d’une instabilité suivie d’un cycle limite. Point de fonctionnement :
ho =2, Re =10*, A =0, e = 0.087

d’équilibre instable (voir figure 2.7).

Expérimentalement, 'augmentation des parametres au-dela des seuils critiques nécessaires
a l'instabilité a montré 1’évolution vers une dynamique apériodique.

— Au-dela d’une valeur critique €4 (finie ou non), la phase tend dans la majorité des condi-
tions initiales envisagées vers une valeur constante 1. L’amplitude des modes instable

comme géostrophiques diverge alors de facon exponentielle comme |a|? ~ exp(—L1) ou
eRe2

s==2(d, + eRe%w+C cos o) (qui doit étre positif). Ce cas, représenté sur la figure 2.8
est interprété comme une limite de validité de I'analyse faiblement non linéaire & 1'ordre
retenu. La marge de manoeuvre expérimentale vis-a-vis du taux de rotation n’a pas permis
d’observer ni une dynamique plus complexe, ni une transition vers la turbulence.
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F1a. 2.7 — Signal d’amplitude théorique dans le plan de phase (4 gauche) et en fonction du temps
(a droite) dans un cas d’une instabilité suivie d’un cycle limite. Points de fonctionnement : hg = 2,
Re=10% A =0, ¢ = 0.0093 (en haut) et ¢ = 0.102 (en bas)
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F1aG. 2.8 — Signal d’amplitude théorique dans le plan de phase (4 gauche) et en fonction du temps
(& droite) dans un cas d’une instabilité suivie de divergence. Point de fonctionnement : hy = 2,
Re=10* A =0, e=0.17
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Chapitre 3

Présentation de I’algorithme
numérique

3.1 Formulation spectrale

3.1.1 Equations du probléme

Le volume dans lequel est étudié 1’écoulement de gaz est périodiquement déformé par la com-
pression. Lors de ’analyse théorique de Racz et Scott [28], un changement de variables 2.19 a été
utilisé dans les équations du mouvement, dont le but est de ramener le domaine mobile & un do-
maine {2y, indépendant du temps. Cette transformation sur les variables spatiales a été associée
a une transformation sur le champ des vitesses, afin que celui-ci possede une divergence nulle
par rapport aux nouvelles variables spatiales X, Y, Z. Cette double transformation du champ
a résoudre s’est révélée idéale dans le travail analytique puisqu’elle permet de développer le
champ recherché sur une base de fonctions (les modes de Kelvin, définis & 1'origine dans le cadre
de I’écoulement sans compression), tout en utilisant les simplifications analytiques propres aux
champs a divergence nulle. De la méme fagon, il est intéressant de partir des mémes équations
dans le domaine modifié avant d’envisager une résolution numérique. En effet, I’essentiel de la
littérature concernant la simulation des équations aux dérivées partielles est écrit dans le cadre
d’un domaine indépendant du temps. Beaucoup de méthodes de discrétisation spatiale basées sur
un maillage mobile ont également été developpées, et ont prouvé leur utilité dans des contextes
industriels avec des géométries parfois complexes. Cependant, la simplicité du changement de
variables dans le cas présent (une simple dilatation suivant une direction), associée au fait que les
méthodes numériques les plus performantes ne sont utilisées qu’en domaine fixe, n’a pas rendu
nécessaire le recours a de telles techniques. De plus, un vaste choix de méthodes efficaces existe
dans le cas des écoulements incompressibles, qui possédent par hypothese une divergence nulle.
Il ne peut donc étre que plus commode de se ramener analytiquement & une telle configuration,
notamment pour contourner le calcul numérique du champ de pression, difficile et non nécessaire
a notre étude.

Les équations qui régissent le comportement du fluide dans le repére tournant, et qui représentent
le point de départ de la méthode numérique utilisée, sont donc, dans le systeme de coordonnées
cylindriques :

Qo ={r €[0,1;6 € [0,27]; Z € [0, ho]} (3.1)

oW 1
- - = — H— —D .2
& T (V- V)W =-V ez x V+ pomDW (3.2)

ou W est le champ auxiliaire défini simplement & partir du champ V par :
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W=V+ ((%)Q _1)Vyey (3.3)

La condition d’incompressibilité du champ s’écrit :

V.V=0 (3.4)

On rappelle la définition de 'opérateur de diffusion modifié, défini par rapport aux variables
fixes X, Y, Z:

P2 Tt 3 o

Il faut associer au systéme (3.2)(3.4) les nouvelles conditions aux limites introduites par la
transformation du champ de vitesse :

(3.5)

Z dh

V=-TTres (r=1) (3.6)

V =0, (Z=0,ho) (3.7)

Cette étude se restreint au cas d’un écoulement axisymétrique, c’est-a-dire que toutes les
grandeurs étudiées sont supposées indépendantes de la variable azimuthale 8. Le champ méridien
V| = V,e,+Vzez dérive ainsi d’une fonction de courant méridienne 1 (r, Z, t) par 'intermédiaire
de la formule :

V=V x (Yep) (3.8)

De telle fagon que les composantes méridiennes s’écrivent chacune :

10y

Y=oz (3.9

Vv, = 19 (3.10)
r Or

Comme il a été écrit dans le chapitre 2, 1a loi utilisée dans toute cette these pour le déplacement
du piston est donnée, en variables adimensionnelles, par :

h(t) = ho(1 + € cos wyt) (3.11)

Cependant, I’algorithme est ici présenté, dans un souci de généralité,ainsi que pour des ex-

tensions ultérieures de ce travail, sans expression explicite pour h(t).

Le nombre de Reynolds suit une loi en fonction de la hauteur du cylindre qui est une ap-
proximation de la loi de Sutherland pour I'air (voir Annexe A) :

Re(t) ~ Remoyen(%z))o'7 (3.12)
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3.1.2 Choix d’une méthode spectrale

Les effets de rotation induisent pres des parois des couches d’Ekn}an d’épaisseur variant,
pour des nombres de Reynolds asymptotiquement grands, comme Re™ 2, et qui sont donc fines
par rapport aux dimensions caractéristiques du cylindre [5]. La connaissance du comportement
du fluide dans ces zones de couche limite est nécessaire dans le cadre d’une simulation précise.
En effet, pour les grands nombres de Reynolds, c’est majoritairement dans ces zones qu’agit
la dissipation visqueuse. Dans le contexte d’une étude de stabilité, il est donc crucial de ne
pas sous-estimer quantitativement ces phénoménes dissipatifs, qui sont supposés étre les seuls
mécanismes stabilisants de ’écoulement. Une couche d’Ekman insuffisamment discrétisée intro-
duit a priori une erreur sur I’énergie totale dissipée par la viscosité, ce qui peut completement
fausser les résultats. En particulier, I’algorithme peut par exemple prévoir & tort une instabi-
lité de I’écoulement alors que le régime effectif est stable. Ceci impose donc pour la résolution
numeérique du champ de vitesse une méthode spatiale d’ordre élevé, afin de ne pas rendre le cout
du calcul prohibitif.

Cette exigence est renforcée par le fait que le calcul est instationnaire, et doit étre itéré sur
des temps caractéristiques longs. Ainsi il est primordial de réduire autant que possible le cofit
d’une itération simple en temps, puisqu’un grand nombre d’itérations du schéma doit étre ef-
fectué, ceci dans un temps limité par les moyens de calcul disponibles.

Les méthodes spectrales de type Galerkin, ou le champ a résoudre est developpé sur une base
de fonctions adaptées, puis tronqué en pratique, ont montré jusqu’a aujourd’hui les meilleures
performances en terme de vitesse de convergence. C’est d’ailleurs ce type méme de schéma
qui a permis l’essor des simulations numériques directes d’écoulements turbulents tridimen-
sionnels, particulierement gloutonnes en temps de calcul, a cause des différences d’échelles qui
caractérisent les écoulements & grands nombres de Reynolds. Le revers de la médaille est que
le cotlit de ce type de méthodes augmente plus rapidement avec la discrétisation spectrale que
dans le cas des méthodes de discrétisation locales du type différences finies.

A défaut de posséder un plan d’attaque général, le choix optimal de la base de fonctions sur
laquelle Ia solution est développée se fait en fonction du probléme a résoudre, et en grande partie
en fonction de ses conditions aux limites. Ainsi, si le probléme présente des conditions aux limites
périodiques dans une direction, comme par exemple dans le cas d’un probleme modele décrivant
un champ dans un domaine infini, ou pour des géométries a périodicité cylindrique ou sphérique,
la solution est souvent developpée sur une base de fonctions trigonométriques analogue a des
modes de Fourier. Ce choix permet d’utiliser les propriétés relativement simples de dérivation
et de convolution relatives & ’espace de Fourier.

Dans le cas de problémes plus généraux, limités & un domaine borné, le choix est plus vaste;
cependant les bases utilisées sont souvent formées de fonctions polynomiales, en partie pour
leurs reégles de dérivabilité relativement faciles d’emploi, mais également pour leurs propriétés
d’orthogonalité. Boyd [39] donne un bon apergu de I’ensemble des polynémes utilisés dans la
littérature en fonction du probléme a résoudre. Il apparait que les bases les plus populaires, dans
le case de domaines bornés ne présentant pas de périodicité, sont formées, dans chaque direc-
tion spatiale, de polynémes de Chebyshev de premiére voire de seconde espéce, de polynomes
de Legendre, ou plus rarement de polynémes de Gegenbauer. En particulier, les polyndmes
de Chebyshev de premiere espéce sont les plus employés, en raison des forts gradients qui ca-
ractérisent les polynémes d’ordre élevé aux bornes de leur domaine de définition. Ceci permet
en pratique une description économique de champs physiques supposés présenter de forts gra-
dients pres des parois; il en va ainsi de la plupart des phénomeénes hydrodynamiques, thermiques
ou électromagnétiques présentant des couches limites. En revanche, les conditions aux limites
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naturelles de ces polynémes de Chebyshev ne présentent pas de zéros aux limites du domaine.

3.1.3 Projection spectrale des équations

L’idée générale des méthodes de projection spectrale de type Galerkin est de projeter les
équations d’évolution du probléme sur une base de fonctions qui ne dépendent que des va-
riables spatiales, et de transformer ainsi une ou plusieurs équations aux dérivées partielles en
un systéme dénombrable d’équations différentielles ordinaires en temps [35]. En pratique, ce
systeme dénombrable est tronqué en vue d’une résolution numérique. Dans I’espace fonctionnel
considéré ici, 'opération de projection se traduit par un produit scalaire entre fonctions, vis-a-vis
de la norme L? spatiale, c’est-a-dire par le produit scalaire de I’équation avec les fonctions de
base successives, suivi d’une intégration sur ’ensemble du domaine spatial de calcul.

L’efficacité de la méthode repose sur le choix des fonctions de base, notées ici u*(X), sur les-
quelles les équations se retrouvent projetées [39]. Cependant, il est utile (quoique non nécessaire)
que ces fonctions possédent certaines propriétés analogues aux propriétés élémentaires du champ
de vitesse a résoudre. Pour commencer, on peut décider que la condition d’adhérence u* = 0 est
vérifiée 4 la surface du domaine. De plus, il est utile de supposer la condition d’incompressibilité,
correspondant & la condition mathématique de divergence nulle V - u# = 0.

L’avantage technique important de ces hypothéses se manifeste lors du traitement du terme
relatif aux forces de pression, ou plus généralement relatifs aux forces dérivant d’un potentiel
scalaire II. On peut voir que toute fonction dérivant d’un potentiel s’annule, par projection sur
une base possédant les deux propriétés précédentes. En effet, ’application du théoréeme de la
divergence a la projection d’un terme dérivant d’un potentiel scalaire fournit deux nouveaux
termes :

/VH cultdX = fﬂ(uﬂ -n)d’X — /H(V cut)d2X =0 (3.13)

Le premier, dit terme de bord, est une intégrale de surface qui s’annule & cause de la condition
u* = 0 sur la surface. Le second est une intégrale sur le domaine entier contenant en facteur
de Vintégrande la quantité scalaire V - u#, construite justement pour étre nulle, quelque soit la
forme du potentiel scalaire considérée.

Ainsi, apreés projection, les équations de Navier-Stokes ne contiennent plus explicitement de
terme traduisant les effets de pression, mais uniquement des termes relatifs aux vecteurs vitesse.
Cet avantage largement connu des méthodes spectrales pour la résolution d’écoulements incom-
pressibles a été ici généralisé, 4 1’aide du changement de variables adopté, au cas d’un écoulement
en compression homogene, et se révele spécialement pratique des lors que l'on s’intéresse seule-
ment & d’autres grandeurs physiques que le champ de pression. Dans notre cas, la résolution
précise du champ de vitesse permet une caractérisation suffisante des propriétés dynamiques
de linstabilité attendue. Cependant, il est toujours possible de récupérer numériquement les
valeurs instantanées du champ de pression en inversant a chaque instant désiré une équation de
Poisson portant sur II. Toutefois, la résolution numérique de ce probleme annexe peut s’avérer
délicate ou au moins coliteuse en temps de convergence, & cause du mauvais précontionnement
intrinséque des opérateurs en jeu [40]. Notons également qu’en terme de vitesses de convergence
de 'algorithme, le choix d’éliminer la pression du probléeme permet de ne faire dépendre er-
reur commise que de l'ordre de troncature et de la norme fonctionnelle du champ de vitesses
[|ull H,(q) alors que dans d’autres cas, par exemple si la base utilisée est une base d’exponentielles
de Fourier, a divergence non nulle, I’erreur totale sur le champ dépend également de la norme
fonctionnelle ||u|g, Q) + [ITL||#,_, (@) [35]- Ainsi la pression, ainsi que tous les effets potentiels,
disparaissent totalement du probléme posé.
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La projection de 1’équation (3.2) sur le type de base considéré rameéne le systéme a la formu-
lation intégrale suivante :

%’-Mﬁx = _/(V-V)W-u“d3X+RL(t)/Dw-u“d3X—/(esz)-u“d3X (3.14)
€

Une simplification de cette équation terme par terme permet, & l'aide du théoréme de la
divergence, de ramener tous les opérateurs de dérivation spatiale sur les fonctions de base, dont
les dérivées sont en principe explicitables. Le terme instationnaire peut se réecrire sous la forme
suivante :

ow dB*#
= ulrddx =
ot dt

Ainsi il caractérise I’évolution de la quantité projetée B*(t), qui ne dépend que du temps, et
qui est définie par :

(3.15)

Bi(t) = / W-ul X (3.16)
De méme, la projection du terme non linéaire (V' - V)W peut se simplifier. En effet, on a :

(V-VIW -ul=V-(ul - WV)— (W-ul) (V- V)W - (V- VuH) (3.17)
=0

ce qui donne par projection :

/(V-V)W-u“d3X = }{(u“-W)V-ndQX—/W-(V-Vu“)d3X (3.18)

-~

=0

Apres transformation, le terme convectif fournit donc la contribution N L#(t) définie par :

NI* = /W-(V-Vu“)d3X (3.19)

Les termes de rotation ne font pas intervenir d’opérateur différentiel et peuvent étre laissés
sous leur forme initiale. En revanche, les termes diffusifs deviennent, compte tenu des conditions
aux limites :

o ©
/DW b dBX = /W Dut X + %@ 72z 2 x (3.20)
hO dt (r=1) or
Ainsi les équations de Navier-Stokes, projetées sur une base verifiant les propriétés d’adhérence
et de divergence nulle, se ramenent & la formulation faible suivante :

dBt

1 1 ou’;
= /W-(V-Vu“)d?’X—/u“-(esz) d3X-|-—/W-Du“d3X+—£dh/ 7222 2 x
dt Re (r=1)

Re hg dt or
(3.21)

On remarquera qu’a ce stade, en dehors des propriétés supposées, les fonctions w*” n’ont
pas encore été explicitées. Il reste donc & les construire vis-a-vis de criteres essentiellement
numeériques.
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3.1.4 Traitement des singularités
3.1.4.1 Mise en évidence des singularités du probléme

Les conditions aux limites (3.6) et (3.7) du probléme mettent en évidence une double singula-
rité du champ de vitesse. La premiére consiste en une discontinuité de ce champ au coin proche
du piston. La prise en compte de la condition d’adhérence du fluide & la paroi induit ainsi ce
comportement & priori contradictoire : le fluide proche du piston se déplace & la méme vitesse
que celui-ci, a priori non nulle et variable au cours du temps, alors que le fluide proche de la
paroi fixe a une vitesse nulle. Il faut également mentionner une autre singularité dans le coin
proche de la culasse du cylindre, qui résulte en une discontinuité, non pas de la vitesse, mais
de ses dérivées. Cette singularité est donc d’ordre inférieure, mais on doit également en tenir
compte au méme titre que celle dans le coin piston.

Indépendamment du probléme posé par la prise en compte de ces deux types de singularité,
une précision élevée, de type spectral, est souhaitée pour la résolution numérique de ce probléme,
en partie a cause de la petite taille des couches limites induites par le fort taux de rotation auquel
les instabilités hydrodynamiques sont attendues. Le traitement des singularités mathématiques
(3.6) et (3.7) n’est pas forcément nécessaire dans le cas d’une résolution numérique par une
méthode de différences finies ou de volumes finis : les gradients localement infinis étant régularisés
par la discrétisation spatiale, les phénomenes d’oscillations parasites peuvent étre évités a ’aide
d’un raffinement local du maillage autour des zones de singularités (I’ exemple académique le
plus étudié est sans doute celui de la cavité entrainée). Or il n’en va pas de méme pour une
résolution non-locale dans ’espace physique, en particulier pour les méthodes spectrales de
type Galerkin comme celle que nous souhaitons utiliser ici. Une simple discontinuité du champ
solution, analogue a la discontinuité qui existe ici pres du piston, donne également lieu a des
oscillations dites de Gibbs, d’une longueur d’onde équivalente & celle de coupure du schéma,
qui contaminent tout le domaine physique et qui affectent également fortement la précision
de la solution. Dans le cas d’un calcul instationnaire, ces oscillations parasites, sans aucune
signification physique, donnent lieu a des instabilités numériques qui font diverger le champ
calculé. Ce phénomene est bien décrit par Canuto [35]. Outre le phénomene de Gibbs ici évoqué,
le manque de régularité de la solution recherchée dégrade de toute fagon le taux de convergence de
la méthode spectrale employée, selon I'estimation d’erreur générale pour les champs a divergence
nulle : Soit mx I'opérateur de projection orthogonale de L?(Q2) sur le sous-espace fonctionnel
engendré par N fonctions de base dans chaque direction. Alors pour tout real s positif ou nul, il
existe une constant C; telle que, pour toute fonction sclalaire U appartenant & H*(Q) :

|U = 7nUllr2) < CsN *[|U|| s (o) (3.22)

La méthode de projection possede une vitesse de convergence intéressante en pratique & la
condition nécessaire que le champ recherché appartienne & des espaces de Sobolev d’ordre suffi-
samment élevé, c’est-a-dire que ce champ soit suffisamment régulier sur ’ensemble du domaine
[41]. L’emploi d’une méthode de type spectral pour la simulation du phénomene se révele donc
a priori inutilement coliteuse sans un traitement préalable des singularités.

3.1.4.2 Technique de soustraction proposée

La méthode & adopter doit étre basée sur deux priorités : d’une part faire en sorte que le
champ & simuler par méthode spectrale soit aussi régulier que possible, et d’autre part que la
convergence soit la plus rapide possible. Plusieurs techniques ont été utilisées avec succes dans
la littérature, dans le cadre des méthodes spectrales, en particulier dans le cas de ’écoulement
a lintérieur d’un cylindre. Le cas le plus étudié est celui d’un cylindre dont les parois latérales
sont fixes mais dont le socle est mis en rotation uniforme. Ce type de configuration donne
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lieu a une discontinuité de la vitesse azimuthale, ce qui differe de la singularité étudiée ici
mais correspond & une singularité du méme ordre sur le champ des vitesses. L’ensemble des
méthodes testées jusqu’a présent selon une formulation vitesse-pression utilise une approxi-
mation de I’écoulement de coin regularisant la solution recherchée, en fonction de parameétres
simulant la présence d’un interstice et dépendant de la discrétisation adoptée. Par exemple, Ku
& al [42] ont proposé une technique de régularisation forcée, testée initialement dans le cas d'une
cavité 3D parallelépipédique entrainée. Il s’agit d’approximer la vitesse uy prés de la singula-
rité par un polynéme vy; de degré M (ou M représente I'ordre de ’expansion spectrale selon
Z), avec les valeurs imposées vy (Zy) = 1, vy (Z1) = 0.3, vy (Z;) = 0,4 = 2,..., M, ou les Z;
représentent les points de collocation de Gauss-Lobatto selon la direction axiale. Cette méthode,
en plus de ne pas respecter les vraies conditions aux limites du probléme posé, présente dans
le cas de la cavité cylindrique entrainée étudiée par Lopez& al [43], des erreurs importantes,
méme pour M grand, et peut de plus introduire dans ’écoulement des structures vorticales
d’orientation non physique. Une alternative plus efficace proposée initialement par Lopez [43],
puis réutilisée dans les travaux de Serre [44], considére une régularisation du champ de vitesses
par une fonction de paroi de la forme v.(Z) = exp(—%), ol € est un petit parametre & choi-
sir et ve est une fonction de Z qui doit étre discrétisée par le schéma spectral. Si les résultats
de cette procédure se révelent précis, c’est cependant au prix d’une discrétisation relativement
élevée (pour € = 0.006, 64 fonctions de base selon Z sont nécessaires pour éviter la présence
d’oscillations dans le cas d’un régime de Stokes). De plus, 14 encore, un parametre e, simulant
Peffet régularisant d’un interstice virtuel, doit étre calé en fonction de la discrétisation envisagée,
ce qui augmente le nombre de parameétres numériques de I’étude. L’alternative idéale serait au
contraire d’utiliser une méthode qui n’utilise aucune approximation du champ dans les coins,
et qui serait indépendante des autres parametres numériques de 1’étude. D’autres méthodes de
décomposition de domaine, relativement coiiteuses, peuvent encore étre utilisées pour empecher
la propagation des oscillations parasites, sans toutefois éliminer totalement le probleme de la
perte de précision du schéma ([35]).

L’idée adoptée dans cette étude est de retrancher au champ de vitesses recherché un cer-
tain champ connu au préalable, dit champ singulier, dont les conditions aux limites sont celles
du probléme original, sachant que ces conditions aux limites sont & elles seules responsables
du manque de régularité de la solution. L’algorithme spectral peut ensuite étre employé pour
résoudre le champ résultant de cette soustraction, qui posseéde par construction des conditions
aux limites plus réguliéres, et est donc beaucoup plus facile & approcher en pratique a I’aide
de la méthode employée. On peut ensuite reconstituer le champ total dans I'espace physique
en superposant au champ singulier la projection du champ résultant sur I’espace de fonctions
utilisé dans ’algorithme, via la formule :

V' = Viingulier + Z A“u“ (3.23)
u

Cette méme décomposition s’applique pour la fonction de courant :
'(/J = '(psingulier + Z A/ﬂﬁ” (324:)
u

Une telle décomposition a déja été testée dans d’autres configurations, initialement par les
travaux de Schultz, Lee et Boyd [45] dans le cadre de la cavité entrainée avec viscosité do-
minante. La décomposition est basée sur la connaissance a priori de la solution dans la zone
de coin, issue des calculs analytiques de Moffatt sur le régime de Stokes dans des géométries
angulaires [46]. La méthode s’est révelée beaucoup plus performante que les méthodes de raffi-
nement classiques, et a permis de mettre en évidence la série de “Moffatt eddies” caractéristique
de ’écoulement dans les coins (on peut noter que selon cette méme analyse, aucune séquence
de structures vorticales n’est attendues dans notre configuration). Une étude approfondie de
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cette technique numérique a été réalisée par Botella et Peyret [47], dans le cadre de plusieurs
configurations hydrodynamiques, avec une analyse exhaustive de la précision de la méthode. En
particulier, ils proposent de généraliser cette méthode en effectuant une expansion asymptotique
du champ singulier en fonction des puissances de la distance & la zone de coin, sous la forme
polaire générique Ygingutier = Y _p>1 7% fr(6,1). Les exposants oy, peuvent étre complexes et sont
ordonnés par partie réelle croissante. Leur étude, dans le cas d'un écoulement soumis 3 la com-
pression d’un piston dans une configuration plane bidimensionnelle, incluant les effets d’inertie,
indique clairement qu’une expansion du champ singulier au premier ordre (baptisée N .S1) accroit
la précision de fagon tres satisfaisante. Leurs résultats montrent également que la prolongation de
lexpansion jusqu’au deuxiéme ordre (baptisée N S2) améliore encore nettement la précision de
la méthode, jusqu’a surpasser I'ordre de convergence des méthodes de différence finies d’ordre
6. Dans les deux cas, aucune oscillation numérique n’a été notée lors de l'incrémentation en
temps, ce qui indique une amélioration qualitative nette par rapport a toutes les techniques de
régularisation utilisées jusqu’a présent, quelque soit la méthode et le schéma employés. Nous
n’avons pas jugé pertinent de prolonger la décomposition jusqu’au deuxiéme ordre N S2 compte
tenu de la complexité de la mise en oeuvre de la méthode dans le cas d’une géométrie cylin-
drique, et de lefficacité de la méthode N S1 qui s’est révelée suffisante face a la précision requise.

Dans le domaine fixe introduit par le champ de variables effectué, la condition aux limites
responsable de la singularité s’écrit :

Z dh
V=-—-e, (r=1 3.25
S es, (r=1) (3.25)
Il s’agit d’une condition aux limites instationnaire, or il est plus commode pour la construction
de considérer un champ singulier stationnaire. C’est pourquoi il est utile d’introduire le champ
intermédiaire Vp, défini & partir du champ singulier initial par la relation suivante :
h(t
V.-singulie'r' (-Xa t) = - Q‘/O(-X) (326)
h(t)
Le champ de vitesses total dans le cylindre se déduit donc de Vj, qui sera dorénavant rebaptisé
lui-méme champ singulier, par la relation

V= v(X) + > 4w (X) (3.27)

ol les A,(t) représentent les amplitudes calculées en pratique par le schéma numérique et
ou les u#(X) sont les fonctions sur lesquelles repose 'expansion modale. Un des avantages
intéressants de la factorisation sous une forme séparée de Vinguiier Vis-a-vis des variables X
et t est que le champ V) construit est totalement indépendant de la loi choisie pour I’évolution
temporelle de h(t). Ceci permet de considérer des mouvements du piston autres que sinusoidaux,
et éventuellement des mouvements apériodiques qui sortent du cadre de cette étude. Le cas ou
le piston n’est pas mis en mouvement, et ou I’écoulement se réduit & un écoulement de rotation
uniforme, est également un cas particulier de la méthode choisie, utile & I’analyse des modes
propres naturels du systéme.

La difficulté réside dans le choix, puis dans la construction du champ singulier. Les contraintes
a respecter sont :

1. V- V=0

2. Vy doit respecter les conditions aux limites :
- W=0(Z=0, hy)
- % = ZeZ (7" = 1)
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3. La limite asymptotique de Vj proche des coins correspond a celle du champ de vitesse réel,
de fagon & ce que V + %Vo soit plus régulier que V.

Les deux premiéres contraintes impliquent que Vj dérivent d’une fonction de courant 1y(r, Z)
qui satisfait aux conditions aux limites :

_ 9% _ _
o = 57 =0 (Z =0, ho) (3.28)
_o %% _
o =0, 25 =% (3.29)
(3.30)

De plus, pour éviter une singularité du champ V; a l'axe, il faut que 1y et toutes ses dérivées
d’ordre impair soient nulles en (r=0).

Suffisamment proche des coins, 1’écoulement est dominé par la viscosité car le nombre de
Reynolds local (basé sur la distance au coin) tend vers zéro. Plus précisément, la viscosité
domine si on se place a I'intérieur de la région visqueuse qui se trouve au coin. L’écoulement
est alors régi localement par un probléme de Stokes plan et la fonction de courant v satisfait
asymptotiquement I’équation biharmonique :

0? 0?

ainsi que les conditions aux limites sur les deux parois qui se rencontrent au coin considéré.

Dans ’annexe B, il est montré que la solution de (3.31) appropriée au coin piston est :

Rph . 2 )
Pp = ﬁ(smcﬁp — ¢pcosdp — ;gbp sin ¢p) (3.32)
m 2
et qu’au coin culasse :
R% . T
Yo = T(sm 2¢c — 2¢¢c + 5(1 — cos 2¢¢)) (3.33)

ou les coordonnées polaires (Rp, ¢p) et (Rc, ¢pc) sont définies dans la figure 3.1.
La contrainte 3. sur le champ singulier implique que :

Yo ~ ¥p (Rp — 0) (3.34)
Yo ~ e (Rc — 0) (3.35)

et nous avons besoin de construire une fonction y(r, Z) dans tout le domaine, qui respecte
(3.35), les conditions aux limites (3.30), et la non singularité du champ V; a I'axe. On procede
de la fagon suivante.

La fonction v est factorisée sous la forme :

Po =1>(1—1%)Zx0 (3.36)

ol xo ~ I'p pour Rp — 0 et xo ~ ['¢ pour Rc — 0, avec les notations suivantes :
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Piston
hO

A

@c Rc

Culasse

Fi1G. 3.1 — Définition des coordonnées polaires utilisées

Pp

I'p= —+—— 3.37

P 2hoRp cos ¢p ( )
(e

o= —1~ 3.38

“ 7~ RZsin2¢¢ (3:38)

La fonction x(r, Z) est une interpolation en Z entre deux fonctions xp et x¢, pondérée par
la fonction interpolante H(Z), telle que :

xo=Hzxp+ (1 - H(Z))xc (3.39)

ou la fonction H (voir figure 3.2) a été choisie telle que :

_h
H(Z)= %(1 — tanh ﬁ) (3.40)

Les fonctions xp et x¢ sont reliées a I'p et I'c par les formules :

r—

xp=er Ip (3.41)
xc=¢r Ic (3.42)

La fonction de courant 1y qui résulte de cette construction satisfait toutes les conditions
précédemment citées. Le champ singulier est ensuite calculé a partir des formules de dérivation :
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0 1.2
1 9¢q
=—-——== A4
Vor = -0 (3.43)
10
Vor = — 2 (3.44)
et vérifie également :
Voo =0 (3.45)

3.1.5 Systeme d’équations projeté

La technique de soustraction du champ singulier détaillée auparavant permet de ramener la
résolution du champ V' (X,t) a la détermination des coefficients A,(t) via la relation suivante :

tmxﬂ:——% +§:A (3.46)

Cette relation implique également pour le champ auxiliaire W (X, t) la décomposition sui-
vante :

WX, 1) = — (14 82 (1) — 1) V(X )+ a0 (O + 82 (L)2 - ) (X)  (3.47)

h h() hO
La projection de ce champ sur la base choisie amene :
:/mewzww+2wmmw) (3.48)

ou les notations utilisées sont les suivantes (on notera la dépendance en temps diie uniquement
aux variations temporelles de h(t)) :
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ot = —% / (u! + (%’?)%‘Z”)ez) Vod3X (3.49)
BH (t) = /(u'i + (%))%;ez) cut d3X (3.50)

On notera parfois par commodité :

() = / uyul, & X (3.51)

Ainsi la formulation intégrale du probléme peut étre ramenée & un systéme d’équations aux
dérivées ordinaires dont les inconnues sont les coefficients A(t) de 'expansion spectrale de V' :

d 1 da (1)
_ 1914 v — uy KV AV u H _
GOS B OA W) = Y em DO+ CIA M+ NG+ (@) - T
l ~ DN ~ ~ terme non lineaire termes d‘erforcage
terme instationnaire terme lineaire
(3.52)

Cette formulation met en évidence le terme instationnaire et le terme linéaire qui fait inter-
venir le couplage entre fonctions de base par les effets de diffusion et de rotation. Le terme non
linéaire nécessite un traitement numérique spécifique qui sera détaillé ultérieurement.

On doit noter également un terme qui correspond au forgage introduit par les conditions aux
limites non nulles du champ V;. C’est ce dernier terme, proportionnel & la vitesse du piston, qui
représente 1’ apport d’énergie au systéme. Ce terme de forgage, noté Qo(t), représente les termes
d’interaction du champ singulier Vj avec, d’'une part, les termes de diffusion, et, d’autre part,
les termes de rotation :

1 h
Q5 (t) = EDS ® »Co (3.53)

La partie concernant les effets de diffusion peut étre décomposée en une somme d’intégrales
indépendantes du temps, pondérées par des coeflicients ne dépendant que du temps :

ho h

h
Dg - (__){DO’I‘T' (h ) Dgz'r ( A )2Dgrz + DOzz - (h—O)QI“} (354)
0,10
Dy = [ Varg (5 (rut )X (3.55)
82u¢
Orz /VOT 3Z2 (356)
10 8uZ 3
Ozr /VE)Z,,, 8’]" )d X (357)
0%ut,
Dy, = / Voo 75 X (3.58)
0
"= / 2% px (3.59)
(r=1) Or
Il en va, de méme pour le terme concernant les effets de rotation :
o — - / (es % Vo) - ubdPX = — / Vo dP X (3.60)
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La matrice dont les éléments représentent le couplage entre un mode v et les effets visqueux
agissant sur un mode u peut également se décomposer comme une somme de différents coeffi-
cients indépendants du temps, précédés d’un préfacteur ne dépendant que du temps.

h h
D" = DI + Dj + D + (77)* (D + D) + (5-) Dy (3.61)
0

Les intégrales considérées ci-dessus peuvent étre explicitées comme suit :

D = [ oS )X (3.62)
D — / uZ%(%%(ru?))dE‘X (3.63)
D = /ugig(r%)d?’X (3.64)
D = / u” %2;‘5 BX (3.65)
DH = / ug‘?;;‘f BX (3.66)
DY = / ug?;;‘g BX (3.67)

I en va de méme pour les coefficients de rotation :

oW = — /(ez xu’) urddX = /(ugu;,’ — uful)d3 X (3.68)

Il est intéressant d’exposer la forme exacte du systéme a résoudre, en ’absence de compression,
cest-a-dire dans le cas h = 0, o h = hy. Le schéma, précédent a été developpé avec 1'idée que le
cas sans compression n’est qu’un cas particulier du cas plus général avec compression. Le champ
singulier Vj n’intervient alors plus dans le schéma de projection spectrale, et les opérateurs
perdent tous leur dépendance temporelle, ainsi que le nombre de Reynolds. Enfin, il n’y a plus
de différence entre le domaine de calcul et le domaine physique puisque la transformation du
systémes de coordonneées se réduit & l'identité. Il vient alors :

d 1
DB A = D (F D+ O A+ NIM(Y (3.69)

14 v

Cette expression sera rettilisée dans le chapitre 4.

3.1.6 Choix d’une base spectrale

Dans le présent probléme, la technique de soustraction de la singularité visqueuse induit,
pour toutes les composantes du champ de vitesses modal résultant, des conditions aux limites
de Dirichlet, donc nulles sur toute la frontiére du domaine. Plus précisément, les conditions aux
limites exactes du probleme, aprés soustraction du champ singulier, s’écrivent :

u(r=1)=0 (3.70)
u(Z=0)=0 (3.71)

u(Z =hy) =0 (3.72)

up(r =0) =ug(r=0) =0 (3.73)



Les composantes du champ de vitesses, construit de fagon & étre incompressible, dérivent de
la fonction de courant via les relations :

10y
1oy

L’idée majeure de la construction des fonctions de base adaptées a ce probléeme est qu’un
développement sur une ensemble de fonctions vérifiant chacune les conditions aux limites du
probléme doit permettre a priori une convergence plus rapide. Notons au passage que d’autres
alternatives permettant & la solution approchée de vérifier les conditions aux limites exactes du
probleme existent. Parmi les méthodes spectrales, ’alternative la plus populaire est la classe
des méthodes dites tau, dans laquelle la solution est également dévelopée sur une base fonc-
tionelle, mais ou les conditions aux limites sont forcées par 1’adjonction de relations linéaires
supplémentaires dans le probléme matriciel [35]. Ce type de méthode n’a pas été testé dans cette
étude, mais reste cependant une alternative élégante a la méthode choisie. En plus des valeurs
du champ & la paroi méme, la propriété de gradients élevés dans les zones de proche-paroi, ty-
pique par exemple des polyndémes de Chebyshev, reste prioritaire puisque c’est elle qui permet
de distinguer les propriétés de convergence entre différents types d’expansion polyndmiale.

Dans ce travail, la solution retenue [39] est de construire les fonctions de base de I’algorithme
comme des polynémes de Chebyshev de premiere espece dans les deux directions radiale et
axiale, auxquels on adjoint des préfacteurs, eux aussi polynomiaux, choisis tels que les fonctions
ainsi construites vérifient exactement les conditions aux limites du probléme régularisé (3.73).

Pour des raisons pratiques, on construit chaque fonction de base comme le produit d’une
fonction ne dépendant que de la coordonnée radiale r, annotée avec 'indice A, avec une fonction
dépendant uniquement de la variable axiale réduite Z, annotée avec 'indice B. Cette construction
a pour avantage de faciliter le calcul des coeflicients spectraux associés. En effet ces coefficients
se présentent sous la forme d’intégrales multiples qui doivent étre calculés analytiquement ou
numériquement, et la forme séparée des fonctions ainsi construites permet une intégration plus
simple par factorisation des intégrales en s’appuyant sur le théoréme de Fubini. Les champs
physiques recherchés, dans le domaine €2 indépendant du temps, s’écrivent donc de la maniere
générique suivante :

V= Vot Y Ao (2) (3.76)
pu=(n,m)
i ) ()
b=—3tbot Y A0v " (2) (3.77)
u=(n,m)

Les composantes radiale et axiale du champ des vitesses dérivent par construction de la
connaissance de la fonction de courant 1. C’est pourquoi la base totale peut étre construite a
partir d’un choix sur w49, 14, upg et ¥p. Les expressions choisies sont les suivantes :

Pour n pair

¥ (r) = (1 =)@ an(r) (3.78)
ugz) (r)=0 (3.79)
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Pour n impair

ugy (1) = (1= r)®an(r) (3.80)
P (r) = (3.81)
De plus, pour tout m, pair ou impair, on a :
up)(2) = Z(Z — ho)@pu(Z) (3.82)
5(2) = 242 — ho)*®pm(2) (3.83)

Les fonctions ® 4 et ®p, dont les conditions aux limites importent moins puisque c’est la
correction par les préfacteurs polynomiaux qui assurent les propriétés recherchées, sont choisies
ici comme des polynémes de Chebyshev pour leurs comportement aux limites du domaine.
Cependant, dans un souci de généralité, il est intéressant de constater qu’a priori toute autre
fonction polynomiale, voire méme toute fonction sffisamment lisse, aurait assuré la convergence
du schéma spatial. Dans le reste de ’étude, on posera donc :

® 4n(r) = T, (r) = cos (ncos™ r) (3.84)

27 — hy
ho

27 — hy

(I)Bm(Z) = Tm( ho

) (3.85)

) = cos (m cos™(

3.1.7 Expression analytique des fonctions construites

Si 'on exprime les composantes des vitesses associées a ces fonctions de base en fonctions
des variables réduites £ = cos™!r et n = cos_l(%), alors la construction précédente fournit
pour chacune des composantes les expressions analytiques suivantes :

Pour n pair

ul™™ (€, n) = (%)3 cos &(sin €)* cos né&(m sinmn(sinn)® — 4(sinn)? cos n cos mn) (3.86)

u"™ (€ m) =0 (3.87)

u™ (¢ ) = (%)4((Sin§)2(2 cosné(—1 + 3(cos €)?) — %nsin 2¢ sinné)(sinn)? cosmn  (3.88)

Pour n impair

ul"™ (€,m) = 0 (289)
™ (€,1) = —(S2)(sin€)? cos e(sinn)? cosmn (3.90)
(nm (5’ ) -0 (3.91)

56



(n, m=(11, 15)

(n, m=(25, 31)

FiGg. 3.3 — Coupe méridienne de la vitesse azimuthale u

(n, m=(12, 16)

(n, m=(28, 32)

(25,31) et de la fonction de courant 9(™™) associée aux modes (12,16) et (28,32).

associée aux modes (11,15) et

Normalisation Au final, afin de ne pas dégrader le conditionnement du systéme linéaire
associé, il est préférable de normaliser ces fonctions selon la procédure suivante :

= [l g2y = ( / (uh)? + (

T nk

u
uly — =

P+ () d°X) 2

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

On a représenté sur la figure 3.3 la topologie des champs de vitesse associés a certaines fonc-

tions de base utilisées dans I’expansion modale.

3.2 Meéthodes numériques

3.2.1 Troncature du systéme

En pratique, le systéme infini d’équations (3.52) est tronqué pour étre ramené & un systéme
différentiel de taille finie. De ’expansion modale (3.76) (3.77), on ne retient que la somme les N
premieres fonctions et les M premieres fonctions. L’expansion spectrale prend alors pour chaque

composante du champ de vitesse la forme suivante :
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Vit =gVt o A (g (2) (3.96)
u=(n,m)=(0,0)

Les entiers N et M, qui seront en pratique supposés égaux dans tout le reste de 1’étude
numérique, représentent I'ordre de troncature du systéme. La discretisation spectrale est d’au-
tant plus efficace que les fonctions Vz-N’M convergent vite vers la vraie solution V; lorsque N et
M tendent vers I'infini.

Le systéme d’équations (3.52) peut se réecrire sous la forme symbolique suivante :
y q p y

(Zﬁ““ A( ZL"” £)AY () + fH(Vo, t) + NL*(Vo, ANt), ) (3.97)

Dans cette expression on a sous-entendu la sommation finie sur n et m. On distingue & gauche
le terme instationnaire, puis & droite respectivement : le terme linéaire LA dont les coefficients
dépendent du temps, représentant les effets de diffusion et de rotation; le terme de forgage, qui
est nul en l'absence de mouvement du piston et est également connu indépendamment de la
valeur des coefficients spectraux.

3.2.2 Estimation a priori de la discrétisation spectrale nécessaire

Les composantes de u* sont, pour n grand, rapidement oscillatoires a cause de leur dépendance
en cosné et sinné. Ces oscillations ont une échelle caractéristique de 'ordre de A¢ = O(%),
indépendante de la valeur de r. En revanche, I’échelle caractéristique Ar correspondant &

la variable r = cos¢ dépend de la valeur de r. Prés de la paroi (r=1), un développement

de Taylor donne r» = cosé ~ 1 — 72, ce qui donne une échelle caractéristique de 1’ordre de

Ar ~1—7r ~ % ~ O(W) Au centre du cylindre, on trouve une échelle caractéristique plus

grande et donc numériquement moins contraignante, de ’ordre de Ar ~ O(%)

On peut faire ’hypotheése ad hoc que la couche limite est assez bien discrétisée dans la
direction radiale si elle contient plusieurs longueurs d’onde caractéristiques des fonctions de
baseldu développement spectral. Or on a vu que I’épaisseur de la couche d’Ekman varie comme
Re™ 2, ainsi le développement spectral doit s’appuyer dans la direction radiale sur au moins N
fonctions de base, ou l'ordre de grandeur de N est donné par la relation :

N ~ O(Ret) (3.98)

Un raisonnement similaire dans la direction axiale donne le méme ordre de grandeur pour le
nombre de fonctions de base nécessaire pour une discrétisation suffisante dans cette direction.
Ainsi la tallle totale du systéme d’équations a résoudre dans le cas axisymétrique évolue & priori
comme Re?.

L’estimation ci-dessus ne tient cependant pas compte des perturbations induites par le déplacement
du piston ainsi que des structures de petite taille créees par les effets non linéaires qui peuvent
exiger une meilleure discrétisation dans ces mémes zones. Du point de vue du développement
spectral mis en oeuvre, ce type de phénomeéne se traduit par la necessité d’utiliser plus de fonc-
tions d’ordre élevé dans I’expansion modale que dans le cas plus simple du calcul de I’écoulement
en déclin linéaire & l'intérieur du cylindre, sans mouvement du piston.
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3.2.3 Schéma d’intégration en temps

On utilise pour la discrétisation en temps un schéma d’ordre 2 avec un pas de temps At
constant. Selon une procédure souvent utilisée pour les équations de Navier-Stokes, la partie
linéaire ainsi que le terme de forgage sont semi-implicités selon un schéma d’Adams-Moulton
qui est d’ordre 3. Le terme non-linéaire, qui sera calculé comme une fonction directe du champ
des vitesses dans l’espace physique & l'instant considéré, ne peut pas étre anticipé tant que
les coefficients spectraux au pas de temps suivant n’ont pas été déterminés. Il doit étre traité
séparément dans le schéma de discrétisation temporelle, ne pouvant étre facilement implicité
[39]. II ne peut donc étre calculé que de maniére explicte, et est discrétisé ici en temps selon un
schéma d’Adams-Bashforth [48] qui est lui d’ordre 2. Ces deux schémas ont été choisis pour leur
grande stabilité numérique ainsi que pour leur ordre suffisamment élevé et sont spécialement
indiqués, par opposition aux schémas de type Runge-Kutta, lorsque 1’évaluation des termes a
chaque pas de temps est considérée couteuse.

proan AN = LIS AM 4 i) 4 8L AR ) — (LA )
(3.99)
+3[BN" — N* 1]

Cette discrétisation temporelle ramene le systéme d’équations différentielles & un systéme
linéaire de dimension finie (3.100), qui doit étre résolu & chaque pas de temps, et dont la solu-
tion représente le vecteur A"t des amplitudes spectrales & I'instant suivant :

(ﬁn—l—l . %AtL""’l)An"'l — (ﬁn + %AtL")A" _ %(Ln—lAn—l)
(3.100)
+%(5f”+1 _I_an _ fnfl) + %(3N” _ Nn—l)

Partant d’une valeur de A(¢ = 0) déterminée, nulle ou non, la premiére itération en temps est
généralement résolue a ’aide d’un schéma d’Euler explicite en temps, puis le schéma présenté
est utilisé sur toute la durée du calcul.

Notons que la précision du schéma de discrétisation temporelle employé est également connue
en ce qui concerne les taux de croissance ou de déclin exponentiels & filtrer. En effet, dans le cas
de la rotation pure sans mouvement du piston (h = hg), supposons que I'on dispose du vecteur
A des composantes associées & une fonction propre de I'opérateur linéarisé et discrétisé en
temps selon le schéma de Adams-Moulton (pour une valeur fixée du pas de temps At), associée
elle-méme & une valeur propre & du systéme discretisé. Alors par définition,

_ At -
(8 — 15—2At]L)Ae"At =B+ %AﬂL)A - ELAe_"At (3.101)

Ainsi & est valeur propre de 'opérateur discrétisé si et seulement si xa¢(7) est valeur propre
de T'opérateur linéaire continu 'L, ot :

12 7Bl — 1
Xai() = Kt(5e‘_’At +8 — g A

) (3.102)
Soit o cette valeur propre de l'opérateur linéaire continu. Alors & représente une valeur

approchée de o pour la valeur choisie du pas de temps At. L’erreur entre o et & est donnée &
I’aide d’un développement limité de la fonction ya; par :
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|0' — 6'| _ |XAt(6-) B 6-‘ _ (6At)3 + O((&At)4) (3103)

o o 12

Ceci prouve que le schéma temporel est également d’ordre 3 pour I’évaluation des taux de
croissance en régime linéaire. Fn pratique, pour une discrétisation spectrale de 32 fonctions de
base dans chacune des directions 7 et Z, et une course de l'ordre de ¢ ~ 13%, la convergence
numérique sur le temps long est assurée avec 400 pas de temps réguliers par cycle d’oscillation
du piston.

3.2.4 Algorithme d’inversion matricielle

La projection spectrale des équations du probleme sur une base & divergence nulle, couplée a
la discrétisation temporelle adoptée, conduit & transformer le systéme d’équations aux dérivées
partielles (3.2) en un systéme matriciel de taille finie (3.100), dont les coefficients, ainsi que le
second membre, varient a chaque pas de temps. Plus précisément, on a affaire & une matrice dont
les coefficients sont périodiques avec la période du piston, et & un second membre qui, & cause
du terme non-linéaire représentant les effets de convection, change a priori a4 chaque itération du
schéma temporel. A chaque pas de temps, le vecteur solution du systéme contient les amplitudes
modales qui permettent de reconstituer le champ de vitesses dans 1’espace physique. Comme
dans la majorité des problemes de simulation numérique, le choix d’un algorithme rapide et
précis de résolution numérique du systéme matriciel est crucial pour les performances du code
de calcul. La taille des systemes a inverser exclut toute tentative de résolution par des méthodes
directes, comme le pivot de Gauss, la factorisation LU, et toutes les variantes associées. Par
exemple, une discrétisation spectrale reposant sur 30 modes dans chacune des deux directions
radiale et axiale fournit & chaque pas de temps une matrice différente, sans aucune propriété
particuliere de symétrie ou de nullité des coefficients, de taille 900 x 900. Cette taille de systeme
est proche de la taille limite considérée en pratique comme trop grande pour confier la résolution
du systéme linéaire & une méthode directe avec des temps de restitution raisonnables, et surtout
compétitifs. Le manque de symétrie de la matrice est & attribuer a la contribution des effets de
rotation, associée & un opérateur anti-adjoint, alors que les opérateurs comme ceux relatifs a la
diffusion sont auto-adjoints. La compétition entre ces phénomeénes ote a 1'opérateur résultant
toute propriété de symétrie exploitable pour la résolution numérique.

Notre choix d’une méthode se tourne donc plus naturellement vers les algorithmes d’inversion
itératifs, basés sur un critére de convergence numérique en principe sévere, mais plus large que
la précision numérique. Le choix est vaste et plusieurs méthodes se révelent efficaces, comme
par exemple les méthodes de Krylov GMRES et leurs dérivées comme GMRES-k [48]. Nous
nous sommes plutot tournés vers les méthodes de descente, type méthode du gradient conjugué
[48]. La recherche de propriétés optimales nous a conduits & utiliser la méthode BiCG-STAB,
construite & chaque itération sur deux directions de descente choisies pour minimiser le résidu
du systéme a chaque pas.

Le choix des fonctions de base pour I’expansion modale est crucial pour les propriétés du
systeme différentiel en temps (3.52) & résoudre, et ainsi pour celles du systéme matriciel (3.100)
a inverser & chaque pas de temps. Or la technique de construction adoptée ci-dessus, ol ’accent
est porté sur la vérification des conditions aux limites du probléeme régularisé, ne tient a priori pas
compte des eventuels probléemes de conditionnement du systéme. En particulier, la précédente
construction n’a pas été spécialement mise en oeuvre dans le but de construire une base or-
thogonale, a la différence des bases classiques utilisées dans la littérature, qui possédent toutes
cette propriété d’orthogonalité. I1 est bien entendu possible d’orthogonaliser la base vis-a-vis du
produit scalaire associé & la norme L? du probléme, par des procédures d’orthogonalisation du
type Gram-Schmidt. Mais le fait que les opérateurs linéaires intervenant dans le systéme en cas
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de compression dépendent du temps implique que cette procédure d’orthogonalisation doit étre
répétée a chaque pas de temps, ce qui se révele coliteux. Sans orthogonalisation préalable, la
conséquence est que la matrice (3, intervenant dans le systéme matriciel, se distingue fortement
de la matrice identité. On rappelle que :

B (t) = /(u'j_ + (%?)%L%ez) cut d3X (3.104)

Cependant, on peut procéder & une orthogonalisation approchée de la base de fonctions
choisies, de la facon suivante : soit ﬁ(’f Y = " (t)|p=h, la matrice correspondant & un écoulement
sans compression, pour lequel la course € est nulle. Cette matrice est celle qui apparait notre cas
lorsque I’écoulement considéré se réduit & un écoulement en rotation pure, ou éventuellement
lorsque la course n’est pas nulle mais que le piston repasse par sa position moyenne. Alors pour
tout temps t, on peut effectuer le développement suivant selon les puissances croissantes de € :

BH () = BEY (I3 + 2€ cos wi(By ' Bz)* + O(€?)) (3.105)

avec la notation suivante :

wy [ 5]
& —/uZuZd X (3.106)
Ainsi, au premier ordre en €, on a ’approximation suivante :

Byt B(t) ~ I+ 2ecos wt(By ' Bz) (3.107)

L’idée générale des méthodes de préconditionnement est de multiplier & gauche les deux
membres du systéme d’équations (3.100) par une matrice qui rend le nouveau systéme matriciel
plus simple a résoudre numériquement. On choisit ici justement comme matrice 5, L. Pour des
valeurs relativement petites de la course e, la relation 3.107 montre que la matrice 3, L consitue
donc un bon préconditionnement du systéme matriciel & résoudre. La technique proposée, testée
avec l'algorithme d’inversion Bicgstab, s’est révelée trés performante. Mieux encore, elle est la
seule technique testée assurant en pratique la convergence du schéma d’inversion (voir figure
3.4). En effet, le conditionnement initial du systéme est tel que méme les techniques classiques
les plus performantes, comme le préconditionnement diagonal et surtout SSOR [49], utilisé en
calcul intensif lorsque I’expansion spectrale repose sur une base de fonctions orthogonales. En re-
vanche, la technique proposée permet une convergence d’allure exponentielle, preuve que c’est la
technique & utiliser pour accélerer le calcul. Ceci laisse penser que le mauvais préconditionnement
éventuel introduit par un choix non optimal des fonctions de base, basé uniquement sur le res-
pect des conditions aux limites, peut quand méme étre facilement corrigé par une technique
de préconditionnement bien choisie. En pratique, cette méthode nécessite I'inversion numérique
préalable d’une matrice (ici 8y) qui ne dépend que des valeurs de N et M et du rapport d’as-
pect moyen hg du cylindre. En particulier, la matrice inverse [, L peut étre stockée et réutilisée
lors des variations des parameétres physiques commme ¢, le nombre de Reynolds, ou numériques
comme le critere de convergence de I'inversion, le choix de ’algorithmne d’inversion lui-méme,
etc... La seule contrainte, bien que sévere dans certains cas limites, est que la matrice & inverser
soit tout de méme inversible correctement a la précision machine (ce qui exclut l'existence de
valeurs propres égales ou trop proches de zéro), et que le temps relatif & cette inversion ne soit
pas prohibitif.

3.2.5 Traitement du terme non-linéaire

L’algorithme présenté, ainsi que les méthodes de type Galerkin de facon générale, s’adapte
trés bien a un systéme d’équations aux dérivées partielles linéaires. Cependant la présence dans
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Fic. 3.4 — Comparaison des temps de convergence sans préconditionnement, avec
préconditionnement SSOR et avec la technique proposée, pour une inversion du systeme complet
a laide du schéma Bicgstab (322 modes, hg = 1.18, ¢ = 10%) A partir d’'une méme condition
initiale.

les équations de Navier-Stokes du terme convectif, quadratique vis-a-vis du champ de vitesses,
rend le probleme plus délicat. On a vu que le terme non linéaire prend la forme suivante :

NLF = / W - (V- Vut)d*X (3.108)

ou les composantes de Vu# s’expriment en coordonnées cylindriques avec 'hypothése d’axi-
symétrie :

ur __up Ouy
881" T gZ
— oug Ur  OUp
Vu = e (3.109)
Quz o Ouz
or o7z

La premiere idée pour ’évaluation de ce terme est de procéder comme pour les termes
linéaires, & savoir utiliser ’expansion spectrale (3.76)de V et W :

NIF = / (—%W0 +) Aw) - [(—%V0 + ) A - (Vub)dPX (3.110)
v A

Ici, Wy et w” sont les notations correspondant aux extensions naturelles des champs V| et
u”, la composante axiale étant multipliée par le facteur temporel (%’?)2 Apres développement,

le terme non linéaire prend la forme suivante :
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NIF = (B2 Wy - (Vo - Vul)d3X

(=)D, 4 [ Wy - (ud - Vur)d3X
(3.111)
+ZUA”fw" - (Vo - Vu“)d3X)

+30, 3 AVAN [wY - (u - VuH)dX

Il est possible de pousser le développement plus loin, de la méme maniére que pour les
termes linéaires, en décomposant composante par composante le produit W - (V - Vut), et
d’écrire NL* comme une somme d’intégrales indépendantes du temps pondérées par des fac-
teurs qui eux sont fonctions uniquement de ¢. Cela aboutit & une série de coefficients spectraux
supplémentaires & calculer. Le systéme différentiel prend au final la forme d’une équation de
Riccati matricielle. Cependant, en pratique, cette technique pose un sérieux probléme de temps
de calcul. En effet, le caractére quadratique du terme non linéaire introduit des doubles produits
du type X**A¥ AX, Pour p fixé, ce produit requiert O(N*) opérations. Sans compter le calcul
préalable des coefficients, la complexité du calcul de NL évolue donc comme O(NY), alors que
celle des termes linéaires comme des termes de forcage ne dépasse pas O(N*). Cette approche,
bien qu’élégante puisqu’elle permet d’effectuer l'intégralité des opérations dans ’espace défini
par les fonctions de bases, est donc & proscrire compte tenu des limitations des moyens de calcul.

D’un point de vue pratique, le choix des fonctions de base a été effectué pour permettre un
calcul efficace a I'aide d’une discretisation non cofiteuse, ainsi ce ne sont pas vraiment les esti-
mations asymptotiques pour N grand qui sont pertinentes mais bel et bien les temps de calcul
relatifs & chaque méthode. Cependant ceux-ci confirment I'idée que le terme non linéaire doit
étre evalué hors de l'espace spectral. En fait, ce probleme est fondamental dans les méthodes
de Galerkin appliquées aux e.d.p. non linéaires. C’est ce qui a empeché la simulation numérique
directe de se développer en mécanique des fluides, avant l'introduction au début des années
70 par Orszag des méthodes dites pseudo-spectrales. Dans cette classe de méthodes, lorsque le
champ de vitesses peut étre décomposé sur une base de fonctions trigonométriques de Fourier, le
terme non linéaire est calculé a chaque pas de temps dans I’espace physique. Les passages d’'un
espace & l'autre sont efectués par des transformées de Fourier rapides permettant de réduire de
facon importante la complexité du calcul.

Cette méthode peut méme étre étendue a d’autres fonctions de base & condition qu’une trans-
formée rapide existe également, c’est le cas des polynémes de Chebyshev qui dérivent facilement
des fonctions trigonométriques a ’aide d’un changement de variables. Cependant une telle tech-
nique n’est a priori généralisable au cas étudié que dans le cas spécial h=0 (Pour lequel I’'emploi
des techniques de Galerkin avec des bases bien plus communes sont préférables). En effet, d’une
part la base fonctionnelle choisie ne se préte pas, par la présence des préfacteurs polynomiaux,
a des transformations de type FFT. D’autre part, et c’est 14 'argument limitant, pour h #0,
la présence du champ singulier empéche 1'utilisation de transformées rapides puisque le champ
singulier n’est pas assez régulier pour étre développé de fagon économique sur une base de fonc-
tions trigonométriques. Un grand nombre de fonctions de base serait nécessaire en pratique pour
obtenir une évaluation satisafaisante du terme non linéaire, ce qui ne justifierait plus I'effort fait
dans la construction de la base.
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La technique retenue dans cette étude est plus directe et s’est révelée d’une efficacité satisfai-
sante, du moins avec la discrétisation spectrale choisie : il s’agit d’évaluer directement N L*(t)
dans l’espace physique, en calculant explicitement l'intégrale de W - (V' - Vu#)sur un maillage
discret du domaine fixe. Le maillage est raffiné (voir la sous-section suivante) prés des parois pour
augmenter la précision de ’'intégration dans les zones de paroi ou V,Vy, W, ainsi que la matrice
Vu* de base présentent de fortes variations spatiales. La complexité du calcul dépend de la
discrétisation adoptée, mais elle est globalement de O(N*) par pas de temps, en admettant que
le calcul numérique de N L*, pour une précision fixée et pour p donné, évolue comme O(N?) si
O(N) sont nécessaires dans chaque direction. Notons qu’aucun phénomeéne d’aliasing n’a été mis
en évidence [35] [39], et donc qu’aucune technique de desaliasing, comme la régle classique des
% n’a di étre employée. Ici, comme pour le calcul des coefficients spectraux relatifs au forgage,
la présence du champ singulier rend nécessaire 'utilisation d'un algorithme d’intégration 2D
précis, qui est detaillé dans la prochaine section.

3.2.6 Calcul des coefficients, intégration spatiale

Tous les intégrandes contenus dans les coefficients & double indice (de type M*) sont des
produits de polynoémes en r et Z, ils sont donc explicitables et leurs intégrales sont, en théorie,
calculables par voie analytique, a condition qu’on puisse écrire ces fonctions polynomiales sous
leur forme développée (ag + a1 + ... + ant™¥) (b + b1 Z + ... + byr ZM). Cependant, méme avec
les logiciels de calcul symbolique performants comme Maple, la lourdeur du développement
polynomial, pour des modes d’ordre elevé, peut rendre prohibitif le colit du calcul, sachant
qu'un grand nombre de coefficients (O(N?)) est nécessaire & un calcul complet. Pour cette
raison, on choisit de calculer ces intégrales a 1’aide d’un algorithme numeérique. 1l s’agit donc
d’une évaluation approximative, dont I'erreur est controlée par les paramétres numériques alors
que l'approche formelle permet en principe une évaluation exacte des intégrales. Le choix d’un
algorithme d’ordre élevé permet cependant d’obtenir une précision excellente sans utiliser une
discrétisation spatiale trop cotiteuse. En exploitant la construction des fonctions de base sous
forme séparée, on peut de plus alléger le calcul en se ramenant a de simples intégrales 1D, par
utilisation du théoréme de Fubini, Par exemple dans le cas du terme ﬁgy, avec u = (n,m) et
v = (n/,m’'), cette simplication donne :

' ho

1
v = [ @ g2 X =l | airan([ wpaigiaz) (1)
r=0 Z=0

Ainsi seulement un nombre O(2N?) d’intégrales 1D sont nécessaires pour ce type de coeffi-
cients.

De plus, les autres coefficients a indice simple, comme ceux intervenant dans les termes de
forgage sont de la forme [ Vj-u*, et font donc intervenir le champ singulier Vj, qui posséde, par
construction, une forme analytique non séparable. Toute forme d’intégration symbolique de ces
coefficients est donc exclue. En pratique, une intégration numérique 2D s’impose. Notons que
le champ singulier, malgré son caractére singulier, est intégrable; son intégration numérique ne
pose donc pas de problemes majeurs.

L’algorithme d’intégration 2D choisi doit également étre utilisé pour évaluer le terme non
linéaire (3.110)qui est présent dans le systéme sous la forme d’une intégrale NL#. Contraire-
ment au calcul des coefficients qui n’est qu’un calcul préalable et ne doit étre effectué qu’une
fois, suivi d’un stockage des coefficients, le calcul du terme non linéaire nécessite 1’évaluation
numérique de O(N?) intégrales 2D par pas de temps, ce qui nécessite une méthode précise pour
éviter que l'erreur commise s’amplifie lors de I'incrémentation en temps. Le probléme est d’autant
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plus exigeant qu’'un grand nombre de simulations doivent étre effectuées sur un grand nombre
de cycles de compression. Ce sont finalement les performances de l'algorithme d’intégration pour
le calcul du terme non linéaire qui gouvernent, a précision équivalente, le temps de calcul total
d’une simulation.

Ainsi, des algorithmes efficaces d’intégration numérique 1D et 2D doivent étre utilisés, avec
I’avantage important que les coefficients calculés pour un rapport d’aspect hg donné peuvent
étre stockés et réutilisés lors de calculs avec des parameétres différents.

3.2.6.1 Algorithme d’intégration de Romberg 1D

Soit N un entier, on note h = (b — a)/n. Soit également f une fonction scalaire ou vectorielle
f définie sur un intervalle [a,b]. L’intégrale de f sur [a,b] approchée par la méthode classique des
trapezes, notée T'1¢(h), s'écrit, selon [50] :

N-1 N-1

T1,(h) = Z(f(“+kh)+f2(“+(k+ Fla+ kh) h+(w)h (3.113)
k=0 k=1

L’intégrale approchée de f par l'algorithme de Romberg [50], notée R1(h), consiste en une
somme pondérée de deux intégrales, approchées suivant la méthode des trapézes, calculées pour
deux discrétisations différentes :

Ris(h) = %(4T1 £(2h) — T14(h)) (3.114)

3.2.6.2 Généralisation 2D de 1’algorithme de Romberg

Cet algorithme se généralise sans peine & une fonction scalaire ou vectorielle F' définie sur un
domaine n-dimensionnel de la forme [a1,b;] X ...[a, b,]. Par exemple, dans notre cas, n=3. Ce-
pendant, la propriété d’axisymétrie des champs considérés nous permet de calculer les intégrales
sur un domaine bidimensionnel, grace a la relation :

/F(T,Q, Z) rdrd6dZ = 27r/ / F(r,0 =0, Z)rdr dZ (3.115)

Le changement de variables supplémentaire S = 7o Permet de ramener le quadrant
d’intégration au domaine de référence [0 : 1] x [—1 : 1], qui présente l’avantage de ne plus
dépendre de la valeur de hg. L’intégrale & calculer se réduit donc & :

S 27 —hg
[-

1+8
/F(r,&, Z) rdrdfdZ = 7Th0/ / =0, ho( —; ))rdrdS (3.116)
=1
Soient N et No deux entiers. Par analogie avec le cas 1D, on pose :

hl = (b1 — al)/Nl h2 = (bg — 0,2)/N2 (3.117)

L’intégrale double approchée selon la méthode des trapézes en deux dimensions, notée 125 (h1, h2),
s’écrit :
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T2 (hy, ho) = haho[3 g5 SR Fay + Kby, ag + kahs)
+ (SN (F (a1, a + koha) + F (b1, a2 + kahs))

(3.118)
+ YN (Far + kb, a2) + Flar + ki), b))

+3(F(a1,a2) + F(a1,b2) + F(b1,a2) + F(by, b2))]

L’intégrale approchée selon la méthode de Romberg, notée R2f(h1,hs), est aussi calculée
comme une somme pondérée de deux intégrales calculées selon la méthode des trapézes :

1
R2p(h1, hy) = < (4725 (2h1, 2h2) = TLp(ha, h2)) (3.119)

La méthode choisie est d’ordre 2 en espace, et repose sur le choix d’une discrétisation ho-
mogene. Le meilleur moyen d’accélerer la convergence de ’'intégration numérique est d’appliquer
aux intégrandes un changement de variable qui a pour effet de raffiner le maillage pres des bords
du domaine (voir figure 3.5).

eta

2

F1c. 3.5 — Changement de variables (r,8) — (£,7)

L’idée est spécialement intéressante car les polynémes de Tchebyshev d’ordre elevé utilisés
dans la construction des fonctions de base u* présentent des variations rapides au voisinage de
la frontiére du domaine. Le changement de variable adopté, spécialement adapté aux propriétés
trigonométriques des polyndémes de Tchebychev, est le suivant :

r=cos&; €€ 0, g] (3.120)
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S =cosn; n€[0,n] (3.121)

Les dérivées sont exprimées par rapport aux nouvelles variables griace aux formules de dérivation
composée classiques :

0 1 0
= SE o (3.122)
0 _ 20 (3.123)

0z _hosinna_n

Finalement, si pour une fonction F(r, Z) on note F(¢,n) = F(cosé, ’12—0(1 + cosn)), alors le
calcul des intégrales dans les nouvelles coordonnées se fait de la fagon suivante :

T /2
/F(r, Z)d*X = 7rh0/ F(&,m)siné cos€ sinn dédn (3.124)
n=0 J£¢=0

Cette fois-ci, le nouvel intégrande F (&, n)sin¢ cos € sinn est évalué sur un maillage cartésien
régulier & l'intérieur du domaine rectangulaire paramétré par (£,7);¢ € [0; §];n € [0; 7]

Finalement les algorithmes ont été testés et utilisés avec les fonctions de base choisies pour
I'implémentation des coefficients, préalable a toute simulation.

3.2.6.3 Critére pratique de convergence

Pour N = M = 32, un maillage 2D constitué de 1002 noeuds (avec raffinement prés des
parois) s’est révélé suffisant pour ne plus observer de différence graphique dans les simulations
pour le calcul de NL* & chaque pas de temps. Afin de s’assurer qu’aucune erreur d’intégration
ne se manifeste par cumulation de petites imprécisions lors de simulations instationnaires sur
temps long, un maillage de 4002 noeuds a été utilisé lors du calcul préalable des coefficients.

3.3 Application au calcul d’un écoulement en compression

Outre les cas d’écoulement en rotation pure (sans mouvement du piston), dont les résultats
sont détaillés dans le chapitre suivant, la validité du code de calcul numérique développé a été
testée dans une configuration avec compression. Le cas test présenté provient de simulations
laminaires réalisées dans le cadre du projet Joule III [51], une collaboration europeénne dont le
but initial est la comparaison de codes de calcul et de modeles de fermeture pour la simulation
d’écoulements turbulents dans des chambres de combustion. Si I’écoulement simulé n’est pas
soumis & la rotation, il est en revanche soumis & une forte compression, ce qui en fait un cas de
référence fiable pour tester la pertinence de la méthode de soustraction des singularités proposée.
Le fort taux de compression impose ici la prise en compte de la variation de viscosité avec la
masse volumique, modélisée dans tous les cas par la loi de Sutherland. Les caractéristiques de
I’écoulement sont les suivantes :

- a=0.0375m

~ Wpiston, = 0.25 571

-e= 4 )

- Re;%?on(t =0) = 5;:7:;;@ _ 50
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La compression s’effectue également selon une loi sinusoidale, sur un demi-cycle de com-
pression seulement. Aucune donnée de réference n’est disponible en revanche pour la phase de
détente dans des conditions analogues a celles du code de calcul réalisé. L’écoulement évolue
4 un nombre de Reynolds modéré (ce nombre est basé ici sur la vitesse du piston puisque le
Reynolds basé sur la vitesse de rotation n’a plus de sens).

Les différentes méthodes de calcul utilisées dans le cadre du projet Joule III sont essentielle-
ment des schémas de volumes finis avec un schéma d’ordre 2 en temps. Aucun traitement des
singularités n’est appliqué, les discontinuités étant régularisées par le pas en espace. Par rapport
a la méthode employée dans cette étude, ou les équations sont toutes ramenées au domaine
de référence €2, les autres méthodes utilisent un maillage mobile, o la valeur du champ des
vitesses est interpolée & chaque pas de temps aux noeuds du nouveau maillage.

La discrétisation employée dans le cadre du projet est dans tous les cas N, = 128, N, = 50,
Ny = 8. Il s’agit donc de codes non axisymétriques. Cependant, 'utilisation dans notre cas d’un
code axisymétrique reste justifiée, puisque tous les participants au projet Joule IIT mentionnent
laxisymétrie de leurs résultats (sans doute forcée par la faible résolution azimuthale utilisée).

L’allure générale de I’écoulement est celle d’'un écoulement axial auquel se superpose une
boucle de recirculation d’intensité importante dans ’ensemble du domaine. La viscosité est trop
importante dans le cas étudié pour permettre ’existence de zones de décollement pres des parois,
ainsi que la création de plus petites échelles a ’'intérieur méme de 1’écoulement.

Les profils de vitesse V,.(Z) et V,(r) ont été comparés aux différentes prédictions réalisées par
les différents participants du projet, a différents instants de la phase de compression, correspon-
dant respectivement & wpy;stont = 7, %’T et 5. Les calculs reproduits ici, représentés en variables
dimensionnelles, sont annotés de la fagon suivante :

SJ-LSA : Calculs de Suad Jarkirli¢ au Lehrstuhl fiir Stromungsmechanik und Aerodynamik
de Darmstadt

— SJ-LSTM : Calculs de Suad Jakirli¢ au Lehrstuhl fiir Stromungsmechanik de Erlangen

— TH-TU Delft : Calculs de Ibrahim Hadzi¢ a la Delft University of Technology

HP-LSTM : Calculs de Henri Pascal au Lehrstuhl fiir Stromungsmechanik de Erlangen
BB-AVL : Code industriel Fire utilisé par le groupe PSA.

Les profils de vitesse obtenus avec le code réalisé sont comparables en allure et en ordre de
grandeur avec les profils de référence et I’accord général semble bon (voir figures 3.6, 3.7, 3.8,
3.9, 3.10 et 3.11, . Un pas de temps §t = ﬁ, associé & une discrétisation spectrale de seulement
162 fonctions de base, s’est révélé suffisant pour obtenir une convergence numérique pertinente.
La technique de préconditionnement utilisée s’est montrée trés robuste (pas plus de 5 itérations
de l'algorithme Bicgstab par pas de temps), malgré la course importante du piston. Cependant,
la grande disparité des résultats obtenus au sein méme du groupe de travail Joule III ne permet
pas de conclure quant & la précision des résultats. Au mieux, on peut indiquer que les résultats
obtenus avec le code réalisé sont légérement plus proches des résultats cités par H. Pascal au
LSTM de Erlangen, et dans une autre mesure de ceux obtenus par I. Hadzi¢ & Delft, avec une
erreur de I’ordre de quelques %.
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Fi1a. 3.12 — Semi-coupe méridienne du champ de vitesses réel associé a I’écoulement laminaire
dans les conditions du projet Joule III. L’axe du cylindre est sur la gauche, les champs corres-
pondent de gauche a droite aux valeurs de wyistont = §, 7, 2?”, 5. Le cadre correspond a la
hauteur initiale du piston.

La représentation graphique du champ de vitesse sur la figure 3.12 permet de mettre en
évidence le role de la singularité dans I’écoulement : la discontinuité de la vitesse axiale proche
du coin du piston joue le role d’une source instationnaire de vorticité azimuthale. Si ’allure
de T’écoulement est globalement un mouvement d’oscillation de la vitesse axiale qui suit la
dynamique du piston, la source de vorticité produit une boucle de recirculation secondaire torique
superposée a I’écoulement axial. On note également la présence de couches limites sur les parois
latérales dont la taille n’est pas négligeable vue la forte viscosité du fluide. Le nombre de Reynolds
utilisé dans cette simulation est suffisamment bas pour que I’écoulement secondaire induit par
la singularité soit d’intensité quasi-équivalente & celle de I’écoulement non visqueux associé. En
revanche, 'influence de la singularité proche de la culasse, également prise en compte lors de
la construction du champ singulier puisqu’elle se manifeste par une discontinuité de la dérivée
BBLZZ| z=0, reste essentiellement locale.

71



3.4 Extension a des problemes plus généraux

Notons que cette méthode de Galerkin, ainsi que la technique de préconditionnement adoptée,
peuvent étre généralisées simplement a tous les systémes différentiels d’évolution ou les opérateurs
sont eux-mémes instationnaires. De la méme fagon, la méthode proposée est également perti-
nente pour un systeme d’évolution dans un domaine qui évolue de fagon périodique au cours du
temps : le changement de variables qui permet de se ramener & un domaine fixe induit dans les
opérateurs différentiels une nouvelle dépendance temporelle, qui se traduit, lors de la résolution
par une méthode spectrale, par un opérateur matriciel instationnaire. L’idée de préconditionner
le systéme matriciel par la valeur temporelle moyenne des opérateurs en jeu se révéle étre une
technique performante lorsque la déformation du domaine est asymptotiquement petite. Notons
de fagon formelle le systéme différentiel initial (équivalent des équations de Navier-Stokes), dans
un domaine déformable .(t), ou € est un parametre quantifant la déformation du domaine :

0p(x,t 0
WD) _ (2 g, 0) + gl 1), 2 € (1) (3125
Introduisons un changement de variables qui raméne le domaine instationnaire Q¢(¢) & un
domaine de référence, fixe dans le temps €y, correspondant & Q¢(t) pour e =0 :

Qe(t) = Qo (3.126)
z— X (3.127)

Dans un souci de généralité, le domaine (2, s’il n’est pas directement adapté a une méthode
de type Galerkin, peut toujours étre ramené & un domaine plus simple par une transformation
conforme ou étre décomposé en sous-domaines adaptés (Canuto). Le systéme se réecrit main-
tenant par rapport aux nouvelles variables sous la forme générique suivante, avec la notation

(X, t) = ¢(x,t) :

% = P (X, 0),0) 4 Gu(X,1), X € O (3.128)
Ici, E.(®(X,t),t) représente le nouveau champ physique dont 1’évolution est régie par ’équation
précédente. Dans notre probléme, il correspond a ’expression de W en fonction de V', puisque
c’est V' qui est choisi comme champ principal & cause de sa propriété de divergence nulle, alors
que seule la quantité W peut étre régie par une équation sous la forme standard précédente.
On peut noter au passage que F._g = Id. Discrétisons le systéme obtenu selon un schéma de

Galerkin sur une base de fonctions (u*), :
(X, t) =) AF(t)uH(X) (3.129)
"
Le systéme d’EDPs obtenu par projection spectrale est de la forme :

d < Ec(>_, At (t)ut,t),u” > 0
— W bV v
7 =< FG(aX’ Eﬂ AP (t)ut  u”) > + < Ge,u” > (3.130)

Les éventuelles singularités du champ peuvent étre retranchées selon la méthode utilisée dans
cette étude, et leurs contributions respectives peuvent alors étre inclues dans le terme de forgage
Ge. Le systéme d’é.d.p. prend donc la forme symbolique :

dp(t) At)

S = LA + ge(A®), ) (3.131)

L’application d’un schéma en temps (ici un Schéma d’Euler pour la clareté de ’exposé, sans
aucune restriction sur la généralité de la méthode) ameéne alors au systéme linéaire suivant :
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(BTt — yALL"TY AT = (B2 4 (1 — ) AtLT) A" + g7 (3.132)

A

Sous réserve d’existence, I'application & gauche de l'opérateur inverse [, L ol By est la
moyenne temporelle de 'opérateur instationnaire S¢(t) périodique en temps, se rameéne & la
technique de préconditionnement proposée :

[(B0)™ (B! — y LI AT = (B0) 7 (B2 + (1 — DALY A™ + (Bo) ™' (3.133)

~~ ~"

preconditionnement second membre

Néanmoins, il faut garder & l'esprit que si la recherche d’une base “optimale”, sur laquelle
le développement de Galerkin sera toujours le plus économique dans toutes les gammes de pa-
rametres, reste un enjeu intéressant pour les numeériciens, une base est suffisamment adaptée au
probléme posé dés que la convergence est assurée dans des temps corrects & I'aide du matériel
informatique & disposition. Un grand nombre de bases admissibles peuvent étre proposées pour
le présent probléme, et il est certain que beaucoup de bases citées dans la littérature permettent
d’obtenir des résultats complétement équivalents. I1 est cependant intéressant de constater que,
moyennant une technique de préconditionnement efficace et une normalisation adéquate, 1’uti-
lisation d’une base de fonctions non orthogonale reste envisageable. Ceci permet de construire
une base modale sur des critéres autres que ceux mis en avant dans la plupart des manuels,
comme la structure spatiale ou le respect des conditions aux limites.
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Chapitre 4

Dynamique des modes inertiels dans
un cylindre tournant

Dans ce chapitre, on s’intéresse essentiellement & I’étude numérique de la dynamique modale
de ’écoulement dans un cylindre en rotation uniforme autour de son axe, selon l'algorithme
présenté dans le chapitre précédent. Cependant, 4 la différence du reste de cette thése, on se
focalise sur le cas particulier sans compression, c’est-a-dire lorsque le piston n’est pas mis en
mouvement (h = hg).

4.1 Modes de Kelvin visqueux

Les quantités appelées “modes de Kelvin” sont stricto senso les solutions complexes harmo-
niques correspondant aux équations d’Euler en repére tournant, linéarisées autour de I’état de
rotation en bloc, avec adjonction de conditions de glissement sur les parois du cylindre. Elles ont
été determinées analytiquement par Lord Kelvin en 1880 [1]. Ce calcul, bien que novateur & son
époque puisqu’il préfigurait nombre d’approches spectrales en physique, ignore tout phénoméne
de dissipation visqueuse et prédit donc au sein d’un fluide tournant I’existence et surtout la
persistance temporelle de structures tourbillonnaires oscillantes. L’expérience prouve cependant
que ces structures se dissipent au bout d’un temps certain, et que ce temps caractéristique de
déclin est plus court que le temps caractéristique associé aux phénomenes de diffusion visqueuse
de quantité de mouvement (inversement proportionnel au coefficient de viscosité cinématique du
fluide). La caractérisation de ce phénomeéne de dissipation doit donc étre basée sur la résolution
du probléme visqueux associé, qui est une généralisation du probléme 2.32 en présence de vis-
cosité.

La prise en compte des phénomeénes de viscosité newtonienne étant incompatibles avec les
conditions de glissement du probleme 2.32, celles-ci doivent étre remplacées, selon la procédure
classique, par des conditions d’adhérence aux parois du cylindre. On cherche des solutions au
probléme visqueux linéarisé sous la forme (U(z)e’’, P(x)e?)). Le probléeme se raméne i la
résolution du systéme (4.1), ol o représente une valeur propre complexe de opérateur linéarisé :

1

oU +e. xU+VP =5 AU (4.1)
V-U=0 (4.2)
U=0(r=1, Z=0,h) (4.3)

La prise en compte rigoureuse de ce phénoméne supplémentaire complique le probleme ana-
lytique de sorte qu’aucune solution globale n’a été découverte jusqu’a présent. Ces solutions
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(U, P)), que nous appelerons par extension modes de Kelvin visqueuz ou bien encore tout sim-
plement modes inertiels, sont donc décrits dans la littérature comme ayant, pour Re > 1, le
méme comportement que les modes non-visqueux loin des parois, ainsi qu'un comportement
proche paroi semblable & celui des couches d’Ekman dans le cas de semi-plans infinis, selon la
technique de séparation d’échelles utlisée par Greenspan [5]. Les diffférents comportements sont
reliés par des procédures de raccordement approximatives, ce qui a entre autres pour effet de
fausser la contribution de la viscosité dans les zones de coin. Les singularités géométriques des
zones de coin peuvent pourtant induire & leur tour des comportements singuliers, comme en
témoignent les couches de cisaillement internes mises en évidence expérimentalent par McEwan.
De plus la connaissance précise de 1’écoulement dans la totalité des zones de proche paroi est
nécéssaire a la determination précise des taux de déclin modaux, puisque ce sont précisément
des zones ou les forts gradients assurent une part a priori importante de la dissipation visqueuse
de la quantité de mouvement. De plus, dans une perspective d’étude d’une éventuelle croissance
de ces modes par un mécanisme destabilisateur, la connaissance de ces taux de déclin, liés a
la viscosité en tant que phénomeéne au contraire stabilisant et s’opposant & la croissance, est
cruciale, en particulier dans la détermination des seuils marginaux d’instabilité.

4.2 Caractere conservatif du schéma spectral

Si les propriétés naturelles des opérateurs de diffusion, associés a la valeur strictement positive
des coeflicients de viscosité, permettent le déclin des petites perturbations incompressibles par
rapport a I’écoulement de rotation en bloc, il est utile de remarquer qu’il en est tout aussi vrai
dans le cas de perturbations non nécessairement petites. Ceci est 1ié au caracteére énergétiquement
stable de I’écoulement de rotation en bloc (qui est donc I’écoulement nul dans le repére tournant).
On considére ’équation adimensionnelle de ces perturbations en formulation vitesse-pression :

ou

1
E—F(U-V)U——VH—{—EAu—ezxu (4.4)

Compte tenu des conditions aux limites et du fait que la force de Coriolis ne travaille pas, il
en découle le bilan énergétique qui traduit la propriété de stabilité énergétique [37] :

1d 1
§£/|u|2d3x: —E/HVuHQd?‘x (4.5)

Du point de vue numérique, il est important que le schéma en espace choisi respecte cette
propriété, et donc qu’un bilan énergétique analogue soit vérifié dans chacune des directions sur
laquelle la solution doit étre projetée. On rappelle que le schéma proposé, avec technique de
soustraction de la singularité, se réduit & un schéma spectral de type Galerkin classique associé
a des conditions aux limites nulles aux parois dans le repére tournant.

Le développement du champ de vitesse selon les fonctions de base u*(x) se raméme & un
systéme différentiel infini sur les amplitudes A(t), de la forme :

dAY 1
DB =D (DO A+ Y G A AN (4.6)

v v VA

Dans cette expression, on utilise les définitions suivantes :
B = / uh - u’dx (4.7)

CH = — /(ez x u’) - utdz (4.8)
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DM — /u" AUt = — /(V'u,” : Vul)dPx (4.9)

GHA = /u” - (ur - Vut)dz (4.10)

Les matrices D et § sont symétriques et sont respectivement définie négative et définie po-
sitive. alors que C est anti-symétrique. De plus, G vérifie une propriété d’antisymétrie sous la
forme GF*A = —GVHA,

On peut réecrire cette méme équation en intervertissant les roles de u et de v. En effectuant
la demi-somme des deux equations obtenues, pondérées respectivement par A*(t) et A¥(¢), on
peut dériver un bilan d’énergie, en utilisant les propriétés des opérateurs 3, C, D et G :

1 d 1

= —(AFBH AY) = — AFDH AY 4.11

330 STy = = 3 ) (a.11)
177% wy

ce qui correspond & la relation (4.5) exprimée en fonction des amplitudes spectrales.

A ce stade on introduit une troncature spectrale sous la forme :

N,M
Uvu(z,t)= Y A" ()" (z) (4.12)

n,m=0
A Taide d’un raisonnement analogue & celui que 'on vient de voir, on retrouve alors la
condition énergétique (4.5) portant ici sur le champ tronqué, quelque soit l'ordre de troncature :

- d3r = —— vU d 4.1
2dt/|UN,M| T T I ~N,Mm||[“d’ (4.13)

Ainsi le schéma, adopté est totalement conservatif en espace. On notera cependant que :

— cette propriété se généralise a toutes les géométries ainsi qu’a toutes les bases de fonctions
incompressibles répondant au probléme.

— en revanche, rien n’assure la conservativité du schéma en temps. Une simulation avec avan-
cement discret en temps et évaluation numérique du termes non linéaires, introduit donc
des erreurs qui sont, avec les schémas en temps employés, de type dissipatif.

— de la méme fagon, dans la limite des grands systémes linéaires, 'inversion matricielle &
réaliser dans le cas d’une itération en temps ou d’une résolution du probléme aux va-
leurs propres peut induire des erreurs d’arrondi susceptibles de dégrader la propriétés de
conservativité du schéma spectral.

4.3 Spectre de ’opérateur linéarisé

4.3.1 Détermination numérique du spectre

Les modes propres complexes du systéme sont par définition les solutions harmoniques du
probléme a résoudre, une fois linéarisé autour de I’état correspondant a u(x,t) = 0 et II(x,t) =
cste. Notons ¢ une valeur propre complexe du systéme. Si on suppose pour ce mode une phase
initiale coincidant avec t = 0, alors le champ de vitesse associé s’écrit de facon harmonique :

u(z,t) = U(z)e™ (4.14)

Avec cette définition on remarque que :
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— la partie réelle de o représente le taux de croissance adimensionnel du mode propre (qui
est négatif s’il s’agit d’un cas de déclin)

— la partie imaginaire représente la pulsation adimensionnelle du mode propre

— U décrit la structure spatiale du champ de vitesse associé au mode propre. Notons que ces
fonctions forment une base non orthogonale, & la différence des modes de Kelvin [28].

Ainsi, projetée sur la base spectrale, ’équation linéarisée des amplitudes modales s’écrit :
1
AV = CH + —DH)AY 4.15
o AT =3O + 7 D) (4.15)

Les valeurs propres du systéme continu peuvent donc étre approchées par celles de I’opérateur
matriciel 8 1(C+ D), de taille (N +1)(M +1). De méme, soit A un vecteur propre associé i ce
méme opérateur matriciel et & la valeur propre o, alors on peut reconstruire une approximation
du mode propre U (x) par la formule :

N,M
U(x) =~ Z AV ™M™ () (4.16)
n,m=0
Il est entendu, par la convention habituelle, que les grandeurs physiques associées corres-
pondent aux parties réelles des champs calculés, selon la formule u(z,t) = R(aU(x)e’?), ou a
est un coefficient complexe représentant 'amplitude du mode et sa phase.

Remarquons qu’en multipliant I’équation (4.15) par le conjugué hermitien de A, noté A% il
vient

oAHﬂA::AHCA%—égAHDA (4.17)

Les propriétés des opérateurs 3, D et C font que les termes A¥ A et A” DA sont réels alors
que A" C A est imaginaire pure. On peut donc évaluer les parties réelle et imaginaire de o par
les formules :

1 AFDA
W)= Reampa (4.18)
AHCA

Or lexpansion spectrale u = ) 4 Atyu? permet d’écrire :

ARCA = — Z/A“*A”(ez x u’) - ubddz = —/(ez X u)-utdz
1oV

AR CA| < /|(ez «u) - ulds < /|u|2d3:1: — ATBA
Ce qui implique |¥(o)| < 1.
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De méme, on a :

AEDA = — Z/A“*A”Au” w3 = — / Vu: Vu*dz
BV

ce qui implique R(o) < 0.

On peut d’ores et déja résumer certaines caractéristiques du spectre recherché, concernant
autant le spectre du probleme continu que celui du probléme tronqué :

— Si o est valeur propre, alors son conjugué ¢* l'est également, le spectre admet donc ’axe
réel comme axe de symétrie.

— En ’absence de rotation, le probleme associé n’admet donc que des valeurs propres réelles
négatives, alors que pour Re — 00, il n’admet que des valeurs propres concentrées autour
de I'axe imaginaire. Ainsi, c’est la force de Coriolis qui est responsable du caractére oscil-
lant des solutions, alors que c’est 'opérateur de diffusion qui est responsable de leur déclin
temporel.

— Le schéma spectral tronqué conserve la propriété du systéme continu, propre a la fois aux
modes propres visqueux et non visqueux, de ne posséder que des pulsations adimension-
nelles inférieures a 1 [5].

La méthode numérique choisie pour résoudre le probleme matriciel est classique pour des ma-
trices ne possédant pas de symétrie particuliere. Il s’agit de réduire la matrice dont on cherche
a extraire le spectre en la matrice de Hessenberg supérérieure qui lui est orthogonalement sem-
blable et qui posseéde le méme spectre. Enfin, il s’agit d’appliquer & cette nouvelle matrice
I’algorithme Hessenberg QR de recherche de valeurs propres. Les vecteurs propres associés sont
ensuite calculés par résolution du systeme matriciel associé a chaque valeur propre du spectre
déterminé précedemment.

4.3.2 Allure graphique des spectres

Les spectres de 'opérateur linéarisé sont représentés sur les figures 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 et4.6
pour différentes valeurs croissantes du nombre de Reynolds, correspondant toutes & un méme
rapport d’aspect hg = 1.35045. La partie réelle est présentée en valeur absolue. La représentation
logarithmique de l'axe des abscisses est utilisée car elle permet une visualisation plus aisée
de la structure du spectre autour de 'axe imaginaire. Les calculs ont été faits, sauf mention
contraire, avec une discrétisation spectrale de N=M=32, ainsi au plus (32 + 1)2 = 1089 valeurs
propres sont représentées, alors que le spectre continu posséde une infinité dénombrable de
valeurs singuliéres. Une remarque valable quelque soit la valeur du nombre de Reynolds est que
les valeurs propres possedent toutes une partie réelle négative, ainsi qu’une partie imaginaire
inférieure & 1 en valeur absolue, conformément aux propriétés des opérateurs de rotation et de
diffusion. De plus, les spectres calculés par 1'algorithme possédent effectivement 1’axe réel comme
axe de symétrie. On constate qu’aux nombres de Reynolds proches de I'unité, les valeurs propres
se concentrent sur I’axe réel. Lorsque Re augmente, le spectre tend & se structurer autour de
I’axe imaginaire, la repartition des modes & partie imaginaire nulle étant plus irréguliere, ce
qui illustre la contribution croissante des effets de rotation par rapport aux effets de diffusion.
Pour les valeurs de Re tres supérieures & l'unité, & partir de Re = 100, la repartition des
valeurs singulieres prend la forme d’une fourche tournée vers les réels négatifs, les valeurs propres
proches de I’axe imaginaires présentant des taux de déclin légerement plus grands en valeurs
absolue. Une description plus fine met en évidence des bandes de valeurs propres, d’autant plus

78



reserrées que Re est grand, dont ’accumulation dessine le motif général du spectre. La répartition
spectrale théorique correspondant au cas limite des modes de Kelvin (Re — oo avec conditions
de glisssement) est une distribution dense de valeurs propres sur le segment imaginaire [—i, ],
toutes les parties réelles étant nulles puisque les effets de diffusion sont négligés.
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4.3.3 Probléme de la classification en familles de modes axisymétriques

On souhaite ici pouvoir établir une classification des modes propres visqueux axisymétriques
du systéme en rotation. Une méthode simple de classification des modes non visqueux existe
déja. L’idée est d’identifier la structure d’un mode propre visqueux avec celle du mode propre
non visqueux associé en utilisant les propriétés de continuité des valeurs propres en fonction du
parametre Re.

Pour les modes de Kelvin issus du probléme non visqueuz, il est possible de procéder & une
classification simple en fonction de la topologie du champ de pression ou du champ de vitesse
associé. Pour les modes axisymétriques, la vitesse azimuthale d’un mode s’écrit en coordonnées
cylindriques & l'aide de la fonction de Bessel Jj :

mmwz

ué“)(a:) = NWEW 7t (6 ) cos( ) (4.20)

0

ou les réels formant la suite (k(“))a sont les solutions 0 < kq—1 < kq—2... de I’équation :

Jy(k) =0 (4.21)

Ainsi il s’établit une classification topologique aisée, ou l'indice « représente le nombre de
noeuds du champ u, dans la direction radiale, et m le nombre de noeuds dans la direction axiale.
Il est intéressant de savoir si le spectre issu du probléme visqueux admet une classification ana-
logue, dont la classification non-visqueuse ne serait éventuellement que la limite pour Re — oco.
Ce qui facilite grandement la classification des modes non visqueux est le caractere séparable
des solutions en fonction des coordonnées spatiales, exprimées en repere cylindrique. Cependant,
dans le cas visqueux, rien n’assure la pertinence d’une recherche de solutions sous une forme
séparée vis-a-vis des variables r et z.

Outre la théorie asymptotique, les expérience numériques montrent que la topologie simple
qui caractérise un mode non-visqueux axisymétrique donné est preservée pour les nombres de
Reynolds suffisamment grands. En revanche, pour un mode de Kelvin non visqueux d’ordre
elevé, presentant un grand nombre de structures vorticales de petite taille, il existe toujours une
valeur du nombre de Reynolds en dessous de laquelle ces §tructures vorticales sont englobées
par la couche d’Ekman dont la taille varie comme O(Re™2). Ceci a pour effet de modifier la
topologie des modes correspondants en fonction du nombre de Reynolds lorsque celui-ci est trop
bas. Les modes propres visqueux sont donc classifiables avec les mémes critéres que les modes
non visqueux lorsque leur couche d’Ekman est petite devant la longueur d’onde caractéristique

du mode non visqueux associé, donnée par %, ot (KW)2 = k2 + ('E—J)Z. Cette condition s’écrit
alors :
Re > (K")2 (4.22)

De facon qualitative, K? augmente avec 'ordre du mode, et pour les modes de bas ordre
comme le mode primaire (1,1), il se réveéle étre de 'ordre de 100. En pratique, les ordres de gran-
deurs fournis par la théorie asymptotique, associés & une visualisation graphique systématique
dans I’espace physique du nombre de tourbillons du champ de vitesses associé, constituent un
critére permettant de suivre la dynamique d’un mode propre de bas ordre précis lorsque Re varie.

4.3.3.1 Modes géostrophiques

Les modes de Kelvin formant la catégorie la plus simple & décrire sont sans doute les modes
dits géostrophiques, c’est-a-dire ceux qui possédent une pulsation nulle. Dans le cadre non vis-
queux, ces modes qui n’oscillent pas au cours du temps sont exactement ceux dont les profils de
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vitesse ne présentent pas de variation dans la direction de ’axe de rotation, dans notre cas l'axe
e,. Ils correspondent & la classe des modes de Kelvin pour lesquelles m = 0, et s’interpretent
physiquement comme un équilibre stationnaire entre le gradient de pression et la force de Coriolis
dans chaque plan orthogonal a I’axe de rotation, conformément au cadre du théoréme de Taylor-
Proudmann. Associée a la condition d’imperméabilité sur des surfaces également orthogonales
a l'axe de rotation, cette propriété permet d’assimiler les modes géostrophiques 4 des modes
stationnaires bidimensionnels, invariants selon la direction de ’axe. L’expression analytique de
ces modes de Kelvin géostrophiques révele, dans le cas axisymétrique, une structure de la forme
V = uy(r)ey, ce qui permet encore de les rebaptiser modes horizontauz.

La notion de géostrophie étant intrinsequement non visqueuse, il est intéressant de déterminer
dans quelles limites on peut I'appliquer & un écoulement visqueux. La théorie asymptotique de
Greenspan repose sur une séparation de I’écoulement en une zone non visqueuse et une zone de
couche d’Ekman, d’épaisseur O(Refé), supposée faible devant les dimensions caractéristiques
du domaine. Un moyen de vérifier le cadre de validité de cette hypothese, dans le cas des modes
stationnaires, est de comparer les profils typiques suivant la direction z de certains modes &
fréquence nulle, ceci pour différentes valeurs du nombre de Reynolds. Des tests ont été menés
pour le cas du mode stationnaire le moins amorti.

Tout d’abord, contrairement aux autres modes propres, la pulsation des modes géostrophiques
ne varie pas en fonction du nombre de Reynolds et reste rigoureusement nulle. Ceci permet donc
d’étendre sans ambiguité la définition “géostrophique=mode stationnaire” au cadre visqueux.

On remarque sur les figures 4.7 et 4.8 que pour Re < 102, I’hypothése méme d’une couche
d’Ekman fine n’est pas correctement vérifiée puisque pour chaque composante de vitesse, le
profil vertical exhibe une dépendance vis-a-vis de z. Pour des nombres de Reynolds supérieurs
4 103, en revanche, les profils de vitesses se bidimensionnalisent hors de trés fines zones que I'on
peut sans risque d’erreur assimiler & des couches d’Ekman. Une mesure pertinente de 1’épaisseur
relative de cette couche d’Ekman par rapport & la hauteur totale du cylindre est la distance
de la paroi horizontale & partir de laquelle toutes les composantes du champ des vitesses ne
montrent graphiquement plus de caractere tridimensionnel. On retrouve effectivement, pour le
rapport d’aspect hg = 1.35045, une loi asymptotique en O(Re_%), conforme a la loi en puissance
attendue (voir figure 4.9).
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Fi1G. 4.7 — Profil vertical de vitesse azimuthale d’un mode géostrophique en fonction de z pour

différentes valeurs de Re (r = 0.25, échelles arbitraires)

F1a. 4.8 — Profil vertical de vitesse radiale d’'un mode géostrophique en fonction de z pour

différentes valeurs de Re (r = 0.25, échelles arbitraires)
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Fi1G. 4.9 — Epaisseur de la couche d’Ekman d’un mode 1géostlrophique en fonction du nombre de
Reynolds, comparée au modele asymptotique en 5Re™ 2

4.3.3.2 Modes verticaux

De méme qu’a une pulsation nulle est associée une classe de modes dits horizontaux ou
géostrophiques, est-il possible de qualifier les modes de pulsation proche de I'unité 7 Dans le cadre
d’ondes de Kelvin planes, non visqueuses, en milieu infini, une pulsation égale, en valeur absolue,
a l'unité correspond a une onde dont la direction de propagation est alignée avec I’axe de rotation.
Le mécanisme qui conduit & une propagation de ce genre est élegamment expliqué dans [37].
Dans le cadre confiné d’un cylindre, en revanche, ’étude du spectre du systéme, avec ou méme
sans viscosité, ne révele aucune valeur propre dont la partie imaginaire est égale exactement a
1 en valeur absolue. Cependant beaucoup de valeurs propres ont une partie imaginaire qu’on
peut qualifier proche de l'unité, ainsi ce sont celles-ci qui méritent une étude plus poussée.
La dynamique du mode (1,4,0) a été suivie en fonction du nombre de Reynolds. On constate
que méme pour les nombres de Reynolds elevés, sa pulsation reste proche de I'unité mais sans
montrer de signe de convergence vers cette valeur (voir figure 4.11). Sa topologie (représentée
sur la figure 4.10) indique clairement une succession de structures allongées selon ’axe radial, et
empilées selon une direction purement verticale. Ainsi on peut tout de méme qualifier ce mode
propre de vertical par référence a la direction de son vecteur d’onde. On notera que le spectre
de opérateur linéarisé en ’absence de diffusion ne possede pas de valeurs propres dont la partie
imaginaire est strictement égale & 1, sauf dans la limite % — 0, ol @ et m sont reliés aux
nombres de noeuds respectivement radial et axial de la pression et du champ de vitesses. Ainsi, il
semble que les systémes confinés, visqueux comme non visqueux, admettent des modes verticaux
se propageant parallélement 3 1’axe de rotation, mais que ceux-ci ne sont caractérisés par une
pulsation adimensionnelle égale & 1 seulement dans les cas limites d’un mode d’ordre infini selon
la direction axiale ou bien dans le cas d’un cylindre infiniment allongé.
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F1G. 4.10 - Lignes de courant dans le plan méridien du mode visqueux (1,4,0) pour hy = 1.35045
et Re = 5.10%.
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F1G. 4.11 — Pulsation adimensionnelle du mode visqueux (1,4,0) en fonction de nombre de
Reynolds, pour hy = 1.35045.

4.4 Pulsations des modes inertiels

On sait qu’en milieu infini en rotation & la vitesse angulaire adimensionelle % et dans le
cas d’un fluide sans viscosité, des ondes de Kelvin peuvent se propager avec n’importe quelle
pulsation comprise entre 0 et 1. Pour les ondes planes, cette pulsation est directement liée a
I’angle que fait le vecteur d’onde avec I’axe de rotation. L’adjonction de conditions aux limites
au probleme, traduisant le caractére fermé de 1’écoulement, comme c’est le cas a l'intérieur
d’un cylindre, opére une selection discréte des pulsations admissibles. Cependant, les pulsations,
paramétrées par 2 indices relatifs a la topologie radiale et axiale des modes propres associés, via
la formule analytique

1
|w*™ | = - —oxo (4.23)
1+ (Aaho)2

™m

forment toujours un ensemble dense dans le segment [—1,1].
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La prise en compte d’une viscosité modérée dans le probléme ne modifie pas le caractére
oscillatoire des solutions, en revanche les pulsations calculées par résolution du probléeme aux
valeurs propres dépendent, quand elles ne sont pas nulles, du nombre de Reynolds.
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F1a. 4.12 — Calcul de la pulsation adimensionnée du mode (1,1,0) en fonction de Re, pour
ho = 1.35045, calculé avec N = M = 32
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F1G. 4.13 — Calcul de la pulsation adimensionnée du mode (2,1,0) en fonction de Re, pour
ho = 1.35045, calculé avec N = M = 32

4.5 Taux de déclin des modes inertiels

Contrairement a la pulsation, le taux de déclin d’un mode inertiel est une quantité physique
qui n’a pas réellement d’équivalent direct et pertinent dans la théorie non visqueuse, & moins de
considérer que la limite des taux de déclin quand Re — oo est zéro. Le taux de déclin d’un mode
propre visqueux est donné, selon notre convention, et de facon adimensionnelle, par la partie
réelle des valeurs propres de 'opérateur linéarisé. 11 correspond physiquement, en valeur absolue,
a l'inverse du temps que met le module de 'ampitude du champ de vitesse pour étre divisé par
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la constante néperienne e. Il s’agit donc de I'inverse du temps de survie d’une structure de faible
énergie qui est superposée initialement & I’écoulement de rotation solide. Sa détermination est
également cruciale dans les situations o1 un mode doit étre excité par un mécanisme d’instabi-
lité. En effet, c’est la compétition entre amortissement visqueux du mode et croissance du mode,
via uniquement le mécanisme destabilisant, qui est responsable du véritable taux de croissance
observé.

Plusieurs modeles ont été proposés dés les années 60 pour déterminer les taux de déclin des
solutions harmoniques des équations de Navier-Stokes en régime tournant, linéarisées autour de
I’écoulement en rotation solide. Wedemeyer et Kudlick ont proposé (voir [52] pour une analyse
comparée des deux modeles), indépendamment 'un de P'autre, des modeéles analytiques pour
le déclin dii & la seule présence de parois. Ils sont tous deux basés sur la séparation d’échelles
entre 1’écoulement principal et l’écoulelment dans les couches d’Ekman et ménent donc & des
taux de déclins proportionnels & Re 2. Ils different seulement dans leur fagon de simplifier
géométriquement 'influence de la zone de coin, mais aboutissent cependant au méme résultat
dans le cas particulier de modes axisymmétriques. Plus tard, Kerswell et Barenghi [52] ont été
les premiers a vérifier numériquement ces modeles théoriques, par une détermination des valeurs
propres de l'opérateur issu d’une expansion spectrale des solutions. Un modele supplémentaire
a été proposé par Racz et Scott, qui prend en compte 'influence combinée de la viscosité vo-
lumétrique (expliquée par le frottement instantané des couches de fluide les unes sur les autres,
aboutissant & un modele en Re™!) et du frottement du fluide contre les parois. Leur modele,
en plus des prévisions quantitatives, aboutit & une loi qualitative simple : & faible nombre de
Reynolds, la dissipation est dominée par le déclin volumétrique (en Re ') et & grand nombre de

Reynolds la dissipation est dominée par le frottement & la paroi (en Refé).

Les taux de déclin de 3 modes différents de bas ordre (dont le mode géostrophique principal
figure 4.14) ont été calculés pour une vaste gamme de nombres de Reynolds, puis comparés aux
taux de déclin prédits par les calculs de Kerswell et Barenghi (voir les figures 4.15 et 4.16 ),
ainsi qu’au modele de Racz et Scott ou au modele haut Re de Kudlick. La géométrie choisie est
donc encore celle utilisé dans les références bibliographiques : hg = 1.35045. Dans chaque cas,
les simulations vérifient parfaitement les modeles proposés.

100 T - ‘
simul ati on ——
. asynptote bas Re -
10 P Racz & Scott - 1
asynptote haut Re
c 1r E
©
2 0.1t} ;
()
© 0.01¢f 1
X
>
©
~ 0.001 | ;
0.0001 e
1le-05 I I I I I
1 10 100 1000 10000 100000 1e+06

nonbre de Reynol ds

F1G. 4.14 — Calcul du taux de déclin adimensionné du mode géostrophique (1,0,0) en fonction
de Re, pour hg = 1.35045, calculé avec N = M = 32
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F1G. 4.15 — Calcul du taux de déclin adimensionné du mode primaire (1,1,0) en fonction de Re,
pour hg = 1.35045, calculé avec N = M = 32
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F1G. 4.16 — Calcul du taux de déclin adimensionné du mode (2,1,0) en fonction de Re, pour
ho = 1.35045, calculé avec N = M = 32

Critére de convergence numérique Ces cas tests sont également intéressants du point
de vue numérique, car ils permettent de mettre en évidence quelle est la discrétisation spectrale
nécessaire pour représenter avec précision la dynamique linéaire d’un mode propre. Les calculs
ont montré qu'un expansion spectrale insuffisante sous-estime les taux de déclin (en valeur
absolue). Qualitativement, cela s’explique par le fait que les variations de vitesse sont négligées
sur les échelles de petite taille, non résolues par les fonctions de base, et donc que la dissipation
qu’elles induisent, dérivant directement des gradients de vitesse, est également négligée. En
pratique, pour une gamme de nombres de Reynolds prédeterminée, cela fournit un critére sur
I’expansion spectrale minimale garantissant une simulation numérique correcte de la dynamique
linéaire de I’écoulement : c’est ’expansion & partir de laquelle les taux de déclin de tous les modes
propres considérés vérifient la loi proposée par Racz et Scott. Ce critére devient plus exigeant
lorsque I’étude porte, d’une part sur des régimes & plus grand nombre de Reynolds, d’autre part
sur des modes propres d’ordre plus élevé. Pour des modes de bas ordre et un rapport d’aspect de
I'ordre de I'unité, I’ensemble des simulations réalisées a mis en évidence sur I'ordre de troncature
minimal N et M (dans les directions respectivement radiale et axiale) le critére suivant :

89



~ Re<10* 5 N=M=16
~10* < Re<5.10* 5 N =M =32

Ces criteres sont cohérents avec les estimations a priori selon lesquelles ’ordre de troncature
varie en O(Re%). Cependant ils ne caractérisent que la dynamique linéaire des modes propres,
ainsi ils ne tiennent pas compte de la création d’échelles plus petites par les effets non linéaires,
qui peuvent exiger une expansion spectrale accrue. De la méme fagon, les effets de compres-
sion peuvent étre & l’origine de nouvelles échelles, ainsi les critéres précédents peuvent s’avérer
insuffisants.

4.6 Profils de vitesse

L’analyse des valeurs propres est intéressante car elle contient toute la dynamique linéaire
de chacune des composantes du vecteur vitesse, prise indépendamment des autres. En revanche,
elle ne fournit pas d’indication directe sur la structure des modes propres dans 1’espace phy-
sique, cette information étant plutot contenue dans le vecteur propre associé & une valeur propre
donnée. L’analyse du champ de vitesse en un point révele que, hors des couches d’Ekman, les
trois composantes sont chacune déphasées de 7 ; plus précisément les composantes radiale et
axiale U, et U, sont en opposition de phase alors que la composante azimuthale Uy est en qua-
drature de phase avec elles. Cette propriété est également vérifiée analytiquement par les modes
de Kelvin du probléme non visqueux. Ceci constitue donc une extension supplémentaire de la
théorie non visqueuse & la théorie visqueuse. Comme précédemment, le fait que cette propriété
ne soit valable que dans la zone non visqueuse de 1’écoulement exclut les nombres de Reynolds
trop faibles, en-dessous desquels la notion de couche d’Ekman perd sa pertinence.
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FIG. 4.17 - Energie cinétique totale dans un cas de déclin linéaire du mode (2,2,0) pour Re = 102,
comparée 3 la loi théorique de déclin exponentiel.
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F1G. 4.18 - Spectre temporel des trois composantes de vitesses du mode (2,2,0) calculées au point
(r = 0.685,z = 0.741hg), ho = 1.35045, Re = 103 (Fréquence non visqueuse w = 0.55269216,
fréquence mesurée w = 0.56).
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F1G. 4.19 — Déclin linéaire du mode (2,2,0) au point (r = 0.685,z = 0.741hg), hy = 1.35045,
Re=103, N=M =16
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F1G. 4.20 — Déclin linéaire du mode (2,2,0) au point (r = 0.094,z = 0.741hg), hy = 1.35045,
Re=103, N=M =16
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F1a. 4.21 — Déclin linéaire du mode (2,2,0) proche du coin (r = 0.9956,z = 0.0088h¢), hy =
1.35045, Re =10, N = M = 16
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F1G. 4.22 — Evolution du profil vertical (r = 0.4258) de vitesse radiale U, du mode (1,1,0) en
fonction du nombre de Reynolds. Comparaison avec le profil du mode de Kelvin associé.

92



Ut het a

F1G. 4.23 — Evolution du profil vertical (r = 0.4258) de vitesse azimuthale Uy du mode (1,1,0)
en fonction du nombre de Reynolds. Comparaison avec le profil du mode de Kelvin associé.
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F1G. 4.24 — Evolution du profil vertical (r = 0.4258) de vitesse axiale U, du mode (1,1,0) en
fonction du nombre de Reynolds. Comparaison avec le profil du mode de Kelvin associé.
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F1G. 4.25 — Evolution du profil radial (z = 0.2321hg) de vitesse radiale U, du mode (1,1,0) en
fonction du nombre de Reynolds. Comparaison avec le profil du mode de Kelvin associé.
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F1G. 4.26 — Evolution du profil radial (z = 0.2321h) de vitesse azimuthale Uy du mode (1,1,0)
en fonction du nombre de Reynolds. Comparaison avec le profil du mode de Kelvin associé.

0.3

Re=100 —
0.25 [ Re=1000 -~ ]
g Re=10000
0.2 node non Vi squeux
0.15
0.1+r
5
0.05
O L
-0.05
-0.1F = ,
-0.15

0 0.10.20.30.4050.60.70809 1
r

F1G. 4.27 — Evolution du profil radial (z = 0.2321h¢) de vitesse axiale U, du mode (1,1,0) en
fonction du nombre de Reynolds. Comparaison avec le profil du mode de Kelvin associé.

4.7 Caractérisation de I’écoulement dans les couches d’Ekman

Deés que le nombre de Reynolds est suffisamment élevé, ’écoulement associé & un mode propre
du systéme visqueux peut étre décomposé comme la superposition d’un écoulement non visqueux
(dont la structure et les conditions aux limites sont celles du mode de Kelvin associé) et d'un
écoulement de couche limite, souvent appelé écoulement secondaire en raison de son intensité,

plus faible que I’écoulement non visqueux d’un ordre de grandeur O(Re_%) [5].

Dans le cas académique, mais cependant pertinent en météorologie ou en océanographie,
d’un domaine semi-infini avec un vent horizontal constant, ’écoulement secondaire, & faible
nombre de Rossby, c’est-a-dire comme dans le cas présent en I’absence d’effets non linéaires,
est compléetement déterminé analytiquement [10]. En particulier, le vecteur vitesse présente un
changement de direction au fur et & mesure que ’on péneétre a I'intérieur de la couche d’Ekman.
Le méme phénomeéne est attesté dans un milieu semi-infini si les trajectoires de ’ecoulement
non visqueux sont fermées, commme c’est le cas en présence d’un extremum de pression locale.
Les particules présentes dans les couches d’Ekman évoluent donc selon des trajectoires spirales.
L’angle que fait le vecteur vitesse total avec le champ géostrophique non visqueux dans la zone
proche de la paroi solide, interprétable comme la déviation introduite dans les couches d’Ekman
par la viscosité, est invariablement de 7. A I'ordre dominant en puissances inverses de Re, la
pression n’est pas affectée par la présence des couches d’Ekman.
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4.7.1 Modes géostrophiques

Il est intéressant, pour quantifier ’écoulement de couche d’Ekman & l’intérieur du cylindre,
d’étudier les effets du confinement sur la déviation du vecteur vitesse. Dans le cas d’un mode
géostrophique axisymétrique, I’écoulement non visqueux s’écrit sous la forme simple V' = uy(r)ey,
alors que 1’écoulement secondaire, sous I’hypothese d’axisymétrie, prend une forme générique
plus complexe V' = u,(r, z)e, + ug(r, z)eg + u,(r, z)e,, en omettant la dépendance vis-a-vis du
temps t.

Pour une géométrie fixée (ho = 1.35045), ’hodographe des vitesses du mode géostrophique
(1,0,0) a été représenté pres de la couche d’Ekman correspondant & z = 0, pour plusieurs valeurs
représentatives du nombre de Reynolds (voir figure 4.28). Par symétrie de la distribution des
vitesses, le méme diagramme est également valide pour I’écoulement dans la couche en z = hy.
Les vitesses loin de la zone visqueuse ont été ramenées a I'unité afin d’apprécier exclusivement
la géométrie du profil. Il ressort de cette comparaison que, malgré 'effet du confinement, ’hodo-
graphe préserve la forme classique de spirale qui caractérise I’écoulement en milieu semi-infini.
Cependant, dans ce dernier cas, 'effet de la viscosité sur le champ de vitesses non géostrophique
décroit avec l’altitude pour tendre vers 0 alors que dans le cas du cylindre, sa décroissance
semble génée par la présence d’une autre paroi en vis-a vis. Ce point se caractérise par une
vitesse non azimuthale résiduelle au centre de ’écoulement, d’autant plus importante que Re
est faible. Cette vitesse résiduelle, d’ordre O(Refé), peut s’interpréter par le fait que les points
de mesure subissent encore 'influence de la couche d’Ekman, voire, pour étre plus précis, I'in-
fluence combinée des 2 couches associées respectivement aux parois z = 0 et z = hg. Pour les
cas étudiés, 'angle que fait la spirale & 'origine (la déviation de I’écoulement non visqueux par
la viscosité) est aussi de I'ordre de 7, cependant une mesure précise de cet angle & la paroi pour
plusieurs valeurs de Re révele que 7 n’est en fait qu'une valeur limite par ezces correspondant
au cas Re — oo (voir figure 4.29). Cependant, ces effets de bas Re sont moins & interpréter
comme des effets de forte viscosité relative que comme des effets de confinement, la grandeur
pertinente étant plutot ’épaisseur relative de la couche d’Ekman par rapport a la demi-hauteur
du cylindre (dont il a été vérifié qu’elle varie effectivement en Re_%).

Pour la méme géométrie, ’hodographe des vitesses a été tracé sur la figure 4.30 dans la zone
corresponsant a la paroi 7 = 1. Ce cas differe du précédent car la paroi est désormais paralléle a
I’axe de rotation du cylindre. Il s’agit 13 priori d’un cas singulier ou ’analyse théorique en milieu
semi-infini prédit une couche d’Ekman d’épaisseur infinie. Les mesures effectuées montrent un
comportement régulier du champ de vitesses pres de la paroi, sans mettre en évidence une zone
de forts gradients assimilable & une couche d’Ekman. Ceci confirme le caractére singulier de
I’écoulement face & la paroi verticale, prédit analytiquement. Une mesure plus fine de ’angle
formé entre les composantes azimuthale et axiale de la vitesse en 7 = 1 montre (voir figure 4.31)
en revanche que cet angle tend rapidement vers 0 (c’est-d-dire un champ de vitesse purement
azimuthal, & I'image du mode de Kelvin associé) lorsque Re tend vers U'infini, au lieu de la valeur
7 attendue pour une autre orientation de la paroi par rapport a l’axe de rotation.

La convergence ou la divergence, au niveau des couches d’Ekman, des trajectoires spirales vers
le centre de I’écoulement implique un flux de matiere paralléle & la paroi qui doit nécessairement
étre équilibré par un écoulement dans la direction orthogonale a la paroi, afin de ne pas violer
I’incompressibilité du fluide. Cet écoulement, qui induit en milieu fermé une recirculation faisant
partie intégrante de I’écoulement secondaire puisqu’il n’est di aux effets visqueux, donne lieu au
phénomene de pompage d’Ekman. 11 s’agit d’'un échange de matiere entre les couches d’Ekman et
le reste de ’écoulement. L’écoulement vertical associé au pompage est une mesure indirecte de
la déviation des lignes de courant circulaires par la présence de parois. La superposition de ces
différents mouvements donne ainsi aux trajectoires fluides proche de la paroi une allure hélicale.
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F1G. 4.28 — Hodographe des vitesses (Uy, U,) proche de la paroi z=0 (r = 0.25), pour le mode
géostrophique (1,0,0) en fonction du nombre de Reynolds. Les vitesses sont calées sur la vitesse
azimuthale au centre du cylindre(z = %) les différents points correspondent a différentes valeurs
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F1G. 4.29 — Angle (en radians) formé entre les composantes azimuthale et radiale du vecteur
vitesse proche de la paroi z=0 (r = 0.25), pour le mode géostrophique (1,0,0), en fonction du

nombre de Reynolds. Comparaison avec la valeur 7 correspondant au cas d’un milieu infini.

Une quantité scalaire qui parait appropriée & la mesure quantitative de ce phénomene est donc
Ihélicité H = V -(V x V). En I'absence de viscosité, un mode géostrophique, par sa structure en
ug(r)eq, posséde une vorticité portée par e, ce qui conduit & une hélicité identiquement nulle.
La représentation des contours d’iso-hélicité dans I’écoulement associé au mode géostrophique
visqueux (1,0,0) sur la figure 4.32 met en évidence des zones d’hélicité de signes alternés. Ces
zones d’hélicité marquées ne sont pas localisées seulement prés des parois z = 0 et z = hy,
mais également dans tout le domaine, avec cependant de plus forts gradients prés de ces deux
parois. Ce résultat indique que le caractére hélical de I’écoulement total, manifestement di &
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F1G. 4.30 — Hodographe des vitesses (Uy, U,) proche de la paroi r=1 (r = 0.245), pour le mode
géostrophique (1,0,0) en fonction du nombre de Reynolds. Les vitesses sont calées sur la vitesse
azimuthale au centre du cylindre (r = 3).

0.5

nesures ——

0. 45

0.4

0.35

angl e

0.15
100 1000 10000

Re

F1ag. 4.31 — Angle (en radians) formé entre les composantes azimuthale et axiale du vecteur
vitesse proche de la paroi r=1 (z = 0.245hg), pour le mode géostrophique (1,0,0), en fonction
du nombre de Reynolds.

I’écoulement de recirculation induit par la viscoité, n’est pas un phénomeéne confiné dans la seule
région de proche-paroi. Prés de la paroi z = 0, I’hélicité positive est associée & un écoulement
hors de la couche d’Ekman, alors que I’hélicité négative, concentrée seulement pres de l'axe
et de la paroi inférieure du cylindre, est associée 4 un flux rentrant. Prés de la paroi z = hy,
par symétrie, c’est ’hélicité négative qui est associé & un pompage du fluide hors de la couche
d’Ekman. On peut remarquer qu’aucun phénomene de pompage n’est repéré au niveau de la
paroi = 1, ce qui souligne encore la singularité de I'orientation de la paroi latérale du cylindre
par rapport & ’axe de rotation de I’ensemble.
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F1G. 4.33 — Isocontours de la fonction de courant du mode géostrophique (1,0,0), Re=200

4.7.2 Mode axisymétrique primaire

Dans le cas du mode axisymétrique, I’analyse de la dynamique des couches d’Ekman est plus
délicate que dans le cas des modes géostrophiques, car le mode lui-méme n’est plus stationnaire.
On peut établir de faccon analytique que pour le mode non visqueux associé, 1’angle entre la
composante horizontale du vecteur vitesse (c’est-a-dire V| = Ve, + Vpeg) et les axes ne varie
en fonction ni de 7, ni de z, mais seulement en fonction de ¢, a la pulsation du mode lui-méme.
On peut caractériser I'influence de la viscosité sur ce mode propre en mettant en évidence une
déviation du vecteur vitesse dans les couches d’Ekman. Pour la couche d’Ekman proche de la
paroi z = 0, on a représenté sur la figure 4.35 I’angle que fait V| avec la direction azimuthale
en fonction du temps adimensionnel, pour deux altitudes différentes, la premiére correspondant
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F1G. 4.34 — Isocontours de la vitesse azimuthale du mode géostrophique (1,0,0), Re=200

a langle a la paroi alors que I'autre correspond & 1’ecoulement & mi-hauteur du cylindre. Les
mesures, effectuées pour Re = 10%, mettent en évidence un décalage de I’écoulement dans la
couche limite par rapport & I’écoulement au centre, qui peut étre qualifié de non visqueux pour
les nombres de Reynolds élevés. les deux champs de vitesses évoluent avec la méme fréquence,
mais il existe un déphasage entre eux. Une mesure du taux de rotation angulaire des composantes
horizontales du mode permet d’établir que c’est ici ’écoulement de couche d’Ekman qui est en
retard de phase avec ’écoulement non visqueux. Ceci confirme le role résistif de la viscosité dans
les couches d’Ekman.

couche d’ Eckman Z=0 ——
mi - haut eur -

angl e

F1a. 4.35 — Angle (en radians) formé entre la composante horizontale du vecteur vitesse et
la direction horizontale en 2 points (z = 0.245hg) : proche de la paroi z=0, et au centre de
Pécoulement (z = ’12—0) pour le mode primaire (1,1,0) & Re = 103.

Les mesures de ’hodographe des vitesses & différents instants sur la figure 4.36 montrent
également que, méme en omettant le caractére instationnaire du mode, le terme de spirale d’Ek-
man ne s’applique systématiquement dans le cas d’un écoulement non visqueux non géostrophique.
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Le déphasage mentionné précedemment, induit par la viscosité, se visualise graphiquement par
I’angle formé entre les deux directions qui définissent les lobes de ’hodographe au niveau de
lorigine (origine correspond en effet & la fois au champ de vitesse nul en z =0 et en z = %)
Cet angle est théoriquement nul pour un mode sans viscosité.
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F1G. 4.36 — Hodographe des vitesses (Up, U,) proche de la paroi z=0 (r = 0.25), pour le mode
primaire (1,1,0) pour différents nombres de Reynolds. Les hodographes sont représentés a des
temps différents par souci de clarté.

4.8 Dynamique non-linéaire

Les modes inertiels présentés précedemment ont été introduits dans un contexte linéaire, on
peut les interpréter physiquement comme la réponse du sytéme visqueux en rotation 4 une excita-
tion de petite énergie. Or ces modes propres du sytéme linéarisé ne sont pas fonctions propres de
Popérateur non linéarisé puisque qu’un calcul numérique du terme convectif (V- V)V ne donne,
pour les modes testés, généralement jamais identiquement une valeur nulle. Sans prétendre a
une étude paramétrique exhaustive du phénomeéne de déclin non linéaire en rotation, on peut
toutefois examiner, dans le cadre de perturbations de taille finie, la dynamique du déclin de 'un
de ces modes afin de la comparer au déclin exponentiel prédit par la théorie linéaire.

Un nombre adimensionnel exprimant le rapport des ordres de grandeur des termes non-
linéaires par rapport aux autres phénomeénes en jeu, ici la force de Coriolis, est le nombre de
Rossby, que 'on peut définir par : Ro = % [9]. Dans cette définition, Q est la vitesse angu-
laire du cylindre, a est son rayon, et U représente un ordre de grandeur de la vitesse du fluide
a l'intérieur du cylindre en rotation, exprimée dans le réferentiel tournant. Le choix de la ca-
ractérisation de U n’est pas univoque, cependant il parait raisonnable de choisir U = /2E(t)
ou E, représente I'énergie cinétique totale de I’écoulement. Dans un cas de déclin, ce choix im-
plique donc une décroissance de Ro vis-a-vis du temps. Ainsi le paramétre pertinent dans cette
étude est plutot la valeur initiale du nombre de Rossby au temps ¢ = 0.

Le calcul a été initialisé avec Ro = 0.916 et Re = 5.10% pour le mode vertical (1,4,0). L’initia-

lisation est réalisée & partir du mode propre en question, tel qu’il est calculé & partir du probléme
aux valeurs propres. On notera que pour le nombre de Reynolds choisi, le mode géostrophique
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(1,0,0) est le mode inertiel ayant le plus faible taux de déclin (en valeur absolue) de tout le
spectre. A titre de comparaison, 510 = —1 878.10"2 alors que (%% = —3,117.1072. Le
mode (1,0,0) correspond donc, dans le cadre du déclin linéaire, & la structure vorticale qui per-
siste le plus dans le temps une fois que toutes les autres contributions modales ont décliné. Au-
trement dit, c’est la structure dont le temps de déclin linéaire est le plus long. La représentation
de I’énergie cinétique totale de I’écoulement sur la figure montre que, dés ¢ = 0, la dynamique
non linéaire de I’écoulement difféere fortement de sa dynamique linéaire. La non linéarité re-
distribue I’énergie cinétique initiale parmi tous les modes inertiels, si bien que des composantes
modales non excitées initialement se voient injecter de ’énergie. On constate que lorsque I’énergie
cinétique totale atteint un niveau suffisamment faible, correspondant & un ordre de grandeur de
Ro = 2,5.1072, sa décroissance devient d’une part purement exponentielle, signe que le régime
linéaire est atteint ; d’autre part, la décroissance de I’énergie est moins rapide qu’au stade initial.
Une interpolation numérique linéaire montre qu’a partir de ce temps-1a, I’énergie décroit comme
(exp (—1,862.10 2¢))2. On identifie donc & son temps de déclin le mode géostrophique (1,0,0). Ce
résultat, observé également numériquement pour d’autres modes inertiels, permet de postuler le
mécanisme suivant : & partir d’'une excitation initiale d’amplitude finie, I’énergie est redistribuée
par le terme non linéaire sur différentes composantes modales, pendant que le déclin de I’énergie
totale est assuré par la dissipation visqueuse. Lorsque ce déclin ameéne 1’écoulement dans des
conditions telles que Ro << 1, la dynamique devient linéaire, chaque mode inertiel déclinant de
facon exponentielle avec son propre taux de déclin, les structures persistant asymptotiquement
en temps étant celles possédant (en valeur absolue) le plus faible taux de déclin . Comme le taux
de déclin d’un mode inertiel est qualitativement reliée & sa topologie, les structures spatiales
qui émergent dans I’écoulement sont celles qui présentent la distribution vorticale la plus simple
(voir figure 4.38).
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F1G. 4.37 — Déclin non linéaire de 1’énergie cinétique totale du mode vertical (1,4,0) en fonction du

temps adimensionnel, comparé au déclin linéaire du méme mode et a celui du mode géostrophique
(1,0,0).
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Fi1G. 4.38 — Evolution temporelle des isocontours de la vitesse azimuthale dans un plan méridien,
Re = 5.103, Ro(;—p) = 0.916, initialisation par le mode vertical (1,4,0). Les tracés sont réalisés
au bout de (a) : 0, (b) : 3, (¢) : 6, (d) : 9, (e) : 12 et (f) : 15 révolutions du cylindre.

4.9 Conclusion

Ce chapitre est une exploration numérique de la dynamique des modes inertiels axisymétriques
dans le cas d’une rotation pure. Une attention particuliére est portée sur I'influence du nombre
de Reynolds (basé sur la vitesse de rotation) sur les modes inertiels visqueuz du systéme, par
comparaison avec le cas limite des modes inertiels non visqueuzr (Re — 00), qui sont justement
les modes propres utilisés par Racz et Scott dans ’étude analytique du systéme en rotation en
présence d’un forcage périodique (voir [28] ou le chapitre 2). Instinctivement, la base de fonctions
indiquée pour ’analyse du phénomeéne d’instabilité serait, en présence de viscosité, les modes
inertiels visqueux. Cependant leur non-orthogonalité ainsi que I’absence d’expression analytique
explicite rend ’analyse en modes propres non visqueux plus adaptée a I’étude analytique [28].
Une des difficultés de 1'utilisation des modes non visqueux dans la théorie est qu’elle nécessite
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des modeles de nature asymptotique, en particulier pour la détermination des taux de déclin
et des pulsations modales qui sont sensibles & 'influence de la viscosité. Les résultats présentés
dans ce chapitre valident 'utilisation des modéles proposés dans [28] dans la gamme des nombres
de Reynolds étudiés dans les chapitres suivants (de I'ordre de 10*). Ces résultats sont en bon
accord avec les travaux existant, notamment les estimations d’ordre de grandeur de Greenspan
[5] et les simulations numériques effectuées par Kerswell et Barenghi [52].

La structure pariétale de I’écoulement associé & ces modes inertiels a été examinée en détail
dans le cas de modes géostrophiques ou instationnaires. L’hodographe des vitesses présente une
analogie évidente avec les spirales d’Ekman connues dans le cas d’un écoulement en rotation non
confiné.

Enfin, une analyse détaillée de la structure du mode inertiel (1,1,0) a été réalisée. Ces résultats

seront réutilisés dans le chapitre 6, dans lequel on cherchera, par un mécanisme de forcage
paramétrique, 3 exciter le méme mode inertiel.
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Chapitre 5

Etude numérique de ’état de base

Ce chapitre aborde 'étude numérique de ’état de base de 'écoulement de gaz dans un
cylindre en rotation uniforme soumis & une compression périodique. On montre I’existence d’un
état de base visqueux, périodique avec la pulsation du piston wy. Deux cas différents sont mis
en évidence en fonction de la valeur de wy. Lorsque wg > 1, ’écoulement ne differe de 1’état de
base non visqueux que dans la zone de proche paroi. Dans le cas wy < 1, des ondes inertielles
peuvent étre directement excitées par le mouvement du piston. La différence entre état de base
visqueux et non visqueux est alors localisée dans les couches limites ainsi que dans des zones de
cisaillement internes.

5.1 Complémentarité de I’étude numérique

5.1.1 FEtat de base en ’absence de viscosité

La caractérisation détaillée de 1’état de base du systéme est fondamentale puisque c’est cet
écoulement méme dont on souhaite étudier ultérieurement la stabilité. Or cet écoulement de
base, introduit dans le chapitre 2 comme étant ’écoulement oscillant avec la pulsation du pis-
ton, n’est connu que par le biais d’estimations a priori. L’approche analytique [28] n’en fournit
une description précise qu’en I'absence de viscosité (voir 2.16, 2.17 et 2.18) : I’écoulement non
visqueux est décrit dans le repére tournant comme étant purement axial, affine vis-a-vis de la
coordonnée axiale, périodique avec la période du piston, et de vorticité nulle. Il s’agit en fait
d’un écoulement de rotation en bloc auquel se surperpose une oscillation axiale du fluide, induite
par le mouvement du piston. Or I’adjonction de viscosité au probléme introduit un mécanisme
stabilisant dans le bilan des forces en jeu; ainsi il existe un régime de fonctionnement pour lequel
cet état de base est stable, comme l'attestent les observations expérimentales de Graftieaux [34].
La description précise de cet état de base, avec prise en compte de la viscosité, possede donc
une pertinence physique particuliére, puisqu’il est ainsi observable deés que le point de fonction-
nement du systéme est bien choisi.

5.1.2 Ordre de grandeur de I’écoulement de base visqueux

L’analyse théorique du phénomene d’instabilité se base cependant sur une connaissance a
priori des ordres de grandeur de cet écoulement de base corrigé par la viscosité. Racz et Scott
[28] se placent dans le cadre d’une course du piston € asymptotiquement petite et d’'un nombre
de Reynolds (basé sur la vitesse de rotation) asymptotiquement grand, les deux étant reliés
par la condition € = O(Re_%). A Tordre ou est poussée leur analyse en termes des puissances
croissantes de ¢, le champ de base est décrit par la donnée de 1’état de base non visqueux. Bien
que les valeurs de € ne soient en pratique pas nécessairement petites, cette hypothese simplifi-
catrice permet de négliger les interactions entre ’écoulement de base et les perturbations dans

104



la théorie d’instabilité linéaire. Elle se base sur I'estimation que I’écoulement de base visqueux
differe seulement localement de 1’écoulement non visqueux, principalement par un écoulement
de couche limite ot la vitesse est d’ordre O(e) sur une zone d’épaisseur O(Re™2) = (O(e)). A
ce premier écoulement est associé un écoulement secondaire d’intensité O(e?), correspondant au
pompage d’Ekman entre les couches limites et le reste du domaine. Ils notent aussi I’éventualité
de phénomeénes vorticaux rattachés a la présence des coins. La zone de coin proche du piston est
en effet caractérisée par une discontinuité de la vitesse axiale qui induit, de fagcon périodique, une
source ponctuelle singuliere de vorticité dans la direction azimuthale. Cette source de vorticité
peut étre a origine de structures décollées le long des parois et d’éjections de tourbillons hors
des zones de coin [53], ce qui aurait une influence quantitative (non prédite par 1’analyse) sur
le processus de sélection modale, ainsi que sur le profil de vitesses de I’écoulement, que 1’on se
place dans un régime stable ou instable.

Les mesures expérimentales de Graftieaux [36] [34], effectués dans le cas wy > 1 & 'aide d’un
systéme de mesures PIV, mettent clairement en évidence la structure prédite par Racz et Scott
pour le champ des vitesses dans la zone centrale du cylindre, confirmant en premiére approche le
caractere uniquement pariétal de I'action de la viscosité. En revanche, la mesure des vitesses dans
les coins du cylindre ainsi que dans toute zone de proche-paroi est rendue expérimentalement
difficile par les réflexions optiques sur les parois en verre. Graftieaux indique que ses mesures ne
sont pertinentes que sur l'intervalle restreint r € [0 : 0.9], Z € [0.25 : 0.85], lors de mesures avec
une course de l'ordre de 13% (la valeur choisie pour € n’est d’ailleurs pas asymptotiquement
petite). Les estimations théoriques de la taille de la couche limite, d’ordre O(e) (correspondant
dimensionnellement, pour a = 70mm, & une épaisseur de ’ordre du centimeétre), indiquent que la
précision exprérimentale est donc insuffisante pour étudier la structure de I’écoulement pariétal.
Graftieaux note une légére augmentation de la vitesse en s’approchant du coin proche du piston.
Il montre également une augmentation des fluctutations statistiques des mesures (d’un facteur
deux pour I’écart-type), de 'ordre de 3% par rapport a la vitesse maximale, lorsqu’il s’approche
des parois latérales du cylindre, indépendamment de la valeur de Z. Les résultats expérimentaux
confirment donc le caractére non visqueux de I’écoulement prédit par la théorie & une distance
O(e) de la paroi, sans toutefois éclairer davantage notre connaissance de 1’écoulement secondaire
induit par la viscosité. La simulation numérique directe, associée & une méthode précise de calcul
dans les zones de coin permettant de prendre en compte les singularités présentée dans le chapitre
4, reste alors la meilleure alternative pour vérifier quantitativement les hypothéses formulées par
Racz et Scott, et ainsi de vérifier leur influence sur la dynamique des modes inertiels instables
sous 'hypothese d’axisymétrie.

5.1.3 Champ résolu par le schéma

Dans le systéme de coordonnées adopté pour ’écriture de l'algorithme (2.20), 1'état de base
non visqueux du systéme correspond a un écoulement nul. Le champ résolu par le schéma
numérique est donc également ’écoulement noté U dans [28], qui représente la différence entre
I’état de base réel du systéme et ’état de base calculé en 'absence de viscosité. Cet écoulement
U possede des conditions aux limites nulle sur les bords du domaine sauf sur la paroi (r = 1).

5.2 Périodicité de ’écoulement

La premiére information pertinente sur 1’état de base réel du systéme concerne sa dynamique
temporelle : existe-t-il un écoulement périodique, et si oui sa fréquence fondamentale est-elle celle
du forgage ou est-elle différente ? Afin de répondre & cette question, des simulations numériques
ont été effectuées, a ’'aide du code réalisé, pour différentes valeurs du forcage €, et pour un
nombre de Reynolds (Re = 2.10%) auxquels P'analyse ainsi que les résultats expérimentaux
prédisent la stabilité inconditionnelle de 1’écoulement de base. La condition initiale du calcul
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numérique correspond dans chaque cas & un champ de vitesse nul, afin de rendre la simulation
plus proche des conditions expérimentales. Dans chaque cas, I’écoulement observé correspond,
conformément aux prévisions, & un état oscillatoire du champ des vitesses et de I’énergie, attesté
en tout point du domaine de calcul (voir figure 5.1). Le champ de vitesses, contrairement au cas
test [51] présenté a la fin du chapitre 4, possae bien 3 composantes non nulles, ce qui est un effet
direct de la déviation de 1’écoulement par la force de Coriolis. Au-dela d’un temps transitoire
d’environ 20 cycles du piston, on constate dans tous les cas que chaque composante du champ
des vitesses exhibe un comportement clairement périodique & la fréquence du piston.

0.04 | Ut heta
0.02 |

-0.02 : : : : : : : :
0 5 10 15 20 25 30 35 40
cycl es du piston

0. 02

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
cycles du piston
Fi1c. 5.1 — Evolution temporelle des 3 composantes du champ U pres de 'axe du cylindre,

aux points (r, Z) = (3, %) (en haut) et (r, Z) = (0.094, ’12—0) (en bas), Re = 2.103, wy = 1.15,
e =0.131.

5.3 Caractérisation fréquentielle de ’écoulement de base

5.3.1 Périodicité du champ des vitesses a partir de son spectre

La représentation fréquentielle du champ de vitesses est utile & la quantification de ’am-
plitude relative de ses différentes harmoniques. La figure 5.2 met clairement en évidence, par
Pexistence d'un pic dominant en fréquence pour chacune des 3 composantes de la vitesse, la
périodicité du signal a la pulsation wy.

5.3.2 Role des harmoniques supérieures

Le spectre en fréquence de la fonction —hit)%(t) a été représenté dans la partie inférieure
de la figure 5.2, avec la méme échelle. Cette %onction du temps intervient en tant que facteur

temporel dans le forcage lorsque les équations sont exprimées dans le repére modifié (voir 2.24).
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F1G. 5.2 — Spectre en puissance des 3 composantes du champ U au point (r, Z) = (0.094, h2—°)
Les pulsations sont adimensionnées par rapport a la pulsation du piston wy = 1.15(22). La
transformée de Fourier s’appuie sur 100 périodes du piston, les 40 premiers cycles correspondant
au transitoire ayant été tronqués (en haut). Spectre de puissance de la fonction —%%(t)
(en bas).

On constate une grande similitude dans la répartition des amplitudes des 4 harmoniques do-
minantes, correspondant aux pulsations 2wp,3wo,4wg et dwp. Ceci montre que la réponse du
systéme & un forcage en % se comporte également comme % Le signal provenant de la simu-
lation possede, outre la signature sous-harmonique du mode inertiel amorti déja évoquée, des

harmoniques d’ordre plus élevé mais d’amplitude négligeable, ainsi qu’un faible bruit.

Concernant les harmoniques principales, on peut estimer un facteur 10? (en puissance) entre
I’énergie de la fréquence fondamentale et la premiére harmonique. Cette information est précieuse
car elle permet de négliger la contribution du forcage & la pulsation 2wy, ce qui écarte, pour la
course du piston choisie, des phénomenes supplémentaires de résonance paramétrique excitée,
non pas pas la fréquence du piston, mais par les harmoniques de I’écoulement induit par le
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mouvement du piston. En effet, ’amplitude totale du forcage n’est ici pas suffisante, selon les
estimations analytiques avec prise en compte de la viscosité, pour qu’une harmonique d’intensité
10 fois moindre puisse exciter un mode inertiel. Une telle résonance parasite induirait, selon le
scenario adopté, une croissance modale & la fréquence moitié de I’harmonique 2wy, c’est-a-dire
a la fréquence du piston méme.

L’amplitude des harmoniques d’ordre supérieur décroit avec leur ordre, écartant tout autre
possibilité de résonance tant que nwy < 2 (ou n représente 'ordre de ’harmonique considérée).
De plus, pour nwy > 2, aucun mode inertiel ne peut vérifier la relation de résonance pa-
ramétrique, ce qui exclut également toute possibilité d’instabilité causée par les harmoniques du
forcage.

5.4 Topologie de I’écoulement secondaire dans le cas 0 < wy < 1

5.4.1 Singularité du cas 0 < wy < 1

Dans un systéme en rotation non forcé, les solutions harmoniques de (2.8), écrites sous la

forme (v, 7) ~ e”™* vérifient également 1’équation de Poincaré sur la pression :

2y 52

AM+(1(H72°")%=0 (5.1)

La topologie de I’écoulement de base est reliée aux solutions éventuelles de ’équation de Poin-
caré. Si la condition wy < 1 est vérifiée (dimensionnellement wygim, < 2€2), on constate que cette
équation posséde une forme hyperbolique et que le probléme est mal posé au sens mathématique
du terme [9]. Certaines solutions peuvent alors exhiber des singularités sous la forme de surfaces
de discontinuité. Dans I'expérience de Mc Ewan [30] ou les travaux analytiques de Wood [54], de
telles discontinuités sont mises en évidence dans le cas d’un cylindre tournant analogue au cas
étudié dans cette thése, sauf que le forgage en fréquence s’applique via une rotation différentielle
de la paroi supérieure ou & une précession du systeéme. On peut donc également conjecturer
I'existence de telles zones de discontinuité dans le cas de cette thése. Notons que dans notre cas,
c’est la source ponctuelle de vorticité azimuthale dans le coin proche du piston qui représente
un forcage périodique a une pulsation wy.

5.4.2 Meécanisme de propagation des paquets d’ondes inertielles

On peut proposer un mécanisme général expliquant I’existence de zones de discontiuité au sein
de I’écoulement, valable pour le cas de cette thése comme pour les travaux relatifs a I’expérience
de McEwan. La relation de dispersion des ondes inertielles planes dans le cas non visqueux est
w = cos (k,ez). La pulsation adimensionnelle du forcage wp est donc reliée a toutes les ondes
planes inertielles dont la direction de propagation fait en valeur absolue un angle 6, avec I'axe
de rotation, tels que wy = cosfy. A chacun de ces ondes est associée une vitesse de propagation

. . . . . . 1-w?
de I'énergie selon la vitesse de groupe, orientée selon la direction ¢, = —%(kl, ko, _( ng)kg).
A une pulsation wy donnée correspond donc une vitesse de groupe théorique faisant un angle ¢

avec I'axe de rotation, complémentaire de 8y tel que tgog = % La discontinuité de vitesse
—u

créee au niveau des coins supérieurs est propagée dans le fluide dans la direction ¢y + V', o1 V
est la vitesse locale de convection par 1’écoulement. Cette vitesse de propagation définit alors au
sein du fluide des surfaces caractéristiques de cisaillement de forme conique lorsque |V| << |eg4|.

Les paquets d’ondes inertielles sont ensuite refléchis par les parois, avec conservation de la
pulsation, ce qui implique la conservation des angles apres réflexion puisque les parois du cylindre
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F1G. 5.3 — Schéma du mécanisme de propagation non visqueux des ondes inertielles dans la zone
de cisaillement conique induite par une singularité périodique & la pulsation wg de la vorticité
azimuthale dans la zone de coin supérieure du cylindre.

sont soit paralléles, soit orthogonales & I’axe de rotation [55] [56], & partir duquel sont mesurés
les angles. Mc Ewan note que 1'utilisation de la théorie simplifiée présentée par Wood, basée sur
la réflexion de surfaces caractéristiques sans considération implicite des effets visqueux mene a
une description qualitative trés satisfaisante de 1’écoulement. La prise en compte a posteriori
des effets visqueux dans cette théorie 6te a I’écoulement son caractére discontinu, les surface (;e
discontinuité sont ainsi remplacées par des jets issus des coins, d’épaisseur variant comme Re 3.
De plus, Mc Ewan constate que le processus de réflexion est dissipatif, et note une atténuation
de I'intensité des zones de cisaillement associées & ces surfaces résonantes aprés un faible nombre
de réflexions. Remarquons que le cas limite wy — 1~ est singulier puisque le nombre de réflexions
tend vers l'infini (la direction de ¢4 tendant vers I’horizontale), alors que la norme de la vitesse
de groupe ¢4, correspondant a la vitesse de propagation de la singuarité, tend vers 0.
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Fi1G. 5.4 — Champ de vitesse méridien associé a I’écoulement secondaire U pour le cas hy
wo = 0.4472, Re = 4994, au cours d’un cycle d’oscillation du piston

e=1073,
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Fi1G. 5.5 — Champ de vitesse méridien associé a ’écoulement de base pour le cas hg = 4, € = 0.131,
wo = 0.4472, Re = 4994, au cours d’un cycle d’oscillation du piston

5.4.3 Mise en évidence numérique des zones de cisaillement

Le cas étudié en détail correspond aux valeurs particulieres de la pulsation du piston pour
lesquelles la surface caractéristique peut effectuer exactement N réflexions sur chacune des pa-
rois latérales, selon I’estimation non visqueuse ne prenant pas en compte I’épaisseur de la couche
de cisaillement. Géométriquement, cette condition se traduit par 2Ncotg(¢o) = hg, ou N est
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un nombre entier positif non nul. La relation de dispersion des ondes inertielles non visqueuses
implique alors pour la pulsation de for¢age la valeur wy = (1 + (2’1—](\’,)2)_%. Or le nombre de
Reynolds est limité par l’algoritlllme & des valeurs de I'ordre de 10*. Comme 1’épaisseur des jets
est supposée varier comme Re™ 3, le nombre de réflexions réalisables est limité en pratique. De
plus, ceci impose un rapport d’aspect assez grand pour que les jets n’interféerent pas avec les
couches limites prés des parois. Pour ce cas-ci, le rapport d’aspect a donc été élevé a la valeur
ho = 4. On a choisi de réaliser N=1 réflexions, ce qui correspond & wy = 0.4772. Le phénomeéne a
été simulé pour deux valeurs différentes de la course du piston, la premiére trés faible (e = 1073)
et la seconde non négligeable (¢ = 0.131, comme dans I’expérience de Graftieaux).

Dans le cadre d’une faible course du piston (¢ = 1073), des zones de cisaillement ont été
clairement mises en évidence par la simulation numérique, comme 'atteste la figure 5.6. Les
prédictions issues de la théorie géométrique non visqueuse, corrigées par une estimation de la
taille des couches de cisaillement en Re 3, donnent une tres bonne approximation de la topolo-
gie de 1’écoulement de base. En effet, on observe des zones de vitesses plus élevées, assimilables
& des jets axisymétriques émanant des coins supérieurs, faisant un angle constant avec ’axe de
rotation. Dans ces zones de faible épaisseur, le vecteur de vitesse change de sens alternativement
en retard de phase avec la vitesse du piston. L’angle au sommet observé se surperpose ezacte-
ment avec le cone prédit par le calcul géométrique pour des valeurs de Re > 103, alors qu’il est
légerement inférieur a sa valeur théorique pour des nombres de Reynolds plus faibles. En plus
de I’écoulement méridien, on peut noter, comme autre manifestation de la force de Coriolis, la
présence d’un champ de vitesse azimuthal d’intensité moindre, déja mentionné dans la simula-
tion numérique directe par Godeferd et Lollini [7] (basée sur un calcul linéaire). L’estimation
de Wood concernant 1’épaisseur de la couche de cisaillement a été comparée avec des mesures
basées sur une estimation & partir (}es iso-valeurs d’énergie cinétique issues des simulations. La
figure 5.6 montre que la loi en Re™ 3 est bien vérifiée.

Dans le premier cas (¢ = 1073), la structure en croix de Saint-André attendue apparait dis-
tinctement sur les figures 5.6 et 5.4, formant un motif d’allure stationnaire. Cependant, le champ
de vitesse a l'intérieur de la zone de cisaillement change de signe avec la périodicité du piston.
La partie basse de la structure conique semble affectée par la zone d’interaction des jets.

5.4.4 Effets de grande course

Pour le cas ol la course ¢ = 0.131 n’est plus négligeable, on constate numériquement que la
forte variation de hauteur du cylindre a une grosse influence sur I’allure des cones de cisaillement.
En effet, la structure en croix visualisée dans le cas € = 107 n’apparait que lorsque le piston passe
par sa position moyenne h(t) = hy. Quand celui-ci se trouve dans une autre position, la relation
géométrique permettant d’obtenir cette structure en croix n’est en effet plus vérifiée : d’une part
parce que h(t) # hg, d’autre part parce qu’a la vitesse de groupe théorique s’ajoute la vitesse
axiale non nulle induite par le piston. Ce phénomeéne peut étre directement imputé aux effets de
grande course du piston. De plus, I’angle avec lequel émanent les surfaces de cisaillement dans les
coins proches du piston est fixé par la valeur de wy, alors que la structure hors des coins subit les
cycles de compression-détente au méme titre que le reste de ’écoulement : il en résulte un effet
de courbure des surfaces de cisaillement, d’oil une déformation de la structure conique mise en
évidence sur la figure 5.5. Cet effet de distortion apparait plus nettement dans la partie inférieure
du cylindre, sous la zone centrale d’interaction des jets. Une autre manifestation des effets de
grande course est la variation non négligeable de la viscosité au cours d’un cycle de compression-
détente. La variation du nombre de Reynolds qui est en découle se répercute directement sur
I’épaisseur des couches de cisaillement, dont on a vérifié précédemment la dépendance en Re™ 3.
Celles-ci présentent ainsi une épaisseur variable selon le nombre de Reynolds instantané, évalué
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Fi1G. 5.6 — Profil méridien d’énergie cinétique de 1’écoulement secondaire correspondant a hy = 4,
wo = 0.4472, e = 1073, Re = 5.10%.

a l'instant ou le fluide a été expulsé de la zone de discontinuité.

5.4.5 Conclusion

Dans cette section on a mis en évidence la topologie de ’écoulement de base lorsque wy < 1.
Dans les conditions ol Re ~ O(e_% ), Pénergie de 1’écoulement secondaire U est alors concentrée
dans les couches limites d’épaisseur O(Refé)et dans les zones de cisaillement d’épaisseur O(Re ™ 8 )
L’existence de ces zones de cisaillement peut étre expliquée pour € < 1 par un mécanisme simi-
laire & celui de I'expérience de McEwan [30]. L’influence d’une plus grande valeur de € a également
été mise en évidence. Cette topologie differe des estimations théoriques de Racz et Scott [28] par
la présence de ces zones de cisaillement. Cependant leur hypothese selon laquelle ’écoulement
U reste confiné dans des zones de faible épaisseur pour Re > 1 reste valide. L’influence des
zones des cisaillement sur I'instabilité de cet écoulement reste & déterminer.

5.5 Topologie de I’écoulement secondaire dans le cas wy > 1

Dans le cas wy > 1, les fréquences excitées par le mouvement du piston, ainsi que leurs
harmoniques, ne peuvent pas étre interprétées en terme de modes inertiels, dont les pulsations
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Fi1a. 5.7 — Demi-largeur adimensionnelle W des zones de cisaillement issues des coins en fonction
du nombre de Reynolds pour hg = 4, wy = 0.4472, € = 103, estimée & partir des profils d’énergie
cinétique. Les mesures sont comparées avec la fonction 14Re™ 3.

sont bornées de facon adimensionnelle par 1. Le mécanisme de propagation des ondes inertielles
présenté dans la section précédente ne peut donc plus expliquer la dynamique de 1’écoulement.
C’est d’ailleurs ce type de configuration qui a été examiné par Graftieaux [36] [34], dans sa mise
en évidence du mode axisymétrique primaire dont la pulsation est justement supérieure 4 1.

5.5.1 Profils de vitesse

L’écoulement U , qui représente 1’écart entre ’écoulement de base en présence de viscosité et
celui prédit par la théorie non visqueuse, peut étre estimé & partir des profils de vitesse. L’outil
numérique permet d’examiner en détail ’écoulement dans les zones de coin ou de proche-paroi,
alors que ces informations sont inaccessibles par la voie expérimentale.

Afin de comparer également les calculs aux résulats expérimentaux de Graftieaux, le calcul
présenté ici a été effectué dans les mémes conditions et représenté en variables dimensionnelles.
Le champ représenté sur la figure 5.8 n’est pas Uz, mais le champ U + Vz (yist0n)€2- Les condi-
tions expérimentales sont les suivantes : a = 70 mm, hg = 1.18, € = 13.1%, woagim = 1523,
Q = 18.85 rad.s~', Re = 9989.

La comparaison avec le profil expérimental (voir figure 5.8) montre un bon accord quantitatif,
& quelques % pres, dans toute la zone 0 < 7 < 0.9 ol les mesures expérimentales, associées & un
profil uniforme, sont accessibles. Ces résultats prouvent que le comportement du fluide dans le
repere tournant est bien décrit par 'approximation non visqueuse dans la zone accessible par
Pexpérience. C’est, conformément aux estimations a priori de Racz et Scott, seulement dans la
zone de proche paroi (r = 1) que le gradient du champ de vitesse axiale est confiné, dans une
fine zone assimilable & une couche de Stokes verticale oscillante d’épaisseur O(Re%).

Apres vérification de cet effet de confinement des non-uniformités du champ de vitesse, il
est intéressant de soustraire au champ total le champ uniforme provenant de I’analyse non vis-
queuse, pour revenir au champ U tel qu’il est résolu par le schéma numérique. De cette fagon,
la condition d’adhérence & la paroi latérale fait que ce sont les zones de forte vitesse axiale qui
sont confinées pres de cette paroi, comme le montre la figure 5.9. L’écoulement visualisé sur la
figure 5.10 en dehors de la zone de forts gradients, apparemment trés faible devant la vitesse

114



r=1

L r=0

0.6 r=0.125

r=0. 48

0.5 r=0. 95

r=0.98

0.4 r=0.998 -

G afti eaux

Y 0.3 Non vi squeux
0.2 . ,;@x% 1
0.1¢} - |

0
'0. 1 L L L |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Z/ h

Fi1c. 5.8 — profil de vitesse axiale en fonction de Z pour différentes valeurs de r. Comparaison
avec le profil non visqueux et avec le profil expérimental.

du piston, méme pour la valeur choisie de € (13%), peut étre interprété comme I’écoulement
secondaire négligé dans 1’étude analytique.

-1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

Fi1G. 5.9 — Coupe méridienne de I’écart U instantané entre les états de base visqueux et non
visqueux (hg = 1.18, € = 13.1%, Re = 4994, wy = 1.523). On constate que cet écart est
quantitativement restreint a la zone de proche paroi.

L’écoulement secondaire, représenté sur la figure 5.10, est également périodique avec la période
du piston, et est principalement constitué de deux boucles de circulation alternées. La plus
intense, dont la circulation est du méme signe que la source de vorticité dans le coin, est situé
proche du piston. La vorticité y est également dans le méme sens que dans la couche limite
associée au champ U dans la zone (r = 1). il existe également une composante azimuthale, en
quadrature de phase avec les composantes méridiennes, dont la présence est due a la déviation
par la force de Coriolis.

115



0.8+, , , ., -
S
?1777//77rx\,////” 0.
0.6777T??T\\\\\-/////,/«
= L e e N N
N I S S N N N N NN 0.
0.4F " vV v N N NN s~ =
' (BN NN N N e e e~ E
N 0.
0.2} IR NN L
PPN S S O /1
o P U Vv vy
. NN . NN
0 ‘ R 0 w P e
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
r r
1 ===
1 T C o ¢ C i 0.8 ¢
j:jikil\\;\;:/,
A e
0.8+ ¢ ¢+ s - ——— " f,
N e R N AN 0.6 ¢
Y -
R S Y A A R A A O N -
P R e N 1L N
< N e 17 0.4 f
N [ T N N N "y
0.4 F v v v v N N NN w7 b , .,
ST D22 0.2F . « .
0.2 ¢ J o
0 Lt T T Tz 0 B
0 0.2 0.4 0 0.2

F1G. 5.10 — Semi-coupes méridiennes du champ des vitesses U associé a I’écoulement secondaire,
correspondant & I’écoulement de base visqueux hors de la zone de paroi r = 1, auquel est
retranchée la composante axiale moyenne. hy = 1.18, ¢ = 13.1%, Re = 4994, wy = 1.523, &
différents instants d’un méme cycle de compression-détente wot = Z (h(t) = 1.291), 3Z (h(t) =
1.072), 3T (h(t) = 1.072), & (h(t) = 1.291).

5.5.2 Influence de la course

D’un point de vue énergétique, on peut essayer de comparer 1’écoulement de base tel qu’il est
prédit par les ordres de grandeur issus de ’analyse avec celui réellement observé lors des simu-
lations, dans le but de trancher quant & la pertinence de la prise en compte des effets visqueux
lors d’un bilan énergétique.

Le champ résolu par le schéma numérique, rapporté au domaine fixe , est le champ de vitesse
total auquel I'oscillation axiale non visqueuse a été retranché. Son énergie cinétique, donnée par
/ (—%Vb +22, Aru#)? correspond donc & I'énergie de I’écoulement secondaire étudié dans cette
section. L’énergie moyenne totale de cet écoulement secondaire, calculée comme la moyenne tem-
porelle de I’énergie cinétique totale calculée sur 50 cycles de compression, a été mesurée pour
plusieurs valeurs de la course ¢, avec Re = 6.10%, proche du seuil d’instabilité. Afin de s’assurer,
particulierement pour les grandes valeurs de la course €, que I'écoulement mesuré est effective-
ment I’écoulement de base, et n’est pas le résultat d’une instabilité, la pulsation du piston wqg a
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F1G. 5.11 — Schéma de la topologie de 1’écoulement secondaire associé a 1’état de base dans le
plan méridien pour Re ~ O(10%) et wy > 1.

été prise comme un autre parametre variable afin de se trouver constamment hors des conditions
de résonance portant sur wg. L’énergie mesurée a donc été comparée a la variable réduite ewq
plutét qu’a la simple variable e (voir figure 5.13).

L’allure de la courbe obtenue confirme que 1’énergie de ’écart entre I’état de base visqueux et
son analogue non visqueux se comporte comme O(e?w3) sur une gamme relativement étendue de
valeurs de e. Un écart faible mais significatif entre la courbe et les résultats apparait vers e > 12—0,
c’est-a-dire dans le régime ol les effets en O(€2) ne sont plus quantitativement négligeables par
rapport aux termes dominants en O(e). L’ordre de grandeur de cet écart est au plus de 14 %.
D’autre part, la visualisation du champ des vitesses met clairement en évidence que I'énergie
cinétique de 1’écoulement de base est concentrée dans la région de proche paroi correspondant &
la couche limite oscillante le long de la paroi verticale. Dans cette zone, ’écoulement est aligné

a la paroi qui est parallele & ’axe de rotation, il n’est donc pas affecté par la force de Coriolis.
1

. TR . . vari _
Il peut étre assimilé & une couche de Stokes oscillante dont 1’épaisseur varie comme Rem:t(m,

et donc comme Re™3 pour des valeurs de wg de 'ordre de 1'unité. La gamme de valeurs de la
course du piston proche du seuil d’instabilité varie comme Re_%, ainsi dans cette gamme de
parametres, 1’énergie de 1’état de base secondaire est concentrée sur une couche dont 1’épaisseur
est O(e), et varie donc, & nombre de Reynolds variable, comme O(e3).
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F1G. 5.12 — Schéma de la topologie de 1’écoulement secondaire associé a 1’état de base dans le
plan méridien pour Re ~ O(10%) et wy < 1.

5.5.3 Conclusion

Ce résultats confirment ’hypothése de Racz et Scott selon laquelle, autour du seuil cri-
tique, 1’écoulement secondaire apporte une contribution négligeable dans le bilan énergétique,
qui reste d’ordre O(e) par rapport & 1’écoulement de couche limite qui est déja d’ordre O(e).
Dans le cas wy > 1 et pour des courses du piston modérées (sans étre asymptotiquement faibles),
I’écoulement de base peut donc étre assimilé en premiere approche a I’écoulement non visqueux
tel qu’il est décrit par la théorie analytique, avec les corrections visqueuses d’ordre O(e?) pro-
posées dans la these de Racz.
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Chapitre 6

Déstabilisation du systeme par une
compression périodique

Cette section présente en détail I’étude numérique du phénomene d’instabilité paramétrique
décrit dans la thése de Racz [28]. Les simulations effectuées sont focalisées sur le cas du mode iner-
tiel (1, 1,0) mis en évidence expérimentalement dans la thése de Graftieaux [34] [36]. La premiére
section traite de la phase linéaire de l'instabilité, des difficultés intrinséques & la détermination
des taux de croissance et de ’obtention de la courbe de stabilité marginale du systéme autour
des conditions de résonance. La deuxiéme partie est une étude précise de la structure spatiale
du champ de vitesse en régime non linéaire et méne & 'identification du mode de Kelvin prédit
dans la these de Racz. Enfin, une troisieme et derniére partie se focalise sur la mise en évidence
du couplage non linéaire entre le mode inertiel identifié auparavant et la famille des modes
géostrophiques du cylindre en rotation.

6.1 Instabilité linéaire du mode axisymétrique primaire

Le systeme physique étudié est caractérisé par 4 parametres sans dimensions qui sont le rap-
port d’aspect moyen hg du cylindre, la course € du piston, la fréquence wy du piston et le nombre
de Reynolds moyen Re. Dans cette étude, seules les variations des parametres wy et Re sont
considérées, la réduction de ’étude du phénomene & un espace a seulement deux parameétres
physiques au lieu de quatre simplifiant déja considérablement l’'investigation numérique. Si le
choix préalable des parametres hg et € ne peut plus permettre de prétendre 4 une étude exhaus-
tive du phénomene d’instabilité, il est utile de noter plusieurs points.

D’une part, si le rapport d’aspect hg est de I'ordre de I'unité, comme dans ’expérience de Graf-
tieaux, les structures susceptibles d’étre les plus instables sont, quand elles sont axisymétriques,
représentées par des modes propres de bas ordre dans chaque direction. Ceci se justifie par 1’idée
a priori que des structures d’ordre élevé possédent des gradients de vitesse plus importants,
elles sont donc plus efficacement dissipées par la viscosité et ainsi plus stables que les modes
de bas ordre. Dans un cylindre “haut”, c’est-a-dire de rapport d’aspect elevé, les structures
axisymétriques attendues par 1’observateur sont, en premiere approche, plus proches de cellules
toriques empilées les unes au-dessus des autres. Inversement, dans le cas d’un rapport d’as-
pect petit ou 'on attendrait plutét des structures en tores concentriques. Mais cet estimation
qualitative possede ses limites, en particulier elle repose sur I’hypotheése d’axisymétrie des modes.

L’étude numérique de l'instabilité du systéme présentée ici a été réalisée, conformément aux
conditions de 1’étude expérimentale de Graftieaux, pour :

— un rapport d’aspect donné hg = 1.18
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— une course du piston fixée & € = 0.131

D’autre part, Graftieaux s’est focalisé sur une valeur du déplacement du piston qui place
I’expérience hors du cadre des petites oscillations. Dans ’analyse théorique de Racz, au contraire,
beaucoup de simplifications analytiques sont basées sur I’hypothése € << 1. L’étude numérique
présentée ici doit donc étre moins considérée comme une stricte vérification du travail de Racz
que comme une investigation du phénomene d’instabilité paramétrique au-dela des hypotheéses
analytiques, & la lumiére des résultats expérimentaux de Graftieaux.

La comparaison des taux de croissance linéaire calculés par Racz, pour les valeurs des pa-
rametres hg et € précitées, prédit que le premier mode inertiel du cylindre & étre déstabilisé
lorsque 'on augmente le nombre de Reynolds est le mode (k,m,n) = (1,1,0), ou k, m et
n représentent respectivement le nombre de noeuds radiaux, axiaux et azimuthaux. Ce mode
propre a déja été étudié en détail dans le chapitre 5 avec inclusion des effets visqueux. Il est
caractérisé par une fréquence non visqueuse w'*% ~ 0.57. Le champ de vitesses associé possede
la forme d’un tourbillon torique de méme axe que le cylindre, auquel se superpose une circulation
azimuthale de signe alternée sur la hauteur du cylindre. L’axisymétrie de 1’écoulement justifie
dans cette configuration 1’écriture d’un code de calcul axisymétrique.

L’analyse de Racz prédit que les coordonnés du vertex de la langue d’instabilité associé au
mode primaire dans I'espace (wg — Re) sont (w,, Re.) ~ (1.155,5250), ce qui fournit un ordre de
grandeur des parametres & explorer pour repérer les premiers stades de I'instabilité. La pulsa-
tion w, correspond analytiquement au double de la pulsation du mode inertiel excité, avec une
correction sur la fréquence naturelle due a la viscosité. Le fait que, d’une part, les pulsations
visqueuses calculées dans le chapitre précédent en ’absence de mouvement du piston vérifient
avec précision les prédictions analytiques, et que, d’autre part, les courbes de seuil de la these
de Graftieaux indiquent une valeur de w. proche & moins de 0.4% de la valeur théorique, justifie
Iinvestigation numérique de cette zone des parametres.

6.1.1 Mise en évidence d’une réponse sous-harmonique

Toutes les simulations effectuées dans I'intervalle wy € [1.12,1.19] ont montré que, pour Re
suffisamment bas, I’écoulement converge vers I’écoulement de base décrit dans le chapitre 5, avec
une fréquence fondamentale calée sur celle du piston. Si Re augmente, avec wq fixé, il existe bien
une valeur critique de Re, fortement dépendante de wq, & partir de laquelle I’énergie cinétique
totale de I’écoulement, ainsi que toutes les composantes du vecteur vitesse, se mettent a croitre
de fagon exponentielle. On note également des oscillations plus rapides, & une fréquence de
Pordre de grandeur de la moitié de la fréquence du piston, proche de la fréquence naturelle du
mode inertiel attendue (voir figure 6.1). Cette apparition d’une fréquence moitié n’est également
attestée qu'au-deld d’un temps transitoire (dépendant de I’énergie initiale de la perturbation et
du point de fonctionnement considéré), au-dela duquel les oscillations & la fréquence du mode
se superposent aux oscillations & la fréquence du piston, jusqu’a dominer progressivement la
dynamique de I’écoulement. II est intéressant de noter que la valeur de I’amplitude de la pertur-
bation initiale n’a pas d’influence sur la croissance observée, méme dans le cas limite ou elle est
numériquement nulle. En effet, une condition initiale nulle dans ’espace des vitesses représente
un écart non nul par rapport & I’état de base périodique du systéme, et c’est cet écart initial,
d’énergie totale O(€?), qui joue le role de la faible perturbation initiale par rapport & 1’état de
base, comme dans une analyse de stabilité linéaire classique. Aucun phénomeéne d’instabilité
sous-critique n’a été observé, conformément aux résultats expérimentaux.
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F1Gg. 6.1 — Signal transitoire de la vitesse axiale pour le point de fonctionnement hy = 1.18,
e = 0.131, wy = 1.15 et Re = 10000 au point (0.094, %Q) Le fitting exponentiel du signal permet
d’apprécier la durée de la phase transitoire régie par une dynamique linéaire.

Le caractere sous-harmonique de la réponse en fréquence, dans le cas instable, est bien mis
en évidence sur la figure 6.2 par le spectre temporel du signal de vitesse en un point. On a
également pu vérifier que I’apparition d’une composante fréquentielle dominante & la pulsation
visqueuse du mode inertiel, proche de <, est indépendante de la position spatiale de la mesure.

Le fait que la fréquence mesurée correspond, en premiere estimation, a la fréquence du mode
inertiel prévu confirme l'idée que la quantité physique en question est bien le mode primaire
lui-méme, méme si la structure spatiale du champ de vitesses obtenu reste & comparer avec
celle du mode de Kelvin (1,1,0) d’une part, et avec celle du mode inertiel associée & la valeur
de Re considérée, d’autre part. De plus, 'estimation numérique de la fréquence d’oscillation
dominante, a I'aide d’une transformée de Fourier, est limitée en précision par le caractere fini du
signal. Dans la suite de ce chapitre, une méthode d’analyse plus poussée permet de préciser si la
fréquence du signal est avec précision la fréquence moitié du piston. A ce stade, on obtient toute-
fois déja une réponse quant a la pertinence de I'étude du phénoméne en terme de modes inertiels.

La comparaison avec la représentation fréquentielle de I’état de base, sur la figure 5.2,
met en évidence non seulement ’apparition d’une fréquence sous-harmonique dominante, mais
également la modification des amplitudes relatives aux différentes harmoniques du mouvement
du piston. Ceci s’explique en premiére approche par le fait que la pulsation du piston wy, ainsi
que ses harmoniques, sont également des harmoniques d’ordre supérieur du mode instable lui-
méme. Les différences entre la répartition spectrale des états stable et instable sont donc dues
apparemment aux interactions quadratiques entre les différentes harmoniques en jeu.
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F1a. 6.2 — Transformée de Fourier temporelle du signal de vitesse axiale au point (r,Z) =
(0.094, %Q), pour wy = 1.15 et Re = 6000, calculée en éliminant la phase transitoire corres-
pondant aux 300 premiers cycles du piston. La pulsation a été réduite pour que la pulsation
du piston corresponde & la pulsation unité. On distingue clairement la présence d’un pic sous-
harmonique (noté “M.A.P.” comme Mode Axisymétrique Primaire) & la fréquence moitié du
forgage, caractéristique de l'instabilité paramétrique.

6.1.2 Mesure des taux de croissance linéaire

Au-dela de la simple constatation de la réponse sous-harmonique du systéme aux oscillations
du piston, il est important de connaitre avec précision pour quelles valeurs des paramétres
le systéme est instable. Supposons qu’en régime linéaire, I’amplitude de la contribution sous-
harmonique se comporte comme eR(O) S o les R(0) et (o) représentent respectivement
son taux de croissance linéaire et sa pulsation. Le systéme est dit stable lorsque R(o) < 0
et instable lorsque R(o) > 0. La relation R(c) = 0 définit dans I'espace des parameétres la
courbe de stabilité marginale. Une distinction du type “stable/instable” est pertinente, mais il
est préférable de pouvoir quantifier les taux de croissance linéaire du mode inertiel instable, de
la méme fagon que les taux de déclin modaux ont été quantifiés dans le cas complétement stable.
La mesure précise des taux de croissance de part et d’autre du seuil permet, via une interpolation
numérique, une détermination plus précise et moins coiiteuse de la courbe de stabilité marginale.
Deux méthodes numériques différentes ont été testées pour ’évaluation des taux de croissance :
une méthode de filtrage fréquentiel, puis 'algorithme de Prony.

6.1.2.1 Algorithme de filtrage fréquentiel

La méthode de filtrage fréquentiel de I’amplitude modale s’appuie sur une analyse de Fou-
rier locale en temps et peut étre résumée de la fagon suivante : supposons qu’au terme d’une
simulation on dispose d’un signal temporel noté u(t), correspondant & une des composantes du
champ de vitesse en un point donné. Cette quantité varie linéairement en fonction de l'ampli-
tude. modale. On procéde & un premier fenétrage en temps ur(t) < Hr(t)u(t), ou Hr(t) est
une fenétre temporelle de type porte sur [T, T + AT]. De la transformée de Fourier 47 (w) du
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signal ainsi fenétré, on extrait la composante tp(w”), correspondant a la pulsation du mode
inertiel attendu, ou éventuellement de ses harmoniques 47 (nw*), n = 2,3, ... dans la limite ou
celles-ci sont d’ordre suffisamment bas pour pouvoir étre résolues par la discrétisation temporelle
du signal. En variant la valeur de T' tout en maintenant AT constant, on translate la fenétre le
long de I’axe temporel, ce qui permet d’obtenir I’évolution de I’amplitude du mode ou d’une de
ses harmoniques.

Lors du filtrage temporel des signaux, le probleme peut se manifester par une variabilité rela-
tive des résultats numériques obtenus en fonction des parametres de filtrage. Cette méthode de
fenétrage s’appuie en effet sur une hypothese de séparation des échelles de temps, selon laquelle
I’amplitude croit sur une échelle de temps infiniment plus longue que 1’échelle de temps associée
au filtrage AT, & son tour infiniment plus longue que 1’échelle de temps courte associée aux
oscillations a filtrer. Cette situation est conforme aux hypothéses de Racz lorsque € < 1, mais
n’est cependant pas rigoureusement vérifiée vue la valeur choisie pour €, qui n’est pas a propre-
ment parler “infiniment petite” devant ’unité. Or pour des nombres de Reynolds modérés, ce
probléme s’avere difficilement coutournable. Selon les prédictions analytiques, la course du pis-
ton minimale nécessaire a ’apparition d’une instabilité est en effet, & cause de ’amortissement
visqueux, loin d’étre petite puisque qu’elle est tout de méme, pour des nombres de Reynolds
de 'ordre de 10* (accessibles expérimentalement et numériquement), d’environ 10%. Ainsi ce
manque de séparation nette entre les échelles de temps caractéristiques du probléme est ici un
obstacle & la pertinence de I’approche asymptotique.

Indiquons au passage que la méthode d’analyse des signaux expérimentaux de Graftieaux [34]
s’appuie sur une transformée de Hilbert du signal en un point suivie d’un lissage exponentiel.
On peut supposer que ce type de méthode est également caractérisée par une certaine sensibilité
aux parametres numériques, dues aux aller-retours entre espaces duaux.

6.1.2.2 Algorithme de Prony

Une autre méthode numérique de détermination des taux de croissance, d’un tout autre
type, a été testée. 1l s’agit de la méthode dite de Prony, issue d’applications dans le domaine
de l'automatique. Cette méthode algébrique ne fait pas appel & des passages dans I’espace
de Fourier. Elle s’appuie sur un pas d’échantillonnage en temps constant [57]. Elle consiste a
interpréter le signal dans le régime linéaire comme une somme d’exponentielles a pulsations
complexes oy. Le signal échantillonné prend la alors forme polynémiale suivante :

U = u(nAt) = Z apzy, avec z, = eRor)TiS(0k))AL (6.1)
k
Les variables z, = e®(0r)+i3(0k))At Hoyvent étre interprétées comme les taux d’amplification

linéaire des composantes modales du signal et sont directement reliées aux taux de croissance
et aux pulsations modales. Ainsi la méthode n’est adaptée qu’a la phase d’instabilité linéaire,
lorsque les différents contributions modales croissent ou décroissent de facon exponentielle, par
opposition a la méthode de filtrage précédente qui permet d’extraire une amplitude des modes
au-deld de cette phase de croissance linéaire. La connaissance du signal échantillonné permet
d’obtenir la liste des fréquences complexes contenues dans le signal d’origine, ce qui permet donc
de lier un taux de croissance & une pulsation donnée. L’idée est de retrouver, par I’inversion
d’un systéme linéaire sous-déterminé ) . o;Uy,4; = 0, une combinaison linéaire nulle des valeurs
successives échantillonnées. Les coefficients a; ainsi déterminés définissent alors un polyndéme
annulateur des zj, par utilisation de I'identité suivante :

Z a;iUpti = Z ai(z ap2p ) = Z akz,?(z ;L) (6.2)
7 k k i

1
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La mise en place numérique de l'algorithme passe par la recherche de I’ensemble des racines
de ce polynéme annulateur, ce qui a pour effet de dégrader fortement les résultats lorsque le
signal a lisser nécessite un développement sur une base d’exponentielles assez grande. La bonne
utilisation de cet algorithme est donc soumise & un choix judicieux des parametres comme la
fréquence d’échantillonnage ou le degré de I’expansion. La méthode de Prony ne constitue donc
pas vraiment une méthode de référence pour tester la méthode de filtrage par fenétrage, mais
constitue plutét une alternative & cette méthode.

6.1.2.3 Comparaison des résultats obtenus

Un des avantages majeurs de 'algorithme de Prony est que la partie imaginaire du taux de
croissance, qui correspond a la pulsation du mode propre identifié, est donnée avec précision.
Au contraire, la méthode de fenétrage s’appuie sur une connaissance a priori de la pulsation du
mode, celle-ci n’étant estimée qu’a la précision associée & la transformation de Fourier du signal.
Or la durée limitée de la phase d’instabilité linéaire est une limitation naturelle & la précision
lors de la détermination de cette fréquence. L’utilisation de I’algorithme de Prony a donc permis
une mesure effective des pulsations du signal. La signature sous-harmonique du mode instable
a ainsi été identifiée comme étant la pulsation du mode naturel du systéme, avec une erreur
inférieure dans tous les cas & 0.02%. On confirme donc par la mesure que le mode excité oscille
bien & la fréquence du mode inertiel associé (avec une légere correction de la pulsation par la
viscosité). Conformément au mécanisme générique des instabilités paramétriques, le forcage ne
semble pas introduire de phénomeéne de “detuning” des fréquences propres du systéme.

La comparaison des deux méthodes de traitement des signaux temporels précédentes a ce-
pendant mis en évidence un phénoméne limitant dans notre analyse. Pour chaque méthode,
une certaine variabilité des résultats a été observée vis-a-vis des parameétres d’analyse. Pour la
méthode de filtrage temporel, les paramétres concernés sont la taille du fenétrage, le nombre de
fenétres utilisées pour décrire le signal temporel. Pour I'algorithme de Prony, en revanche, les
parametres importants sont le nombre de fonctions exponentielles utilisées pour décrire le signal
ainsi que la fréquence d’échantillonnage choisie. A chacune des deux méthodes, appliquées & un
signal donné pour la détermination des taux de croissance, peut étre associé un nuage de points
dont les écarts-type sont de 'ordre de 2% a 3% (voir figure 6.3). Pour la méthode de filtrage,
I'imprécision de la méthode est due au manque de séparation nette entre les différentes échelles
de temps dans le signal; pour I'algorithme de Prony, elle semble étre due au compromis entre
une expansion en fonctions exponentielles suffisante et la perte de précision lors de ’extraction
des racines du polynoéme associé lorsque 1’ordre de ce polynéme augmente.

Notons au passage que ces phénoménes numériques se manifestent lors de ’application des al-
gorithmes cités aux signaux provenant des simulations, alors qu’ils sont beaucoup moins marqués
lors du calibrage de ces mémes méthodes sur des fonctions tests. Cela laisse penser qu’un nombre
important d’harmoniques différentes sont présentes dans le signal lors de la phase d’instabilité
linéaire, agissant lors du filtrage comme un effet de “bruit” numérique. D’autre part, sur un méme
signal, aprés homogénéisation des différents résultats obtenus, les taux de croissance obtenus par
I'une et 'autre des deux méthodes donnent des résultats sensiblement différents, dans une four-
chette dont 'ordre de grandeur est environ 5%. L’écart entre les deux méthodes est comparable &
Perreur commise lorsque la discrétisation spectrale est insuffisante, avec N représentant le degré
de I’expansion spectrale dans chaque direction. A titre d’exemple, pour une simulation dans un
cas instable, avec Re = 8.10%, on reproduit ci-aprés les résultats obtenus selon les différentes
méthodes :
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F1G. 6.3 — Répartition des taux de croissance complexes (o) +iS(0) associés au mode primaire
instable selon la méthode de Prony, en fonction de 2 parametres numériques : le degré de
Pexpansion polynémiale M et le pas d’échantilonnage. Discrétisation adoptée dans le calcul :
322 fonctions de base, 400 pas de temps par cycle du piston.

~ Othéorique = +5.5721.1073 + 30.5748

~ O fittrage,N=32 = 5.5479.1073 +i0.5748
— Ofiltrage,N=20 = 5.5095.1073 4 i0.5748
— Oprony,N—32 = 5.278.1073 +40.5747

Il ressort de cet exemple que c’est la sensibilité numérique des méthodes de détermination
des tauz de croissance qui limite la précision globale de [’évaluation des tauz de croissance .
En effet, la variation des parametres numériques de filtrage est a I'origine d’un écart-type plus
important (~ 5%) que I’erreur occasionnée ici par le schéma spectral (< 1 %).

6.1.2.4 Influence sur la détermination du nombre de Reynolds critique

Il est possible de procéder & une analyse de grandeur de ’erreur relative commise sur la valeur
numérique du nombre de Reynolds critique Re. en fonction de 'erreur Ao commise sur les taux
de croissance o. Cette grandeur Ao représente la variabilité des taux de croissance calculés en
fonction de I’algorithme utilisé. Pour une valeur de wy donnée, proche du seuil, on a :

ARe, Ao 1

Rec Rec ( aa}ge )seuil

Numériquement, si on retient pour Ao l'ordre de grandeur des 5% associés a 'imprécision
du filtrage, identifiés auparavant comme étant la source majeure d’imprécision de ’analyse
numérique, P'erreur relative sur le nombre de Reynolds critique est % =0.7"%
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TAB. 6.1 — Taux de croissance du mode inertiel (1,1,0) evalués a I’aide de ’algorithme de filtrage,
pour hy = 1.18 et € = 0.131, en fonction de la fréquence de forgage wy (en abscisses) et du nombre
de Reynolds Re (en ordonnées).

| wp | 112 1.13 1.14 1.15 1.16 1.17
Re=4937,5 || —4,24.1073 | —2,00.1073 | —8,14.10~* | —6,98.10~% | —1,65.1073 | —3,66.10>
Re=5375 —3,74.1073 | —1,51.107% | —3,52.10~% | —2,56.10~* | —1,23.1073 | —3,26.1073
Re=5812,5 || —1,81.10~% | 3,81.10~* | 1,52.10~% | 1,59.10~% | 6,09.10~* | —1,43.1073
Re=6250 —6,57.107% | 1,48.10~% | 2,56.10~% | 2,57.10~3 | 1,51.10~% | —6,17.10~*
Re=6687.5 || 1,96.10* | 2,46.1073 | 3,58.107% | 3,54.10~> | 2,34.1073 | —1,59.107°
Re=7125 1,09.107% | 3,32.107% | 4,39.10°3 | 4,31.103 | 3,07.10°° | 6,67.10° %
Re=7562,5 || 1,95.1073 | 4,08.107% | 5,06.107% | 4,89.10~% | 3,56.1073 1,08.1073
Re=8000 2,76.10~% | 4,83.107% | 5,75.10°3 | 5,51.1073 | 4,11.10~% | 1,56.1073

6.1.3 Seuil d’instabilité marginale dans le plan (wy — Re)

La mesure des taux de croissance, effectuée a 1’aide de la méthode de filtrage fréquentiel, a été
répétée pour un grand nombre de valeurs des parametres wg et du nombre de Reynolds Re. Une
cartographie du taux de croissance dans cet espace des parametres, réduit & deux dimensions, a
ainsi été réalisée. Une interpolation numérique de cette base de données permet de déterminer
avec une bonne précision la courbe de stabilité marginale du systeme pour une géométrie et
une course du piston données. On constate que la zone instable prend la forme d’une langue
centrée sur une fréquence centrale proche de 2w;,oqe ~ 1.155, ce qui confirme la condition de
résonance |2w™°% — wp| = O(e). Pour une pulsation de forcage donnée, on vérifie 'existence
d’un nombre de Reynolds critique en-dessous duquel I’état de base est stable. La croissance du
mode est d’autant plus importante que le nombre de Reynolds est élevé, ce qui met en évidence
le caractére stabilisant de la viscosité (voir tableau 6.1). La partie inférieure de la langue d’in-
stabilité détermine, & I’erreur d’interpolation numérique pres, un couple de parametres critiques
(we — Ree).

Une comparaison avec les courbes de stabilité marginales issues des travaux de Racz et Scott
[28] ainsi qu’avec les résultats exprérimentaux de Graftieaux [34] a été réalisée sur la figure 6.4.
L’allure théorique de la langue d’instabilité est bien reproduite par les donées numériques et
expérimentales. Une estimation directe des parametres critiques donne :

— (we — Rec) anatytique=(1.155,5250)

- (wc - Rec)e:cperimental:(l-15976160)

- (we — Rec)numerique=(1.150,5430)

L’erreur relative entre les prédictions analytiques et la simulation numérique est donc de
Pordre de 0.4% sur la pulsation critique et de 3.3% sur la valeur du nombre de Reynolds cri-
tique. Cette erreur peut étre interprétée comme relativement faible compte tenu du fait que les
conditions de course modérée (e = 13,1%) ne permettent a priori de se placer dans le cadre des

prédictions analytiques de Racz et Scott, basées sur I’hypothése d’une course asymptotiquement
petite.
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F1G. 6.4 — Courbe marginale de stabilité relative a I'instabilité du mode axisymétrique primaire

dans la zone centrale de la langue d’instabilité, pour hg = 1.18, ¢ = 0.131, en fonction des
2 . , . s .

parameétres wgy et Re = 2}%‘) . Comparaison entre les résultats analytiques, expérimentaux et

numériques.

6.1.3.1 Origine des écarts avec la théorie

Afin de vérifier I'influence quantitative des effets de grande course du piston sur les paramétres
critiques, on peut regarder de plus prés 'influence des termes analytiques instationnaires qui ont
été simplifiés dans ’équation 2.41, sous I’hypothese ¢ << 1. Parmi les termes simplifiées, on peut
évoquer les termes incluant I’état de base visqueux U, tous les termes en (h—'i))2 présents dans les
termes de couplage linéaire et non linéaires, ainsi que la dépendance temporelle du nombre de
Reynolds. Plutot que de mesurer I’influence de ces contributions terme par terme & 1’ordre O(e?)
dans le développement faiblement non linéaire 2.45, on peut se concentrer par exemple sur le
nombre de Reynolds instationnaire Re(t) = % Racz a supposé, & 'ordre dominant selon les
(Reynolds instationnaire peut étre assimilé & une

14
puissances croissantes de €, que ce nombre de
constante, choisie égale & Reg = Ul:(%a —. La simulation numérique permettant de se dispenser
=no

ou pas de cette hypothése, deux mesures du taux de croissance du mode, dans des conditions
d’instabilité proches du seuil (Reg = 6000, wy = 1.15), ont été effectuées : la premiére en te-
nant compte de I'instationnarité du coefficient de viscosité, la seconde avec ’hypothese que ce
coefficient reste constant dans le temps malgré la valeur de la course adoptée. On a volontaire-
ment renoncé a procéder a d’autres approximations au méme ordre, dans le but de quantifier
Pinfluence directe de cette hypothése sur la mesure des taux de croissance) :

- U[Re instationnaire]:1-99-10_3
~ O[Re constant}:1-85-10_3

La différence entre ces deux valeurs est de 7.2%, ce qui donne une incertitude sur la valeur
de Re. de I'ordre de 1.1%. Cette erreur est déja plus grande que I’écart entre la valeur de Re,
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fournie par la simulation numérique (avec Re instationnaire) et celle prédite par Racz. Ceci
souligne I'importance au moins quantitative des puissances de e négligées dans les diverses ap-
proximations effectuées lors de la détermination des parametres critiques du systéme.

6.1.3.2 Comparaison avec les résultats expérimentaux

Les résultats expérimentaux de Graftieaux présentent un plus grand décalage quant a la
prédiction du nombre de Reynolds critique Re., surestimé par rapport a la théorie d’environ
17.3%. On note également un décalage de 'ordre de 1% sur la fréquence centrale w,. de la langue
d’instabilité entre la théorie et ’expérience. On constate que la valeur expérimentale semble sur-
estimer la valeur théorique de la fréquence de résonance critique alors que la valeur numérique
en est une valeur approchée par défaut.

Sans référence aux résultats analytiques, 1’écart entre simulation numérique et expérience
est de lordre de 0.79% sur la fréquence résonante et de 13.6% sur le nombre de Reynolds
critique, ce qui reste satisfaisant dans le cadre d’une confrontation numérique/expérimental. Si
aucune explication n’est disponible actuellement sur 'origine du décalage en fréquence observé,
en revanche on peut s’interroger si les quantités appelées “nombre de Reynolds” concordent bien
de part et d’autre. En effet, la mesure du nombre de Reynolds moyen dans le cadre expérimental
provient d’une estimation de la viscoisité moyenne du gaz, basée sur des mesures directes de
la pression statique moyenne & l'intérieur du cylindre. Cette mesure de pression est d’une part
assez délicate puisqu’elle est intrusive, d’autre part aucun moyen n’est disponible pour vérifier
I’homogénéité spatiale de la pression statique (et ainsi de la viscosité) & I'intérieur du cylindre,
sachant que les défauts d’adiabaticité des parois du cylindre sont difficiles & quantifier et que
I’hypothése d’adiabaticité est fondamentale dans la dérivation du systéme d’équations utilisé
dans le cadre analytique et numérique. Ceci peut expliquer un léger décalage ou une dilatation
des courbes de seuil selon l'axe associé au nombre de Reynolds. Afin de quantifier l'erreur
commise, on peut se baser la loi de Sutherland déja évoquée dans le chapitre 2, selon laquelle le
7

nombre de Reynolds instantané varie en fonction de la température comme Re ~ T, ot o = 3.

L’hypothese d’adiabaticité permet donc de dériver la loi du nombre de Reynolds en fonction de
y=1 . .

la pression thermodynamique : Re ~ p® 7 , o1 y = % On en déduit la loi d’erreur AR}:“’ = %%.

Dans les conditions de I’expérience, une erreur expérimentale de 1’ordre de 10%, sur la pression

moyenne mesurée induit donc une erreur non négligeable de 5% sur l'estimation du nombre de

Reynolds moyen.
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6.2 Comportement non linéaire du mode axisymétrique pri-
maire

6.2.1 A la recherche d’un état saturé

Dans un cas instable, 'amplitude de la perturbation & 1’état de base croit de fagon ex-
ponentielle jusqu’a ce que les effets non linéaires, faibles dans le début de la phase de crois-
sance, deviennent progressivement non négligeables. On rappelle que dans 1'espace des phases
(amplitude-phase) servant & décrire la dynamique du mode inertiel instable, plusieurs scénarios
ont été prédits par Racz et Scott & partir d’une analysle faiblement non linéaire basée sur une
décomposition suivant les puissances croissantes de €2 (2.45). Selon cette analyse, pour des
nombres de Reynolds proche du seuil, le systéme peut converger vers un point fixe nul (auquel
cas I’écoulement de base est stable) ou vers un point fixe non nul (auquel cas I’écoulement de
base est instable et le mode inertiel se retrouve au-dela de la phase de croissance dans un état
de saturation, voir figure 2.5).

Pour des nombres de Reynolds de plus en plus elevés, la dynamique du mode instable axi-
symétrique est couplée avec celle des modes géostrophiques axisymétriques, et le systeme peut
évoluer vers un cycle limite (voir figure 2.6), un cycle limite avec une dynamique & deux phases
(voir figure 2.7).

La théorie faiblement non linéaire indique également la possibilité, au-deld d’une certaine
course critique, ou de fagon équivalente, au-deld d’un certain nombre de Reynolds pour une
course fixée, d’une divergence exponentielle des trajectoires dans 1’espace des phases. L’in-
terprétation physique de cette prédiction n’est pas encore claire, si ce n’est que ce scenario
met en évidence les limitations de la troncature & ’ordre dominant selon les puissances crois-
santes de e. Dans la thése de Graftieaux, seuls les trois premiers scenarios (stabilité, instabilité
avec saturation, instabilité avec modulation périodique de 'amplitude sur le temps long) ont été
clairement mis en évidence.

Ici, les différents états du systéme ont été explorés en maintenant le rapport d’aspect, la
course du piston ainsi que la fréquence d’excitation fixe (wg = 1.15) & une valeur proche de
la résonance théorique exacte (et égale & la valeur exacte issue des estimations numériques).
Le nombre de Reynolds Re a été progressivement augmenté & partir d’un état stable afin de
passer en revue les différentes dynamiques possibles. Un comportement asymptotique de point
fixe a été repéré pour Re = 6000, et dés Re ~ 6500, toutes les simulations numériques font
état d’un régime saturé avec une modulation périodique de amplitude (voir figures 6.5, 6.6 et
6.7. Ces comportements sont également ceux mis en évidence expérimentalement par Graftieaux.

11 est intéressant de noter que le cas Re = 6000 a été étudié numériquement par Racz & partir
des équations d’amplitude de sa thése, en utilisant les mémes valeurs de hg, € et A, mais que
ce point de fonctionnement est associé selon ses simulations & un comportement de cycle limite,
alors qu’il met bien en évidence un attracteur de type point fixe pour les valeurs Re = 5000
et Re = 5750. Cette différence de comportement n’est pas surprenante compte tenu du faible
écart entre analyse et simulation numérique directe déja identifié pour la courbes marginales de
stabilité. En revanche, on remarque que la valeur Re = 6000 se situe 10.5% au-dessus du seuil
Re, estimé par la simulation numérique alors que la valeur Re = 5750 se situe 9, 4% au-dessus du
seuil Re, issu de I'analyse et que la valeur Re = 6000 se situe elle 14,2% au-dessus de ce méme
seuil théorique. Il est donc sans doute plus pertinent de raisonner avec les valeurs numériques
de I’écart au seuil qu’avec la valeur brute du nombre de Reynolds.
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F1G. 6.5 — Energie cinétique totale de I’écoulement pour wy = 1.15 et Re = 6000
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Fia. 6.6 — Energie cinétique totale de ’écoulement pour wy = 1.15 et Re = 8500
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F1G. 6.7 — Energie cinétique totale de I’écoulement pour wy = 1.15 et Re = 10000
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F1G. 6.8 — Vitesse axiale au point (0.094, ’12—0) pour wy = 1.15 et Re = 6000
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F1G. 6.9 — Vitesse axiale au point (0.094, 0) pour wy = 1.15 et Re = 8500
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F1G. 6.10 — Vitesse axiale au point (0.094, ]12—0) pour wy = 1.15 et Re = 10000
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6.2.2 Saturation avec oscillations basse fréquence

Lorsque le nombre de Reynolds augmente, tous les autres parametres du probléeme étant
maintenus fixes dans des conditions propices a la résonance, la simulation numérique montre
une évolution vers une dynamique plus complexe que le précédent cas de saturation de 'am-
plitude : ’énergie cinétique ainsi que les différentes composantes du champ de vitesses restent
bornées mais subissent une modulation périodique sur une échelle de temps plus longue que le
temps d’une oscillation modale (voir figures 6.6 et 6.7). Ce comportement est prévu par I’ana-
lyse par un scénario de bifurcation de Hopf. Dans ’expérience, ce comportement oscillatoire a
également été mis en évidence, cependant les résultats ne semblent pas confirmer I'hypothése
d’une bifurcation. La fréquence de modulation semble indépendante du point de mesure tant
que celui-ci ne se trouve pas dans la zone de couche limite, mais est en revanche sensible 4 la
valeur de Re choisie.

Le mécanisme proposé pour justifier ce type d’état oscillatoire a basse fréquence est un cycle
limite dans I’espace des parameétres du probléme, ol le systéme est alternativement accordé et
désaccordé en fréquence [28] [32]. Plus précisément, lorsque 'amplitude du mode instable croit
& partir d'une valeur faible dans des conditions de résonance paramétrique, le couplage non
linéaire entre le mode instable et la famille des modes géostrophiques implique la croissance
simultanée de composantes géostrophiques. L’introduction de ces composantes géostrophiques,
associées & des écoulements majoritairement azimuthaux bien que dépendants de la variable
radiale r, modifie le taux de rotation local du fluide, et place ainsi le systéme hors des condi-
tions de résonance permettant la croissance modale. La perturbation introduite décline donc, de
méme que les modes géostrophiques issus du couplage. L’accord fréquentiel & nouveau vérifié, la
perturbation se remet & croitre jusqu’a ce que le couplage non-linéaire intervienne de nouveau
pour désaccorder la résonance, et ainsi de suite jusqu’a ce que le phénomeéne devienne périodique.

6.2.3 Structure spatiale du mode axisymétrique primaire

Les simulations numériques présentées dans cette partie ont été réalisées pour deux points de
fonctionnement différents, correspondant aux deux types de régime observés, et qui seront dis-
cutés dans la section suivante. Ces deux régimes sont Re = 6000 et Re = 8500, et correspondent
respectivement au cas théorique de saturation de 'amplitude modale et au cas d’une saturation
du mode avec modulation périodique de son amplitude sur une échelle de temps long.

— Premier point de fonctionnement : hy = 1,18, ¢ = 0,131, wy = 1,15, Re = 6000, calcul
montré au temps ¢ = 320.5 cycles du piston & partir d’une condition initiale nulle (¢ = 320
cycles du piston pour le champ azimuthal qui est en quadrature de phase avec les compo-
santes méridiennes).

— Second point de fonctionnement : hg = 1,18, € = 0,131, wy = 1,15, Re = 8500, calcul
montré au temps ¢t = 180.5 cycles du piston & partir d’une condition initiale nulle (¢ = 180
cycles du piston pour le champ azimuthal qui est en quadrature de phase avec les compo-
santes méridiennes).

Les profils de vitesses instantanés, issus de la simulation, présentent a chaque pas de temps
une similitude relative avec les profils de vitesse associés au mode de Kelvin (1,1,0) théorique
hors des zones de paroi. Cependant, il est plus pertinent de comparer ce méme profil théorique
avec le champ simulé auquel un filtrage en fréquence a été appliqué. L’idée est que le champ
de vitesses total est la somme de plusieurs composantes oscillant & des fréquences différentes,
comme l'atteste la figure 6.2. Ainsi on choisit de ne retenir du champ simulé que la compo-
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sante spectrale oscillant & la fréquence naturelle du mode de Kelvin, c’est-a-dire la moitié de la
fréquence du piston. Ce filtrage a été réalisé en mesurant, en chaque point du domaine physique,
les 3 composantes du vecteur vitesse. A chacun des signaux obtenus a ensuite été appliquée
une transformation de Fourier pour décrire le champ de vitesses dans I'espace des fréquences.
Un fenétrage passe-bande de faible largeur spectrale est ensuite appliqué aux spectres ainsi
déterminés, centré autour de la fréquence du mode. Une transformée de Fourier inverse permet
finalement de revenir a un signal temporel et d’analyser les profils de vitesse associés.

Le profil de vitesses de 1’écoulement obtenu par le procédé de filtrage décrit auparavant a été
comparé, composante par composante, avec le profil de vitesses associé au mode de Kelvin (1,1,0)
non visqueux. C’est en effet cette quantité qui intervient directement dans la décomposition mo-
dale de Racz et Scott. Les figures 6.14 & 6.19 correspondent au cas Re = 6000, alors que les
figures 6.20 & 6.25 correspondent au cas Re = 8500). La comparaison avec le mode inertiel vis-
queux, défini pour la valeur correspondante du nombre de Reynolds, permet une comparaison
des profils de vitesse dans les zones de proche paroi.

L’échelle pour I'amplitude du mode de Kelvin non visqueux est indicative puisque celui-
ci, en tant que solution d’un probléme linéaire, est défini & une constante multiplicative pres.
Les champs de vitesse méridiens, bruts et filtrés, provenant de la simulation ont été comparés
au mode de Kelvin non visqueux affecté d’un facteur de pondération. On a choisi de pondérer
différemment le mode de Kelvin selon que 1’on présente la comparaison du champ méridien ou du
champ azimuthal. On rappelle que, d’aprés leur expression analytique (2.33,2.34,2.35), les com-
posantes radiales et axiales évoluent toutes les deux en quadrature de phase avec la composante
azimuthale. Au cours d’un cycle modal I’énergie cinétique du mode se répartit donc alternative-
ment entre le champ méridien et le champ azimuthal. La partie méridienne du mode de Kelvin

(Ve 24+ Vz|®)champ fittre
(S IVel2HVZ 1) mode de Ketvin
entre le champ filtré méridien et le mode de Kelvin méridien. Ainsi on est certain de comparer
deux champs mérdiens qui possédent la méme énergie totale. De méme, pour la comparaison des

est pondérée par le facteur , qui représente le rapport énergétique

(I‘VGP)champ filtre
(f|V9|2)mode de Kelvin

champs azimuthaux, on a choisi comme facteur de pondération la quantité \/
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F1G. 6.11 — Champ de vitesse méridien sur un cycle d’oscillation du mode axisymétrique primaire
en phase non linéaire, sans filtrage, hy = 1.18, Re = 8500, wy = 1.15, ¢ = 0.131, aux temps
t = 180, 180.5, 181, 181.5 cycles du piston. La méme échelle de vitesse a été conservée sur les
4 figures. La hauteur graphique des fenétres indique la hauteur instantannée du cylindre.
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€ = 0.131, aux temps ¢t = 180, 180.5, 181, 181.5 cycles du piston. La méme échelle de vitesse a

été conservée sur les 4 figures.

1.18, Re = 8500, wq

F1G. 6.12 — Champ de vitesse méridien sur un cycle d’oscillation du mode axisymétrique primaire
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F1G. 6.13 — Champ de vitesse méridien sur un cycle d’oscillation du mode de Kelvin théorique
non-visqueux (1,1,0), aux temps ¢ = 180, 180.5, 181, 181.5 cycles du piston. Les champs vitesses
ont été normalisés par la racine carrée du rapport entre les énergies cinétiques méridiennes du
champ filtré et du champ théorique.
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l I node non vilsqueux ]
sans filtrage —-—-—-
avec filtrage -
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N
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Vitesse radi al e

F1G. 6.14 — Profils de vitesse radiale comparés du mode inertiel non visqueux, du mode inertiel
visqueux a Re = 6000, du champ brut et du champ filtré 4 la fréquence propre du mode de
Kelvin, calculés pour » = 0.81 et £ = 320.5 cycles du piston.

T
“node non vi squeux
,,,,,,,, . sans filtrage ——
“.avec filtrage -~
0.05 Vi

0. 025

Vitesse radiale

.25 0.5

FiG. 6.15 — Profils de vitesse radiale comparés du mode inertiel non visqueux, du mode inertiel
visqueux a Re = 6000, du champ brut et du champ filtré 4 la fréquence propre du mode de
Kelvin, calculés pour Z = 0.85hg et t = 320.5 cycles du piston.
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F1G. 6.16 — Profils de vitesse azimuthale comparés du mode inertiel non visqueux, du mode
inertiel visqueux & Re = 6000, du champ brut et du champ filtré 4 la fréquence propre du mode

de Kelvin, calculés pour r = 0.81 et ¢t = 320 cycles du piston.
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.75

Fic. 6.17 — Profils de vitesse azimuthale comparés du mode inertiel non visqueux, du mode
inertiel visqueux & Re = 6000, du champ brut et du champ filtré 4 la fréquence propre du mode

de Kelvin, calculés pour Z = 0.85h¢ et ¢ = 320 cycles du piston.
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F1G. 6.18 — Profils de vitesse axiale comparés du mode inertiel non visqueux, du mode inertiel
visqueux a Re = 6000, du champ brut et du champ filtré 4 la fréquence propre du mode de
Kelvin, calculés pour » = 0.81 et ¢ = 320.5 cycles du piston.

0. 05
0. 025
@ 0
©
S -0.025
()]
(7]
$ -0.05
S /"777
- O 075 - 7777777 “_,./'/"‘ |
ot node non vi squeux ]
sans filtrage ———
avec filtrage
/ ! . node Vi squeux
0 0.25 0.5 0.75 1

r
FiG. 6.19 — Profils de vitesse axiale comparés du mode inertiel non visqueux, du mode inertiel

visqueux a Re = 6000, du champ brut et du champ filtré 4 la fréquence propre du mode de
Kelvin, calculés pour Z = 0.85hg et t = 320.5 cycles du piston.
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F1G. 6.20 — Profils de vitesse radiale comparés du mode inertiel non visqueux, du mode inertiel
visqueux a Re = 8500, du champ brut et du champ filtré 4 la fréquence propre du mode de
Kelvin, calculés pour r = 0.4258 et ¢t = 180.5 cycles du piston.
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FiG. 6.21 — Profils de vitesse radiale comparés du mode inertiel non visqueux, du mode inertiel
visqueux a Re = 8500, du champ brut et du champ filtré 4 la fréquence propre du mode de
Kelvin, calculés pour Z = 0.146h( et ¢ = 180.5 cycles du piston..
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F1G. 6.22 — Profils de vitesse azimuthale comparés du mode inertiel non visqueux, du mode
inertiel visqueux & Re = 8500, du champ brut et du champ filtré 4 la fréquence propre du mode
de Kelvin, calculés pour » = 0.4258 et ¢ = 180 cycles du piston.
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Fic. 6.23 — Profils de vitesse azimuthale comparés du mode inertiel non visqueux, du mode
inertiel visqueux & Re = 8500, du champ brut et du champ filtré 4 la fréquence propre du mode
de Kelvin, calculés pour Z = 0.146hg et t = 180 cycles du piston.
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F1G. 6.24 — Profils de vitesse axiale comparés du mode inertiel non visqueux, du mode inertiel
visqueux a Re = 8500, du champ brut et du champ filtré 4 la fréquence propre du mode de

Kelvin, calculés pour » = 0.4258 et t = 180.5 cycles du piston.
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FiG. 6.25 — Profils de vitesse axiale comparés du mode inertiel non visqueux, du mode inertiel
visqueux a Re = 8500, du champ brut et du champ filtré 4 la fréquence propre du mode de

Kelvin, calculés pour Z = 0.146h( et ¢ = 180.5 cycles du piston..
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La comparaison des deux points de fonctionnement étudiés met en évidence la similarité des
profils de vitesse etudiés, pour chacune des composantes du vecteur vitesse. Il n’y a donc pas
de différence notable dans la structure spatiale du champ de vitesse entre les cas avec et sans
modulation périodique de 1'amplitude. Ceci confirme donc I'hypothése que, hors des couches
limites, augmenter le nombre de Reynolds ne modifie pas la topologie du champ de vitesses.

L’écoulement filtré & la fréquence moitié de celle du forcage se superpose de facon nette a
Pécoulement associé au mode de Kelvin (1,1,0) et posseéde bien la méme fréquence d’oscilla-
tion, ce qui permet bien de l’identifier au mode inertiel méme. Ceci justifie donc ’emploi d’une
décomposition sur une base de modes de Kelvin non visqueux, comme dans la thése de Racz.

La comparaison avec le mode inertiel visqueux montre que I’écoulement filtré possede également
des couches limites assimilables a des couches d’Ekman, caractérisées par une déviation angu-
laire du vecteur vitesse. L’épaisseur de cette couche d’Ekman concorde bien avec celle du mode
inertiel de référence. Cependant, on constate des différence quantitatives assez importantes dans
I’écoulement de proche paroi.

En revanche, il n’a pas été possible de procéder a une comparaison rigoureuse des profils de
vitesse obtenus avec les profils expérimentaux de Graftieaux [34]. En effet, celui-ci a effectué
ses mesures & un point de fonctionnement trés proche du seuil, pour éviter un régime avec mo-
dulation d’amplitude. Or le décalage, méme faible, entre les courbes de seuil expérimentale et
numérique (voir figure 6.4) fait que le point de fonctionnement qui est instable pour 1’expérience
de Graftieaux est stable pour la simulation numérique. Le champ observé numériquement est
donc simplement 1’état de base. Pour cette raison, aucune comparaison quantitative n’a été
montrée. Cependant, les profils de vitesse expérimentaux semblent confirmer clairement 1’hy-
potheése d’un écoulement instable dominé par le mode (1,1,0).

L’analyse de la structure du champ saturé montre que, hors de la zone de proche paroi,
I’écoulement est directement identifiable & celui du mode de Kelvin non visqueux associé, ce qui
souligne le réle central que jouent les modes inertiels dans ce mécanisme d’instabilité [58].

6.3 Présence d’un écoulement géostrophique

6.3.1 Couplage géostrophique

La contribution de modes géostrophiques (non visqueux) dans le systéme d’équations modales
se traduit par ’existence d’une circulation azimuthale moyenne non nulle. Ce phénomeéne de cir-
culation azimuthale a été observé dans la majorité des expériences ou un fluide en rotation solide
est soumis & un forcage périodique permettant, d’une maniére directe (Mc Ewan, Mannaseh)
ou paramétrique (instabilité paramétrique), d’exciter des modes inertiels. La vitesse azimuthale
représenté sur la figure 6.26 constitue ici un moyen efficace de vérifier la contribution des modes
géostrophiques. On rappelle que les modes géostrophiques possedent tous une pulsation nulle,
leur amplitude ne varie donc pas sur I’échelle de temps d’un cycle modal.

11 est intéressant d’analyser quels modes géostrophiques sont directement affectés par le cou-
plage avec le mode axisymétrique primaire. Racz montre dans sa these que seuls les modes
géostrophiques axisymétriques (non visqueux), formant une famille dénotée M, interviennent
via le couplage par les effets non linéaires. Ce couplage provient de la non-nullité des termes
Ay pyo, exprimant Uinteraction non-linéaire entre 2 modes de Kelvin axisymétriques (non vis-
queux) p4 et o, dans 1’équation d’amplitude compléte 2.60 du mode primaire :

da . . 1 4 1 1 . .
T = iwsCa™ + (EZA — e 'Re72d’, +2i ;/IAMMU'AU)G +iGla|’a (6.3)
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La famille M contient une infinité de modes non visqueux, qui different les uns des autres
par leur structure radiale, et il est intéressant de quantifier quel est le nombre d’éléments de M
qui interviennent de facon significative dans le couplage. Ce nombre est-il fini ? Racz mentionne
[28] que 10 modes géostrophiques non visqueux, en particulier ceux de plus bas ordre, suffisent
en pratique a décrire la dynamique entiére du systéme tel qu’il est déduit de I’analyse faible-
ment non linéaire. Qu’en est-il dans le cadre de modes inertiels visqueux 7 Le nombre de modes
géostrophiques effectivement couplés est une information précieuse pour décrire la dynamique
compléte du systéme. En effet, de méme qu’un systéme de faible dimension (dans le cas ou au
plus deux modes géostrophiques sont pris en compte) ne permet de prédire que des comporte-
ments de type point fixe ou cycle limite, on sait que plus la taille du systéme dynamique est
importante, plus la richesse des comportements dynamiques attendus est grande. Par exemple,
la dimension du systéme dynamique associé est alors un indicateur de la complexité potentielle
de ’écoulement dans le cas d’un régime chaotique.

= —¢ 'Re"2dy Ay + (2C Aoy, u, costp + € 'Re™2T,)|al® (6.4)

0. 05 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
O- 04 [ "
0.03 ¢ |
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0.01 j

-0.01
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F1G. 6.26 — Signal de vitesse azimuthale non filtré, calculé pour wy = 1.15, Re = 6000 au
point (r, Z) = (0.094, %) On remarque que dans ces cas d’instabilité le signal n’est pas nul en
moyenne (contrairement aux cas stables), ce qui traduit la présence de modes géostrophiques
dans I’écoulement.

6.3.2 Comparaison des profils de vitesse azimuthale

Pour ceci, une moyenne temporelle du champ de vitesse azimuthal a été réalisée sur un cycle
modal, et le champ spatial moyenné en temps a été représenté au point de fonctionnement
suivant : (wp = 1.15, Re = 8.5.10%). La moyenne temporelle est approchée en pratique par une
moyenne arithmétique sur une période modale, notée < ugy >y, effectué a partir de N; champs
bruts instantanés régulierement espacés en temps. On a choisi en pratique Ny = 20. On a ainsi :

1 i 2k

<wug > (r,Z) = ﬁt Zua(’r, Z, tinitial + W) (6.5)
k=0

Cette sommation a pour effet d’annuler les contributions du mode, du piston ainsi que leurs
harmoniques. Le champ < wug >¢ (r,Z) a été calculé pour Re = 6000 et Re = 8500. Pour le
second cas, qui présentent des modulations périodiques d’amplitude, on a calculé < uy >; (r, Z)
a deux instants différents d’un cycle de modulation : pour un cycle modal qui débute & ¢ = 180,
puis pour un cycle modal débutant & ¢ = 200 (le temps est compté en cycles du piston & par-
tir du temps initial). On constate sur la figure 6.27 que, hors de la zone de paroi, le champ
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< ug >; (r, Z) présente un caractére quasi-bidimensionnel selon la direction axiale. Ce résultat
est une signature de la présence de modes inertiels géostrophiques visqueux. En effet, seuls ces
modes possedent cette propriété d’invariance selon la direction de 1’axe de rotation.

On a ensuite moyenné le champ < up >; (r, Z) selon la direction axiale, ce qui définit le
champ < ug >z, (r) par :

ho
<up >z (r) = - / < up >¢ (r, 2)dZ (6.6)
’ ho Jz=o

Les profils azimuthaux de vitesse, calculés puis moyennés sur un cycle modal sont & comparer
a I’écoulement azimuthal théorique prédit par Racz et Scott [28]. A l'ordre dominant en 0(62)
du développement faiblement non linéaire 2.45 vu au chapitre 2, on n’observe pas d’écoulement
géostrophique, puisque c’est le mode axisymétrique primaire qui domine, oscillant & la pulsation
Wmode, avec une amplitude notée |a|. En revanche, a l'ordre O(e) , la résolution de 1’équation

pour B,[E] permet de dériver le profil de vitesse azimuthale :

u‘[f] (r, Z,t) = €la|*{U1(r) + Ua(r)sin(2wmodet + ¢) + Us(r )cos(2;:0Z)} (6.7)

Les fonctions radiales Uy, Us et Us proviennent toutes des interactions quadratiques mode-
mode wpode = Wmode qui générent les fréquences 0 et 2wyoqe- Ces fonctions présentent une
dépendance radiale en Jj(r), ot Jy est la fonction de Bessel d’ordre 0 :

— 2wt A
U + ‘|‘ Op+H+ JI k(a) 6.8
U Ao Jb (kL) 6.9
Q(T \/ﬁ Z UJ+J0 k_(a ) O( T) ( )
k(") A
U Tk gt (k(0) 6.10
S(T /—ﬂ_h Z k(“+)) )W+J0(k(a)) 0( T) ( )

(2]

La moyenne temporelle <>; sur un cycle modal, appliquée au champ théorique u,", annule
la contribution instationnaire de Us. En revanche elle n’annule pas celle du champ Usz. On a en
effet :

<! >4 (1,2) = dal (U1(r) + Ua(r)eos( T 0)) (6.11)

L’application d’une moyenne selon la direction axiale annule bien la contribution de Us et
isole I'influence du champ géostrophique U;. On a alors :

<ull'> 2, (r) = €laPUs(r) (6.12)

Notons qu’on peut alors récupérer la fonction Us grace a la formule :

2nZ
<ul >, (r,2)— < ul? >4, (r) = al?Us(r)cos(——

) (6.13)

Le champ €|a|?U;(r) a donc été comparé sur la figure 6.28 avec le champ < ug >z (r) issu
de la simulation numérique. Les niveaux de vitesse prédits par ’analyse faiblement linéaire &
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F1G. 6.27 — Profils de vitesse azimuthale moyenne au point de fonctionnement wy = 1.15, Re =
6000 au temps t=320 cycles du piston (phase saturée). On distingue le caractére bidimensionnel
de I'écoulement hors des couches limites qui traduit la présence de modes géostrophiques.

lordre O(e) correspondent bien & ceux issus de la simulation numérique. Dans les simulations,
la vitesse aximuthale semble cependant plus concentrée pres de l'origine. Pour Re = 8500, la
comparaison des deux instants ¢ = 180 et ¢ = 200 (voir figure 6.28) montre que le profil de
I’écoulement géostrophique moyen varie peu au cours d’une période de modulation sur le temps
long.

Ensuite, la différence < ug >; — < ug >z; a été comparée a l'expression analytique de
Us(r) sur la figure 6.29. On reconnait qualitativement la présence d’un surplus de vitesse au
centre du cylindre compensé par un déficit pres des parois inférieure et supérieure, exprimée
par la dépendance en cos(%). Cependant, la comparaison est quantitativement moins satis-
faisante, ce qui suggere la nécessitel'z de prendre en compte les termes d’ordre suprérieurs dans le

développement en puissances de €2.

6.3.3 Désaccordage fréquentiel

Si ’on revient & la figure 6.28, on constate que 1’écoulement azimuthal moyen induit un sur-
plus de vitesse tres pres de 'axe et un plus léger déficit de la vitesse azimuthale lorsque I'on
approche la paroi (r = 1). C’est & dire que, vu du référentiel fixe plutét que du référentiel tour-
nant, I’écoulement tourne plus vite au centre et plus lentement pres des parois. La circulation
moyenne n’est donc plus uniforme une fois le régime non linéaire atteint.

Le moment cinétique total a travers une section méridienne du cylindre, associé a cet écoulement
moyenné selon la direction axiale, et vu du référentiel tournant, a été calculé pour ¢ = 200. Sa
valeur dimensionnelle est 2Qahq [*_ ug(r)rdr = 1.478.1072(2Qa?). A titre de comparaison, le
moment cinétique associé a I’écoulement de rotation solide tournant a la vitesse €2, calculé a partir
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F1G. 6.28 — Profils de vitesse azimuthale moyenne. Le profil théorique correspond au champ
€la|?Uy(r) . L’amplitude & saturation |a| a été évaluée & Re = 6000 et wy = 1.15. Les profils
< up >z issus des simulations numériques correspondent aux points de fonctionnement wy =
1.15, Re = 6000 & Dinstant ¢ = 320 cycles de piston et Re = 8500 a deux instants distincts d’une
période de modulation (¢ = 180 et ¢ = 200).

du référentiel fixe, vaut en variables dimensionnelles kg [ (Qr)rdr = 204310 = 0.1969(2Qa3).
La correction moyenne apportée par I’écoulement géostrophique est donc essentiellement posi-
tive, et le moment cinétique associé a I’écoulement dans le référentiel fixe est augmenté quanti-

tativement d’environ 7.5%.

En premiere approche, sans considérer le fait que cette correction a la circulation moyenne
dépend de la position radiale, on peut associer cette correction & une modification directe de
la vitesse de rotation moyenne équivalente du dispositif. On choisit de baser cette vitesse de
rotation moyenne équivalente sur le moment cinétique total. Or les parameétres adimensionnels
wo = “%ln et Re = % définissant I’espace & deux dimensions dans lequels a été représenté le
diagramme de stabilité linéaire du systéme, sont définis & partir du taux de rotation du dispositif.
Une correction positive de 7.5% du taux de rotation équivalent modifie le point de fonctionne-
ment du systéme, qui passe ainsi, en variables adimensionnées, de (wq, Re) = (1.15,8.5.10%) &
(wo, Re) = (1.07,9.138.10%). Ce nouveau point de fonctionnement se situe en dehors de la langue
d’instabilité linéaire du systéme, ce qui confirme 1’idée d’un désaccordage fréquentiel : le couplage
géostrophique est suffisant pour faire revenir temporairement le systéme & un état de stabilité.
Ce raisonnement approximatif n’inclut pas la variation radiale de ce changement de vitesse
anglulaire du fluide, ce qui explique pourquoi le scenario précédent n’est pas rigoureusement
observé. Cependant il confirme I’idée selon laquelle les effets de couplage sont quantitativement
sufffisants pour influer périodiquement sur le point de fonctionnement instantané du systéme,
et donc pour le faire bifurquer d’un comportement de point fixe a celui de cycle limite.
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F1G. 6.29 — Profil axial du champ < ug > (r,Z2)— < u[92] >z (r) au point r = 0.3. Le profil
théorique correspond au champ €|a|?Us(r) cos 2,7;0Z . L’amplitude & saturation |a| a été évaluée a
Re = 6000 et wg = 1.15. Le profil issu de la simulation numérique correspond au méme point de

fonctionnement en régime saturé (t=320 cycles de piston), évalué en r = 0.3.

6.4 Répartition modale de I’énergie

Pour les points de fonctionnement étudiés, ’ensemble des résultats précédents tend a confir-
mer ’idée de Racz et Scott qu’au-deld du stade transitoire, la dynamique de ’écoulement est
dominée par le mode non visqueux (1,1,0). Afin d’estimer quantitativement la validité de cette
hypothése, on peut projeter le champ de vitesse issu des simulations numériques sur différents
éléments de la base des modes de Kelvin, et ainsi cartographier dans I’espace spectral le poids re-
latif des différentes contributions. La méthode de projection modale est la suivante : soit u(x,t)
le champ de vitesse & un instant donné. La complétude de la base des modes de Kelvin non
visqueux permet de décomposer ce champ sous la forme suivante :

u(x,t) = Y Bu(t)ul(x) (6.14)
17

otr les u®) (x) sont les modes de Kelvin (complexes) indépendants du temps, normalisés, et
ou B(t) représente 'amplitude (complexe) instantanée du champ wu projeté sur le mode yu =
(n,m,0), ou n représente 'indice radial du mode et m son nombre d’onde axial. La sommation
ne porte ici que sur la famille des modes axisymétriques, puisque le champ simulé est par
hypothese axisymétrique. L’orthonormalité des modes de Kelvin vis-a-vis du produit scalaire
dans L? permet de dériver 'amplitude B, :

Bt = /u-u(“)* (6.15)
Définissons & présent pour chaque mode de Kelvin g non géostrophique la quantité b par :
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et son analogue pour les modes géostrophiques :
Bro) ()2
) () = B2 4)] (6.17)
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Ce rapport représente donc ’énergie relative du mode de Kelvin et de son conjugué par
rapport a ’énergie totale du champ w. L’inclusion de I’énergie du mode conjugué est nécessaire
pour les modes non géostrophiques puisque le champ modal physique, nécessairement réel, s’écrit
comme une combinaison du mode de Kelvin i et son conjugué p*. Remarquons que la définition
précédente s’appuie sur ’orthogonalité de la base des modes de Kelvin. Le méme calcul de pro-
jection sur une autre base non orthogonale, comme par exemple la base des modes inertiels
visqueuzr d’un cylindre en rotation, est moins direct.

Re=6000, t=320 —
Re=8500, t=180 -
Re=8500, t=200 = -

X«

(o]
o
T

~
o

energie relative (en %

| | | | X

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
tenps (cycles du piston)

FI1G. 6.30 — Evolution temporelle du facteur (110 traduisant le rapport entre I’énergie cinétique
associée au Mode Axisymétrique Primaire et I’énergie instantané du champ brut (auquelle on a
retranché lénergie cinétique associée au mouvement du piston). Les trois cas étudiés sont encore
le cas de saturation (Re = 6000) évalué au temps t = 320 cycles du piston, et le cas avec
modulation périodique de 'amplitude (Re = 8500) pour lequel le rapport a été calculé sur deux
cycles de forgage distincts & t = 180 et t = 200 cycles du piston.

Le processus de projection décrit auparavant a été appliqué sur les champs de vitesse bruts.
On constate que le facteur 5110 oscille au cours d’un cycle modal entre 66 et 84 %. Ces
oscillations traduisent la part énergétique instationnaire associée aux oscillations du piston, pro-

portionnelle & (%)2
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TAB. 6.2 — Répartition modale b*) de ’énergie du signal filtré (Re = 6000) & la fréquence du
Mode Axistmétrique Primaire (en %), représentée en fonction de I'indice radial n et du nombre
d’onde axial m.

‘ % H m=0 ‘ m=1 ‘ m=2 ‘ m=3 ‘
n=1 | 0.008 | 93,6 | 0.019 | 0.51
n=2 | 0.009 1 0.39 0.1
n=3 || 0.013 0.48 0.16 0.08
n=4 || 0.0025 | 0.076 | 0.035 | 0.002

La projection a également été appliquée aux champs filtrés a la fréquence modale, afin de
déterminer avec précision quelle portion d’énergie le Mode Axisymétrique Primaire représente
au sein de la composante du champ oscillant & la, méme fréquence. Les résultats numériques sont
les suivants :

— Re = 6000 — b(1L1:0) =93, 6%
— Re = 8500 — b(1L19) = 94 + 0.3%

I1 ressort de ces estimations que le mode de Kelvin (1,1,0) est clairement la contribution
spectrale qui domine le champ de vitesses filtré. L’incertitude signalée dans le cas Re = 8.5.103
traduit les variations observées entre les différents instants auxquels la projection a été effectuée.

Quels sont les autres modes de Kelvin sur lesquels sont répartis les 6% d’énergie restants ? Les
tables 6.2 6.3 correspondent respectivement aux cas Re = 6000 (au temps t=320) et Re = 8500
(au temps t=180), et représentent dans chaque cas la répartition modale de 1’énergie du champ
filtré a la fréquence du Mode Axisymétrique Primaire. Il s’avére que les deux cas étudiés sont
quantitativement trés proches. Toutefois on peut noter une légére augmentation du role des
modes d’ordre plus élevé dans le cas Re = 8500. On constate qu’a part le mode primaire
lui-méme, aucun mode de Kelvin n’apporte une contribution quantitativement importante a
Iécoulement filtré. Tout au plus, on peut préciser que le mode (2,1,0) apporte la plus forte
contribution, qui est de 'ordre de 1% dans les deux cas étudiés. Pour y = (n,m,0) avec n > 4
et m > 3, on constate que b(*) < 0.1%. De plus on constate que, bien qu’aucun mode (& part le
M.A.P.) n’apporte une contribution importante, le nombre total de modes de Kelvin & prendre en
compte dans le développement spectral est élevé. En effet, en comparant la somme finie ) L b
a Pénergie totale du signal filtré, on constate que la prise en compte des 82 premiers modes de
Kelvin ne recouvre que 97,4 % de I’énergie du signal d’origine, et que les 162 premiers modes n’y
contribuent qu’a 98,7 %. Ce résultat traduit vraisemblablement la répartition modale nécessaire
pour représenter les forts gradients dans les couches d’Ekman & partir d’un développement sur
une base de fonctions issues du probléme non visqueux. Cet aspect a dja été noté dans le thése
de Racz et c’est la principale raison pour laquelle la base des modes de Kelvin n’a pas été utilisée
dans le schéma numérique : elle impliquerait une convergence trop lente en terme de nombre de
fonctions de base.

Le méme procédé de projection spectrale a été appliqué, non pas sur le champ filtré a la
fréquence du M.A.P., mais au champ moyenné en temps et moyenné selon la direction axiale,
c’est-a-dire au méme champ que celui qui a permis d’identifier I’écoulement géostrophique Uy (7).
Ce champ Uj est construit comme une somme des composantes géostrophiques o € M pondérées
par des coefficients exprimant le couplage de ces modes avec le mode primaire. La question de la
répartition de I’énergie au sein de la famille est laissée ouverte dans la thése de Racz, méme s§’il
mentionne que les 20 premiers modes de M suffisent en pratique & obtenir une descrition conver-
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TAB. 6.3 — Répartition modale b*) de I’énergie du signal filtré (Re = 8500, ¢ = 180) & la
fréquence du Mode Axisymétrique Primaire (en %), représentée en fonction de I'indice radial n
et du nombre d’onde axial m.

‘ % H m=0 ‘ m=1 ‘ m=2 ‘ m=3 ‘
n=1 || 0.009 | 93,7 | 0.009 | 0.35
n=2 || 0.011 1.13 | 0.59 0.08
n=3 || 0.013 | 0.52 | 0.22 | 0.052
n=4 || 0.0014 | 0.12 | 0.027 | 0.011

gente du champ azimuthal. [’algorithme de projection fournit cette répartition de 1’énergie, et
met en évidence dans le cas Re = 6000 que c’est le mode (0,2,0) qui domine I’écoulement azi-
muthal moyen, dont il représente environ 77,6% de I’énergie, suivi du mode (1,0) qui représente
13,1 % de I’énergie. On note qu’ici moins de modes sont nécessaires & une bonne représentation
de I’écoulement puisqu’il suffit effectivement des 5 premiers modes de M pour recouvrir 98.6 %
de ’énergie, ainsi que des 10 premiers modes de M pour recouvrir 99,2% du signal projeté.
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F1a. 6.31 — Répartition modale de Iénergie (en %) du champ azimuthal moyenné selon la
direction axiale (Re = 6000) selon les différentes composantes géostrophiques de la famille M.
Les modes géostrophiques sont identifiés par leur indice radial n.

6.5 A propos du seuil théorique de divergence

D’apres 'analyse théorique de Racz et Scott, au-dela d’un certain seuil, le systéme d’équations
2.60 prévoit de maniére suffisante (mais non nécessaire) la divergence exponentielle de 'ampli-
tude modale. Pour la géométrie adoptée, les simulations effectuées par Racz & partir de ces
équations d’amplitude montrent une divergence dés que Re > 7210 lorsque wqg est calé sur la
pulsation critique. Lors des tests numériques, effectués en augmentant Re jusqu’a 10%, on a
remarqué une augmentation des fluctuations autour de ’amplitude & saturation. Ceci corres-
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pond & une augmentation graduelle de ’amplitude du cycle limite dans ’espace des phases, ce
qui est conforme qualitativement 3 la dynamique modale prédite par Racz en dessous du seuil
théorique de divergence. De fagon générale, autant en augmentant la valeur de € & Re fixé qu’en
augmentant Re avec e fixé, aucun comportement divergent n’a été observé dans la simulation
numérigue. Remarquons également que Graftieaux, avec son dispositif expérimental, a mis en
évidence des comportements apériodiques mais n’a pas non plus observé de divergence.

Une analyse plus quantitative des oscillations modales permet d’établir une explication de
cette différence constatée entre la prévision analytique et les résultats expérimentaux comme
numériques. 11 se trouve en effet que ’amplitude des fluctuations autour de 1’état saturé aug-
mente graduellement pour chacune des composantes de la vitesse. Entre autres, ’écoulement
géostrophique devient lui-méme quantitativement important. Or ’analyse faiblement linéaire
est batie sur 'hypothése que € est assez faible pour 1pouvoilr développer I’écoulement selon ses
contributions aux différents ordres en puissance de €2. Cette approche ne reste pertinente pour
I’étude de I’écoulement réel que dans la limite ou les différentes contributions en puissances de €2
sont effectivement chacune d’ordre O(1). Les simulations réalisées par Racz pour des nombres
de Reynolds loin au-dela du seuil de stabilité linéaire montrent que 1’écoulement azimuthal
moyen (théoriquement d’ordre O(e)) peut étre plus important que ’écoulement associé au mode
primaire (théoriquement d’ordre O(e%)). La vitesse de rotation du cylindre, qui est d’ordre
O(1), peut méme étre localement dépassée. La hiérarchie entre les différents écoulements en
fonction des puissances de € se retrouve donc invalidée. Ceci met donc en évidence les limita-
tions du développement asymptotique utilisé. Pour étre représentatif de I’écoulement réel, le
développement asymptotique, méme s’il est formellement correct & 1’ordre considéré, devrait
étre poussé bien plus loin. Rien n’interdit d’ailleurs de conjecturer qu’a des ordres supérieurs en
€, des phénoménes de couplage résonant ne font pas entrer en jeu d’autres familles modales non
impliquées aux ordres déja étudiés. En particulier, il est envisageable que pour des valeurs plus
élevées de la course, une interaction avec une famille de modes non axisymétriques gouverne
la. dynamique de 1’écoulement, ce qui représente un obstacle & I'utilisation du code numérique
écrit sous 'hypothése d’axisymétrie. Il est en tout cas correct de postuler, sans surprise, que le
phénomene de divergence des amplitudes modales prédit par ’analyse faiblement linéaire n’est
pas physiquement observable.
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Chapitre 7

Conclusion

L’objectif de cette thése est 1’étude numérique de linstabilité d’un écoulement de gaz a
Iintérieur d’un cylindre en rotation uniforme autour de son axe principal, soumis & une compres-
sion périodique & faible nombre de Mach. Cette étude s’appuie sur les travaux antérieurs réalisés
au LMFA : les estimations analytiques de Racz et Scott [28], suivies du travail expérimental de
Graftieaux [34] [36] qui a été mené en complémentarité du travail numérique. Le présent travail
de these s’est articulé chronologiquement autour de deux parties : I’écriture compléte d’un code
de calcul axisymétrique, basé sur de l'utilisation de nouveaux outils numériques, suivie de la
phase d’exploitation des résultats en comparaison avec les travaux de référence.

Le code numérique réalisé s’appuie sur une méthode spectrale de type Galerkin. Par un chan-
gement de variables, le probleme faiblement compressible dans le domaine mobile a été ramené
a un probléme incompressible dans un domaine fixe. La présence de singularités de la vitesse
axiale dans les coins du cylindre a conduit & utiliser une technique originale de soustraction
d’un champ singulier, ce champ étant calculé de fagon analytique comme une interpolation
des solutions locales du probléme de Stokes dans les coins du cylindre. De plus, une base de
fonctions spectrales construites & partir de polynémes de Chebyshev, respectant exactement
les conditions aux limites du probleme visqueux régularisé, a été construite pour permettre
une représentation économique du champ de vitesse en terme de coiit de calcul. Une technique
originale de préconditionnement s’est révélée indispensable & la mise en oeuvre numérique de
Palgorithme. Le calcul des coefficients du schéma spectral a été vérifié a 1'aide du logiciel de
calcul formel Maple. Le code de calcul a été comparé avec succes aux simulations numériques
de modes inertiels en déclin effectuées par Kerswell et Barenghi [52], ainsi qu’aux différentes
simulations numériques d’un cas de compression laminaire dans un cylindre réalisées au sein du
projet européen Joule III [51]. Les calculs les plus coiiteux ont été effectués a I’aide du serveur
de calcul multi-processeurs de type HP AlphaServer 1280 GS baptisé Mercure, acquis en 2003
par le LMFA, qui offre une puissance totale de 30 Gigaflops linpack 1000x1000, et représentent
plusieurs jours de calcul en temps CPU.

Une étude numérique détaillée des modes inertiels dans le cylindre en rotation a été effectuée,
en incluant les effets de la viscosité. La structure des couches d’Ekman s’est révélée conforme
aux estimations asymptotiques de Greenspan [5] et de Racz et Scott [28]. La mesure des taux
de déclin visqueux confirme quantitativement le modele asymptotique proposé par Racz.

Une étude numérique de 1’état de base du systéme en rotation soumis aux effets de compres-
sion périodique, connu seulement sans ’hypothése de viscosité, a permis de préciser le faible
role de 1’écoulement secondaire dans le mécanisme d’instabilité. L’écoulement de base identifié
expérimentalement par Graftieaux a été retrouvé numériquement pour le cas wy > 1. Pour
wo < 1, un autre type d’écoulement a été identifié numériquement. Des zones de cisaillement,
analogues a celles identifiées expérimentalement par Mc Ewan [30] dans un autre cas de forgage,
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forment des surfaces coniques issues des zones de coin, qui peuvent étre décrites par une analyse
en ondes planes inertielles non visqueuses.

La partie finale de cette these porte sur I'instabilité de 1’écoulement est sur ’identification du
mode inertiel (1,1,0) déja visualisé expérimentalement par Graftieaux pour un rapport d’aspect
moyen hy = 1.18 et une amplitude de forcage ¢ = 13,1%. La valeur choisie pour ¢ place cette
étude hors du cadre des petites oscillations du piston qui forme ’hypothése la plus restrictive de
la thése de Racz. Cependant, ’ensemble des résultats obtenus dans cette configuration semble
indiquer un bon accord avec la théorie et ’expérience. La mesure des taux de croissance par plu-
sieurs méthodes différentes de filtrage a conduit & la courbe marginale d’instabilité du systéeme,
en bon accord avec les résultats analytiques et expérimentaux. Il ressort de cette étude que c’est
Pincertitude liée aux méthodes de filtrage employées qui limite la précision globale de la méthode.
L’étude du régime non linéaire du Mode Axisymétrique Primaire a mis en évidence deux types
de comportements : un régime de point fixe proche du seuil d’instabilité, et un régime de cycle
limite au-dela. Dans les deux cas, ’écoulement a été identifié en fréquence et dans sa structure
spatiale au Mode Axisymétrique Primaire. La projection de I’écoulement filtré a la fréquence du
mode instable sur le mode de Kelvin non visqueux (1,1,0) issu de I’analyse de Racz a révélé que
celui-ci représente 94 % du champ projeté. Ce résultat montre que ’emploi d’une base de modes
non visqueux est justifiée pour la gamme des nombres de Reynolds étudiés. De plus, I’hypothese
dite de la “paire de modes” reste valide pour des plus grandes valeurs de la course. L’analyse de
I’écoulement azimuthal moyen a permis de montrer I’existence d’un couplage non linéaire avec
les modes géostrophiques axisymétriques du systéme, ainsi que leur réle dans le processus de
désaccordage fréquentiel du mode instable. En revanche, le comportement divergent prédit par
I’analyse faiblement non linéaire de Racz pour des nombres de Reynolds plus élevés n’a pas été
observé numériquement.

Le code numérique réalisé pourrait permettre d’approfondir 1’étude de ’instabilité étudiée :

— L’analyse de la bifurcation de Hopf peut étre détaillée. En particulier la question de I’exis-
tence d’un seuil précis de bifurcation reste ouverte.

— La dynamique d’autres modes inertiels axisymétriques peut étre étudiée, en particulier ceux
résultant de l'instabilité de ’état de base mis en évidence dans cette thése pour wy < 1. Le
dispositif expérimental mis au point par Graftieaux reste également disponible dans le but
de procéder a des comparaisons numérique/expérimental.

— L’effet d’un forcage de grande amplitude peut également étre étudiée.

Le développement d’un code tridimensionnel, qui nécessite une généralisation des fonctions de
base spectrales utilisées, permettrait une étude de la dynamique des modes non axisymétriques
du systéme. Une telle étude serait susceptible de compléter la connaissance actuelle sur la tran-
sition éventuelle vers la turbulence dans les écoulements tournants.
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Annexe A

Variations du nombre de Reynolds

Les changements de température au sein du fluide lors des variations cycliques de volume
du cylindre induisent une dépendance de la viscosité cinématique vis-a-vis de la hauteur du
cylindre, et donc du temps. Ceci implique que le nombre de Reynolds précédemment construit
varie également de facon périodique au cours du temps. Dans 1’étude théorique de Racz et
Scott, cette dépendance est négligée car ’étude se base sur 'hypothése d’une petite course du
piston, et donc de changements de volume négligeables sur le plan thermodynamique. Nous avons
choisi de dépasser ici le cadre de cette hypothese puisque ’approche numérique le permet sans
alourdir I’étude. Afin de disposer de paramétres rigoureusement définis pour décrire I'instabilité
attendue, qui dépend justement fortement de la compétition entre effets de rotation et effets
visqueux, il est utile de considérer un nombre de Reynolds moyen, bati comme la moyenne
temporelle du nombre de Reynolds instationnaire. Compte tenu des faibles courses autorisées
pour le déplacement du piston, cette moyenne, ainsi que les moments négatifs d’ordre -1 et —%,
qui paraissent plus judicieux puisque le nombre de Reynolds instationnaire apparait devant les
opérateurs de diffusion élevé aux puissances -1 et —%, est quantitativement assimilable, & 0.1%
pres, a la valeur prise par le nombre de Reynolds lorsque le piston est en position moyenne
(h = hg). Il est donc utile de disposer un modele pour I’évolution temporelle de cette grandeur.
On peut se baser sur la loi assez générale proposée par Sutherland pour la dépendance de la
viscosité dynamique d’un gaz vis-a-vis de la température :

T 3 To+ S
u(T) = M(To)(fo)Z(TJr 5 (A1)
ou S est la constante de Sutherland qui vaut 111 K pour l’air sec.
Sous hypothese d’adiabaticité du cylindre et d’isentropie de 1’écoulement, la dépendance de
la masse volumique p vis-a-vis de la température s’écrit, selon la loi de Laplace :

1
p(T) = p(T0) (1) (42)
On peut ainsi déduire une loi concernant la viscosité cinématique v = £. Par mesure de
simplicité, on peut ici se contenter d’une approximation simple mais valide (voir figure A.1)pour
v dans la gamme de températures considérées implicitement dans notre étude, afin de pouvoir
comparer les résultats obtenus avec ceux de I’expérience menée par Graftieaux [34] avec, comme
gaz, I'air dans des conditions de température autour de 20 degrés celsius. On utilise pour air

la valeur v = %

ve~eT % an~1.75 (A.3)

La masse volumique, considérée ici spatialement homogene, étant inversement proportionnelle
a la hauteur du cylindre, on en déduit analytiquement la loi approchée suivante :

Re(t) ~ Remyen(@)—o-7 (A.4)
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v(T)/v(TO)
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T (Kel vin)

F1G. A.1 - Comparaison entre la loi de Sutherland pour la viscosité cinématique (-) et la loi en
puissance adoptée (+++) (7p=273.15 K)

Dans 1'absolu, tant que 1’étude se rapporte a un écoulement de gaz non précisé, les valeurs
de v ou méme de o peuvent étre considérées commme des paramétres thermodynamiques adi-
mensionnels du probleme. Cependant, nous ne les ferons pas varier au cours de cette étude.
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Annexe B

Résolution du probleme de Stokes
plan

On souhaite résoudre 1’équation biharmonique plane (3.31) de fagon indépendante dans cha-
cun des deux coins. Pour cela, on adopte dans chacune des deux zones de coin un systeme de
coordonnées polaires (voir figure 3.1).

Dans la zone proche de chaque coin, la fonction de courant ¥ = ¥p ou ¥ = ¢, exprimée
en coordonnées radiales locales (R, ¢), est régie par I’équation biharmonique plane qui prend la
forme suivante :

A0 g0, 1
ROR" OR’ R?3¢?
De plus, on peut chercher dans chaque coin, en s’inspirant de la méthode utilisée par Moffatt
[46] et Batchelor [37], une solution locale sous la forme générique 9 = R%g(¢).

1y =0 (B.1)

Nous avons :

10 oy, 1% .,
RoRTor) Y REae — €
ol G =g" +a’get
10 _0G. 108G ..
E@(R@Hﬁwﬂz HG" + (@ —2)°G) (B.2)
d’otr :
2 2 d2 2
(d752+(a—2) )(d752+04 )g =0 (B.3)

Les conditions aux limites dépendent du coin considéré.

— Au coin piston, d’apres (3.30), on a :

b = ‘g%i — 0 (¢p =0) (B.4)
oYp 7r
pp =0, Fop = —Rpho (¢pp = 5) (B.5)
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et on déduit o =1 et :

9p(0) = gp(0) = gp(5) = 0; gp(3) = ho

La solution de (B.3) avec a = 1 qui satisfait les conditions limites (B.5) est :

Yp = %(Sin ¢p — ¢ppcos gp — %QZSP sin ¢p)

(5_2)

Au coin culasse, les Conditions aux limites sont

0
¢C:$:0(¢CZO)
— e _ _p2 _T
¢C—O,%— RC(¢C—2)
ce qui implique a = 2 et :
90(0) = 96(0) = gc(5) = 0; go(3) = —1

La solution de (B.3) avec a = 2 qui satisfait les conditions limites (B.9) est :

2
’lﬁc = %(sin 2¢c — 2¢c + g(l — CO0S 2¢C))

(B.6)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

On remarque que la différence quantitative entre les exposants a dans les deux zones de
coin reflete les différents ordres auxquels apparaissent les singularités dans le probleme

initial.
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F1a. B.4 — semi-coupe méridienne de la composante axiale du champ de vitesse singulier (hy =

1.18)
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