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RemeriementsCette longue aventure, ommenée à la �n du sièle dernier et qui dura un lustre, fut jalonnéede quelques renontres des plus agréables. Aussi je tiens à les évoquer tout en les remeriant. Toutd'abord, je tiens à remerier Mihel Lane de m'avoir aueilli au sein du laboratoire (au bout duouloir, à droite...) et d'avoir su toujours instauré un dialogue rihe tant sur le plan sienti�quequ'humain ave la �ommunauté thésarde� dont j'étais membre. Ensuite, meri à mon direteurde thèse, Hamda Ben Hadid, pour entre autres sa onnaissane experte des méthodes numériquesmais aussi pour son �oahing� et sa on�ane. Meri également à Daniel Henry, pour ses in-tuitions mêlées de profonde rigueur sienti�que. Leur enadrement fut très instrutif. J'adresseégalement ma gratitude à Abdelkader Mojtabi et à Bernard Roux de m'avoir fait l'honneur d'êtreles rapporteurs de ette thèse. En�n, je suis très reonnaissant envers Thierry Du�ar et Jean-PaulGarandet d'avoir porté un intérêt à ette étude en tant qu'examinateurs. Je retiendrai ainsi unexellent souvenir de ette froide journée du 30 novembre, tant par l'intérêt sienti�que porté àmon travail, aux disussions très enrihissantes qui s'ensuivirent mais aussi par l'atmosphère trèshumaine qui s'en dégagea.La route est droite mais la pente est raide omme le disait un élèbre Poitevin ...

et que furent souvent doues et réonfortantes les renontres tout au long de e parours. Toutd'abord, au ontat du �arré magique� Fred-Tof-Ridha-Ma, un oktail footballistique déton-nant alliant la vision du jeu astelroussine, l'engagement physique rhodanien, la vista tunisienneet la perussion sénégalaise. À eux-là se gre�aient Manu dit l'homme-tentaule et Sylvain iné-lutablement souple sur les appuis. Nous tenions là une équipe de rêve. Un ompromis idéal entrela puissane d'une Mannshaft sévillanne et la grinta albieleste. Une fois nos (pan)talonnadesterminées, s'ensuivaient dans des nuages de fumée anérigènes des pauses afé-philo-foot mé-morables. Et les mois passèrent, passèrent ... plusieurs éléments voguèrent sous d'autres ieux ;l'appel du gain ne se refuse pas... l'e�etif devait alors se rajeunir. Parmi les arrivées, Steph, solidegaillard enagoulé qui forma à lui seul une harnière entrale au alme olympien, Charlot un dees dur-à-uire dopé à la tarti�ette malgahe et Guillevi, au touher de balle tout fontainois et àl'aélération d'une C15. Cette nouvelle équipe suivit le hemin glorieux traé par ses aînés et e



même dans la rude épreuve-test de la troisième mi-temps. Mais fore est de onstater que, malheu-reusement, tout le monde n'est pas drogué de football. Autour d'un bon arabia ou d'un petit vinrouge, e mammifère qu'est le thésard exprime également tout son ar�me et parfois ... sa subtilité.Dans ette branhe, meri à Denis le seul roi du alembour équipé tout Shimano, Serge l'hommemultisoupapes, e transalpin de Pietro, adepte féru de shorts trop ourts, Ivana pour son style�Tournoi des six nations�, Valeria pour ses tenues veramente de briolage et bien d'autres ... Parmitous les thésards, un grand meri évidemment à Hatem, Jé , Maro, Tom, Domi, Laure, Lukas,Christophe, Wouter, Elena, Yohann et je dois sans nul doute en oublier. Une spéiale dédiaeégalement à mon anien o-bureau, Antoine, qui dut supporter entres autres musique, équipementssportifs et visites dans e bureau de doléanes. Outre ette jeunesse fougueuse, je tiens égalementà remerier dans les générations soixante-huitarde et pompidolienne tout partiulièrement Dédé(dit la Sardine ar ex-nageuse est-allemande), pour son humour heureusement déalé, Philippepour son humanisme, Domi sans esse aompagné de sa jovialité légendaire et Faouzi pour lesnuits de la siene. En�n, ma plus grande sympathie aux Pr. Jean Bataille et Jean-Noel Genepour les enseignements que j'ai onduits sous leur égide et leurs éhanges souriants et proli�ques.Sur le hemin parfois haotique de la thèse, Dieu que toutes es renontres ont été pour le moinshumainement enrihissantes.Outre la sphère loale et sienti�que, ma gratitude se porte également à elles et eux queje onnais d'avant. Ainsi, �Vinent et les autres�, qui m'avez toujours enouragé, parfois mêmeaveuglément, qu'il est doux le souvenir de �Where is my mind ?� à bord d'une Renault 9 rutilante�lant droit vers un azur mordoré. Un énorme meri également à Greg, Franoise, Sam et Judith,haun pour votre vision des hoses et du plaisir que nous avons de nous retrouver.Dans le giron ardéhois, je ne saurais oublier mon sempiternel �foyer d'aueil�, à savoir la fa-mille Ribeyre. Ô ombien dois-je vous remerier pour notamment votre philosophie, votre poésieet votre humour. Qu'aurait-il advint si je ne vous avais onnus ?... Meri aussi pour les lapinssaue-moutarde. Et puis bien sûr meri à ma famille ; mon frère, mes soeurs, ma mère souventtrop souieuse et mon père pour ses non-questions du genre �Et alors, ette thèse ?�. Meri aussià Pasal et son goût pour le sirtaki... Meri en�n pour les aillettes (dont je me demande sérieu-sement si je ne devrais pas mettre la reette en annexe), blason de notre belle Ardèhe au pro�lpaysan. Je ne m'étendrai pas sur les merveilles dont regorge e her Vivarais, ela n'a rien à fairedans une telle rubrique, mais le oeur y est...Vive le FLAN (Front de Libération de l'ArdèheNord) oserai-je à peine rier et qu'il est agréable de sauter dans les genêts.Voilà, la onision n'est déidément pas mon fort.
Je sais pertinemment que ertains ont dérohé depuis longtemps et ont préféré se ruer orps8



REMERCIEMENTSet âme page 24 sur la mystérieuse et énigmatique setion �méthode des éléments spetraux iso-paramétriques�. En�n, quoiqu'il en soit, dans et exerie périlleux qu'il est de remerier, il estévident que j'en oublie et je tiens sinèrement à m'en exuser. Pour eux-là et tous les autrespréités, bon vent à tous et quelle joie de nous retrouver le sourire aux lèvres.
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IntrodutionDe manière générale, on dé�nit la onvetion naturelle omme le mouvement d'un �uide en-gendré par la fore volumique due à la poussée d'Arhimède. Celle-i peut-être induite par desgradients de température ou de onentration ou par les deux à la fois. Ce mouvement est générale-ment aompagné par le transport de masse et de haleur. C'est le as notamment en météorologielorsqu'on renontre des ourants asendants au-dessus des aires relativement plus haudes ou toutsimplement le as d'une irulation d'air générée dans une pièe par un radiateur. L'intérêt portéà la onvetion naturelle peut ainsi se renontrer dans de nombreuses situations telles que donla météorologie mais aussi la géophysique, l'astrophysique ou enore pour nombre d'appliationsindustrielles, notamment la roissane ristalline, où elle présente un enjeu primordial.Ce travail de thèse est en rapport ave les tehnologies de fabriation des semi-onduteurset alliages métalliques (tels InP, Ga-As, In-Sb, Bi-Sb, In-Cd ) par solidi�ation dirigée à partirde leur phase �uide. Ces tehnologies prennent de plus en plus d'importane ave le développe-ment de l'optoéletronique, l'optique non-linéaire et la miroéletronique, domaines d'appliationde plus en plus sophistiqués. Lors de es proédés, le métal fondu plaé dans un reuset est tirélentement (∼ 1 à 5 µm.s−1) et régulièrement vers une zone du four où la température est infé-rieure à la température de fusion. Le solide ainsi obtenu présente généralement des défauts destruture et de omposition (disloations, striations de omposants) qui détériorent sa qualité etlimitent ses hamps d'appliations. En fait, la plupart de es défauts trouvent leur origine dansles omportements thermiques et hydrodynamiques au sein du bain fondu avant solidi�ation,partiulièrement les omportements dépendant du temps, si bien que la maîtrise de es défautspasse par la ompréhension et le ontr�le de e qui se passe au sein du bain fondu.Ces mouvements dans la phase �uide sont en général omplexes, ar ils résultent de solliita-tions diverses : ation des fores de �ottaison dues aux gradients de densité d'origine thermique ousolutale, déplaement de l'interfae ave rejet de omposants e qui rend le problème dépendantdu temps ave un hamp de omposants qui s'établit peu à peu au ours du temps, présenepossible d'une surfae libre où des fores de surfae peuvent intervenir.En général, durant le proessus de solidi�ation, le bain fondu est onstamment soumis àdes fores motries. Pour de faibles valeurs de es fores, les mouvements de onvetion sontindépendants du temps. Lorsque es fores deviennent supérieures à une ertaine valeur ritique,la onvetion devient dépendante du temps. La ompréhension de l'origine de e hangementde omportement du �uide passe en premier par une aratérisation préise de la nature et lastruture des nouveaux régimes d'éoulement au voisinage de e hangement (transition). Desétudes �nes sont don néessaires pour bien aratériser es mouvements et permettre un meilleurdéveloppement du ontr�le.Le ontr�le de es mouvements est devenu depuis quelques années un objetif majeur de re-herhe dans e domaine. Parmi les moyens de ontr�le utilisés es dernières années, l'appliationd'un hamp magnétique onstant ou tournant ([1℄,[2℄,[3℄,[4℄) a donné des résultats intéressants,mais e proédé ne s'applique qu'aux �uides életriquement onduteurs et le dispositif est lourd



à mettre en oeuvre. A�n d'élargir le domaine de ontr�le des éoulements au as des �uidestransparents (non életriquement onduteurs), la onvetion vibrationnelle est un moyen e�aealternatif à la mirogravité pour stabiliser les éoulements ([5℄,[6℄). Des études réentes [7℄ ont étéréalisées sur l'utilisation des ondes ultrasons �aousti streaming� [8℄ pour stabiliser les éoule-ments. Le passage d'un éoulement de onvetion naturelle initialement dépendant du temps versun éoulement indépendant du temps (qui est un des objetifs prinipaux reherhés) ne peut êtreobtenu que dans ertaines plages des paramètres. C'est la onnaissane de es plages de para-mètres qui permettra in �ne l'amélioration de la qualité de la roissane. Une telle amélioration,orrespondant à une rédution notable des inhomogénéités de onentration, est mentionnée dansla littérature lors d'expérienes de solidi�ation en présene d'ondes ultrasons ([9℄,[10℄,[11℄). Cesexpérienes onernaient la solidi�ation dirigée de monoristaux de Ga-As, In-Sb et d'alliagesBi-Sb et les ondes aoustiques utilisées avaient des fréquenes entre 0.15 et 5 Mhz.Dans e travail de thèse, nous nous intéressons à la onvetion naturelle dans un ylindrehau�é latéralement et nous étudions plus préisément les régimes d'éoulements dépendant dutemps et herherons à déterminer ave préision les seuils de délenhement des instabilités. Nousabordons en premier lieu la simulation numérique direte tridimensionnelle utilisant la méthodedes éléments spetraux isoparamétriques pour la disrétisation spatiale des équations du problème.Le domaine de alul que représente la avité ylindrique est déoupé en douze maro-éléments.Notons que pour e problème, la matrie globale résultant de l'assemblage des maro-élémentsest de taille relativement importante, ∼ 5.104 pour haque variable. A�n de réduire les temps dealul, les simulations sont réalisées au moyen du alul parallèle. La parallélisation des alulsest obtenue à l'aide de la méthode de omplément de Shur qui permet de déoupler les matriesrelatives à haque maro-élément. La disrétisation temporelle utilise pour sa part un shéma dedi�érenes �nies d'ordre trois et se déroule en trois temps. Les �uides onsidérés s'apparentent auxmétaux liquides aratérisés par un faible nombre de Prandtl, Pr ∼ 10−2. L'étude se base sur unelarge gamme de rapports de forme du ylindre (A=longueur/diamètre) et nous étudions l'évolutionde Grc = f(A) pour Pr = 0.026 et 1.5 ≤ A ≤ 10. Ensuite l'in�uene du nombre de Prandtl seraabordée en onsidérant les ouples (A = 3, P r = 0) ; (A = 4, P r = 0.055) et (A = 4, P r =
0.075). Nous spéi�ons les partiularités de l'éoulement stationnaire renontré ave notammentl'apparition d'une bifuration stationnaire préédant la bifuration osillatoire (bifuration deHopf) pour les faibles rapports de forme (A ≤ 3). Nous étudions ensuite l'apparition de l'instabilitéosillatoire en déterminant sa nature et les aratéristiques de sa strutrure.L'appliation de la méthode de Déomposition Orthogonale (�Proper Orthogonal Deompo-sition�, P.O.D.) à l'éoulement instationnaire permet l'extration des prinipaux modes ara-téristiques de l'éoulement. La projetion de Galerkin des équations du système sur les prini-paux modes permet l'obtention d'un modèle dynamique de faible dimension. Nous verrons dansquelle mesure e modèle est apable de reproduire les résultats de la simulation numérique direte(D.N.S.) dans un domaine plus ou moins étendu autour du as de référene. Par ailleurs, il estégalement possible de déterminer les paramètres ritiques de l'instabilité à savoir sa nature, sonseuil ritique et la fréquene qui lui est assoiée.Ensuite, une étude par analyse énergétique nous permet de mieux omprendre le méanisme detransition de l'éoulement et de erner les distintions entre les senarii des di�érents rapports deforme. Finalement, nous abordons l'e�et de la nature du �uide onsidéré en prenant tout d'abordle as d'un �uide parfaitement onduteur (Pr=0) où les transferts thermiques sont instantannés.Nous onluons sur la prise en ompte d'éoulememts de �uides où le transport onvetif joue par12



INTRODUCTIONontre un r�le majeur et envisageons de e fait une gamme de �uides pour lesquels les méanismesonduisant à l'apparition des instabilités sont distints.Après une présentation dans le premier hapitre du problème physique et la dé�nition desdi�érents paramètres du problème, nous nous penhons dans le hapitre suivant sur les méthodesnumériques employées. Le troisième hapitre présente pour sa part les prinipes de la méthodeP.O.D. dite �méthode des snapshots� et détaille la onstrution du système dynamique en adoptantdeux méthodes di�érentes. Dans le hapitre 4, nous étudions en détail le as (Pr = 0.026, A = 2)et mettons en évidene l'existene d'une bifuration stationnaire préédant la bifuration osilla-toire. Dans le inquième hapitre, les résultats de la P.O.D onernant les as (Pr = 0.026, A = 2)sont présentés de même que l'in�uene des di�érents fateurs onditionnant la �abilité du mo-dèle dynamique de faible dimension. Le hapitre 6 traite de l'in�uene du rapport de forme A(1.5 ≤ A ≤ 10) pour le as du �uide aratérisé par Pr = 0.026. A�n de déterminer les mé-anismes sous-jaents au délenhement des instabilités, le hapitre 7 développe une étude paranalyse énergétique. En�n, le hapitre 8 aborde l'in�uene du �uide en onsidérant tout d'abordle as d'une instabilité purement hydrodynamique pour Pr = 0. Les e�ets thermiques sont en-suite lairement mis en évidene en étudiant des �uides à nombre de Prandtl plus élevés, à savoir
Pr = 0.055 et Pr = 0.075.Aperçu des travaux antérieurs sur les instabilités dans les �uideson�nésHart ([12℄,[13℄) est parmi les premiers à étudier la stabilité d'une ouhe �uide d'extensionhorizontale in�nie, soumise à un gradient horizontal de température. En onsidérant l'éoulementparallèle établi (irulation de Hadley), il a montré que si l'on onsidère des �uides à nombrede Prandtl supérieur à 0.015, la première instabilité est une solution osillatoire longitudinale.Cormak, Leal & Imberger [14℄ étendent l'étude de Hart à une avité bidimensionnelle en utilisantune approhe asymptotique. Ils trouvent ainsi un éoulement parallèle dans le entre de la avitétandis que les régions voisines des extrémités sont limitées à la reirulation du �uide. Bejan &Tien [15℄ étudient ensuite le as plus général de avités bidimensionnelles de rapport de forme �ni.Ils déterminent ainsi trois régimes d'éoulements pour di�érentes valeurs roissantes du nombre deRayleigh, Ra. Tout d'abord, dans le régime ondutif, la solution d'éoulement parallèle trouvéepar Cormak & al [14℄ est assez bien reproduite. Lorsqu'on augmente enore Ra, le régime est ditintermédiaire et la zone dans laquelle l'éoulement était parallèle rétréit. Pour des valeurs enoreplus grandes de Ra, on est en présene d'un régime de ouhe limite au niveau des extrémités dela avité. Bejan & Tien [16℄ se penheront ensuite sur le as d'un ylindre horizontal soumis à ungradient horizontal de température et obtiennent une solution analytique pour l'éoulement tri-dimensionnel en onsidérant un nombre de Prandtl de l'ordre de l'unité ou supérieur. Des étudessimilaires à elles de Hart sont menées et approfondies par Laure [17℄, Laure & Roux [18℄ et Kuoet Korpella [19℄ et montrent que pour des nombres de Prandtl supérieurs à 0.034, l'instabilité dela ellule de Hadley prend la forme d'une solution osillatoire longitudinale. Pour des nombres dePrandtl inférieurs à 0.034, la première transition onduit à des rouleaux transverses stationnaires.Laure [17℄ réalise également une analyse de stabilité faiblement non-linéaire et montre qu'unesolution onstituée de rouleaux o-rotatifs est loalement stable. Il est à remarquer que es étudesanalytiques ou de stabilité linéaire sur la irulation de Hadley ont un impat relativement limitépour l'étude des transitions osillatoires dans des avités de dimensions �nies. En e�et, la iru-lation de Hadley n'est pas l'éoulement de base approprié pour le domaine de valeurs de Grashof13



auxquelles les osillations apparaissent en milieu on�né. Devant la omplexité des études théo-riques néessitant la prise en ompte de onditions aux limites réalistes et de rapports de forme�nis, de nombreuses études réentes ont été réalisées au moyen de la simulation numérique direte(D.N.S.).La simulation numérique a été largement utilisée pour étudier le problème de la onvetion.Ces études numériques peuvent être regroupées en trois atégories, elles utilisant des intégra-tions du système d'équations évolutives dans le temps, elles basées sur la résolution du systèmed'équations indépendant du temps par une méthode de Newton ombinées à des tehniques deontinuation et en dernier les approhes mixtes basées sur la simulation numérique direte des ré-gimes instationnaires assoiée à la résolution d'un système réduit obtenu à l'aide d'une projetionorthogonale du système d'équations sur les modes propres du régime instationnaire ([20℄,[21℄).De nombreuses simulations numériques bidimensionnelles ont été réalisées pour un rapport deforme Ay = 4 et pour des nombres de Prandtl Pr = 0 et Pr = 0.015. Elles sont rassembléesdans la olletion de �benhmarks� numériques réalisées par Roux [18℄. Elles inluent notammentle travail de Behnia & Davies [22℄, Behnia et al.[23℄, Ben Hadid & Roux [24℄, Garre & Magnaud[25℄ et Le Quéré [26℄. D'autres travaux numériques tels eux de Crespo del Aro, Puliani &Randriamampianina [27℄, Roux, Ben Hadid & Laure [28℄, Puliani et al.[29℄ et Okada et Ozoe[30℄ onsidèrent également une avité de rapport de forme 4. Pour l'éoulement osillatoire quiapparaît lors d'une bifuration de Hopf, Le Quéré [26℄ trouve une valeur ritique du nombre deGrashof Grc = 27875 et une fréquene fondamentale d'osillation f0 = 17.3. Dans les deux as,l'éoulement stationnaire avant l'apparition d'osillations ontient trois ellules de onvetion o-rotatives et l'osillation onsiste en une pulsation de es ellules par rapport au entre de la avité.Ces simulations numériques bidimensionnelles sont prohes des simulations 3D si l'on onsidère desavités de grande largeur mais il apparaît essentiel de réaliser des simulations tridimensionnellesdans le as de avités ��nies�.Le nombre de simulations numériques tridimensionnelles est plus faible. En e�et, les alulsinstationnaires tridimensionnels sont grands onsommateurs de temps-CPU et néessitent desmaillages ra�nés. Ainsi, les premières réalisées par Chabbard & Lalanne [31℄, Extremet et al.[32℄ou Gervaisio et al.[33℄ notamment, sou�raient d'une résolution spatiale insu�sante. Cependant,ils trouvent que l'éoulement tridimensionnel est qualitativement di�érent du bidimensionnel etque les e�ets tridimensionnels sont présents dans toute la avité. En ontraste ave les résulatsbidimensionnels, Afrid & Zebib [34℄ ont ainsi trouvé que l'éoulement présente toujours une uniqueellule de onvetion. Cependant, il n'était toujours pas possible de reproduire orretement lesrésultats expérimentaux de Pratte & Hart [35℄, Hart & Pratte [36℄ ou Hung & Anderek [37℄.Henry & Bu�at [38℄ parviennent par ontre à un bon aord ave es expérienes au niveaudes seuils et des symétries de l'éoulement. En�n, Wakitani [39℄ onsidère un grand nombre deavités de �rapport de forme suivant la longueur� ompris entre 2 et 4 et de �rapport de formesuivant la largeur� ompris entre 0.5 et 2. Il étudie l'apparition des osillations en fontion desrapports de forme et du nombre de Prandtl (0 ≤ Pr ≤ 0.027) et trouve que les seuils augmententave Pr et la rédution du �rapport de forme suivant la largeur�. Cependant, es variations nesont pas régulières indiquant des hangements dans les modes osillatoires lors de l'apparitiondes osillations. En�n, parmi les études utilisant des tehniques de ontinuation, on distingue lestravaux de Winters [40℄,[41℄ ou Winters & Jak [42℄. L'éoulement de base est alulé en utilisantune méthode d'éléments �nis et l'analyse de stabilité linéaire est ensuite réalisée autour de essolutions de base. En faisant évoluer progressivement le paramètre du problème, le nombre de14



INTRODUCTIONRayleigh ou de Grashof en l'ourene pour e problème, il est possible de déterminer la naturede la solution en alulant les valeurs propres de la Jaobienne du système. À partir de esvaleurs propres, il est possible de se prononer sur la nature de la solution et d'évoluer vers lesparamètres ritiques et de déterminer ainsi le seuil d'instabilité. Cette méthode a le mérite depouvoir déterminer les solutions stables ou instables et de onnaître leur nature stationnaire ouinstationnaire. Par exemple, dans le as d'une avité de rapport de forme A = 4 et Pr = 0.015ave un éoulement bi-dimensionnel, Winters [40℄ trouve Grc = 38085 et f0 = 80.5, résultats entrès bon aord ave eux les plus préis de la littérature.Pour l'étude de la onvetion dans des avités ylindriques, les travaux sont peu nombreux.Nous notons entre autres, à l'image de Wanshura et al.[43℄ ou Touihri et al.[3℄, l'étude de l'évolu-tion non-linéaire de la onvetion, au-delà des seuils primaires montrant l'existene d'un point debifuration seondaire. En e point, la branhe axi-symétrique perd sa stabilité et il y a réationd'une nouvelle branhe stable ave une struture 3D.Les études expérimentales de Shiroky & Rosenberger [44℄, Smutek et al.[45℄ et Bontoux etal.[46℄ onsidérent une avité ylindrique de rapport de forme 5 rempli d'un �uide aratérisépar Pr = 0.73. Shiroky & Rosenberger [44℄ observent la présene d'un éoulement seondairetridimensionnel omplexe. Bontoux et al.[46℄ obtiennent un exellent aord entre les mesuresexpérimentales et les simulations numériques tridimensionnelles sur une grande plage de nombrede Rayleigh alors qu'ils notent plusieurs di�érenes ave les résultats analytiques et numériquesbidimensionnels. Réemment, on relève les expérienes de Braunsfurth & Mullin [47℄, Braunsfurthet al.[48℄, Juel et al.[49℄, Hof et al.[50℄ montrant notamment que la transition entre éoulementstationnaire et osillatoire dépend fortement du rapport de forme et du nombre de Prandtl onsi-déré. Hof et al.[50℄ observe entre autres que les modes obtenus par l'expériene et la simulationoïnident. En�n, l'expériene de Davoust et al.[4℄ se rapprohe de notre étude dans le sens oùil onsidère la onvetion dans un ylindre horizontal soumis à un gradient horizontal de tempé-rature. Il remarque notamment que sous hamp magnétique vertial, quelque soit le niveau deonvetion, lorsque le nombre de Hartmann (mesurant le rapport entre l'e�et amortissant dû auhamp magnétique et la frition visqueuse) atteint une valeur de l'ordre de 10, les e�ets d'amor-tissement dus aux fores magnétiques (fores de Lorenz) deviennent su�sants pour stabiliser unéoulement initialement turbulent. De plus, à des valeurs plus élevées du nombre de Hartmann(de l'ordre de 100), les e�ets de la magnétohydrodynamique sont responsables d'un hangementde régime à savoir le passage d'un régime de ouhe limite vers un régime dominé par le oeur del'éoulement.Comme le souligne Gelfgat et al.[51℄, la plupart des études numériques onsidèrent des valeurs�xes pour le rapport de forme et le nombre de Prandtl (Pr), à savoir A = 4 et Pr = 0 et
Pr = 0.015, autrement dit elles orrespondant aux benhmarks GAMM [18℄ très détaillées. Ontrouve moins de travaux numériques onsidérant d'autres valeurs de Prandtl et de rapports deforme. De même, il n'apparaît pas de réelle ompréhension de la dépendane du Grashof ritiqueave le rapport de forme et le nombre de Prandtl.
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1 Position du problème etmodèle physique
1.1 Position du problèmeNous onsidérons l'éoulement d'un �uide dans une avité ylindrique aratérisée géométri-quement par son rapport de forme A dé�ni omme le rapport de la longueur sur le diamètre
(A = L/D) (�g.1.1). Le ylindre est di�érentiellement hau�é par ses extrémités qui sont mainte-nues à des températures onstantes. La température de l'extrémité droite (z = 0), Tf , est supposéeinférieure à elle de l'extrémité gauhe (z = A), Tc. Les parois latérales du ylindre sont suppo-sées parfaitement isolées. Dans ette on�guration et en présene de la gravité, un mouvement deonvetion naturelle s'établit dans le ylindre dès la plus petite di�érene de température entreles extrémités haude et froide. Il est bien établi que lorsque la di�érene de température aug-mente, les mouvements onvetifs s'intensi�ent onduisant à une modi�ation de la nature et dela struture de l'éoulement. Dans plusieurs appliations industrielles, notamment l'élaborationdes matériaux, la nature de l'éoulement aussi bien que sa struture ont une importane apitalesur la qualité des matériaux. Nous onsidérons le as d'un �uide newtonien inompressible. Toutesles propriétés du �uide sont onstantes sauf la masse volumique ρ qui obéit à l'approximation deBoussinesq, 'est-à-dire qu'elle est onstante partout sauf dans le terme de la poussée d'Arhimèdeoù elle varie linéairement ave la température.1.2 Lois de onservationDans un premier temps, nous présentons le système d'équations qui modélise le problème phy-sique. Ces équations sont au nombre de trois et représentent respetivement les lois de onservationde la masse, de la quantité de mouvement et de l'énergie.1.2.1 Conservation de la masseL'équation de onservation de la masse peut s'érire sous sa forme générale :

∂ρ

∂t
+ ∇.(ρ~v) = 0 (1.1)En développant le terme de divergene ∇.(ρ~v) et en utilisant la dé�nition de la dérivée partiulaire,on obtient la forme la plus onnue de l'équation de ontinuité :

dρ

dt
+ ρ∇.~v = 0 (1.2)



1.2. Lois de onservation
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A=L/D: rapport de formeFig. 1.1 � Con�guration étudiée : Cavité ylindrique soumise à un gradient horizontal de tempé-rature.Pour un �uide inompressible, on obtient �nalement :
∇.~v = 0 (1.3)1.2.2 Conservation de la quantité de mouvementNous onsidérons un �uide newtonien, inompressible et de visosité dynamique η. L'équationde onservation de la quantité de mouvement s'érit sous la forme :

ρ

{
∂~v

∂t
+ (~v.∇)~v

}
= ~f −∇P + η∇2~v (1.4)où ~f est le terme fore extérieure. Dans le problème onsidéré, ~f est la fore due à la pousséed'Arhimède. On applique alors l'approximation de Boussinesq qui suppose la masse volumique ρonstante partout sauf dans le terme de pesanteur où elle varie linéairement ave la températuresous la forme :

ρ = ρ0[1 − α(T − T0)] (1.5)
α représente le oe�ient d'expansion thermique (K−1). Etant donné que dans le as présent, laseule fore volumique est la fore due à la pesanteur ~f = −ρg ~ey, l'équation (1.4) devient :

∂~v

∂t
+ (~v.∇)~v = −[1 − α(T − T0)]g ~ey −

1

ρ0
∇P + ν∇2~v (1.6)où ν = η/ρ0 est appelée visosité inématique du �uide onsidéré (m2.s−1).Si l'on introduit de plus le terme −ρ0g ~ey dans le terme de pression (p = P + ρ0gy), on aboutit18



Chapitre 1. Position du problème et modèle physique�nalement à :
∂~v

∂t
+ (~v.∇)~v = α(T − T0)g ~ey −

1

ρ0
∇p + ν∇2~v (1.7)Bilan des fores extérieures agissant sur un �uide hau�éLe �uide est soumis à des fores gravitationnelles dues à la pesanteur ~g mais aussi à des foresdissipatives qui s'opposent à es dernières.La fore gravitationnelle est d'origine thermique. Considérons une goutte de �uide dont la tempé-rature varie de θ par rapport à la ouhe �uide à laquelle elle appartient. Cei orrespond don àl'appliation d'une perturbation pontuelle au sein du �uide. Cette goutte subit alors une pousséed'Arhimède d'origine thermique de résultante :

F = mfg = (ρgV − ρcoucheV )g (1.8)ave : V : volume de la goutte de �uide (m3)
mf : variation de la masse de la goutte (kg)
ρg : masse volumique de la goutte de volume V (kg.m−3)
ρg : masse volumique de la ouhe de �uide (kg.m−3)En se plaçant dans le adre des approximations de Boussinesq, es deux masses volumiques varientselon la loi 1.5. On obtient don l'expression suivante pour la résultante de la fore gravitationnelled'origine thermique par unité de volume :

F = ρ0αθg (1.9)La poussée d'Arhimède di�érentielle a de e fait tendane à pousser la goutte vers le haut si
θ > 0 et vers le bas si θ < 0.Les fores dissipatives s'opposant à ette fore gravitationnelle sont pour leur part au nombrede deux. On distingue tout d'abord une fore d'origine thermique : 'est la di�usion thermique(de di�usivité thermique κ) qui a�he une tendane à uniformiser le hamp de température. Laseonde, quant à elle d'origine méanique, est la dissipation visqueuse (de visosité inématique
ν). C'est une fore de frottement don une fore de freinage du liquide.Convetion thermique réée par un gradient horizontal de températureConsidérons un �uide plaé entre deux plaques vertiales distantes d'une longueur L. L'uneest soumise à une température haude onstante Tc tandis que l'autre est soumise à une tempéra-ture froide onstante Tf . L'approximation de Boussinesq envisage alors, pour le terme de gravitéuniquement, la dépendane de la masse volumique ρ en fontion de la température. On peut ainsiérire :

ρ(x) = ρ0[1 − α(Tc − Tf )
x

L
] (1.10)Si l'on onsidère qu'il n'y a auun mouvement, l'équation de Navier-Stokes se simpli�e et se ramèneà :

∇p = ρ~g (1.11)Nous venons de voir que ρ dépend de x. De e fait, a�n de satisfaire l'équation préédente, lapression p doit également dépendre de x. Or si p dépend de x, un mouvement onvetif prend19



1.2. Lois de onservationnaissane. Ainsi, la solution statique n'est pas solution de l'équation de Navier-Stokes dans unetelle on�guration. L'appliation d'un gradient horizontal thermique entraîne don toujours unmouvement onvetif.1.2.3 Conservation de l'énergieL'équation de onservation de l'énergie interne d'un �uide en mouvement s'érit :
ρ
de

dt︸︷︷︸taux de variation de l'énergie interne = −p∇.~v︸ ︷︷ ︸
Ppression + τ : ∇~v︸ ︷︷ ︸

Pvisosité− ∇. ~Jq︸ ︷︷ ︸�ux de haleur (1.12)où {
Ppression : puissane des fores de pression
Pvisosité : puissane des fores de visositéOr, pour un �uide inompressible, la variation d'énergie interne s'érit :

de = CdT (1.13)où C désigne la haleur massique (J.K−1.kg−1) supposée uniforme et onstante. Par ailleurs, étantdonné la divergene nulle du hamp de vitesse, la puissane liée aux fores de pression l'est aussi.La puissane des fores visqueuses est souvent négligée. La loi de Fourier nous donne pour sa partl'expression du veteur densité de �ux de haleur ~Jq dû à la ondution :
~Jq = −k∇T (1.14)où k désigne la ondutivité thermique du milieu (W.m−1.K−1) supposée uniforme et onstante.L'équation d'énergie interne s'érit don :

∂T

∂t
+ ~v.∇T = κ∇2T (1.15)où κ = k/ρC est la di�usivité thermique du �uide onsidéré (m2.s−1).De ette manière, une grande di�usivité thermique orrespond à une grande ondutivité ther-mique et à une faible inertie thermique mesurée par ρC. Le transport de haleur est assuré paronvetion au travers du terme ~v.∇T et par di�usion au travers du terme κ∇2T .Compétition entre les fores dans l'apparition de mouvements onvetifs ou d'insta-bilitésLa ompétition entre la fore gravitationnelle et les fores dissipatives peut être mesurée àl'aide du nombre de Rayleigh thermique Rat. Il évalue le rapport entre la fore gravitationnelled'origine thermique et les fores dissipatives d'origine thermique (di�usivité thermique) et méa-nique (dissipation visqueuse) :

Rat =
fore d'Arhimède thermiquefores visqueuses thermiques et méaniques =

αg∆Th3

νκ
(1.16)où h est l'épaisseur de la ouhe �uide. La di�érene de température ∆T entre les deux paroisest don le paramètre de ontr�le. Il devient alors possible de trouver un éart de températureritique ∆Tc orrespondant à un nombre de Rayleigh thermique ritique Rac

t tel que pour un�uide hau�é par le bas : 20



Chapitre 1. Position du problème et modèle physique� pour Rat < Rac
t , les fores dissipatives thermique et méanique dominent la fore gravita-tionnelle thermique. Toute perturbation méanique et thermique se trouve ainsi rapidementdissipée. Auun mouvement de onvetion n'apparaît : le régime est di�usif.� pour Rat > Rac
t , la fore gravitationnelle thermique domine les fores dissipatives thermiqueet méanique. Toute perturbation est alors ampli�ée. E�etivement, si θ > 0, la goutte deliquide monte, elle se retrouve dans un milieu plus froid e qui aroît la poussée d'Arhimèdeet renfore le mouvement asendant. Le régime est onvetif.� pour Rat = Rac
t , la fore gravitationnelle ontrebalane exatement les fores dissipatives.Le taux de roissane de la perturbation est nul : on parle de stabilité marginale.Il peut être intéressant également de raisonner en termes de temps aratéristiques. On dé�nit toutd'abord τA le temps aratéristique du transport onvetif dû à la poussée d'Arhimède thermiquepar :

τ2
A =

d

αg∆T
(1.17)où d représente la distane parourue par la partiule (partiule haude montante ou partiulefroide desendante). On dé�nit ensuite τT le temps aratéristique de la di�usion de la haleurpar :

τT =
d2

κ
(1.18)En�n, τv, temps aratéristique de la dissipation visqueuse, s'érit :

τv =
d2

ν
(1.19)Si τ2

A << τT τv, les fores dissipatives ne peuvent ontrearrer la poussée d'Arhimède. La onve-tion apparaît.Si τ2
A >> τT τv, la perturbation n'a pas le temps de s'ampli�er. Les méanismes stabilisants quesont la di�usion thermique et la dissipation visqueuse sont prépondérants : le régime est di�usif.On retrouve les mêmes onlusions que préédemment en remarquant justement que :

Rat =
τvτT

τ2
A

(1.20)1.3 Méanismes de transportConsidérons un éoulement hau�é régi par les équations de Navier-Stokes et l'équation deonservation de l'énergie. Dans e as, le transport de la quantité de mouvement et de la haleursont assurés par deux méanismes : la di�usion et la onvetion. Ces deux méanismes agissentsimultanément. Cependant, ils ont une importane di�érente au regard de la géométrie utilisée etde la vitesse de l'éoulement.Dans l'équation de Navier-Stokes, le terme régissant la onvetion est ρ(~v.∇)~v où ρ représente lamasse volumique du �uide et ~v sa vitesse. Le �ux de quantité de mouvement dû à la onvetionest de l'ordre de ρU2 ave U une vitesse aratéristique de l'éoulement. Le �ux de quantité demouvement dû à la di�usion visqueuse provient pour sa part du terme η∇2~v. Il est de l'ordrede ηU
L ave L longueur aratéristique de l'éoulement. Le rapport entre es deux �ux permet de21



1.4. Reherhe des équations adimensionnées d'évolutiononnaître le méanisme prépondérant pour le transport de la quantité de mouvement. Ce rapportnous donne le nombre de Reynolds Re dé�ni par :
Re =

�ux onvetif de quantité de mouvement�ux di�usif de quantité de mouvement =
ρUL

η
=

UL

ν
(1.21)Ce nombre peut être vu aussi omme le rapport des temps aratéristiques de di�usion et deonvetion ; ainsi le méanisme le plus rapide imposera l'organisation du hamp de vitesse.Dans l'équation de onservation de l'énergie, le terme ρ(~v.∇)T représente la onvetion dela haleur. Le �ux onvetif de haleur peut alors se mettre sous la forme ρCT U où T est unetempérature aratéristique. De son �té, la densité de �ux di�usif est de l'ordre de kT

L . De mêmeque l'on a dé�ni préédemment le nombre de Reynolds Re, le nombre de Pélet thermique PeTévalue le rapport entre es deux �ux thermiques :
PeT =

�ux onvetif de haleur�ux di�usif de haleur =
ρCLU

k
=

UL

κ
(1.22)Dans un éoulement hau�é, il est par voie de onséquene intéressant de onnaître l'importanerelative du transport de quantité de mouvement et de haleur. A et e�et, on introduit le nombrede Prandtl Pr dé�ni par :

Pr =
PeT
Re

=
ν

κ
(1.23)qui peut s'exprimer également en tant que rapport des temps aratéristiques de di�usion des�utuations de tenpérature τdiff T = L2

κ et des �utuations de vitesse τdiff~v = L2

ν :
Pr =

τdiff T

τdiff~v

(1.24)Ainsi, lorsque τdiff T > τdiff~v, le méanisme le plus lent est la thermique et la valeur de Pr estélevée. On renontre notamment des Pr élevés dans les huiles organiques pour lesquels la visositéinématique ν est forte et la di�usivité thermique κ est faible. Le as des gaz est di�érent. Leoe�ient de di�usivité thermique κ et de visosité inématique ν étant sensiblement du mêmeordre de grandeur, le nombre de Prandtl Pr avoisine l'unité. Conernant les métaux liquides etplus spéialement eux utilisés dans le domaine de la roissane ristalline, la di�usivité thermiqueest élevée ; le transport de haleur par ondution prédomine. De e fait, on est en présene defaibles valeurs du nombre de Prandtl Pr.1.4 Reherhe des équations adimensionnées d'évolution1.4.1 Choix des di�érentes éhelles physiquesIl est don tout d'abord essentiel de dé�nir des éhelles pour les di�érentes grandeurs physiquesque sont la longueur, le temps, la vitesse, la température et la pression. Dans le as du problème quenous onsidérons, on prend en ompte un ylindre soumis à un gradient horizontal de températureet dont le rapport de forme A est dé�ni par A = L
D =

longueurdiamètre .22



Chapitre 1. Position du problème et modèle physique� éhelle de longueur : Lref = D.On dé�nit alors les grandeurs dimensionnées et adimensionnées (portant un ∗) suivant :
~x∗ =

~x

D
∇ =

1

D
∇∗ ∇2 =

1

D2
∇∗2 (1.25)� éhelle de temps : tref = D2

νOn obtient alors :
t∗ =

ν

D2
t

∂

∂t
=

ν

D2

∂

∂t∗
(1.26)� éhelle de vitesse :Vref = ν

√
Gr

D où Gr est le nombre de Grashof dé�ni par :
Gr =

αg∆TD4

ν2L
(1.27)On obtient alors :

~v∗ =
D

ν
√

Gr
~v (1.28)Remarque 1 : Pour le hoix de la vitesse de référene Vref , on part de l'équation de Navier-Stokes1.7. Si l'on onsidère que le terme onvetif (~v.∇)~v est du même ordre de grandeur que le termevisqueux ν∇2~v, une analyse dimensionnelle nous donne omme vitesse de référene Vref = ν/D.Par ontre, et e qui est le as dans notre on�guration, en onsidérant le terme onvetif dumême ordre de grandeur que le terme fore α(T − T0)g ~ey, l'analyse dimensionnelle nous donne lavitesse de référene Vref = ν

√
Gr

D .� température� température moyenne : Tref = Tm =
Tc+Tf

2� éart de température :∆T = Tc − TfOn obtient alors :
T ∗ = A

(
T − Tm

∆T

) (1.29)Ave les éhelles de température hoisies, on a don :
Tf = Tm − ∆T

2
et Tc = Tm +

∆T

2
(1.30)e qui donne, sous forme adimensionnée, en prenant l'origine du repère à l'extrémité froidedu ylindre :

T ∗(z = 0) = −A

2
et T ∗(z = A) =

A

2
(1.31)� éhelle d'éart de pression :Pref = ρ0ν2

√
Gr

D2On obtient alors :
P ∗ =

D2

ρ0ν2
√

Gr
P (1.32)23



1.5. Analyse énergétique1.4.2 Équations adimensionnées du problèmeEn utilisant les grandeurs de référene dé�nies préédemment, on obtient les équations adi-mensionnées du système. Celles-i s'érivent de la manière suivante :� onservation de la masse :
∇.~v = 0 (1.33)� onservation de l'énergie :

∂T

∂t
+
√

Gr (~v.∇) T =
1

Pr
∇2T (1.34)� onservation de la quantité de mouvement :On se plae dans le adre de l'approximation de Boussinesq en véri�ant la relation (1.5), eten prenant T0 = Tm, 'est-à-dire :

ρ = ρ0[1 − α(T − Tm)] (1.35)L'équation de onservation de la quantité de mouvement sous forme adimensionnée s'érit alors :
∂~v

∂t
+
√

Gr (~v.∇)~v = −∇p + ∇2~v +
√

GrT ~ey (1.36)Par onséquent, les trois équations adimensionnées d'évolution du système représentant les équa-tions de onservation de la masse, de l'énergie et de la quantité de mouvement sont :




∇.~v = 0
∂T

∂t
+

√
Gr (~v.∇)T =

1

Pr
∇2T

∂~v

∂t
+
√

Gr (~v.∇)~v = −∇p + ∇2v +
√

GrT ~ey

(1.37)1.5 Analyse énergétiqueL'étude par analyse énergétique peut être utilisée a�n de trouver le méanisme de transition del'éoulement. On repart des équations régissant notre système. En adoptant une notation indiielle(i = 1, 2, 3), elles prennent la forme suivante :� onservation de la masse :
∂ui

∂xj
= 0 (1.38)� onservation de la haleur :

∂T

∂t
+
√

Gruj
∂T

∂xj
=

1

Pr

∂2T

∂x2
j

(1.39)� onservation de la quantité de mouvement :
∂ui

∂t
+
√

Gruj

∂ui

∂xj
= −

∂p

∂xi
+

∂2ui

∂x2
j

+
√

GrT ~ey (1.40)24



Chapitre 1. Position du problème et modèle physiqueAdoptons désormais la déomposition habituelle :
ui = ūi + u′

i, T = T̄ + T ′, p = p̄ + p′ (1.41)
ūi, T̄ et p̄ représentent la valeur moyenne respetivement de ui, T et p. u′

i, T
′ et p′ symbolisentpour leur part la �utuation de ui, T et p autour de leur valeur moyenne respetive ūi, T̄ et p̄.L'équation (1.38) peut être érite omme :

∂ūj

∂xj
+

∂u′
j

∂xj
= 0 (1.42)Etant donné la divergene nulle du hamp de vitesse, on obtient :

∂ūj

∂xj
= 0 (1.43)

∂u′
j

∂xj
= 0 (1.44)Formons le produit salaire entre l'équation de Navier-Stokes (1.40) et la �utuation du veteurvitesse u′

i. Il s'érit :
u′

i

∂(ūi + u′
i)

∂t
+
√

Gru′
i(ūj + u′

j)
∂(ūi + u′

i)

∂xj
= −u′

i

∂p

∂xi
+ u′

i

∂2(ūi + u′
i)

∂x2
j

+
√

Gru′
iT ~ey (1.45)Etant donné que ∂ūi

∂t
= 0, on obtient alors :

∂(u′
iu

′
i/2)

∂t
= −

√
Gru′

i(ūj + u′
j)

∂(ūi + u′
i)

∂xj
− u′

i

∂p

∂xi
+ u′

i

∂2(ūi + u′
i)

∂x2
j

+
√

Gru′
iT ~ey (1.46)Le premier terme du seond membre de (1.46) peut être réérit sous la forme :

−
√

Gru′
i(ūj + u′

j)
∂(ūi + u′

i)

∂xj
= −

√
Gr

(
u′

iūj
∂ūi

∂xj
+ u′

iu
′
j

∂ūi

∂xj
+ u′

iuj
∂u′

i

∂xj

) (1.47)où
−
√

Gru′
iūj

∂ūi

∂xj
= −

√
Gr

(
∂(ūiūju

′
i)

∂xj
− ūiūj

∂u′
i

∂xj
− u′

iūi
∂ūj

∂xj

)
= −

√
Gr

(
∂(ūiūju

′
i)

∂xj
− ūiūj

∂u′
i

∂xj

)(1.48)et
−
√

Gru′
iuj

∂u′
i

∂xj
= −

√
Gr

(
∂(u′

iuju
′
i)

∂xj
− u′

iu
′
i

∂uj

∂xj
− u′

iuj
∂u′

i

∂xj

) (1.49)
⇐⇒ −

√
Gru′

iuj
∂u′

i

∂xj
= −1

2

√
Gr

(
∂(u′

iuju
′
i)

∂xj
− u′

iu
′
i

∂uj

∂xj

)
= −1

2

√
Gr

∂(u′
iuju

′
i)

∂xj
(1.50)25



1.5. Analyse énergétiqueLa relation (1.47) devient don :
−
√

Gru′
i(ūj + u′

j)
∂(ūi + u′

i)

∂xj
= −

√
Gr

(
∂(ūiūju

′
i)

∂xj
− ūiūj

∂u′
i

∂xj
+ u′

iu
′
j

∂ūi

∂xj
− 1

2

∂(u′
iuju

′
i)

∂xj

) (1.51)Le seond terme du seond membre de (1.46) peut s'érire :
−u′

i

∂p

∂xi
= −

∂(u′
ip)

∂xi
− p

∂u′
i

∂xi
= −

∂(u′
ip)

∂xi
(1.52)Le troisième terme du seond membre de (1.46) peut pour sa part s'érire sous la forme :

−u′
i

∂2(ūi + u′
i)

∂x2
j

=
∂

∂xj
(u′

i

∂ui

∂xj
) −

∂ui

∂xj

∂u′
i

∂xj
=

∂

∂xj
(u′

i

∂ui

∂xj
) −

∂ūi

∂xj

∂u′
i

∂xj
−

(
∂u′

i

∂xj

)2 (1.53)En�n, pour le quatrième terme du seond membre, on obtient :
√

Gru′
iT ~ey =

√
Gru′

iT̄ ~ey +
√

Gru′
iT

′ ~ey (1.54)Finalement, l'équation (1.46) peut s'érire :
∂(u′

iu
′
i/2)

∂t
= − ∂

∂xj

(
√

Grūiūju
′
i + u′

ip + u′
i

∂ui

∂xj
+
√

Gruj
u′

iu
′
i

2

)

+
√

Grūiūj
∂u′

i

∂xj
−

∂ūi

∂xj

∂u′
i

∂xj
+
√

Gru′
iT̄ ~ey

−
√

Gru′
iu

′
j

∂ūi

∂xj
−

(
∂u′

i

∂xj

)2

+
√

Gru′
iT

′ ~ey (1.55)En intégrant (1.55) sur le volume total, on a :
∂

∂t

(∫

Ω

u′
iu

′
i

2
dΩ

)
=

∫

Ω
− ∂

∂xj

(
√

Grūiūju
′
i + u′

ip + u′
i

∂ui

∂xj
+

√
Gruj

u′
iu

′
i

2

)
dΩ

+

∫

Ω

(
√

Grūiūj
∂u′

i

∂xj
−

∂ūi

∂xj

∂u′
i

∂xj
+
√

Gru′
iT̄ ~ey

)
dΩ

+

∫

Ω


−

√
Gru′

iu
′
j

∂ūi

∂xj
−

(
∂u′

i

∂xj

)2

+
√

Gru′
iT

′ ~ey


 dΩ (1.56)Le premier terme (sur la première ligne) du seond membre de (1.56) représente une divergene.En utilisant le théorème de la divergene de Gauss lors de son intégration sur le domaine Ωet en onsidérant par ailleurs les onditions aux limites de non-glissement, on onstate que saontribution à la variation d'énergie inétique �utuante est nulle.La moyenne de Reynolds du seond terme (sur la deuxième ligne) de (1.56) est nulle (pour uneosillation périodique, prendre la moyenne sur une période rend l'intégration nulle).26



Chapitre 1. Position du problème et modèle physiquePar onséquent, en notant K l'énergie inétique �utuante totale (sur le domaine Ω) à un instant
t,véri�ant don :

K =

∫

Ω

u′2 + v′2 + w′2

2
dΩ =

∫

Ω

u′
iu

′
i

2
dΩ (1.57)on obtient :

∂K

∂t
=

∫

Ω


−

√
Gru′

iu
′
j

∂ūi

∂xj
−

(
∂u′

i

∂xj

)2

+
√

Gru′
iT

′ ~ey


 dΩ (1.58)D'un point de vue physique, le terme −

√
Gru′

iu
′
j

∂ūi

∂xj
représente la prodution d'énergie inétique�utuante dû au isaillement de l'éoulement moyen. Le seond terme, à savoir −

(
∂u′

i

∂xj

)2, tra-duit la dissipation visqueuse de l'énergie inétique �utuante. En�n, le dernier terme √
Gru′

iT
′ ~eyonerne la prodution d'énergie inétique �utuante dû à la poussée d'Arhimède thermique.Penhons-nous désormais sur l'énergie thermique totale �utuante Θ. Elle est dé�nie à un instant

t par la relation :
Θ =

∫

Ω

T ′2

2
dΩ (1.59)On forme alors le produit salaire entre l'équation de onservation de la haleur (1.39) et la �u-tuation de température T ′. En adoptant une démarhe similaire à elle appliquée pour l'énergieinétique �utuante et en opérant les simpli�ations, on obtient �nalement pour l'énergie ther-mique �utuante :

∂Θ

∂t
=

∫

Ω


−

√
GrT ′u′

j

∂T̄

∂xj
−

(
∂T ′

∂xj

)2

 dΩ (1.60)Le terme −√

GrT ′u′
j

∂T̄

∂xj
aratérise le transport de haleur par le hamp de vitesse de perturbationtandis que le terme (

∂T ′

∂xj

)2 symbolise la dissipation de haleur par di�usion thermique.
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2 Méthodes numériques
La disrétisation spatiale des équations du problème est réalisée à l'aide de laméthode des éléments spetraux isoparamétriques. La avité ylindrique quireprésente le domaine de alul est divisée en douze maro-éléments. Pour ladisrétisation temporelle, nous utilisons un shéma de di�érenes �nies d'ordre
3. La résolution numérique se fait en trois étapes. Nous traitons dans l'ordre lestermes non-linéaires plus le terme fore, la pression et en�n les termes linéaires.2.1 Méthode des éléments spetrauxNous présentons ii une brève desription de la méthode des éléments spetraux. Nous ren-voyons le leteur, pour une desription beauoup plus détaillée, aux travaux de Bernardi & Maday[52℄, Gottlieb & Orszag [53℄ ou Canuto et al. [54℄. Cette méthode fait partie de la atégorie desméthodes aux résidus pondérés et pro�te à la fois des avantages de la méthode des éléments �nis(�exibilité géométrique) et eux des tehniques spetrales (ordre de onvergene élevé) ([55℄ et[56℄). Le domaine de alul est déoupé en douze maro-éléments appelés aussi sous-domaines oùles variables du problème sont approhées par un produit tensoriel polynomial, et la liaison entrees sous-domaines est prise en ompte impliitement dans la formulation variationnelle ([57℄ et[58℄).2.1.1 Formulations variationnellesConsidérons le problème de Helmholtz se présentant sous la forme suivante :





∇2u − λ2u = f sur Ω

u = g sur ΓD et ∂u

∂n
= h sur ΓN

(2.1)où Ω est un sous-ensemble borné de IRn ; f, g et h sont des fontions onnues, λ ∈ IR, ΓD est lafrontère de Dirihlet de Ω et ΓN est la frontière de Neumann de Ω. Avant de le résoudre, il estutile de rappeler la dé�nition des espaes suivants :� l'espae des fontions de arré sommable sur Ω :
L2(Ω) = {u;

∫

Ω
|u|2 dΩ < +∞} (2.2)



2.1. Méthode des éléments spetraux� l'espae de Sobolev H1(Ω) :
H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω);

∂u

∂xi
∈ L2(Ω), 1 ≤ i ≤ n} (2.3)� un sous-espae H1

g (Ω) de l'espae H1(Ω) dans lequel toutes les fontions véri�ent les ondi-tions aux limites de Dirihlet du problème et don dé�ni par :
H1

g (Ω) = {u ∈ H1(Ω); u = g sur ΓD} (2.4)On dé�nit le produit salaire suivant dans H1
g (Ω) :

(u, v)H =

∫

Ω
(uv + ∇u.∇v) dΩ (2.5)et la norme qui lui est assoiée :

||u||2H = (u, u)
1/2
H (2.6)On dé�nit également les formes suivantes :

a(u, v) = −
∫

Ω
(∇u.∇v + λ2uv) dΩ (2.7)

L(v) =

∫

Ω
fv dΩ −

∫

ΓN

hv dΓ (2.8)
a(u, v) est une forme bilinéaire symétrique dé�nie négative tandis que L(v) est une forme linéaire.
u est don solution du problème de Helmholtz si et seulement si elle véri�e :

{ trouver u ∈ H1
g (Ω) tel que :

a(u, v) = L(v)
(2.9)

⋄ Preuve. On onsidère l'équation (2.1). Multiplions haque membre de ette équation par unefontion test v ∈ H et intégrons ensuite sur Ω, on a don :
∫

Ω
∇2u.v dΩ − λ2

∫

Ω
uv dΩ =

∫

Ω
fv dΩ (2.10)Considérons le terme ∫

Ω ∇2u.v dΩ et faisons une intégration par parties :
∫

Ω
∇2u.v dΩ =

∫

ΓN

∂u

∂n
v dΓ −

∫

Ω
∇u∇v dΩ (2.11)En reportant (2.11) dans (2.10), on a alors, en onsidérant que sur ΓN ,

∂u

∂n
= h :

−
∫

Ω
(∇u.∇v + λ2uv) dΩ =

∫

Ω
fv dΩ −

∫

ΓN

∂u

∂n
v dΓ (2.12)

⇐⇒ a(u, v) = L(v) (2.13)
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Chapitre 2. Méthodes numériquesPour la méthode des éléments spetraux, H1
g (Ω) est remplaé par un sous-espae a�ne noté Ahde dimension �nie et dont les fontions de base de l'espae vetoriel assoié sont des fontionspolynomiales par moreaux à support loal lié au déoupage par éléments du domaine Ω. Leproblème se résume alors à :

{ trouver uh ∈ Ah tel que :
a(uh, vh) = L(vh), pour tout v de Ah

(2.14)Nous présentons en annexe A l'appliation de ette méthode à un problème mono-dimensionnel.Par ailleurs, dans ette même annexe, la disrétisation du domaine par la méthode de Legendre-Gauss-Lobatto ainsi que le alul des matries A et B sont également abordés.2.2 Méthode des éléments spetraux isoparamétriquesLorsque le domaine de alul est une géométrie omplexe ave des frontières non retilignes,l'appliation de la méthode des éléments spetraux néessite la transformation des domaines élé-mentaires (ave des frontières urvilignes) en des domaines retangulaires dans le as bidimension-nel ou parallélépipédiques dans le as tridimensionnel [59℄. Dans le as d'un domaine ylindrique,la transformation n'est néessaire que dans le plan (xy) (�g.2.1).
y

x r

s

1

1−1

−1Fig. 2.1 � Transformation géométrique d'une portion de disque en un arré [−1, 1] × [−1, 1].Considérons à titre d'exemple le as bidimensionnel, plus simple. Soit un point M de l'espaephysique de oordonnées (x, y). Dans le plan de alul, on lui assoie les oordonnées (r, s). Lepassage du plan physique au plan de alul peut être exprimé par un produit tensoriel. Pour unélément k orrespondant à une portion de disque, elui-i s'érit :
(x, y)k =

n∑

i=0

n∑

j=0

(x, y)k
ijH

i(r)Hj(s) (2.15)
H i et Hj représentent les ièmes et jèmes polyn�mes de Lagrange. Dans le plan de alul, le hampreherhé u et la fontion du seond membre f sont disrétisés de la façon suivante :

uk(r, s) =
n∑

i=0

n∑

j=0

uk
ijH

i(r)Hj(s) (2.16)31



2.2. Méthode des éléments spetraux isoparamétriques
fk(r, s) =

n∑

i=0

n∑

j=0

fk
ijH

i(r)Hj(s) (2.17)Le problème variationnel appliqué au problème (2.1) s'érit dans le as bidimensionnel :
−

∫ ∫

Ω
∇u∇v dxdy

︸ ︷︷ ︸
J1

− λ2

∫ ∫

Ω
uv dxdy

︸ ︷︷ ︸
J2

=

∫ ∫

Ω
fv dxdy

︸ ︷︷ ︸
J3

(2.18)Lorsqu'on applique pour un élément k le hangement de variables induit par la transformationgéométrique, es di�érentes intégrales s'érivent dans le plan de alul :
Jk

1 =

∫ 1

−1

∫ 1

−1
−
∇̃uk∇̃vk

J
drds (2.19)

Jk
2 =

∫ 1

−1

∫ 1

−1
Jukvk drds (2.20)

Jk
3 =

∫ 1

−1

∫ 1

−1
Jfkvk drds (2.21)ave :

∇̃ = (−ys
∂

∂r
+ yr

∂

∂s
)~x + (xs

∂

∂r
− xr

∂

∂s
)~y (2.22)et J est le déterminant de la matrie Jaobienne de la transformation géométrique :

J = xs.yr − xr.ys (2.23)où xs et xr sont les dérivées partielles de x par rapport respetivement à s et à r et ys et yr lesdérivées partielles de y par rapport à s et à r.Les équations du système disrétisé relatif à tout élément k s'obtiennent en remplaçant u et fpar leurs interpolants uk
h et fk

h dans l'équation du problème disrétisé (2.14) (pour les détails desaluls, voir [59℄) : 



Ck
ijmnuk

mn =
+

Bk
ijmnfk

mn

Ck
ijmn = Ak

ijmn − λ2
+

Bk
ijmn

Ak
ijmn = −∇̃ijpq.

−
Bk

pqrs.∇̃rsmn
±

Bk
ijmn = |Jk

pq|±1Bk
pim.Bk

qjn

(2.24)où l'on a :
Bijk =

∫ 1

−1
H i(s)Hj(s)Hk(s) ds (2.25)La matrie globale du système C s'obtient par assemblage des matries élémentaires :

{C} =
∑

k

[Ck] (2.26)Le système global à résoudre s'érit �nalement :
{C}{u} =

∑

k

[
+

Bk][fk] (2.27)32



Chapitre 2. Méthodes numériques2.2.1 Présentation du type de maillage utiliséSur la �gure (2.2), nous rappelons la on�guration étudiée et repérons en partiulier les plans
Lv, Lh, l'axe Ht et le point O'. Ces derniers sont dé�nis omme suit :� O' représente le entre de la avité.� Lv représente le plan médian longitudinal vertial.� Lh représente le plan médian longitudinal horizontal.� Ht représente l'axe médian horizontal transverse.Sur la �gure (2.3(a)) est représenté le maillage dans un plan (xy) du ylindre déoupé endouze maro-éléments omprenant haun 9 × 9 points de olloation. La distribution des pointsdu maillage (extrema des polyn�mes de Legendre) dans le plan Lh (et aussi le plan Lv) est donnéesur la �gure 2.3(b).
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2.2. Méthode des éléments spetraux isoparamétriques
cT

Tf

Htaxe
Lplan hLvplan 

parois latérales adiabatiques

O’ O

Fig. 2.2 � Déoupage du ylindre en 12 éléments, 4 entraux et 8 périphériques. Représentationdu plan longitudinal vertial Lv, du plan longitudinal horizontal Lh, de l'axe transverse horizontal
Ht et du entre de la avité O'.

(a) dans un plan xy

(b) dans les plans Lv ou LhFig. 2.3 � Répartition des points de disrétisation dans une setion dans le plan (xy)(�g.2.3(a)(pour haque élément, nx + 1 = ny + 1 = 9) et dans les plans Lv ou Lh (�g.2.3(b))(pour haque élément, nx + 1 = ny + 1 = 9, nz + 1 = 43).
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Chapitre 2. Méthodes numériques2.3 Méthode de disrétisation temporelleLa disrétisation temporelle des équations de onservation est réalisée par une méthode dedéoupage dite méthode 'Splitting' [60℄.2.3.1 Présentation généraleConsidérons les équations d'inompressibilité et de onservation de la quantité de mouvement.Elles peuvent s'érire d'une manière générale sous la forme :
∇.~v = 0 (2.28)

∂~v

∂t
= −VI(~v.∇)~v −∇p + VD∇2~v + ~force (2.29)ave VI et VD des onstantes réelles résultant de l'adimensionnement hoisi. On pose pour la suite :
NL(~v) = −1/2VI [(~v.∇)~v + ∇.(~v~v)] (2.30)

L(~v) = VD∇2~v (2.31)Si on intègre ette équation sur un pas de temps dt (dt = tn+1 − tn), on a alors :
∫ tn+1

tn

∂~v

∂t
dt = −VI

∫ tn+1

tn

(~v.∇)~v dt −
∫ tn+1

tn

∇p dt + VD

∫ tn+1

tn

∇2~v dt +

∫ tn+1

tn

~force dt (2.32)� Pour le terme de gauhe , on utilise un shéma impliite de disrétisation temporelle d'ordre
ji :

∂~vn+1

∂t
=

γ0~v
n+1 − ∑ji−1

q=0 αq~vn−q

dt
(2.33)ave ~vn valeur disrétisée du veteur ~v à l'instant tn = n.dt� Pour le terme non-linéaire, on utilise un shéma expliite de la famille Adams-Bashforthd'ordre je :

∫ tn+1

tn

NL(~v) dt = dt.

je−1∑

q=0

βq.NL(~vn−q) (2.34)� En e qui onerne le terme linéaire, pour des raisons de stabilité, on hoisit un shémaimpliite de la famille Adams-Moulton d'ordre ji :
∫ tn+1

tn

L(~v) dt = dt.

ji−1∑

q=0

γq.L(~vn+1−q) (2.35)� Le terme de pression est pour sa part approximé par :
∫ tn+1

tn

~∇p dt = dt. ~∇pn+1 (2.36)35



2.3. Méthode de disrétisation temporelleCoe�ient ordre 1 ordre2 ordre3
γ0 1 3/2 11/6
α0 1 2 3
α1 0 -1/2 -3/2
α2 0 0 1/3
β0 1 2 3
β1 0 -1 -3
β2 0 0 1Tab. 2.1 � Valeurs des oe�ients d'intégration γ0,αk et βk selon l'ordre des shémas hoisis (jiet je).Les oe�ients αq, βq et γq sont des poids appropriés et sont donnés dans le tableau (2.1) suivantl'ordre d'intégration temporel hoisi.On partage l'intégration temporelle en trois étapes de temps. Cei implique l'introdution dedeux instants intermédiaires tn+1/3 = (n + 1/3)dt et tn+2/3 = (n + 2/3)dt auxquels on assoierespetivement les hamps ~vn+1/3 et ~vn+2/3.� La première étape onsiste tout d'abord à traiter le terme non-linéaire ave le shéma ex-pliite d'ordre je plus le terme fore :

~vn+1/3 − ∑ji−1
q=0 αq~v

n−q

dt
=

je−1∑

q=0

βqNL(~vn−q) + ~force
n+1 (2.37)� On onsidère ensuite le terme de pression :

~vn+2/3 − ~vn+1/3

dt
= −∇pn+1 (2.38)� Finalement, pour le terme linéaire, on adopte le shéma impliite d'ordre ji :

γ0~v
n+1 − ~vn+2/3

dt
= L(~vn+1) (2.39)Ainsi, le hamp �nal de vitesse ~vn+1 peut être obtenu en résolvant un problème de Helmholtz enprenant en ompte les onditions aux limites. Pour le alul de la pression à l'étape (n+1), nousimposons deux onditions supplémentaires :� la première est que le hamp ~vn+2/3 satisfasse la ontrainte d'inompressibilté :

∇.~vn+2/3 = 0 dans Ω (2.40)� la deuxième est que e même hamp satisfasse la ondition au limite. Dans le as d'unevitesse normale nulle à la frontière (~n est la normale à la frontière) :
~vn+2/3.~n = 0 sur ∂Ω (2.41)36



Chapitre 2. Méthodes numériquesSi on applique la divergene à l'équation (2.38) et en utilisant (2.40), on a alors :
∇2pn+1 =

∇.~vn+1/3

dt
dans Ω (2.42)On obtient de ette manière un problème de Poisson, ave des onditions aux limites qui peuventêtre déduites de (2.29).

∂p

∂n
=

[
−∂~v

∂t
+ NL(~v) + L(~v) + ~force

]
.~n (2.43)A�n d'améliorer la prise en ompte de la ondition ∇.~vn+1 = 0 dans le alul de la pression, àl'instar de Karniadakis et al. [60℄, le terme linéaire est déomposé en un terme rotationnel et unautre irrotationnel :

L(~v) = ∇(∇.~v) −∇× (∇× ~v) (2.44)En imposant la ondition ∇.~v = 0 et les onditions aux limites, nous obtenons les onditions auxlimites sur la pression qui s'érivent :
∇p.~n = [NL(~v) + ∇× (∇× ~v) + ~force].~n (2.45)Le terme NL(~v) est nul sur les frontières où existe une ondition limite de type Dirihlet. Etantdonné que le hanp ~vn+1 est à divergene nulle, les onditions aux limites de Neumann sur lapression s'érivent :

∂pn+1

∂n
=


−

je−1∑

q=0

βq(∇× (∇× ~vn−q)) + ~force
n+1


 .~n (2.46)2.3.2 Appliation à l'équation de la onservation de l'énergieL'équation de onservation de l'énergie s'érit sous sa forme générale :

∂T

∂t
+ TI (~v.∇)T = TD∇2T (2.47)ave : {

TI =
√

Gr
TD = 1

Pret don {
NL(T ) = TI (~v.∇) T
L(T ) = TD∇2T

(2.48)La première étape prend en ompte le terme non-linéaire :
Tn+1/2 = Tn + dtTI

je−1∑

q=0

βq[(~v.∇)T ]n−q (2.49)Il est à noter que nous utilisons une disrétisation temporelle d'ordre 3 (i.e. je = ji = 3) adaptéeaux phénomènes instationnaires.La deuxième étape prend en ompte le terme linéaire :
γ0T

n+1 − Tn+1/2

dt
= TD∇2Tn+1 (2.50)37



2.3. Méthode de disrétisation temporelleEn se basant sur l'équation (2.50), on peut érire en regroupant les termes en Tn+1 d'une partet les autres d'autre part :
γ0T

n+1

dt
− TD.∇2Tn+1 =

Tn+1/2

dt
(2.51)Appliquons alors la formulation variationelle en nous limitant à un exemple monodimensionnelsur un domaine omprenant N + 1 points. On peut érire que :

φ(x) =
N∑

k=0

φkhk(x) Tn+1(x) =
N∑

j=0

Tn+1
j hj(x) et Tn+1/2(x) =

N∑

j=0

T
n+1/2
j hj(x) (2.52)En multipliant l'équation (2.51) par la fontion test φ et en intégrant sur Ω, on obtient alors :

γ0

dt.TD

∫

Ω
Tn+1(x)φ(x) dx −

∫

Ω
∇2Tn+1φ(x) dx =

1

dt.TD

∫

Ω
Tn+1/2φ(x) dx (2.53)De plus, on peut érire que :

∫

Ω
∇2Tn+1(x)φ(x) dx =

∫

Γ

∂Tn+1(x)

∂n
φ(x) dΓ −

∫

Ω
∇Tn+1(x)∇φ(x) dx (2.54)Or, on a des parois adiabatiques don ∫

Γ
∂T n+1(x)

∂n φ(x) dx = 0 et :
∫

Ω
∇2Tn+1(x)φ(x) dx = −

∫

Ω
∇Tn+1(x)∇φ(x) dx (2.55)En déomposant de plus φ, Tn+1 et Tn+1/2 selon les relations (2.52), on a alors :

γ0

dt.TD

∫

Ω

N∑

j=0

Tn+1
j hj(x)

N∑

k=0

φkhk(x) dx +

∫

Ω

N∑

j=0

Tn+1
j

dhj(x)

dx

N∑

k=0

φk
dhk(x)

dx
dx = (2.56)

1

dt.TD

∫

Ω

N∑

j=0

T
n+1/2
j hj(x)

N∑

k=0

φkhk(x) dx (2.57)e qui équivaut à érire :
γ0

dt.TD

N∑

j=0

N∑

k=0

Tn+1
j φk

∫

Ω
hj(x)hk(x) dx +

N∑

j=0

N∑

k=0

Tn+1
j φk

∫

Ω

dhj(x)

dx

dhk(x)

dx
dx = (2.58)

1

dt.TD

N∑

j=0

N∑

k=0

T
n+1/2
j φk

∫

Ω
hj(x)hk(x) dx (2.59)Cette équation est valable quelque soit la valeur des φk. On obtient par onséquent N+1 équations,qui en utilisant la notation d'Einstein, peuvent se mettre sous la forme :

[
γ0

dt.TD
Bkj − Akj

]
Tn+1

j =
1

dt.TD
BkjT

n+1/2 (2.60)ave :
Akj = −

∫

Ω

dhj(x)

dx

dhk(x)

dx
dx (2.61)et

Bkj =

∫

Ω
hj(x)hk(x) dx (2.62)38
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3 Proper OrthogonalDeomposition (P.O.D)
L'appliation de la Proper Orthogonal Deomposition à l'éoulement instation-naire d'un �uide permet l'extration des prinipaux modes aratéristiques deet éoulement. En utilisant la projetion de Galerkin des équations de notresystème sur es prinipaux modes, un modèle dynamique de faible dimension(système d'équations di�érentielles ordinaires) peut être onstruit. Nous pré-sentons ii la méthode POD dite �méthode des snapshots� et basons ensuite laonstrution du système dynamique en adoptant deux méthodes di�érentes.La première appelée méthode-α se base sur une prise en ompte ommune duhamp de vitesse et de température tout en les pondérant d'un oe�ient αdé�ni omme le rapport entre énergie inétique et thermique �utuantes. Laseonde, dite méthode des variables séparées (ou méthode-VT) s'appuie poursa part sur une prise en ompte séparée des hamps de vitesse et température.3.1 IntrodutionDepuis les travaux initiaux de Lumley [61℄, la �Proper Orthogonal Deomposition� (P.O.D.) aété largement appliquée à l'analyse des éoulements [62-79℄. En partiulier, après que Sirovih [64℄a proposé la méthode appelée �méthode des snapshots�, l'utilisation de la P.O.D pour l'étude deséoulements omplexes est devenue faisable. Les simulations numériques diretes des éoulementsomplexes néessitent usuellement des temps de alul très longs et des ressoures informatiquesonséquentes. En revanhe, à partir de la résolution du système d'équations di�érentielles or-dinaires (E.D.O) obtenu par la P.O.D., il est possible d'obtenir des informations �ables sur leomportement du système et ette démarhe s'avère très attrayante d'autant plus que le oup entemps de alul est nettement plus faible. Par onséquent, de gros e�orts ont été onsentis a�nde onstruire des systèmes d'E.D.O. �ables. Néanmoins, beauoup de es e�orts ont été restreintssoit à un éoulement foré omme en turbulene ou à de la pure ondution thermique, autrementdit à des problèmes d'éoulement sans ouplage ave un salaire notamment la température. Pourles problèmes de onvetion thermique, même si Sirovih ([64℄, [65℄) a dérit une approhe deonstrution des E.D.O. traitant de la vitesse et de la température dans la même voie sans se sou-ier de leur propriétés di�érentes, les artiles basés sur une telle approhe ne sont pas nombreux.Ces dernières années, Gunes et al. ([67℄, [69℄) ont présenté des résultats de l'appliation de laP.O.D. à de la onvetion thermique bi-dimensionnelle en traitant la vitesse et la température defaçon di�érente ; ependant, ils n'ont pas analysé l'exatitude de leur traitement et la �abilité desE.D.O onstruites. Dans e hapitre, nous présentons don les fondements de la méthode P.O.D.



3.2. Présentation générale de la méthode P.O.D.ainsi que deux méthodes pour la onstrution de systèmes réduits �ables, que nous appliquons àla résolution d'un problème de onvetion thermique tri-dimensionnel.3.2 Présentation générale de la méthode P.O.D.L'idée fondamentale de la P.O.D. est de trouver une base de N modes σn (n = 1, 2, ..., N)qui, en omparaison à toutes les autres déompositions possibles en N �strutures�, est elle quiapture le plus d'énergie turbulente de l'éoulement onsidéré. Dans �l'espae physique�, le hampaléatoire u(x) et la fontion σn(x), intégrables en énergie, appartiennent à l'espae des fontionsde arré sommable.Le problème se pose don dans l'espae de Hilbert L2(Ω). Pour deux fontions f et g de et espae,on peut don dé�nir un produit interne (f, g) :
(f, g) =

∫

Ω
f∗

i (x)gi(x) dx =

∫

Ω

(
k∑

i=1

f∗
i (x)gi(x)

)
dx (3.1)Le nombre k indique le nombre de omposantes utilisées pour la déomposition. La norme d'unefontion f ∈ L2(Ω) est donnée quant à elle par :

||f || = (f, f)
1

2 (3.2)La détermination de la fontion σn revient à reherher sur l'ensemble des réalisations de u laréalisation σn qui ressemble le plus en moyenne aux u. Cela revient également à dire qu'à partird'une réalisation d'un hamp de vitesse, nous herhons à projeter le hamp aléatoire u(x) surune struture test σn, et à hoisir la struture σn qui maximise ette projetion. Du point de vuemathématique, e onept se traduit par la reherhe de la fontion σn qui maximise au sens desmoindres arrés la projetion :
γ =

(σn, u)

(σn, σn)
1

2

(3.3)Le but est don de herher la struture σn qui est la mieux orrélée ave le hamp aléatoire, inté-grable en énergie. Pour être plus préis, à partir d'un ensemble de réalisations du hamp, l'objetifest de trouver la struture qui est la mieux orrélée ave tous les éléments de l'ensemble. Ainsi,nous voulons maximiser une mesure statistique de l'amplitude de γ qui peut être les moindresarrés de sa valeur absolue < |γ|2 > où < . > représente une moyenne d'ensemble. Pour un nombrede réalisations égal à M (où u
(m)
j (x) orrespond à la mième réalisation du hamp uj(x)), < |γ|2 >peut s'érire de la manière suivante :

Γ =< |γ|2 >=

1
M

∑M
m=1

(∑k
j=1

∫
Ω σn

j
∗(x)u

(m)
j (x) dx

)2

∑k
j=1

∫
Ω σn

j
∗(x)σn

j (x) dx
(3.4)La maximisation du problème suivant la diretion i s'érit alors :

∂Γ

∂σn
i

= 0 (3.5)40



Chapitre 3. Proper Orthogonal Deomposition (P.O.D)Le alul des variations réduit le problème de maximisation à une équation de Fredholm de seondtype qui s'érit de la manière suivante :
∫

Ω
Rij(x, x′)σn

j (x′) dx′ = λnσn
i (x) (3.6)ave Rij matrie d'autoorrélation dé�nie par :

Rij(x, x′) =
1

M

M∑

m=1

u
(m)
i (x)u

(m)
j (x′) =< ui(x)uj(x

′) > (3.7)La théorie de Hilbert-Shmidt nous donne alors les propriétés de ette équation intégrale. Il existeainsi un ensemble dénombrable de fontions propres σn
i formant un ensemble omplet et orthogonalqui permet de reonstruire le hamp �utuant de la manière suivante :

ui(x) =
N∑

n=1

anσn
i (x) (3.8)où : {

n repère le numéro du mode (n = 1, ..., N)
i représente la i-ème omposante du veteur σn (i = 1, ..., k)et

(σn, σm) = δnm (3.9)si les fontions propres sont normalisées.On a par onséquent :
an = (σn, u) (3.10)Réérivons l'équation de Fredholm (3.6) en extension :

∫

Ω

k∑

j=1

{[
1

M

M∑

m=1

u
(m)
i (x)u

(m)
j (x′)

]
σn

j (x′)

}
dx′ = λnσn

i (x) (3.11)ou ∫

Ω

k∑

j=1

{
< ui(x)uj(x

′) > σn
j (x′)

}
dx′ = λnσn

i (x) (3.12)Reprenons pour l'ériture de ui(x) et uj(x) :
ui(x) =

N∑

n′=1

an′σn′

i (x) (3.13)et
uj(x

′) =
N∑

n′′=1

an′′σn′′

j (x′) (3.14)On a don pour σn
i :

∫

Ω

k∑

j=1

{
<

N∑

n′=1

an′σn′

i (x)
N∑

n′′=1

an′′σn′′

j (x′) >

}
σn

j (x′) dx′ = λnσn
i (x) (3.15)41



3.2. Présentation générale de la méthode P.O.D.
⇐⇒

∫

Ω

k∑

j=1

{
N∑

n′=1

σn′

i (x)
N∑

n′′=1

< an′an′′ > σn′′

j (x′)

}
σn

j (x′) dx′ = λnσn
i (x) (3.16)

⇐⇒
N∑

n′=1

σn′

i (x)
N∑

n′′=1

< an′an′′ >

∫

Ω

k∑

j=1

σn′′

j (x′)σn
j (x′) dx′ = λnσn

i (x) (3.17)Or ∫

Ω

k∑

j=1

σn′′

j (x′)σn
j (x′) dx′ = (σn′′

, σn) = δn′′n (3.18)d'où :
N∑

n′=1

σn′

i (x) < an′an >= λnσn
i (x) (3.19)et on aboutit ainsi à la relation :

< an′an >= λnδnn′ (3.20)Cherhons maintenant à exprimer l'énergie inétique de �utuation. Celle-i est dé�nie par larelation :
K =

∫

Ω

k∑

j=1

< uj(x)u∗
j (x) > dx (3.21)Or en utilisant pour uj(x) et u∗

j (x) les expressions : :
uj(x) =

N∑

n=1

anσn
j (x) et u∗

j (x) =
N∑

m=1

amσm
j

∗(x) (3.22)on obtient pour l'expression de K :
K =

∫

Ω

k∑

j=1

<
N∑

n=1

anσn
j (x)

N∑

m=1

amσm
j

∗(x) > dx (3.23)
=

∫

Ω

k∑

j=1

N∑

n=1

σn
j (x)

N∑

m=1

< anam > σm
j

∗(x) dx (3.24)Or, on a vu que < anam >= λnδnm d'où :
K =

∫

Ω

k∑

j=1

N∑

n=1

λnσn
j (x)σn

j
∗(x) dx (3.25)

=
N∑

n=1

λn

∫

Ω

k∑

j=1

σn
j (x)σn

j
∗(x) dx (3.26)Vu que

∫

Ω

k∑

j=1

σn
j (x)σn

j
∗(x) dx = (σn, σn) = 1 (3.27)42



Chapitre 3. Proper Orthogonal Deomposition (P.O.D)on a don �nalement :
K =

N∑

n=1

λn (3.28)Chaque valeur propre λn est ainsi égale à l'énergie inétique moyenne dans la �diretion� de lafontion de base σn orrespondante. L'énergie inétique �utuante totale est, en moyenne, donnéepar la somme des valeurs propres.3.2.1 Approximation des fontions de base pour la méthode des snapshotsLa simulation numérique direte nous permet d'obtenir des hamps (vitesse, température,..) endi�érents temps . Nous nous intéressons don maintenant au as où les réalisations orrespondentà des états du problème à di�érents temps (méthode des snapshots). On peut érire de e fait :
u(m)(x) = u(x, tm) (3.29)Ave un problème disrétisé en N points, la matrie est au moins de taille (3N)2 si l'on ne onsi-dère que les �utuations de vitesse. La matrie orrespondante peut ainsi devenir rapidementtrès grande et les ressoures de alul insu�santes. L'idée serait d'avoir une matrie bien pluspetite qui soit liée désormais non pas au nombre de points du maillage mais au nombre de réali-sations (snapshots) pris à di�érents instants. En fait, on peut s'appuyer sur le fait que la matried'autoorrélation Rij est dégénérée et qu'une fontion propre σi(x) peut avoir la représentationsuivante :

σi(x) =
M∑

n=1

qi
nu(n)(x) (3.30)(ave M : nombre de snapshots enregistrés) 'est-à-dire que haque fontion propre σi(x) peutêtre vue omme un mélange des hamps stokés à di�érents temps pondérés par des oe�ients

qi
n à determiner. Revenons ainsi à l'équation de Fredholm donnée par (3.11) :

∫

x′

∑

j

{[
1

M

M∑

m=1

u
(m)
i (x)u

(m)
j (x′)

]
σk

j (x′)

}
dx′ = λkσ

k
i (x) (3.31)On a don en utilisant l'ériture préédente pour σi :

∫

x′

∑

j

{[
1

M

M∑

m=1

u
(m)
i (x)u

(m)
j (x′)

]
M∑

n=1

qk
nu

(n)
j (x′)

}
dx′ = λk

M∑

m=1

qk
mu

(m)
i (x) (3.32)

⇐⇒
M∑

m=1

u
(m)
i (x)





M∑

n=1


 1

M

∑

j

∫

x′

u
(m)
j (x′)u(n)

j (x′) dx′


 qk

n



 =

M∑

m=1

u
(m)
i (x)λkq

k
m (3.33)Par identi�ation, on a don pour m = 1, ..., M :

M∑

n=1


 1

M

∑

j

∫

x′

u
(m)
j (x′)u(n)

j (x′) dx′


 qk

n = λkq
k
m (3.34)43



3.2. Présentation générale de la méthode P.O.D.Soit en érivant que :
Cmn =

1

M

∑

j

∫

x′

u
(m)
j (x′)u(n)

j (x′) dx′ (3.35)
=

1

M
(u(m), u(n)) (3.36)on a don :

M∑

n=1

Cmnqk
n = λkq

k
m (3.37)d'où pour qk de omposantes (qk(1), qk(2), ..., qk(M)), on a le système :

Cqk = λkq
k (3.38)3.2.2 Détermination des oe�ients a

(m)
p par la P.O.D.Le problème aux valeurs propres (3.38) nous a donnés l'équation suivante :

Cqk = λkq
k (3.39)Si l'on onsidère de manière générale le problème non normalisé de valeur propre λk et de veteurpropre non normalisé q

′k, la relation (3.38) s'érit :
Cq

′k = λkq
′k (3.40)D'après (3.30), nous pouvons érire pour la fontion σ
′i(x) assoié au veteur propre q

′i :
σ

′i(x) =

M∑

n=1

q
′i
nu(n)(x) (3.41)

σ
′i(x) n'est pas normalisé. E�etuons sa normalisation :

σi(x) =
σ

′i(x)

|σ′i(x)| =
M∑

n=1

qi
nu(n)(x) =

M∑

n=1

q
′i
n

|σ′i(x)|u
(n)(x) (3.42)Projetons désormais σi(x) sur u(m)(x) :

(u(m)(x), σi(x)) =
M∑

n=1

qi
n(u(m)(x), u(n)(x)) (3.43)En s'inspirant de la relation (3.8), posons l'egalité :

u(m)(x) =
M∑

q=1

a(m)
q σq(x) (3.44)En remarquant d'après (3.36) que :

(u(m)(x), u(n)(x)) = M.Cmn (3.45)44



Chapitre 3. Proper Orthogonal Deomposition (P.O.D)(3.43) s'érit en utilisant (3.44) et (3.45) :
M∑

q=1

a(m)
q (σq(x), σi(x)) = M

M∑

n=1

Cmnqi
n (3.46)Or, d'après (3.9) et (3.37), on sait que :

(σq(x), σi(x)) = δiq et M∑

n=1

Cmnqi
n = λiq

i
m (3.47)d'où on peut en�n déterminer la valeur du oe�ient a

(m)
i :

a
(m)
i = Mλiq

i
m (3.48)Connaissant ainsi les oe�ients a

(m)
i , il est alors aisé de reonstruire également la �utuation

u(m)(x) :

u(m)(x) =
M∑

i=1

Mλiq
i
mσi(x) (3.49)3.3 Constrution du système réduitReprenons les équations du système (1.37). Celles-i s'érivent sous la forme :� équation de onservation de la masse :

∇.~v = 0 (3.50)� équation de onservation de l'énergie :
∂T

∂t
+ TI (~v.∇)T = TD∇2T (3.51)ave : {

TI =
√

Gr
TD = 1

Pr� équation de onservation de la quantité de mouvement :
∂~v

∂t
+ VI(~v.∇)~v = −∇p + VD∇2~v + VBT .T ~ey (3.52)ave : 




VI =
√

Gr
VD = 1

VBT =
√

GrLa projetion des trois équations de onservation (3.50), (3.51) et (3.52) sur les modes σi del'éoulement fournit un système d'équations di�érentielles ordinaires (E.D.O.). Ces modes σi, dufait que nous sommes en présene de �utuations de vitesse et de température, doivent inlure une�partie vitesse� et une �partie température�. Deux approhes sont présentées pour tenir ompte45



3.3. Constrution du système réduitde l'importane relative des ontributions des �utuations dans la matrie de orrélation. Lapremière de es approhes appelée �méthode-alpha� (que nous noterons aussi souvent méthode-
α) prend en ompte une seule matrie de orrélation inluant simultanément les �utuations devitesse et de température. Néanmoins, a�n de pondérer l'in�uene des e�ets thermiques et dese�ets hydrodynamiques, il est néessaire d'introduire un oe�ient α, rapport entre les énergieinétique et thermique de �utuation.La deuxième méthode, nommée �méthode-VT� onsidère deux matries de orrélation : l'uneportant uniquement sur les �utuations de vitesse et l'autre basée pour sa part sur les �utuationsde température. Les deux problèmes aux valeurs propres assoiés nous génèrent la onstrutiond'une base de modes-vitesse σi

~v et d'une base de modes-température σi
T .3.3.1 Méthode-alphaSoit (u, v, w) le hamp de vitesse instantanné et (ū, v̄, w̄) le hamp moyen de vitesse suivantles trois diretions (~x, ~y, ~z) de l'espae. On onsidère que (u′, v′, w′) représente la �utuation tem-porelle du hamp de vitesse total (u, v, w) par rapport à et éoulement moyen. De même, T ′symbolise la �utuation du hamp thermique total T par rapport au hamp thermique moyen

T̄ . Déomposons de façon usuelle le veteur U = (~v, T ) suivant sa valeur moyenne et sa partie�utuante :
U =

(
~v
T

)
=




u
v
w
T


 =




ū + u′

v̄ + v′

w̄ + w′

T̄ + T ′


 (3.53)Introduisons les quantités suivantes :

N(U) =

(
VI(~v.∇)~v
TI(~v.∇)T

)
L(U) =

(
VD∇2~v
TD∇2T

)
P =

(
∇p
0

) et G =

(
VBT .T ~ey

0

) (3.54)Nous pouvons alors réérire les équations d'évolution du système sous la forme :
∂U

∂t
= −N(U) − P + L(U) + G (3.55)Etant donné que la dynamique du système dépend à la fois de la température et de la vitesse,la matrie de orrélation doit don faire intervenir les �utuations de vitesse (u′, v′, w′) et detempérature T ′. Pour tenir ompte de la di�érene des ontributions, nous introduisons, à l'instarde B.Podvin & P. Le Quéré [20℄ un oe�ient α dé�ni par le rapport entre les énergies inétiqueet thermique de �utuation :

α =
énergie inétique turbulenteénergie thermique turbulente (3.56)

⇐⇒ α =

∫
Ω

∑M
i=1 u′(i)(x)u′(i)(x) + v′(i)(x)v′(i)(x) + w′(i)(x)w′(i)(x) dx

∫
Ω

∑M
i=1 T ′(i)(x)T ′(i)(x) dx

(3.57)La matrie de orrélation du système s'érit de e fait :
Ri,j =

1

M

∫

Ω

M∑

i=1

M∑

j=1

[u′(i)(x)u′(j)(x) + v′(i)(x)v′(j)(x)

+w′(i)(x)w′(j)(x) + αT ′(i)(x)T ′(j)(x)] dx (3.58)46



Chapitre 3. Proper Orthogonal Deomposition (P.O.D)La reherhe des valeurs propres λi et des veteurs propres qi
n assoiés à ette matrie de orrélationnous permet d'aéder selon la relation (3.30) aux modes σi de l'éoulement :

σi(x) =
M∑

n=1

qi
nU ′(n)(x) (3.59)Chaque struture σi se déompose suivant :

σi =

(
σi

V

σi
T

)
=




σi
u

σi
v

σi
w

σi
T


 (3.60)où (σi

u, σi
v, σ

i
w) représentent les omposantes du mode-vitesse σi

V dans les trois diretions (~x, ~y, ~z)de l'espae. σi
T symbolise quant à lui le mode-température. La projetion d'un quadriveteur

f = (fu, fv, fw, fT ) sur un veteur de la base {σi} s'érit ainsi :
(σi, f) =

∫

Ω
(σi

u(x)fu(x) + σi
v(x)fv(x) + σi

w(x)fw(x) + ασi
T (x)fT (x)) dx (3.61)De e fait, la norme du veteur σi = (σi

u, σi
v, σ

i
w, σi

T ) est dé�nie par :
|σi| =

√
(σi, σi) =

√∫

Ω
(σi

u
2(x) + σi

v
2(x) + σi

w
2(x) + ασi

T
2
(x)) dx (3.62)Considérons alors la déomposition U = Ū + U ′ ave U ′ =

∑M
i=1 ai(t)σ

i(x). On projette leséquations d'évolution du système sur la base {σi} suivant le produit salaire dé�ni préédemment.On obtient un système d'équations di�érentielles ordinaires portant sur les oe�ients ai(t) et dontla forme est la suivante :
−dai

dt
= Ai,j,kajak + Bi,jaj + Ci (3.63)Il est à noter que pour l'obtention d'un tel système, on a tenu ompte du fait que ∇.σi = 0 etégalement du fait que les σi véri�ent les onditions aux limites. Pour être plus expliite quantà la onstitution des trois matries Ai,j,k, Bi,j et Ci de e système, nous allons onsidérer tourà tour les équations de onservation de notre système et voir leur di�érente ontribution dansl'élaboration du système d'équations di�érentielles ordinaires.Equation de onservation de l'énergieEn tout premier lieu, on rappelle que sur un domaine Ω, si a = a(Ω) est une fontion salaireet ~A = ~A(Ω) = Ax

~i + Ay
~j + Az

~k une fontion vetorielle, nous pouvons érire :
∫

Ω
a(∇. ~A) dΩ =

∫

Γ
a(~n. ~A) dΓ −

∫

Ω
(∇a. ~A) dΩ (3.64)où Γ est la surfae du domaine Ω et ~n le veteur normal à Γ.Considérons la projetion du terme linéaire (ασi

T ,∇2T ). En appliquant la relation (3.64) ave
a = ασT

i et ~A = ∇T , on aboutit à :
(ασi

T ,∇2T ) =

∫

Γ
ασi

T [(~n.∇)T ] dΓ −
∫

Ω
α(∇σi

T ).(∇T ) dΩ (3.65)47



3.3. Constrution du système réduitLe premier terme du seond membre de (3.65) prend en onsidération les onditions aux limitesthermiques de notre étude. Or, étant donné que les parois sont adiabatiques, on a don :
(~n.∇)T = 0 sur Γ (3.66)d'où la ontribution du terme linéaire se résume à :

(ασi
T ,∇2T ) = −

∫

Ω
α(∇σi

T ).(∇T ) dΩ = −α(∇σi
T ,∇T ) (3.67)On applique alors la déomposition habituelle T = T̄ + T ′ ave T ′ =

∑M
j=1 aj(t)σ

j
T (x) que l'onintroduit dans (3.67). La ontribution �nale du terme linéaire s'érit ainsi :

(ασi
T ,∇2T ) = −α(∇σi

T ,∇T̄ ) − α
N∑

j=0

aj(∇σi
T ,∇σj

T ) (3.68)En respetant la même démarhe, nous sommes en mesure de trouver les di�érentes ontributionsdu terme non-linéaire TI(~V .∇)T . Les ontribtutions des termes non-linéaire et linéaire dans lesmatries du système dynamique (3.63) sont résumées dans le tableau (3.1) i-après :

48



Chapitre 3. Proper Orthogonal Deomposition (P.O.D)Equation de la haleurterme non-linéaire TI(~V .∇)T terme linéaire TD∇2T

Ai,j,k αTI(σ
i
T ,∇(σj

T σk
V )) 0

Bi,j αTI(∇σi
T ,∇(T̄ σj

V + σj
T V̄ )) αTD(∇σi

T ,∇σj
T )

Ci αTI(σ
i
T ,∇(T̄ V̄ )) αTD(∇σi

T ,∇T̄ )Tab. 3.1 � Contribution des termes linéaire et non-linéaire de l'équation de la haleur aux matries
Ai,j,k, Bi,j et CiEquation de Navier-StokesCherhons tout d'abord à évaluer la ontribution du terme de pression (σi

V ,∇p) :
(σi

V ,∇p) =

∫

Ω
σi

V ∇p dΩ (3.69)On utilise toujours la relation (3.64). En onsidérant maintenant a = p et ~A = σi
V , on peut donérire :

(σi
V ,∇p) =

∫

Γ
p(~n.σi

V ) dΓ −
∫

Ω
p(∇.σi

V ) dΩ (3.70)En outre, au niveau des parois, on a :
~v.~n = 0 (3.71)On applique la déomposition habituelle ~v = ~̄v + ~v′ ave ~v′ =

∑M
k=1 ak(t)σ

k
V (x) que l'on insèredans (3.71). On a ainsi :

~̄v.~n +
M∑

k=1

ak[~n.σk
V ] = 0 (3.72)On onsidère par ailleurs que ~̄v.~n = 0 don pour tout entier k, on a :

~n.σk
V = 0 (3.73)En onsidérant que ∇.σk

V = 0, nous obtenons �nalement :
(σi

V ,∇p) = 0 (3.74)La ontribution du terme de pression au système d'E.D.O. est don nulle. Les ontributions desautres termes sont résumées dans le tableau (3.2).49



3.3. Constrution du système réduit Equation de Navier-Stokesterme non-linéaire ZI(~V .∇)~V terme linéaire ZD∇2~V terme fore ZBT .T ~ey

Ai,j,k ZI(σ
i
V ,∇(σj

V σk
V )) 0 0

Bi,j ZI(σ
i
V ,∇( ~̄V σj

V + σj
V

~̄V )) ZD(∇σi
V ,∇σj

V ) ZBT (σi
v, σ

j
T )

Ci ZI(σ
i
V ,∇(V̄ V̄ )) ZD(∇σi

V ,∇(T̄ V̄ )) ZBT (σi
v, T̄ )Tab. 3.2 � Contribution des termes linéaire, non-linéaire et du terme fore de l'équation de Navier-Stokes aux matries Ai,j,k, Bi,j et Ci3.3.2 Méthode des variables séparéesA�n de onsidérer séparément l'e�et de la thermique et l'e�et hydrodynamique. on érit les�utuations de vitesse ~v′ et de température T ′ de la manière suivante :

~v′ =
M∑

i=1

ai(t)σ
i
V (x) et T ′ =

M∑

l=1

bl(t)σ
l
T (x) (3.75)Le problème se ramène désormais au alul de deux matries de orrélation. La première, notée

RVi,j
, ne fait intervenir que les �utuations de vitesse. Elle s'érit :

RVi,j
=

1

M

∫

Ω

M∑

i=1

M∑

j=1

[u′(i)(x)u′(j)(x) + v′(i)(x)v′(j)(x) + w′(i)(x)w′(j)(x)] dx (3.76)La reherhe des valeurs propres λVi
et des veteurs propres qi

V assoiés à ette matrie de orré-lation nous permet d'aéder selon la relation (3.30) aux modes-vitesse σi
V de l'éoulement :

σi
V (x) =

M∑

n=1

qi
Vn

u′(n)(x) (3.77)Chaque struture-vitesse se déompose suivant :
σi

V =




σi
u

σi
v

σi
w


 (3.78)où (σi

u, σi
v, σ

i
w) représentent toujours les omposantes du mode-vitesse σi

V dans les trois diretions
(~x, ~y, ~z) de l'espae. La projetion d'un veteur f = (fu, fv, fw) sur un veteur de la base {σi

V }50



Chapitre 3. Proper Orthogonal Deomposition (P.O.D)s'érit ainsi :
(σi

V , f) =

∫

Ω
(σi

u(x)fu(x) + σi
v(x)fv(x) + σi

w(x)fw(x)) dx (3.79)De e fait, la norme du veteur σi
V = (σi

u, σi
v, σ

i
w) est dé�nie par :

|σi
V | =

√
(σi

V , σi
V ) =

√∫

Ω
(σi

u
2(x) + σi

v
2(x) + σi

w
2(x)) dx (3.80)La deuxième matrie de orrélation RTi,j

prend en ompte pour sa part uniquement les �utuationsde température. Elle s'érit :
RTi,j

=
1

M

∫

Ω

M∑

i=1

M∑

j=1

T ′(i)(x)T ′(j)(x) dx (3.81)De la même manière que pour la matrie d'autoorrélation-vitesse RVi,j
, on évalue ses valeurspropres λTi

et les veteurs propres assoiés qi
T . Les modes-température σi

T sont alors évalués selonl'expression :
σi

T (x) =
M∑

n=1

qi
Tn

T ′(n)(x) (3.82)Le produit salaire entre σi
T et une fontion f = (fT ) s'érit :

(σi
T , f) =

∫

Ω
σi

T (x)fT (x) dx (3.83)Autrement dit, la norme de σi
T est donnée par :
|σi

T | =
√

(σi
T , σi

T ) =

√∫

Ω
σi

T (x)
2
dx (3.84)Considérons désormais la relation (3.85) :

~v′ =

MV∑

i=1

ai(t)σ
i
V (x) et T ′ =

MT∑

l=1

bl(t)σ
l
T (x) (3.85)où MV représente le nombre de modes-vitesse retenus (MV ≤ M) et MT le nombre de modes-température retenus (MT ≤ M). En opérant la projetion de l'équation de Navier-Stokes sur labase {σi

V } et elle de l'énergie sur la base {σi
T }, on obtient deux systèmes d'équations di�érentiellesordinaires, haun d'eux faisant intervenir les oe�ients ai (i = 1, ..., MV ) et bl (l = 1, ..., MT ) .51



3.3. Constrution du système réduitLeur forme est la suivante :
−dai

dt
= TI .Cnli + TD.Clni

+ TBT .CforceT
i

+ TI .Bnli,jaj + TD.Blni,j
aj

+ TBT .BforceT
i,m

bm

+ TI .Ai,j,kajak (3.86)
−dbl

dt
= TI .CTnll + TD.CTlnl

+ TI .BTnl1l,m
bm + TI .BTnl2l,j

aj

+ TD.BTlnl,m
bm

+ TI .ATl,j,majbm (3.87)Les expressions des ontributions des di�érents termes de l'équation de Navier-Stokes et del'énergie pour les matries intervenant dans les deux systèmes d'E.D.O (3.86) et (3.87) sont don-nées dans les deux tableaux (3.3) et (3.4). Pour l'équation de l'énergie, on reprend notammentl'expression du terme non-linéaire N(T ) = 1/2[(~v.∇)T + ∇.(T~v)] utilisée pour la D.N.S.
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Chapitre 3. Proper Orthogonal Deomposition (P.O.D)

Equation de la haleurterme non-linéaire (~V .∇)T terme linéaire∇2T

ATl,j,m
1
2(σl

T , (σj
V .∇)σm

T + ∇.(σm
T σj

V )) 0
BTnl1l,m

1
2(σl

T , ( ~̄V.∇)σm
T + ∇.(σm

T
~̄V )) 0

BTnl2l,j

1
2(σl

T , (σj
V .∇)T̄ + ∇.(T̄ σj

V )) 0
BTlnl,m

0 (∇σl
T ,∇σm

T )

CTnll
1
2(σl

T , ( ~̄V.∇)T̄ + ∇.(T̄ ~̄V )) 0
CTlnl

0 (∇σl
T ,∇T̄ )Tab. 3.3 � Contribution des termes linéaire et non-linéaire de l'équation de la haleur aux matries

AT ,BTnl1, BTnl2, BTln, CTnl et CTln.
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3.3. Constrution du système réduit
Equation de Navier-Stokesterme non-linéaire (~V .∇)~V terme linéaire∇2~V terme fore T ~ey

Ai,j,k
1
2(σi

V , (σj
V .∇)σk

V + ∇.(σk
V σj

V )) 0 0
Bnli,j

1
2(σi

V , ( ~̄V.∇)σj
V + ∇.(σj

V
~̄V )) 0 0

1
2(σi

V , (σj
V .∇) ~̄V + ∇.( ~̄V σj

V ))

Blni,j
0 (∇σi

V ,∇σj
V ) 0

BforceTi,m
0 0 (σi

v, σ
m
T )

Cnli
1
2(σi

V , ( ~̄V.∇) ~̄V + ∇.( ~̄V ~̄V )) 0 0
Clni

0 (∇σi
V ,∇ ~̄V ) 0

CforceTi
0 0 (σi

v, T̄ )Tab. 3.4 � Contribution des termes linéaire, non-linéaire et du terme fore de l'équation de Navier-Stokes aux matries A, Bnl, Bln, BforceT , Cnl, Cln et CforceT .
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4 Simulation NumériqueDirete
Dans e hapitre, nous introduisons les méthodes employées pour la détermi-nation des seuils ritiques Grc à partir des résultats des simulations numé-riques diretes (D.N.S). Les �uides onsidérés sont aratérisés par un faiblenombre de Prandtl 0 ≤ Pr ≤ 0.075. Nous nous foalisons ensuite sur le as
(Pr = 0.026, A = 2) en spéi�ant tout d'abord les partiularités de l'éoule-ment stationnaire obtenu et notamment la mise en évidene d'une bifurationstationnaire. En�n, nous nous penhons sur l'apparition de l'instabilité osil-latoire en déterminant sa nature et les aratéristiques de sa struture.4.1 Méthodes de loalisation du seuil ritique GrCAu moyen de la simulation numérique direte (D.N.S.), plusieurs méthodes peuvent être en-visagées pour la loalisation du seuil ritique Grc de transition entre les éoulements permanentset les éoulements dépendant du temps. La méthode la plus simple est de adrer la valeur du Grcpar des aluls ave des valeurs du nombre de Grashof se situant de part et d'autre du seuil. Cetteméthode de adrage pour déterminer Grc est longue et onéreuse en temps de alul. Dans le asoù l'on onsidère de faibles rapports de forme (A = 1.5 et A = 2), les aluls pour une valeur de

Gr sont rapides (∼ 24 heures) et ette manière de proéder est e�ae et préise. Le problèmese orse quand le rapport de forme A devient plus élevé (i.e. A ≥ 3). En e�et, en partant de lasolution stationnaire, le délenhement de l'instabilité se révèle souvent très long et les temps dealuls élevés. De e fait, même si ertains seuils ont été trouvés en adoptant ette méthode pourdes avités de rapport de forme intermédiaires ou allongées (pour A = 6 par exemple, plus de
40 jours de alul ont été néessaires pour une seule valeur de Gr au voisinage du seuil ritiquea�n d' obtenir le développement de l'instabilité et la saturation de son amplitude !), il onvientde trouver d'autres moyens de loaliser le seuil de l'instabilité osillatoire.Notons de plus que ette méthode de adrage qui peut être relativement e�ae lorsque la bifur-ation est surritique s'avère plus omplexe à appliquer lorsque la bifuration est sous-ritique. Ene�et, dans le type de problèmes que nous étudions, deux sous-as se présentent suivant la ritiitéde la bifuration :� la bifuration de Hopf est surritique. En diminuant progressivement la valeur de Gr, le faitde voir si l'osillation perdure ou a ontrario s'atténue pour �nalement disparaître permetde déterminer Grc.� la bifuration de Hopf est sous-ritique. Il sera possible de ette manière de déterminer lavaleur du turning-point Grtp, mais quid de la valeur de Grc ?



4.2. Étude du rapport de forme A = 2Néanmoins, rien de nous renseigne a priori sur la nature sous-ritique ou surritique de la bifura-tion. Pour l'ensemble des ouples de paramètres (Pr, A) étudiés, il est don néessaire de mener,le plus judiieusement possible di�érentes ampagnes de aluls en introduisant des perturbationsinitiales di�érentes. Parmi les moyens qu'on peut utiliser pour aélérer l'apparition des instabili-tés, on note l'introdution d'une perturbation pontuelle ou générale dans la solution de départ.Celle-i peut être un hamp stationnaire ou un hamp instationnaire d'une solution osillatoireobtenue pour une valeur de Gr > Grc. Suivant le genre de perturbations introduit, il est en outrepossible, pour une même valeur de Gr, d'obtenir une solution di�érente. Si un tel as se produit,ela signi�e tout simplement l'existene d'une autre branhe de solution voisine. En onlusion,la détermination par D.N.S. du seuil Grc et de la ritiité de la bifuration, pour haque ouple
(Pr, A) néessite de e fait une multitude de aluls et requiert des ressoures informatiques entemps de alul et en espae mémoire très onséquentes.Nous verrons plus loin que nous pouvons, à l'aide de la méthode P.O.D. et la résolution dessystèmes réduits, obtenir les valeurs des seuils ritiques ave plus de failité.Remarque 2 : si l'on a déterminé le aratère surritique d'une bifuration, pour évaluer Grc,nous utiliserons la relation |Aamp|2α(Gr −Grc) ave Aamp l'amplitude de l'osillation pour la va-leur de Gr alulée. E�etivement, en traçant et en extrapolant la droite |Aamp|2 = f(Gr −Grc),son intersetion ave l'axe des absisses (Gr − Grc) nous donnera la valeur de Grc.Après ette introdution générale traitant de la manière à adopter dans la détermination de
Grc, il semble intéressant de nous penher sur des valeurs préises de rapport de forme étudié Apour une même valeur du nombre de Prandtl Pr égale d'abord à 0.026. Nous allons tout d'abordonsidérer le as A = 2.4.2 Étude du rapport de forme A = 24.2.1 In�uene du hoix du maillageA�n de hoisir un maillage adapté à la simulation de l'éoulement pour le rapport de forme
A = 2, il est néessaire d'évaluer la variation de trois quantités physiques signi�atives du problèmeen fontion du ra�nement du maillage, autrement dit en fontion des trois paramètres nx(= ny)et nz. Parmi es trois quantités, on distingue :� |wmax| : valeur absolue du maximum de la omposante horizontale (et prinipale) de lavitesse suivant l'axe du ylindre.� Nu : le nombre de Nusselt représentant le rapport entre �ux advetif et �ux ondutif dehaleur. Il est alulé à l'extrémité froide du ylindre et est dé�ni par :

Nu =

∫

z=0

∂T

∂z
dS (4.1)� K : énergie inétique globale du système dé�nie par :

K =

∫

Ω

1

2
~v2 dΩ (4.2)Les di�érents maillages présentés sont dé�nis par leur nombre de points par élément sous la forme((nx+1)×(ny+1)×(nz+1)) ; nsg représente quant à lui le nombre total de points du maillage. Les56



Chapitre 4. Simulation Numérique Diretetableaux (4.1) et (4.2) résument ette étude. On note que, pour l'ensemble des maillages onsidérés,les quantités |wmax|, Nu et K ne varient que très peu par rapport à leur valeur respetive deréférene (hoisie pour le maillage le plus ra�né, i.e. (nx + 1)× (ny + 1)× (nz + 1) = 9× 9× 29) ;la quantité K étant elle manifestant l'erreur la moins petite. Ainsi, un ra�nement dans la setion
(xy) de 7× 7× 29 points par élément à 9× 9× 29 onduit à une variation relative de l'erreur quidevient 1.4% pour K. Selon la diretion z, l'erreur relative sur K entre les deux maillages 9×9×29et 9× 9× 23 n'est que de 0.03%. A�n d'obtenir une bonne disrétisation spatiale quant aux troisdiretions de l'éoulement et un bon ompromis �préison des résultats - temps de alul�, il esthoisi de retenir le maillage 9 × 9 × 27 par élément répondant à es deux exigenes.
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4.2. Étude du rapport de forme A = 2

Rapport de forme A = 2, Gr = 230000 (12 éléments)
(nx + 1) × (ny + 1) × (nz + 1) nsg |wmax| ||wmax|−|wmax9929||

|wmax9929| Nu=∫
z=A

∂T
∂z dS |Nu−Nu9929|

Nu9929par élément (en %) (en %)
7 × 7 × 21 9597 0.958904 1.8.10−1 1.62617 1.5.10−1

7 × 7 × 23 10511 0.962626 2.1.10−1 1.63257 5.5.10−1

7 × 7 × 25 11425 0.957844 2.9.10−1 1.62599 1.4.10−1

7 × 7 × 27 12339 0.961033 4.1.10−2 1.62874 3.10−1

7 × 7 × 29 13253 0.957718 3.10−1 1.62492 7.10−2

9 × 9 × 21 16821 0.959019 1.7.10−1 1.62596 1.3.10−1

9 × 9 × 23 18423 0.962203 1.6.10−1 1.62325 3.2.10−2

9 × 9 × 25 20025 0.964032 1.4.10−1 1.62546 2.9.10−2

9 × 9 × 27 21627 0.959898 7.6.10−2 1.62373 2.5.10−5

9 × 9 × 29 23229 0.960635 0 1.62377 0Tab. 4.1 � E�et du ra�nement du maillage sur la valeur absolue du maximum de la omposantehorizontale de la vitesse |wmax| et sur la valeur du nombre de Nusselt Nu (éoulement stationnaire
A = 2, Pr = 0.026, Gr = 230000).Rapport de forme A = 2, Gr = 230000

(nx + 1) × (ny + 1) × (nz + 1) K =
∫
Ω

1
2~v

2 dΩ |K−K9929|
K9929

(en %)par élément
7 × 7 × 21 0.179155 8.10−1

7 × 7 × 23 0.178925 9.1.10−1

7 × 7 × 25 0.178645 1.1

7 × 7 × 27 0.177685 1.6

7 × 7 × 29 0.178081 1.4

9 × 9 × 21 0.182160 8.8.10−1

9 × 9 × 23 0.180448 8.10−2

9 × 9 × 25 0.180813 1.2.10−1

8 × 9 × 27 0.180534 3.10−2

9 × 9 × 29 0.180585 0Tab. 4.2 � E�et du ra�nement du maillage sur l'énergie inétique globale K du système (éoule-ment stationnaire A = 2, Pr = 0.026, Gr = 230000).58



Chapitre 4. Simulation Numérique Direte4.2.2 Éoulement stationnairePour Gr = 220000 (�g.4.1), l'éoulement obtenu est stationnaire. Il véri�e toutes les symétriesdu problème, à savoir une symétrie de ré�exion (Sp) par rapport au plan médian longitudinalvertial Lv, une symétrie axiale (Sa) vis-à-vis de l'axe médian transverse horizontal Ht. La om-binaison de es deux symétries donne également une symétrie entrale (Sc) par rapport au entrede la avité.L'éoulement dans le ylindre orrespond à une irulation prinipale (reliquat de la ellule deHadley qui existe à faible nombre de Grashof) se déplaçant dans la partie supérieure de la paroihaude vers la paroi froide et vie-versa dans la partie inférieure. A l'intérieur de ette irulationprinipale, on note l'existene de irulations seondaires dans une région avoisinant les extrémitésdu ylindre. Finalement, de faibles reirulations apparaissent également au niveau du oin supé-rieur de la paroi haude et du oin inférieur de la paroi froide. En raison d'un fort on�nement(A = 2), la oexistene et l'interation de es di�érentes irulations ave la ellule prinipaleprovoquent une inlinaison de l'éoulement qui s'atténuera pour des valeurs de rapport de formeplus élevées.
(a) Vyz (b) VxzFig. 4.1 � Champs de vitesse Vyz (�g.4.1(a)) et Vxz (�g.4.1(b)) de l'éoulement stationnaire obtenupour A = 2, Gr = 220000, P r = 0.026.En observant les isothermes dans les plans Lv (�g.4.2(a)) et Lh (�g.4.2(b)), on relève que lehamp thermique (initialement di�usif don onstitué d'isothermes vertiales et parallèles) estmodi�é par l'éoulement onvetif. Néanmoins, en raison de la bonne ondutivité thermiquedu �uide (Pr = 0.026), es isothermes restent moins déformées que pour des valeurs de Prplus élevées. Nous reviendrons sur et aspet lorsque nous onsidérerons de telles valeurs de Pr(Pr = 0.055 et 0.075).Si l'on augmente progressivement la valeur de Gr jusqu'à Grbs = 230000, on observe alors unhangement dans le omportement de l'éoulement stationnaire. En e�et, l'évolution temporellede la omposante w de la vitesse en un point x1 du maillage (situé au voisinage du plan médianvertial) (�g.4.3) laisse apparaître deux régimes stationnaires distints, notés respetivement ustat1et ustat2 (ave ustati = (u, v, w, T )stati). En se foalisant sur la représentation du hamp de vitesse

Vxz dans le plan horizontal (xz) pour haque régime stationnaire renontré (�g.4.4), on onstateque la symétrie Sa (et don Sc) est brisée pour la solution ustat2 . Pour sa part, ustat1 appartenantà la même famille des solutions stationnaires que elle renontrée pour de faibles valeurs de Gr,elle possède toutes les symétries du problème. Pour des temps relativement longs, la struture del'éoulement pour Grbs = 230000 a don hangé tout en restant stationnaire ; nous sommes en59



4.2. Étude du rapport de forme A = 2

(a) Tyz (b) TxzFig. 4.2 � Isothermes Tyz (�g.4.2(a)) et Txz (�g.4.2(b)) de l'éoulement stationnaire obtenu pour
A = 2, Gr = 220000, P r = 0.026.
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Sp2u(x, y, z) = −u(−x,−y, A − z) (4.3)si bien que l'on ait :ustat3(x, y, z) = Sp2ustat2(x, y, z) = −ustat2(−x,−y, A − z) (4.4)Pour ela, on hoisit de partir de la solution u′
stat1(x, y, z) = Sp2ustat1(x, y, z). Ce hoix estjusti�é par le fait qu'étant donné que l'on obtient ustat2 en partant de ustat1 , il est probable60



Chapitre 4. Simulation Numérique Direte

u
1stat xza) V pour ustat 2xz pour b) V

axe Ht axe Ht 2

lFig. 4.4 � Comparaison des hamps de vitesse Vxz pour les solutions stationnaires ustat1 (�g.a)et ustat2 (�g.b) pour Gr = 230000.que l'on obtienne ustat3 = Sp2ustat2 en partant de la solution u′
stat1 = Sp2ustat1 . La �gure 4.6représentant l'évolution temporelle de la omposante w de la vitesse au point x1 du maillage faitainsi de nouveau apparaître l'existene de deux régimes stationnaires di�érents u′

stat1 ≃ ustat1 etustat3 . La représentation du hamp de vitesse Vxz dans le plan horizontal (xz) pour la solutionustat3 (�g.4.5) on�rme que ustat3 est l'image de ustat2 par Sp2.En onlusion, la �gure 4.7 révèle que l'ourrene de ette bifuration stationnaire sépare unesolution stationnaire symétrique ustat1 en deux solutions stationnaires ustat2 et ustat3 telles queustat3(x, y, z) = −ustat2(−x,−y, A−z). Les simulations réalisées pour des valeurs de Gr < Grbs =
230000 en partant de ustat2 ou ustat3 obtenues pour Grbs onduisent à la solution ustat1 . Labifuration stationnaire est don surritique.
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Fig. 4.5 � Champ de vitesse Vxz pour la solution stationnaire ustat3 pour Gr = 230000.
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4.2. Étude du rapport de forme A = 2
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Chapitre 4. Simulation Numérique Direte4.2.3 Moment Angulaire NorméLa représentation des hamps de vitesse dans des setions ou des plans du ylindre est unpremier outil pour visualiser la struture de l'éoulement. En marge de eux-i, l'emploi de laméthode N.A.M. (Normalized Angular Momentum) est un moyen omplémentaire e�ae pourbien repérer les tourbillons et ainsi bien détailler la struture de l'éoulement. Mise au point parMihard (et al.[80℄,[81℄) son idée de base repose sur le fait que les lignes de ourant sont ferméesau voisinage du entre d'un tourbillon si l'on se plae dans le repère se déplaçant ave elui-i.Sur la �gure 4.8, si le point M , situé à une distane ~r d'un point P à l'intérieur du tourbillon, sedéplae sur une ligne de ourant, le sinus de l'angle α, qui orrespond à la valeur algébrique de
~r∧ ~U(M), garde toujours le même signe. Sa valeur moyenne est soit positive soit négative suivantle sens de rotation du tourbillon. Mihard et al.[80℄ ont généralisé ette idée pour un tourbillontridimensionnel en dé�nissant, pour un domaine ν, la fontion vetorielle ~Γ dé�nie au point Ppar :

~Γ(P ) =
1

ν

∫

ν

(~x − ~xp) ∧ (~U(~x) − ~U(~xp))

|~x − ~xp||~U(~x) − ~U(~xp)|
d~x (4.5)Dans la pratique , les hamps de vitesse sont disrets et on utilise la dé�nition suivante :

~Γ(P ) =
1

N

∑

i

−−→
PM i ∧ (~U(Mi) − ~U(P ))

|−−→PM i||~U(Mi) − ~U(P )|
(4.6)

~Γ permet ainsi la loalisation des limites des vortex. Ii, le point P dérit tout le domaine de alulet la fontion n'est alulée que sur un nombre restreint de points autour de P . On dé�nit Ncomme le nombre de �ouhes� de points onstituant le domaine restreint et N omme le nombrede points total de e domaine. Si l'on onnaît a priori l'orientation privilégiée des tourbillons, onpeut ne aluler que la omposante du moment angulaire onernée. C'est le as notamment del'éoulement en anal où les tourbillons sont orientés selon la diretion de l'éoulement moyen. Onutilise dans e as un sous-domaine à Nc (ex : Nc = 4) ouhes situé dans le plan perpendiulaireà ette diretion.Dans notre as, l'éoulement est assez omplexe en raison notamment du fort on�nement. Parailleurs, la disrétisation spatiale utilisée ne permet pas d'obtenir un sous-domaine de taille iden-tique en haque point du maillage. Malgré es obstales apparents, nous hoisissons d'appliquerette méthode à notre problème ; la �gure 4.9 symbolise la tehnique employée en onsidérantun sous-domaine à deux ouhes situé dans le plan perpendiulaire à la diretion prinipale del'éoulement, à savoir ~z. Au niveau des éléments périphériques, a�n d'éviter de prendre en ompteles vitesses nulles sur les parois, on déide de ne pas onsidérer les points P ontenus dans les
nx − Nc dernières ouhes. Pour la même raison, au niveau des extrémités du ylindre, on neprend pas en ompte les points P ontenus dans les plans (xy) repérés par leur index k suivant ~zvéri�ant k = 0, ..., Nc et k = nz −Nc, ..., nz. Le résultat présenté sur la �gure 4.10 utilise toujoursun modèle à Nc = 2 ouhes. Des tests ont été également réalisés ave d'autres modèles. Nousavons ainsi onsidéré un modèle à une ouhe mais également un modèle à �globalement� Nc = 2ouhes sauf pour les points d'intersetion entre éléments où Nc = 3 a�n de tenter de niveler lataille de haque sous-domaine. Les di�érenes observées sont très faibles et les résultats obtenussont quasiment similaires à la �gure 4.10. Sur ette dernière, on visualise ainsi la omposante prin-ipale Γz de ~Γ dans le plan médian transverse vertial à laquelle on superpose le hamp de vitesse63



4.2. Étude du rapport de forme A = 2total ~v. Les isosurfaes de deux valeurs opposées et prohes des extrema de Γz sont égalementreprésentées. Ces résultats valident l'appliation du N.A.M. à notre étude. En e�et, le �uide sedéplae de la paroi haude vers la paroi froide en s'enroulant autour de deux vortex longitudinauxontrarotatifs dans la partie supérieure de l'éoulement. Dans la partie inférieure de la avité,du fait de la symétrie du problème, on véri�e bien que le �uide revient vers la paroi haude enadoptant le même omportement.
x

r

M

P

U
αFig. 4.8 � Shéma de alul du moment angulaire

P

M
1

P

1
U(M )

Fig. 4.9 � Calul disret réduit à deux ouhes de la omposante selon ~z du moment angulairenormé.
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Chapitre 4. Simulation Numérique Direte

a)

c)b)Fig. 4.10 � Représentation du hamp total de vitesse ~v et de la omposante Γz de Γ dans le plan
(O′xy) et de deux isosurfaes de Γz (�gure a)). Zoom de ette même représentation sur la �gureb). La �gure ) représente la projetion du hamp de vitesse et la valeur de Γz dans le plan (O′xy)(A = 2, Gr = 230000, P r = 0.026).
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4.2. Étude du rapport de forme A = 24.2.4 Eoulement instationnaireEn partant d'une solution stationnaire, la simulation numérique direte met en évidene l'exis-tene d'une instabilité osillatoire à partir de Gr = 234400 ≃ Grc . L'évolution temporelle de w aupoint x1 (�g.4.11) parourt tout d'abord la solution stationnaire ustat1 puis lors de l'ourrene dela bifuration stationnaire, saute sur ustat2 où prend naissane l'instabilité osillatoire au passaged'une bifuration de Hopf pour Grc.
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234400).Sur la branhe de solutions osillatoires émanant à Grc et dans un voisinage assez prohede Grc, di�érentes simulations sont alors réalisées pour des valeurs roissantes de Gr. A�n dedéterminer le aratère sous-ritique ou surritique de la bifuration, il est néessaire de parourirla branhe osillatoire en sens �inverse�. Pour y parvenir, on part ainsi de solutions préédemmentalulées et loalisées sur la branhe osillatoire (pour des valeur Gr = Gr1) et on réalise lasimulation pour des valeurs de Gr2 telles que Gr2 < Grc < Gr1. La �gure 4.12(a) illustre etteétude en prenant Gr1 = 235000 et Gr2 = 233000. On onstate ainsi que pour Gr2 = 233000,l'osillation s'atténue et le régime redevient stationnaire tandis que si l'on réalise la même étudeave Grc < Gr2 < Gr1 (ex : Gr2 = 234500 (�g.4.12(b))), l'osillation est maintenue. En réitérantes opérations au voisinage de Grc, on relève que la solution osillatoire n'existe que pour desvaleurs de Gr supérieures à Grc : la bifuration est don surritique.Dans le but d'obtenir une valeur très préise de Grc, il est utile de traer la ourbe A2

ampα(Gr−
Grc) valable pour une bifuration surritique où Aamp désigne l'amplitude d'un signal osillatoire(ex : vitesse w en un point) pour une valeur Gr donnée. La relation A2

ampα(Gr −Grc) supposant
Aamp onstant pour une valeur de Gr donnée, il en résulte que l'on doit hoisir des points surla branhe osillatoire au voisinage de Grc a�n d'éviter par exemple tout e�et de modulationd'amplitude. En se basant sur les points de la branhe osillatoire préédemment ités et obtenusdans un voisinage prohe de Grc, le traé de A2

ampα(Gr − Grc) (�g.4.13) nous donne une valeur
Grc = 234000 pour le Grashof ritique.Durant ette bifuration osillatoire, auune brisure de symétrie supplémentaire par rapport66
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Chapitre 4. Simulation Numérique DireteSi l'on se penhe sur l'évolution de v suivant l'axe (Oz) (�g.4.17(a)), il est possible de loaliserles entres des vortex seondaires. Ceux-i orrespondent aux points où la omposante v s'annule.Le entre du premier vortex seondaire se situe à z1 ≃ 0.44 et le entre du seond à z2 ≃ 1.56.Deux zones de fort gradient ∂v
∂z apparaissent : la première au niveau des extrémités en raisondu passage d'une vitesse �nie à nulle et la seonde au niveau des vortex seondaires. Pour sapart, le pro�l de w suivant l'axe (0′y) (�g.4.17(b)) révèle l'allure en �S� habituelle. Cependant,l'interation des vortex seondaires ave la irulation prinipale étant plus faible dans les partiesinférieure et supérieure de l'éoulement que dans son oeur, la omposante w est moins entravéedans es deux régions où elle atteint son maximum non loin des parois latérales. Deux zones defort isaillement ∂w

∂y se distinguent : la première, de faible épaisseur, au niveau des parois dueomme préédemment à l'annulation progressive de w et la seonde au niveau de y = 0, lieu deséparation des deux éoulements de sens opposé. Nous reviendrons ultérieurement lors de l'analyseénergétique sur le r�le et l'importane des gradients de vitesse dans l'apparition de l'instabilitéosillatoire.Analyse fréquentielleL'utilisation de l'analyse fréquentielle s'avère utile pour la détermination de la fréquene fon-damentale f0 et des éventuelles sous-harmoniques aratéristiques de l'instabilité. Pour ela, nousalulons la densité spetrale du signal au moyen d'une transformée de Fourier rapide en douzeaxes aratéristiques du ylindre (�g. 4.18). Ces douze axes nous permettent d'avoir ainsi unerelativement bonne ouverture spatiale du ylindre. La �gure 4.19 représente le spetre des fré-quenes suivant l'axe n◦7 (ou axe Ht) en se basant suessivement sur la omposante w de lavitesse puis sur la température T . Les résultats onordent pour les douze axes (nous nous abste-nons de tous les représenter) : la fréquene fondamentale vaut f0 = 69.7. Nous n'obtenons pas desous-harmoniques d'in�uene notable.Dans le but de loaliser les zones de l'éoulement les plus a�etées par es osillations defréquene fondamentale f0, nous avons alulé la dépendane spatiale de la densité spetrale T̂ et
ŵ assoiées respetivement à la température et à la vitesse w. T̂ et ŵ sont respetivement dé�niespar :̂

T (x, y, z, f0) =

∫

t
T (x, y, z, t)e−i2πtf0 dt et ŵ(x, y, z, f0) =

∫

t
w(x, y, z, t)e−i2πtf0 dt (4.7)Elles sont basées sur la orrélation entre le signal de température T pour T̂ (de vitesse w pour

ŵ) et le signal périodique fondamental de fréquene f0. Les résultats, présentés dans le plan (Lv)(�g.4.20(a) et 4.20(b)) montrent que les zones de forte densité spetrale, aussi bien pour T̂ quepour ŵ, se situent le long de la zone de isaillement prinipal ∂w
∂y . En�n, si l'on se plae dansle plan horizontal (Lh)2 parallèle à (Lh) et passant par les zones maximales de T̂ et ŵ repéréespréédemment dans le plan vertial (Lv), on onstate par ailleurs que es zones maximales dedensité spetrale se situent au voisinage de (Lv). En première approhe, nous pensons don quel'instabilité osillatoire s'apparente à une instabilité de isaillement dû au isaillement prinipal

∂w
∂y et qu'elle se antonne dans une région voisine du plan Lv. L'analyse énergétique ultérieurepréisera les méanismes sous-jaents.
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(d) ŵ dans (Lh)
2Fig. 4.20 � Dépendane spatiale des densités spetrales T̂ et ŵ dans les plans (Lv) et (Lh)2(A = 2, Gr = 236000, P r = 0.026).

73





75
C

ha
pi

tr
e

5 Proper OrthogonalDeomposition - Résultats
Les résultats obtenus par la méthode P.O.D. sont ii présentés et omparésave eux donnés par la simulation numérique direte (D.N.S). Ces résultatsonernent le as Pr = 0.026 et A = 2. Les fateurs in�uençant la robustessedu modèle dynamique de faible dimension tels que la longueur de référene dusignal, le nombre de modes retenus pour la projetion de Galerkin, la vitessearatéristique et les développements hoisis pour la vitesse et la tempéra-ture sont disutés. Nous verrons que le modèle dynamique peut reproduire�dèlement les résultats obtenus par la DNS aux �onditions désignées� ou deréférene (i.e. pour le nombre de Grashof Gr0 auquel les modes ont été ex-traits). Le modèle peut également orretement approher les résultats de laD.N.S dans un domaine plus ou moins large autour de Gr0.5.1 P.O.D. sous forme loale au voisinage du seuil Grc5.1.1 Emploi de la méthode-VTEn utilisant la relation A2

ampα(Gr − Grc) (où nous rappelons que Aamp est l'amplitude dusignal osillatoire) valable pour A = 2, la simulation numérique direte donne une valeur de Grcégale à 234000. Lorsqu'on s'éloigne du seuil Grc, le signal osillatoire obtenu pour Gr = 240000une fois sa phase de roissane terminée, présente l'allure de la �gure 5.1(a). Le signal de la �gure5.1(b), représentatif du signal global sur un nombre de périodes restreint, onstitue pour sa partla fenêtre sur laquelle on enregistre 250 snapshots (nsnap = 250) du hamp de vitesse et detempérature en hoisissant un pas de stokage de 20 pas de temps (ipsnap = 20).La première étape de l'étude P.O.D. onsiste à aluler les valeurs propres et les veteurspropres assoiés des deux matries de orrélation, basées respetivement sur les �utuations devitesse et sur les �utuations de température. On obtient de e fait les modes-vitesse σi
V del'éoulement ainsi que le pourentage de l'énergie inétique �utuante K qu'ils apturent. Demême, on obtient les modes-température σi

T de l'éoulement ainsi que le pourentage de l'énergiethermique �utuante Θ qu'ils apturent. Les tableaux 5.1 réapitulent les pourentages d'énergieinétique et thermique �utuante des six premiers modes.A la leture de es deux tableaux, on onstate qu'il su�t de deux modes, vitesse et température,pour apturer plus de 99% de l'énergie �utuante. Si l'on pousse jusqu'à onsidérer les six premiersmodes, il est lair que presque toute l'énergie �utuante est apturée. Désormais, au regard dees deux tableaux, il nous est possible de déterminer le nombre MV de modes-vitesse et MT demodes-température à onsidérer pour onstruire et résoudre le système dynamique. Les résultats



5.1. P.O.D. sous forme loale au voisinage du seuil Grc
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temps(b)Fig. 5.1 � Évolution temporelle de la omposante w de la vitesse au point x1 du maillage(�g.5.1(a)). Fenêtre de stokage pour l'étude POD (�g.5.1(b)) (A = 2, Gr = 240000, P r = 0.026).Modes-Vitesse σi
V

%age du mode %age umulémode n◦1 62.8201 62.8201mode n◦2 36.6363 99.4564mode n◦3 0.2900 99.7464mode n◦4 0.2451 99.9915mode n◦5 0.0043 99.9958mode n◦6 0.0042 ∼ 100.0000

Modes-Température σi
T

%age du mode %age umulémode n◦1 60.1568 60.1568mode n◦2 39.5929 99.7497mode n◦3 0.1376 99.8873mode n◦4 0.1108 99.9981mode n◦5 0.0010 99.9991mode n◦6 0.0009 ∼ 100.0000Tab. 5.1 � Pourentage d'énergie inétique et thermique �utuante apturée par haque mode σi
Vet σi

T (i = 1, .., 6) et pourentage umulé (A = 2, Gr = 240000, nsnap = 250, ipsnap = 20).
représentés sur la �gure 5.2 sont basés sur MV = MT = 6. Ceux-i montrent les trois premiersoe�ients temporels ai(t) (assoiés à la �utuation du hamp de vitesse) alulés, d'une partanalytiquement grâe à l'équation 3.48 (�DNS� sur les ourbes), et d'autre part évalués par larésolution du système d'équations di�érentielles ordinaires (�POD� sur les ourbes). On représentede façon similaire les trois premiers oe�ients temporels bi(t) (assoiés à la �utuation du hampde température). On onstate ainsi la bonne orrespondane entre les résultats fournis par la DNSet la POD. La �gure 5.3 représente pour sa part les portraits de phase des oe�ients temporels
ai(t) (i = 1, .., 6). Elle onstitue une autre manière de remarquer la bonne onordane entrePOD et DNS. Pour des temps ourts, ette orrespondane est très bonne. Pour des temps longs,l'allure est tout à fait respetée mais un phénomène d'ampli�ation de l'amplitude des oe�ientsapparaît. 76



Chapitre 5. Proper Orthogonal Deomposition - Résultats5.1.2 E�ets des paramètres numériques sur la P.O.DL'e�et du nombre de modesDes tests sur l'e�et du nombre de modes hoisis ont été réalisés a�n de déterminer le ompor-tement du système d'EDO. Nous ne présentons pas les �gures orrespondant à es tests mais nouslimitons à leurs onlusions. Le hoix préédemment e�etué, MV = MT = 6, reproduit orrete-ment la DNS à l'instar du hoix MV = MT = 4. Cependant, si l'on hoisit MV = MT = 3, unproblème apparaît : les deux premiers oe�ients temporels (i = 1, 2) sont orretement repro-duits mais ave une ampli�ation de l'amplitude non négligeable. On retrouve bien la fréqueneorrespondant au troisième mais son allure ne respete pas elle de la DNS. Ainsi, même dans edernier as où l'on regroupe ≃ 99, 75% de l'énergie inétique �utuante et ≃ 99, 88% de l'énergiethermique �utuante, le signal est orretement reproduit mais présente quelques impréisions. Sil'on hoisit par ontre (MV = 4, MT = 2), POD et DNS orrespondent de nouveau, e qui estmoins le as pour (MV = 2, MT = 4).Il est ainsi néessaire de prendre en ompte au moins 4 modes-vitesse et 2 modes-températurepour avoir superposition des signaux DNS et POD. Le fait onnu de la grande sensibilité des EDOvis-à-vis du nombre de modes retenus se on�rme ; il est don primordial de réaliser plusieurs testsa�n de déterminer leur nombre minimal.L'e�et de la longueur de la fenêtre de stokage et du pas de stokageNous avons hoisi d'e�etuer notre stokage sur une fenêtre ouvrant environ quatre périodesen prenant nsnap = 250 et ipsnap = 20. En gardant ette même valeur de ipsnap, nous avonségalement ouvert 2 et 16 périodes. Etant donné l'allure relativement simple du signal, nous avonsvéri�é que les résultats sur es trois fenêtres onordent. En faisant varier ipsnap de 5 à 30 surune fenêtre de deux périodes, nous obtenons les mêmes onlusions.Le meilleur hoix pour la vitesse aratéristiquePour un problème de onvetion naturelle, le hoix de la vitesse aratéristique dépend de lanature de l'éoulement. Pour des éoulements où les fores d'inertie dominent, il est usuel de hoisiromme vitesse aratéristique vref1
= ν

√
Gr/D. Lorsque les e�ets visqueux sont prépondérants,il est préférable de hoisir vref2

= ν/D. A�n de montrer les avantages du hoix de la vitesse deréférene, un système d'E.D.O. a été onstruit et testé en optant pour le deuxième hoix de vitessearatéristique. Nous avons utilisé la même fenêtre de stokage, le même pas de stokage (don unnombre de snapshots identiques) et le même nombre de modes. La projetion de Galerkin devraitainsi s'appliquer maintenant aux équations qui gouvernent notre système :
∂~v

∂t
+ (~v.∇)~v = −∇p + ∇2~v + Gr.T ~ey (5.1)

∂T

∂t
+ (~v.∇)T = Pr−1∇2T (5.2)On trouve que le système d'E.D.O donne des résultats identiques pour une P.O.D. loale, maisles résultats ne orrespondent plus lorsqu'on hange le nombre de Grashof (don en méthode pré-ditive). Ce désaord peut être expliqué par le manque de modi�ation de la valeur moyenne de77



5.1. P.O.D. sous forme loale au voisinage du seuil Grcla vitesse lorsque le nombre de Grashof est hangé. En e�et, les valeurs moyennes varient avele nombre de Grashof et le système dynamique devrait en tenir ompte. La valeur de Grashofpour laquelle l'étude a été menée se situe dans une plage où les valeurs moyennes dimensionnellesévoluent proportionnellement à √
Gr (situations onvetives ave e�ets inertiels). En réalité, lessystèmes dynamiques sont basés sur des valeurs moyennes onstantes pour la vitesse adimen-sionnelle. Cei indique que si vref = ν

√
Gr/D est utilisée, les valeurs moyennes de la vitessedimensionnelle sont e�etivement proportionnelles à √

Gr alors que si l'on opte pour vref = ν/D,es valeurs moyennes sont onstantes quelque soit la valeur du nombre de Grashof. De e fait, dansnotre problème, le hoix de vref = ν
√

Gr/D omme vitesse aratéristique améliore la validité dusystème dynamique.En outre, nous tenons à mentionner que lors de la onstrution du système dynamique, nousutilisons stritement les mêmes proédures de alul que elles utilisées dans le ode DNS (pourévaluer par exemple un gradient,...) a�n de ne pas introduire des termes d'erreur.Nous reviendrons ultérieurement, pour des signaux osillatoires beauoup plus hahutés, surl'in�uene de es paramètres pour onstruire un système d'EDO valide et robuste.En se foalisant sur les �gures 5.4(a) et 5.3, on peut dire que les oe�ients temporels assoiésà la vitesse apparaissent par paires, respetivement (a1, a2) et (a3, a4). Les oe�ients a1 et a2 ontla la même période T (= T période orrespondant à la fréquene fondamentale f0 de l'instabilitéosillatoire) mais sont déphasés de T
4 . De même a3 et a4 ont la même fréquene fondamentale

f0 (ave une première harmonique plus forte f1 = 2f0) mais sont déphasés de T1

4 = T
8 . Il en estde même pour les oe�ients liés à la température, soit (b1, b2) et (b3, b4) (�g.5.4(b)). Au vu des�gures 5.4() et 5.4(d), nous pouvons également onstater que les paires (a1, a2) et (b1, b2) sonten phase alors que les paires (a3, a4) et (b3, b4) sont déphasées de T

8 .Pour leur part, les modes σi
V et σi

T (i = 1, .., 4) sont représentés sur la �gure 5.5. Les deux modesles plus énergétiques (i = 1, 2) ontiennent les aratéristiques de grande éhelle de haque hamp�utuant tandis que les modes plus élevés (i = 3, 4) apturent elles de plus petite éhelle. Ainsi,si l'on ompare la répartition spatiale de la densité spetrale T̂ déjà évoquée (�g.4.20(a)) à ellede σ1
T dans le plan (Lv) (�g.5.5(b)), plan majeur du délenhement de l'instabilité omme préiséen �4.2.4, on onstate une similarité dans la position notamment du maximum de T̂ et de σ1

T .Les modes les plus énergétiques sont don bien positionnés de façon à e qu'ils oïnident ave leslieux où le hamp �utuant est le plus élevé. En outre, si l'on se réfère par exemple au premiermode (�g.5.5(a) et 5.5(b)), on onstate que les modes-température suivent globalement l'alluredes modes-vitesse.
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5.1. P.O.D. sous forme loale au voisinage du seuil Grc
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5.1. P.O.D. sous forme loale au voisinage du seuil Grc

(a) σ1
V dans (yz) (b) σ1

T dans (yz)

() σ2
V dans (yz) (d) σ2

T dans (yz)

(e) σ3
V dans (yz) (f) σ3

T dans (yz)

(g) σ4
V dans (yz) (h) σ4

T dans (yz)Fig. 5.5 � Repésentation dans le plan (Lv) des quatre premiers modes-vitesse σi
V et température

σi
T (A = 2, P r = 0.026, Gr = 240000).
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Chapitre 5. Proper Orthogonal Deomposition - Résultats5.2 P.O.D. sous forme loale éloignée du seuil Grc5.2.1 Emploi de la méthode-VTLe hoix est fait de tester la P.O.D. pour un régime instationnaire omplexe, 'est-à direnéessitant pour sa reonstrution un nombre élevé de modes. La orrespondane POD-DNS pré-édemment renontrée est-elle de nouveau possible ? Quelle in�uene joue le nombre de modes MVet MT dans l'obtention d'un système d'EDO �able ? La méthode-α est-elle ou non plus robusteque la méthode de séparation des variables ? Telles sont les questions auxquelles nous allons tenterde répondre en e�etuant une étude POD sur un signal dont l'allure générale est représentée surla �gure 5.6(a).Le signal de la �gure 5.6(b), représentatif du signal global sur un nombre de périodes restreint,onstitue pour sa part la fenêtre sur laquelle on enregistre 1000 snapshots du hamp de vitesse etde température régulièrement espaés (ipsnap = 5). De la même manière que dans l'étude pour
Gr = 240000, nous utilisons la méthode-VT et les tableaux 5.2 réapitulent respetivement lespourentages d'énergie inétique et thermique �utuante apturées par les dix premiers modes puispar les modes n◦20, 30, 40 pour la température auxquels on ajoute les n◦50 et 60 pour la vitesse.On note qu'à la di�érene du as Gr = 240000, l'énergie �utuante se répartit sur un nombrebeauoup plus élevé de modes et donne une importane aux modes d'ordre plus élevé. Si l'on sebase par exemple sur les modes-vitesse, les deux premiers modes onentrent ∼ 50% de l'énergieinétique �utuante K alors qu'ils représentaient plus de 99% de K pour le as Gr = 240000. A�nde prendre en ompte toutes les éhelles du problème, nous déidons dans un premier temps deonstruire le système dynamique en projetant les équations du système sur MV = 50 modes-vitesseet MT = 40 modes-température. En visualisant la reprodution des oe�ients ai(t) (i = 1, .., 10puis i = 20, 30, 40, 50) (�g.5.7) et bi(t) (i = 1, .., 10 puis i = 20, 30, 40) (�g.5.8) par la résolutiondu système d'EDO et en la omparant aux résultats fournis par la DNS, on onstate une exel-lente reprodution même pour les oe�ients d'indie élevés relatifs aux modes apturant très peud'énergie �utuante. Nous avons déidé de les représenter sur un intervalle de temps ∆t ≃ 1

2∆tsto( où ∆tsto est l'intervalle de la fenêtre de stokage) a�n de bien visualiser la orrespondane mêmepour les indies élevés.L'e�et du nombre de modesDe nombreux tests ont été réalisés pour di�érentes valeurs du ouple (MV , MT ) a�n de déter-miner la orrespondane ou non entre la simulation numérique direte et la POD sur un intervallede temps ∆t = ∆tsto. Pour ela, on ompare les évolutions temporelles de la vitesse w au point
x1 données respetivement par la résolution du système dynamique et la DNS. La �gure 5.9(a),où MV = MT = 10, révèle que malgré la apture d'environ 98% de K et 99.5% de Θ, la similaritéDNS-POD n'est pas parfaitement assurée. Il en va de même, à une éhelle tout de même moindre,pour MV = MT = 20 (�g.5.9(b)) où, pourtant, plus de 99, 9% de K et Θ sont pris en omptepar les modes onernés. La orrespondane DNS-POD, sur un intervalle de temps ∆t = ∆tsto,ne devient satisfaisante qu'à partir de la prise en onsidération des trente premiers modes-vitesseet température. Parmi les di�érents ouples véri�ant ette ondition, la résolution du systèmed'EDO pour (MV = 50, MT = 40) (�g.(5.9()) permet d'obtenir ette bonne reprodution.83



5.2. P.O.D. sous forme loale éloignée du seuil GrcCependant, qu'advient-il si nous onsidérons un intervalle de temps plus élevé ? Pour ela, nousonsidérons désormais ∆t ∼ 3∆tsto. Nous onstatons ainsi que parmi les ouples (MV , MT ) satis-faisant le ritère de orrespondane DNS-POD sur ∆t = ∆tsto, seuls désormais les ouples véri�ant
MV > 40 et MT > 40 permettent une assez bonne reprodutibilité DNS-POD sur un temps pluslong. Les �gures 5.10(a) et 5.10(b) où respetivement, (MV = MT = 40) et (MV = 50, MT = 40)orroborent ette remarque.En onlusion, a�n d'avoir un système d'EDO valide, il est néessaire au préalable de véri�er,au stade loal (GrPOD = GrDNS), que la onordane entre POD et DNS soit valable pour destemps ourts et plus longs. Il semble néessaire de e fait, de prendre en onsidération les modesles plus énergétiques, mais aussi de ne pas forément omettre les plus faibles.Les systèmes d'EDO étant très sensibles au nombre de modes, il faut e�etuer de nombreux testsave di�érentes valeurs de MV et MT a�n de déterminer elui qui peut être le plus adapté au asétudié.Note pratique sur la démarhe en trois étapes de la PODA�n d'optmiser l'étude POD, la démarhe adoptée peut être divisée en trois temps :� Tout d'abord, à partir des nsnap snapshots réoltés par la DNS, on se borne à aluler lesmatries de orrélation basées sur les �utuations de vitesse et de température. On extraitainsi les valeurs propres et les veteurs propres assoiés d'où l'obtention des modes-vitesseet température de l'éoulement (de même que le pourentage d'énergie �utuante K et Θapturée par haun d'eux). De plus, ette étape nous permet d'obtenir le hamp moyen

(~v, T ) de l'éoulement néessaire à la onstrution du système d'EDO intervenant dans ladeuxième étape. En�n, on détermine aussi de façon théorique d'après l'équation (3.48) lesoe�ients temporels ai(t) et bi(t). Ces derniers nous donnent en partiulier les valeursinitiales ai(0) et bi(0) néessaires à la future résolution du système d'EDO réalisée dans latroisième étape.� La seonde étape proède à la onstrution de toutes les matries du système d'EDO. Enregardant auparavant les pourentages de apture de K et Θ par les di�érents modes σi
Vet σi

T , on se �xe une valeur MV et MT pour ette onstrution. Il ne faut pas hésiter àonsidérer les très petites strutures, 'est-à-dire prendre des valeurs (MV max, MT max) duouple (MV , MT ) élevées.� En e�et, et ei onstitue la dernière étape, une fois obtenu le système global d'EDO pour
MV max et MT max modes, nous n'avons qu'à hoisir le nombre de modes retenus ave MV ≤
MV max et MT ≤ MT max : la résolution est alors rapide même pour MV et MT élevés.On adoptera une démarhe similaire pour la méthode-α.
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Chapitre 5. Proper Orthogonal Deomposition - Résultats
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Modes-Vitesse σi

V

%age du mode %age umulémode n◦1 33.8900 33.8900mode n◦2 16.9491 50.8391mode n◦3 15.9724 66.8114mode n◦4 8.8238 75.6352mode n◦5 5.8855 81.5208mode n◦6 5.6122 87.1330mode n◦7 3.6043 90.7373mode n◦8 3.4603 94.1976mode n◦9 2.0673 96.2649mode n◦10 1.9281 98.1930mode n◦20 0.0253 99.9373mode n◦30 0.0008 99.9965mode n◦40 0.0001 99.9995mode n◦50 .0000 99.9999mode n◦60 .0000 100.0000

Modes-Température σi
T

%age du mode %age umulémode n◦1 39.6235 39.6235mode n◦2 21.5289 61.1524mode n◦3 15.5222 76.6746mode n◦4 6.7679 83.4425mode n◦5 5.5453 88.9878mode n◦6 3.6674 92.6552mode n◦7 2.8250 95.4802mode n◦8 2.0839 97.5641mode n◦9 1.1406 99.5554mode n◦10 0.8507 99.5554mode n◦20 0.0017 99.9964mode n◦30 0.0001 99.9998mode n◦40 0.0000 100.0000Tab. 5.2 � Pourentage d'énergie inétique et thermique �utuante apturée par haque mode σi
V

(i = 1, .., 10 puis i = 20, 30, 40, 50, 60) et σi
T (i = 1, .., 10 puis i = 20, 30, 40) et pourentage umulé

(A = 2, Gr = 440000, nsnap = 1000, ipsnap = 5).
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5.2. P.O.D. sous forme loale éloignée du seuil Grc
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(n) a50(t)Fig. 5.7 � Évolution temporelle des oe�ients ai(t) (i = 1, .., 10 puis i = 20, 30, 40, 50) évaluésà partir des résultats DNS et par résolution du système dynamique réduit obtenu par la projetionsur (MV = 50, MT = 40) modes (A = 2, P r = 0.026, Gr = 440000, nsnap = 1000, ipsnap = 5).
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5.2. P.O.D. sous forme loale éloignée du seuil Grc5.2.2 Emploi de la méthode-αDans le but de déterminer une omparaison possible entre méthode-VT et méthode-α, nousonsidérons de nouveau le as étudié préédemment. Le tableau 5.3 réapitule le pourentaged'énergie �utuante des dix premiers modes ainsi que des modes n◦20, 30, 40 et 50.Modes σipourentage du mode pourentage umulémode n◦1 35.9569 35.9569mode n◦2 18.9719 54.9288mode n◦3 15.6083 70.5371mode n◦4 8.2225 78.7596mode n◦5 5.6992 84.4588mode n◦6 4.9585 89.4173mode n◦7 3.2569 3.2569mode n◦8 2.8881 95.5622mode n◦9 1.7505 97.3127mode n◦10 1.5169 98.8297mode n◦20 0.0138 99.9660mode n◦30 0.0004 99.9978mode n◦40 0.0001 99.9997mode n◦50 0.0000 ∼ 100.0000Tab. 5.3 � Pourentage d'énergie �utuante apturée par haque mode σi (i = 1, .., 10 puis i =
20, 30, 40, 50) et pourentage umulé - méthode-α - (A = 2, Gr = 440000, nsnap = 1000, ipsnap =
5). A�n de onsidérer toutes les éhelles du problème, nous déidons dans un premier temps deonstruire le système dynamique en projetant les équations du système sur M = 50 modes. Sil'on ompare l'évolution temporelle des oe�ients ai(t) donnée par la DNS d'une part et parla POD d'autre part, on onstate sur la �gure 5.11 de nouveau une très bonne similarité sur unintervalle de temps ∆t = ∆tsto et e même pour des oe�ients temporels d'indie i élevés. Àl'instar de la méthode-VT, on onstate que si l'on apture plus de 98, 8% de l'énergie �utuanteave M = 10 (�g.5.12(a)) et même plus de 99, 5% en prenant M = 20 (�g.5.12(b)), l'allure glo-bale de la omposante w de la vitesse est ertes orretement reproduite mais il demeure quelquesimperfetions. Nous obtenons, sur ∆t = ∆tsto, une exellente reprodution en onsidérant de nou-veau au minimum les trente premiers modes (sur �g.5.12(), M = 50). Notre hoix doit enores'a�ner si l'on onsidère un temps plus long tel que ∆t ∼ 3∆tsto. E�etivement, la reonstrutionde w pour M = 40 (�g.5.13(a)) est similaire à la DNS pour des temps ourts mais pour des tempsplus longs, elle présente simultanément des variations d'amplitude et surtout de fréquene. Seulela onsidération d'au moins M = 50 modes (�g.5.13(b)) permet une bonne similarité des signauxDNS et POD et e malgré un léger déphasage et une roissane de l'amplitude ave le temps.Ainsi, au regard de la reprodution DNS −POD pour des temps ourts, nous ne pouvons établirde omparatif sur l'usage des deux méthodes POD utilisées. Le distingo se réalise sur une évolution90



Chapitre 5. Proper Orthogonal Deomposition - Résultatstemporelle plus longue : en se foalisant sur les �gures 5.13(b) et 5.10(b), la méthode-VT s'avèreplus robuste que la méthode-α.Doit-on pour autant onlure dé�nitivement que la méthode-VT est �meilleure� que la méthode-α(relativement à la reonstrution temporelle) et délaisser ette dernière ? Nous verrons dans desexemples ultérieurs que tel n'est pas forément le as. En e�et, suivant notamment le rapport deforme A de la avité, nous relèverons que e distingo parfois s'amenuise, voire s'inverse.Avant de tester les apaités préditives de la POD, nous nous sommes assurés au préalable desa robustesse au niveau loal. Nous allons désormais nous atteler à l'étude de sa apaité préditive,autrement dit dans quelle mesure et sous quelles onditions pouvons-nous prédire l'évolution d'unéoulement pour une valeur de paramètre, ii le nombre de Grashof Gr, di�érente de elle pourlaquelle nous avons obtenu les modes de l'éoulement ?
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5.2. P.O.D. sous forme loale éloignée du seuil Grc
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Chapitre 5. Proper Orthogonal Deomposition - Résultats

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0.2

 0.22

 0.24

 0.26

 0.28

 1.605  1.61  1.615  1.62  1.625

vi
te

ss
e 

w

temps

DNS
POD

(a) M = 10

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0.2

 0.22

 0.24

 0.26

 0.28

 1.605  1.61  1.615  1.62  1.625

vi
te

ss
e 

w

temps

DNS
POD

(b) M = 20

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0.2

 0.22

 0.24

 0.26

 0.28

 1.605  1.61  1.615  1.62  1.625

vi
te

ss
e 

w

temps

DNS
POD

() M = 50Fig. 5.12 � Évolutions temporelles sur ∆t = ∆tsto de la omposante w de la vitesse au point x1du maillage évaluées à partir des résultats DNS et par résolution du système dynamique réduitobtenu par la projetion sur M = 10 modes (�g.5.12(a)), M = 20 modes(�g.5.12(b)) et M = 50(�g.5.12()) (A = 2, P r = 0, 026, Gr = 440000, nsnap = 1000, ipsnap = 5).
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5.2. P.O.D. sous forme loale éloignée du seuil Grc
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(b) M = 50Fig. 5.13 � Évolutions temporelles sur ∆t ∼ 3∆tsto de la omposante w de la vitesse au point
x1 du maillage évaluées à partir des résultats DNS et par résolution du système dynamique réduitobtenu par la projetion sur M = 40 (�g.5.13(a)) et M = 50 (�g.5.13(b)) modes (A = 2, P r =
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Chapitre 5. Proper Orthogonal Deomposition - Résultats5.3 Capaités préditives de la P.O.D.5.3.1 Détermination de la dynamique de l'éoulement pour Gr 6= Gr0Nous hoisissons tout d'abord de onstruire le système d'ODE à partir des résultats DNSobtenus pour le as Gr0 = 280000 (nous rappelons que Gr0 est le as référene). La onsidérationde MV = MT = 9 modes-vitesse et température permet de apturer plus de 99, 99% de K et
Θ. Sur la �gure 5.14 est représentée la vitesse prédite par le système d'ODE pour Gr = 262000pour MV = MT = 6. En la omparant aux résultats DNS, nous pouvons onstater que le systèmed'ODE peut reproduire le omportement DNS. En e�et, le omportement osillatoire ainsi que lesfréquenes sont bien reproduites, seule demeure une erreur sur l'amplitude. La �gure 5.15 prouveque la prédition par les ODE se maintient pour un temps éloigné du temps initial et ne subit pasd'altération d'amplitude ou de fréquene pour des temps longs.
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Fig. 5.14 � Évolution temporelle de la omposante de la vitesse w au point x1 évaluée par la DNSet prédite par le système d'ODE pour le as Gr = 262000. Le système d'ODE est onstruit à partirdu as référene Gr0 = 280000.La prédition, à partir d'un système d'ODE onstruit pour un as osillatoire de référene
Gr0 assez régulier, s'avère tout à fait orrete. Nous onsidérons maintenant un as de référeneprésentant un régime osillatoire plus omplexe (�g.5.16), Gr0 = 320000. Le tableau 5.4 réapitulele pourentage de K apturé par les inq premiers modes-vitesse puis par les modes n◦20, 30, 40et 50. Bien que l'on ait toujours deux modes prinipaux qui onentrent plus de 88% de K, ononstate qu'il est néessaire de onsidérer plus de 30 modes pour avoir plus de 99, 95% de K. Pourle as de la température, plus de 15 modes sont néessaires pour apturer la même proportionde Θ. Sur la �gure 5.16, nous nous sommes également assurés au préalable que la reonstrutionloale (Gr = Gr0) par le système d'ODE était orrete (MV = 30, MT = 20) aussi bien pour lavitesse que pour la température. Une étude sur l'in�uene du nombre de modes néessaires pourreproduire ette similarité DNS-POD sur des temps longs révèle qu'il faut au moins onsidérer
MV = 14 et MT = 14.Désormais, à partir du système dynamique onstruit pour Gr0 = 320000, nous allons tenterde reproduire l'éoulement pour Gr = 280000. A partir de (MV = 10, MT = 10), le ompor-95



5.3. Capaités préditives de la P.O.D.
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Chapitre 5. Proper Orthogonal Deomposition - RésultatsModes-Vitesse σi
V

%age du mode %age umulémode n◦1 48.6769 48.6769mode n◦2 40.1852 88.8621mode n◦3 4.7540 93.6161mode n◦4 2.9123 96.5284mode n◦5 0.2911 97.2227mode n◦10 0.0175 99.5106mode n◦20 0.0026 99.9180mode n◦30 0.0006 99.9824mode n◦40 0.0002 99.9946mode n◦50 0.0001 99.9982

Modes-Température σi
T

%age du mode %age umulémode n◦1 49.1553 49.1553mode n◦2 43.8659 93.0212mode n◦3 3.1654 96.1866mode n◦4 2.0991 98.2857mode n◦5 0.6681 98.9538mode n◦10 0.0827 99.8736mode n◦20 0.0015 99.9901mode n◦30 0.0004 99.9985mode n◦40 0.0001 99.9996Tab. 5.4 � Pourentage d'énergie inétique et thermique �utuante apturée par haque mode σi
V

(i = 1, .., 5 puis i = 20, 30, 40, 50) et σi
T (i = 1, .., 10 puis i = 20, 30, 40) et pourentage umulé

(A = 2, Gr = 320000, nsnap = 1000, ipsnap = 20).allons reonstruire les matries de notre système réduit en onsidérant toujours les modes obtenuspour Gr = 320000 mais en faisant intervenir le hamp moyen évalué pour sa part à Gr = 280000.Les �gures 5.19 et 5.20 omparent respetivement la vitesse et la température données par la DNSet la POD. On onstate que le hangement du hamp moyen n'a pas d'impat signi�atif sur laorretion de l'amplitude.Une autre voie envisageable est la façon de aluler les termes linéaires faisant intervenir l'évalua-tion du terme < σi
V ,∇2σj

V >. Ce terme est alulé de la manière suivante :
< σi

V ,∇2σj
V >=< ∇σi

V ,∇σj
V > (5.3)Considérons désormais le fait que : ∇2σj

V = ∇(∇.σj
V ) − ∇ × ∇ × σj

V . L'évaluation du termepréédent, en tenant ompte que ∇.σj
V = 0, se réduit désormais à :

< σi
V ,∇2σj

V >= − < σi
V ,∇×∇× σj

V > (5.4)Les �gures 5.21 et 5.22 montrent que ette modi�ation n'apporte de nouveau pas d'améliorationsigni�ative quant à la orretion sur l'amplitude.Jusqu'ii, nous avons utilisé la méthode-VT pour évaluer les préditions de la POD. Une étudesimilaire a été réalisée pour tester les apaités préditives de la méthode-α sur les as préédents,à savoir les as de référene Gr0 = 280000 et Gr0 = 320000. L'emploi de la méthode-α, en tantqu'outil préditif, est réalisable mais sur une plage de nombre de Grashof plus restreinte qu'avela méthode-VT.Dans la même optique, il s'avère intéressant d'utiliser le système d'ODE a�n de déterminer ladynamique de notre système autrement dit de déterminer le diagramme de bifuration orrespon-dant. 97



5.3. Capaités préditives de la P.O.D.
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Fig. 5.17 � Évolution temporelle de la omposante w de la vitesse au point x1 évaluée par la DNSet prédite par le système d'ODE pour le as Gr = 280000 (MV = 20, MT = 20). Le systèmed'ODE est onstruit à partir du as référene Gr0 = 320000.
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Fig. 5.18 � Évolution temporelle de la température T au point x1 évaluée par la DNS et préditepar le système d'ODE pour le as Gr = 280000 (MV = 20, MT = 20). Le système d'ODE estonstruit à partir du as référene Gr0 = 320000.
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Chapitre 5. Proper Orthogonal Deomposition - Résultats

 0.155

 0.16

 0.165

 0.17

 0.175

 0.18

 0.185

 0.19

 0.195

 0.2

 0.66  0.68  0.7  0.72  0.74  0.76  0.78  0.8  0.82  0.84

vi
te

ss
e 

w

temps

DNS

 0.16

 0.17

 0.18

 0.19

 0.2

 0.21

 0.22

 0.23

 0.66  0.68  0.7  0.72  0.74  0.76  0.78  0.8  0.82  0.84

vi
te

ss
e 

w

temps

POD

Fig. 5.19 � Évolution temporelle de la omposante w de la vitesse au point x1 évaluée par la DNSet prédite par le système d'ODE pour le as Gr = 280000 (MV = 20, MT = 20). Le système d'ODEest onstruit à partir du as référene Gr0 = 320000 mais ave le hamp moyen de Gr = 280000.
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Fig. 5.20 � Évolution temporelle de la tenpérature T au point x1 évaluée par la DNS et prédite parle système d'ODE pour le as Gr = 280000 (MV = 20, MT = 20). Le système d'ODE est onstruità partir du as référene Gr0 = 320000 mais ave le hamp moyen de Gr = 280000.
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5.3. Capaités préditives de la P.O.D.
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Fig. 5.21 � Évolution temporelle de la omposante w de la vitesse au point x1 évaluée par la DNSet prédite par le système d'ODE pour le as Gr = 280000 (MV = 20, MT = 20). Le systèmed'ODE est onstruit à partir du as référene Gr0 = 320000 en onsidérant la déomposition duterme linéaire ∇2σj
V = ∇(∇.σj

V ) −∇×∇× σj
V .
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Fig. 5.22 � Évolution temporelle de la omposante w de la vitesse au point x1 évaluée par la DNSet prédite par le système d'ODE pour le as Gr = 280000 (MV = 20, MT = 20). Le systèmed'ODE est onstruit à partir du as référene Gr0 = 320000 en onsidérant la déomposition duterme linéaire ∇2σj
V = ∇(∇.σj

V ) −∇×∇× σj
V .
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Chapitre 5. Proper Orthogonal Deomposition - Résultats5.3.2 Diagramme de bifurationA ette �n, nous utilisons le logiiel AUTO (reherhe par la méthode de ontinuation des seuilsd'instabilités à partir de la résolution du système d'EDO et obtention du diagramme de bifura-tion) et onsidérons le système dynamique onstruit à Gr0 = 240000 pour (MV = 6, MT = 6). Lareprésentation du diagramme de bifuration est donnée sur la �gure 5.23. On note l'émergened'une solution stable osillatoire à partir d'une solution stable stationnaire à travers une bifura-tion de Hopf dont le seuil de délenhement est estimé à GrcODE = 235625. Cette valeur de Grcest à rapproher de elle de la DNS où l'on avait obtenu GrcDNS = 234000. Le pourentage d'er-reur relative par rapport à la DNS est don de l'ordre de 0, 7%. L'aès aux valeurs propres nouspermet d'obtenir la pulsation ωc (partie imaginaire de la valeur propre) de l'instabilité osillatoire.On obtient ωc = 439.9 e qui orrespond à une fréquene f0ODE = ωc/2π = 70.01. La DNS nousa fourni f0DNS = 69.7 ; le pourentage d'erreur relative est de ∼ 0, 5% et s'avère très faible.
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Fig. 5.23 � Diagramme de bifuration obtenu pour le as (A = 2, P r = 0.026).
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6 In�uene du rapport deforme
L'étude par D.N.S et P.O.D. de la onvetion naturelle dans un ylindre rem-pli d'un �uide aratérisé par Pr = 0.026 s'est bornée jusqu'à présent au seulrapport de forme A = 2. Nous onsidérons à présent l'in�uene de e para-mètre en nous foalisant tout d'abord sur l'étude du as A = 4. Par la suite,nous distinguons trois types de rapports de forme A : modéré (A ≤ 3), inter-médiaire (4 ≤ A ≤ 6) et grand (7 ≤ A ≤ 10). Notre approhe par la DNS apour objetif la détermination des seuils de transition Grc ainsi qu'une ara-térisation préise en leur voisinage de la nature et de la struture des régimesd'éoulement.Ainsi, l'évolution de Grc suivant la valeur de A devrait a priori, vus les ré-sultats des études bidimensionnelles, déroître de façon monotone en raisond'un on�nement moindre ave l'augmentation de A. Les résultats obtenusrévèlent en fait un omportement di�érent et bien plus omplexe et se traduitnotamment par l'existene d'éoulements à faible ou haute fréquene suivantla valeur de A.6.1 D.N.S. pour le rapport de forme A = 46.1.1 Détermination du seuil ritique GrcPour A = 4, nous nous basons sur un maillage omprenant 9× 9× 43 points par élément (soitau total 34443 points de maillage). Préalablement, nous notons que les di�érentes simulationsréalisées ne nous donnent pas l'existene de bifuration stationnaire pour e rapport de forme ete même pour des temps longs. La bifuration de Hopf va don émerger diretement de la solutionstationnaire présentant les trois symétries du problème. La méthode employée pour trouver lavaleur du seuil ritique Grc di�ère quelque peu de elle utilisée pour A = 2. La première étape denos e�orts vise, en partant de la solution nulle ~v = 0, à enadrer la valeur de Grc par une limiteinférieure orrespondant à un éoulement stationnaire et une limite supérieure orrespondant àun éoulement instationnaire. Dans une seonde étape, en initialisant les aluls par une solutioninstationnaire préédemment évaluée, nous trouvons des solutions osillatoires pour des valeursde Gr inférieures mais prohes de la première estimation du seuil. La bifuration renontréeest sous-ritique ; elle révèle l'existene d'un point tournant pour un nombre de Grashof Grtp. Laméthode d'extrapolation |Aamp|2α(Gr−Grc), valable uniquement pour une bifuration surritiqueet utilisée pour le as A = 2, n'est don plus valide ii en vue de déterminer Grc. Finalement, laréalisation de nombreuses simulations, partant soit de solutions stationnaires ou instationnaires



6.1. D.N.S. pour le rapport de forme A = 4nous indiquent que les valeurs de Grc et Grtp sont très prohes. Une bonne approximation duseuil ritique est Grc ∼ 179700.Une fois franhi le seuil ritique et dans son prohe voisinage, le signal osillatoire est très régulier.Ainsi, pour Gr = 180000, son amplitude est onstante (�g.6.3) et sa fréquene est f0 = 62.25.La bifuration de Hopf renontrée s'aompagne de la brisure de la symétrie Sa et don Sc. Dansle plan horizontal (Lh), e phénomène instationnaire se manifeste par une très faible osillationde l'éoulement de part et d'autre de l'axe médian horizontal Ht. La �gure 6.4 représente etéoulement instationnaire tous les δt = T/4 sur une période T . Pour orroborer ette osillationautour de l'axe Ht, nous représentons également l'évolution de la température et de la omposantew de la vitesse ainsi que de leurs �utuations respetives sur e même axe au ours d'une période(�g.6.5). On relève que les valeurs instantanées de es deux quantités physiques sont quasimentsuperposables à leurs �utuations pour un temps donné. Les valeurs moyennes w et T sont donnulles sur l'axe Ht : le �uide osille de part et d'autre de et axe. Nous notons ii une di�érene avele as A = 2 où l'ourene d'une bifuration stationnaire pour Grbs organise un nouvel éoulementstationnaire autour d'un axe Ht2 . Sur ette nouvelle branhe stationnaire émane pour Grc > Grbsune instabilté osillatoire se manifestant par une osillation autour de Ht2 . Par onséquent et pouronlure, l'osillation de part et d'autre de Ht pour A = 4 entraîne la similitude de w et w′ (ainsique T et T ′) sur et axe, e qui n'est pas le as pour A = 2 osillant de part et d'autre de Ht2 .Conernant la struture de l'éoulement, elle est représentée par les �gures 6.1 et 6.2 dans lesplans (Lv) et (Lh) de la avité pour le as stationnaire Gr = 170000. Nous remarquons sur la�gure 6.1 que les entres des vortex seondaires ne sont pas, à la di�érene du rapport de forme
A = 2, situés sur l'axe (Oz) mais qu'ils sont loalisés de part et d'autre de et axe. Toutefois,e déalage n'est pas trop aentué et il reste possible d'estimer à partir de la �gure 6.6(a) laposition des vortex seondaires en loalisant les absisses z où v est nulle exepté le entre dela avité. On obtient z1 ≃ 0.54 (z1/A ≃ 0.135) et z2 ≃ 3.46 (z2/A ≃ 0.865). En omparant lesabsisses relatives (zi/A) (i = 1, 2) pour A = 2 et A = 4, on note que les vortex seondaires,en raison d'un moindre on�nement pour A = 4, se déalent vers les extrémités du ylindre.Leur interation ave la irulation prinipale s'a�aiblit e qui explique la diminution du gradient
(∂v

∂z )(x=0,y=0). La �gure 6.6(b), en la omparant à la �gure 4.17(b) pour le as A = 2, relève enorel'importane de l'e�et de on�nement : plus on augmente le rapport de forme, plus l'interationvortex seondaires-éoulement prinipal est faible, l'éoulement est moins �entravé� et de e faitla vitesse w augmente sur l'axe (Oy).6.1.2 Analyse fréquentielleComme il a été préédemment évoqué, la fréquene fondamentale de l'osillation vaut f0 =
62.25. Les �gures 6.7(a) et 6.7(b), représentant la FFT sur l'axe Ht réalisée respetivement sur wet T on�rment ette valeur. Dans le plan (Lv), les densités spetrales T̂ et ŵ (�g.6.8(a) et 6.8(b))assoiées à ette fréquene f0 atteignent leur maximum sur la ligne de isaillement prinipal ∂w

∂yet représentent les zones où les �utuations T ′ et w′ sont les plus onséquentes. Dans le plan (Lh)(�g.6.8() et 6.8(d)), T̂ et ŵ sont non négligeables uniquement dans le prohe voisinage de (Lv).En onlusion, pour A = 4 omme pour A = 2 mais de manière enore plus aentuée, la lo-alisation des zones prinipales de �utuation de l'éoulement se situe au voisinage de (Lv) lelong de la ligne de isaillement vertial de la omposante horizontale de la vitesse. Cependant, larépartition de la densité spetrale ne nous donne pas enore toutes les informations néessairespour déterminer l'origine de l'instabilité osillatoire. Nous verrons ultérieurement en réalisant une104



Chapitre 6. In�uene du rapport de formeétude par analyse énergétique que les senarii entre A = 4 et A = 2 sont e�etivement légèrementdi�érents.6.1.3 E�et du nombre de GrashofA la di�érene du rapport de forme A = 2, une faible variation du nombre de Grashof Grentraîne une forte déstabilisation de l'éoulement. Ainsi, sur la �gure 6.9 représentant respetive-ment l'évolution temporelle de la vitesse w et de la température pour Gr = 181000, le signal nemanifeste plus d'amplitude Aamp onstante. Une analyse fréquentielle (�g.6.10) on�rme, en plusde la fréquene fondamentale f0, l'apparition de l'harmonique f1 = f0/2. En visualisant l'allurede la �utuation T ′ le long de l'axe Ht (�g.6.11), on onstate en e�et que pour Gr = 181000, latempérature passe par la même valeur tous les ∆t = 2T . En augmentant le nombre de Grashofjusqu'à Gr = 187000, le signal osillatoire ne omporte plus de motif périodique sans toutefoisqu'il n'y ait brisure de la symétrie Sp.Au moyen de la POD, nous allons pouvoir identi�er les prinipaux modes émergeant lors del'apparition de l'instabilité osillatoire et voir s'il est possible de déterminer la dynamique de esystème, qui en première apparene, semble omplexe.
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6.1. D.N.S. pour le rapport de forme A = 4

Fig. 6.1 � Champ de vitesse Vyz de l'éoulement stationnaire obtenu pour le as A = 4, P r =
0.026, Gr = 170000.

Fig. 6.2 � Champ de vitesse Vxz de l'éoulement stationnaire obtenu pour le as A = 4, P r =
0.026, Gr = 170000.
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Chapitre 6. In�uene du rapport de forme
Ht

(a) t = 0

Ht

(b) t = T/4

Ht

() t = T/2

Ht

(d) t = 3T/4Fig. 6.4 � Champ de vitesse Vxz au ours d'une période T obtenu pour la solution instationnaire(A = 4, P r = 0.026, Gr = 180000)
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6.1. D.N.S. pour le rapport de forme A = 4
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Fig. 6.5 � Pro�ls de la omposante w de la vitesse et de la température T ainsi que des �utuationsassoiées w′ et T ′ le long de l'axe Ht sur une période (A = 4, P r = 0.026, Gr = 180000).
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(b)Fig. 6.6 � Pro�ls de la omposante v de la vitesse le long de l'axe (Oz) (�g.6.6(a)) et de laomposante w de la vitesse le long de l'axe (O′y) (�g.6.6(b)) sur une période (A = 4, P r =
0.026, Gr = 180000).
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Chapitre 6. In�uene du rapport de forme
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(a) T̂ dans (Lv) (b) ŵ dans (Lv)

() T̂ dans (Lh) (d) ŵ dans (Lh)Fig. 6.8 � Dépendane spatiale des densités spetrales T̂ et ŵ dans les plans (Lv) et (Lh) (A =
4, P r = 0.026, Gr = 180000).
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6.1. D.N.S. pour le rapport de forme A = 4
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Chapitre 6. In�uene du rapport de forme6.2 P.O.D. pour le rapport de forme A = 46.2.1 Méthode-VTNous avons vu que la valeur du nombre ritique de Grashof estimée par DNS est Grc ∼ 179700.L'étude POD se base sur l'éoulement obtenu pour une valeur voisine du seuil, à savoir Gr0 =
180000. Le signal osillatoire obtenu (�g.6.3) est régulier et présente notamment une amplituded'osillation Aamp onstante. Di�érents tests ont été réalisés en onsidérant des ouples (nombrede snapshots nsnap, pas de stokage ipsnap) ayant pour valeur (nsnap = 700, ipsnap = 4),
(nsnap = 700, ipsnap = 10), (nsnap = 700, ipsnap = 20), (nsnap = 700, ipsnap = 30) et
(nsnap = 400, ipsnap = 4). Les résultats obtenus sont sensiblement les mêmes ompte tenude la régularité du signal osillatoire étudié. Nous hoisissons de présenter eux obtenus avele as estimé le plus préis en omparaison ave les résultats de la DNS, 'est-à-dire le as
(nsnap = 700, ipsnap = 4).La première étape de la POD permet, de façon similaire à l'étude menée pour le as A = 2,l'obtention des di�érents modes-vitesse σi

V et modes-température σi
T assoiés respetivement aux�utuations de vitesse et de température. Le tableau 6.1 résume les pourentages d'énergie iné-tique et thermique �utuantes apturées par haun des six premiers modes.Modes-Vitesse σi

V

%age du mode %age umulémode n◦1 62.8201 62.8201mode n◦2 36.6363 99.4564mode n◦3 0.2900 99.7464mode n◦4 0.2451 99.9915mode n◦5 0.0043 99.9958mode n◦6 0.0042 ∼ 100.0000

Modes-Température σi
T

%age du mode %age umulémode n◦1 64.0594 64.0594mode n◦2 35.8634 99.9227mode n◦3 0.0465 99.9692mode n◦4 0.0287 99.9980mode n◦5 0.0018 99.9997mode n◦6 0.0002 99.9999Tab. 6.1 � Pourentage d'énergie inétique et thermique �utuante apturée par haque mode σi
V et

σi
T (i = 1, ..., 6) et pourentage umulé (A = 4, P r = 0.026, Gr = 180000, nsnap = 700, ipsnap =

4). Au vu de es deux tableaux, on onstate que les deux premiers modes-vitesse et températuresont les ontributions majeures du hamp �utuant puisqu'ils apturent plus de 99% de l'énergie�utuante. La onsidération de deux modes supplémentaires (MV = MT = 4) permet d'englober laquasi totalité (> 99, 99%) de ette énergie. Intéressons-nous tout d'abord à l'évolution des quatrepremiers oe�ients temporels ai(t) et bi(t) ainsi qu'à l'allure spatiale des modes orrespondants.Nous nous attaherons ensuite à tester la robustesse du système dynamique renontré quant à sesapaités de reonstrution.Résolution du système dynamiqueEn onstruisant le système dynamique sur MV = MT = 6 modes, nous pouvons onstater surla �gure 6.12 la bonne orrespondane entre les oe�ients ai(t) donnés par la DNS et la résolutiondu système d'EDO pour les indies i = 1 et i = 2, don pour les oe�ients assoiés aux deux111



6.2. P.O.D. pour le rapport de forme A = 4modes les plus énergétiques. Il en va de même (nous nous abstenons de les représenter) pour lesoe�ients bi(t). Pour les deux modes suivants (i = 3, 4), ne apturant qu'une in�me proportionde l'énergie �utuante, l'allure des oe�ients ai(t) et bi(t) est bien reproduite malgré de légèresdi�érenes d'amplitude. La reonstrution du hamp �utuant et par suite du hamp total par laPOD, grâe à la résolution du système d'EDO, est bonne même pour des temps longs. Les �gures6.14 et 6.15 donnent une vision globale de ette orrespondane dans le plan Lv. Si l'on onsidèrele hamp �utuant obtenu sur une période T après résolution du système d'EDO sur des tempslongs, on onstate que la reprodution des isolignes de la �utuation w′ de la vitesse est en bonaord ave la DNS. Les portraits de phase (�g.6.13) sont un autre moyen de omparaison entreDNS et POD. Ils indiquent que es voies onordent pour des temps ourts. Pour des temps longs,l'allure globale des portraits de phase est tout à fait respetée. La démaration observée traduitsimplement le fait qu'une roissane de l'amplitude apparaît ave le temps avant de se stabilisersur une valeur limite pour des temps très longs.Strutures spatio-temporellesLa représentation superposée de l'évolution temporelle des quatre premiers oe�ients ai(t)(�g.6.16(a)) montre qu'ils apparaissent par paires, à savoir (a1, a2) et (a3, a4). A l'intérieur dehaque paire, l'amplitude du premier oe�ient est supérieure à elle du deuxième mais rested'un ordre de grandeur voisin. Au niveau fréquentiel, a1 et a2 ont la même fréquene orres-pondant à la fréquene fondamentale f0 de l'éoulement osillatoire. Ils manifestent ependantun déphasage de T/4. Les oe�ients a3 et a4 ont eux aussi la même fréquene fondamentale f0(ave, omme pour le as A = 2, une première harmonique plus forte f1 = 2f0) et sont déphasés de
T1/4 = T/8. On aboutit aux mêmes onlusions en onsidérant les paires de oe�ients temporelsliés aux �utuations de température, à savoir (b1, b2) et (b3, b4) (�g.6.16(b)). Les �gures 6.16()et 6.16(d) nous renseignent �nalement que les paires (a1, a2) et (b1, b2) sont en phase ainsi que lespaires (a3, a4) et (b3, b4).Penhons-nous désormais sur la struture spatiale des quatre premiers modes-vitesse σi

V et tem-pérature σi
T . En e qui onerne les modes-vitesse σi

V , ils sont donnés sur la �gure 6.17 dans leplan Lv sous forme vetorielle et aussi par les isovaleurs de leur omposante prinipale σi
w. La�gure 6.18 les représente pour sa part dans le plan Lh. La première di�érene ave l'étude durapport de forme A = 2 repose sur le aratère �symétrique� des perturbations par rapport à l'axehorizontal transversal Ht. En e�et, nous rappelons que pour A = 2, l'ourrene d'une bifurationstationnaire provoque tout d'abord l'organisation de l'éoulement autour de l'axe Ht2 , translatéde l'axe Ht dans le plan médian horizontal d'une longueur l. Ensuite, lors de la bifuration deHopf, l'éoulement se met à osiller autour de et axe Ht2 et les �utuations de vitesse et detempérature n'ont de e fait auune symétrie par rapport à Ht. Pour A = 4, nous n'observons pasau préalable e phénomène de bifuration stationnaire et la bifuration de Hopf renontrée faitosiller l'éoulement autour de Ht e qui donne e aratère symétrique des �utuations.Par ailleurs, en se foalisant sur la représentation des isolignes de σw, on remarque le aratèreantisymétrique des deux premiers modes ontrairement aux deux suivants. Si l'on revient à unproblème plus général de stabilité, la reherhe des valeurs propres de notre système s'aompagnede la reherhe des veteurs propres assoiés. Ce sont es derniers qui indiquent alors le aratèresymétrique ou antisymétrique de la perturbation qui se développe. Pour le as présent, on onstatedon que la perturbation osillatoire qui se développe dans la avité est antisymétrique.Les quatre modes-vitesse pris en ompte sont répartis sur la ligne de isaillement prinipal de112



Chapitre 6. In�uene du rapport de formel'éoulement, on�rmant l'importane de ette zone (f �6.1.2) dans la naissane de l'instabi-lité. Les deux premiers modes apturent les zones de �utuations de niveaux d'énergie inétique�utuante les plus élevés. Pour leur part, les deux suivants repèrent les zones �utuantes où leniveau d'énergie inétique �utuante est plus faible. A l'instar des oe�ients temporels (a1, a2) et
(a3, a4), les modes-vitesse apparaissent par paires, respetivement (σ1

V , σ2
V ) et (σ3

V , σ4
V ). A l'inté-rieur de haune de es paires, on note un déphasage spatial d'environ un quart de longueur d'onde

λ. Or, haque produit aiσ
i
V onstitue une onde stationnaire étant donné que ai(t) est une fontiontemporelle périodique et σi
V (x) une fontion uniquement spatiale. Par ailleurs, nous devons nousrappeler que la renontre de deux ondes stationnaires déphasées d'un quart de période dans letemps et l'espae forme une �traveling wave�. C'est préisément le senario présent entre les ondesstationnaires a1σ

1
V et a2σ

2
V : a1 et a2 sont déphasés de T/4 et σ1

V et σ2
V sont déphasés de λ/4. Ilapparaît ainsi une première �traveling wave� que nous appelons aussi struture spatio-temporelleou struture ohérente de vitesse que nous notons φ1(x, t). Une seonde apparaît également enonsidérant l'appariement des ondes stationnaires a3σ

3
V et a4σ

4
V . Nous pouvons ontinuer le mêmeappariement par paires ave les oe�ients et modes d'ordre plus élevé mais leur in�uene surl'éoulement osillatoire sera faible. On observe les mêmes onlusions pour les modes-température

σi
T (�g.6.19) et les oe�ients temporels bi(t) : on peut don proéder à des appariements iden-tiques et réer ainsi des strutures ohérentes de température notées ψm(x, t) en faisant intervenirles fontions spatiales σi

T et les oe�ients temporels bi(t). Les strutures ohérentes de vitesse
φm(x, t) et de température ψm(x, t) pour m = 1 et 2 sont don dé�nies par les relations suivantes :

φ1(x, t) =
2∑

i=1

ai(t)σ
i
V (x) (6.1)

φ2(x, t) =
4∑

i=3

ai(t)σ
i
V (x) (6.2)

ψ1(x, t) =
2∑

i=1

bi(t)σ
i
T (x) (6.3)

ψ2(x, t) =

4∑

i=3

bi(t)σ
i
T (x) (6.4)Conernant les apaités préditives, l'utilisation du ode AUTO (f. tab.6.3) donne des valeursde Grcedo

et f0edo
respetivement égales à 178325 et 61.87 e qui nous assure un pourentaged'erreur relative par rapport à la DNS inférieur à 1% pour es deux quantités. L'étude POD parla méthode-α a également été réalisée pour le même as de référene. L'emploi de AUTO (f.tab.6.3) sur le système dynamique réduit obtenu pour ette méthode nous donne de nouveau despourentages d'erreur relative sur Grc et f0 inférieurs à 1%. Dans e as A = 4 et à la di�érenedu as A = 2, les deux méthodes, méthode-α et méthode-VT, donnent des résultats pour Grc et

f0 très prohes et d'erreur relative de moins de 1% par rapport à la DNS.
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6.2. P.O.D. pour le rapport de forme A = 4
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Chapitre 6. In�uene du rapport de forme

(a) t = 0 (b) t = T/4

() t = T/2 (d) t = 3T/4Fig. 6.14 � Représentation dans le plan (Lv) des isolignes de la �utuation w′ de la vitesse surune période T obtenue par résolution sur des temps longs du système dynamique réduit onstruitpar la projetion sur MV = MT = 6 modes - méthode-VT - (A = 4, P r = 0, 026, Gr = 180000).
(a) ODE à t = T (b) DNS à t = TFig. 6.15 � Représentation dans le plan (Lv) des isolignes de la �utuation w′ de la vitesse à uninstant t = T obtenue par résolution sur des temps longs du système dynamique réduit onstruitpar la projetion sur MV = MT = 6 modes - méthode-VT - (a) et par DNS (b) (A = 4, P r =

0, 026, Gr = 180000).
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6.2. P.O.D. pour le rapport de forme A = 4
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Chapitre 6. In�uene du rapport de forme

(a) σ1
V dans (yz) (b) σ1

w dans (yz)

() σ2
V dans (yz) (d) σ2

w dans (yz)

(e) σ3
V dans (yz) (f) σ3

w dans (yz)

(g) σ4
V dans (yz) (h) σ4

w dans (yz)Fig. 6.17 � Représentation dans le plan (Lv) des quatre premiers modes-vitesse σi
V ainsi que desisolignes de σi

w - méthode-VT - (A = 4, P r = 0, 026, Gr = 180000).
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6.2. P.O.D. pour le rapport de forme A = 4

(a) σ1
V dans (xz) (b) σ2

V dans (xz)

() σ3
V dans (xz) (d) σ4

V dans (xz)Fig. 6.18 � Représentation dans le plan (Lh) des quatre premiers modes-vitesse σi
V - méthode-VT- (A = 4, P r = 0, 026, Gr = 180000).

(a) σ1
T dans (yz) (b) σ2

T dans (yz)

() σ3
T dans (yz) (d) σ4

T dans (yz)Fig. 6.19 � Représentation dans le plan (Lv) des quatre premiers modes-température σi
T - méthode-VT - (A = 4, P r = 0, 026, Gr = 180000).
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Chapitre 6. In�uene du rapport de forme6.3 E�ets du rapport de formeNous avons jusqu'ii présenté les résultats pour deux valeurs du rapport de forme A, à savoir
A = 2 et A = 4, en onsidérant la valeur du nombre de Prandtl Pr = 0.026. Une étude similaire aété réalisée pour huit autres valeurs de A omprises entre A = 1.5 et A = 10. Les résultats serontprésentés en distinguant trois atégories de rapport de forme : A ≤ 3, 4 ≤ A ≤ 6 atégorie diteintermédiaire et A ≥ 7 dite atégorie des grands rapports de forme. Ce regroupement en troisatégories est essentiellement basé sur une similarité du omportement du système au voisinagede la bifuration osillatoire. Nous tenons à insister sur le fait que nous ne présenterons pas ii uneétude détaillée de haque rapport de forme (à l'instar des as A = 2 et A = 4). Nous souligneronsles ressemblanes ou dissemblanes onstatées a�n de justi�er e lassement en trois atégories.D'un point de vue pratique, nous insisterons, lorsque ela se justi�e, sur la di�ulté et notammentles temps de alul souvent très longs que la simulation numérique direte requiert a�n de loaliserles seuils ritiques.6.3.1 Cavités ylindriques de rapport de forme modéré (A ≤ 3)Trois rapports de forme ont été étudiés pour de tels ylindres, à savoir A = 1.5, 2 et 3. Pourhaun des trois rapports de forme, le tableau 6.2 résume le maillage onsidéré par élément, lenombre total de points du maillage nsg et les brisures de symétrie relevées lors de l'apparition del'instabilité osillatoire (le symbole × indique que la symétrie onsidérée est brisée tandis que lesymbole ◦ indique qu'elle est onservée). Il indique de plus la valeur du seuil ritique Grc et lafréquene fondamentale f0 orrespondante obtenues par simulation numérique direte. Les para-mètres Grcedo

et f0edo
indiquent pour leur part la valeur du nombre de Grashof ritique Grc et lafréquene fondamentale f0 obtenues à partir du système dynamique lors de l'étude P.O.D. Pourette dernière étape, nous avons utilisé le logiiel AUTO (1997 ou 2000). De manière générale,'est-à-dire pour ette atégorie de ylindre mais aussi pour les deux suivantes, ette étude P.O.Dn'a pu être menée pour tous les rapports de forme onsidérés. Aussi, lorsqu'elle a été envisagée,nous relaterons les valeurs Grcedo

et f0edo
obtenues et lorsqu'elle n'a pas été réalisée, nous luiassoierons le symbole @.Pour A = 1.5, ompte tenu du grand on�nement de la avité, le seuil de transition doit se situerà une valeur du nombre de Grashof élevée. Des aluls préliminaires utilisant un maillage ompre-nant 9×9×17 points par élément (soit nsg = 13617) nous permettent de situer approximativementla valeur du seuil ritique aux alentours de Grc ∼ 900000. L'utilisation d'un maillage plus ra�né(9 × 9 × 27 points par élément soit nsg = 21627) permet d'obtenir la valeur du Grc = 930000.Le rapport de forme A = 3 se révèle un as omplexe, par ailleurs très sensible aux petites varia-tions de Gr dans le voisinage du seuil ritique. Pour Gr = 156300, l'éoulement est stationnaireet la symétrie Sa (et don Sc) est déjà brisée. Pour e rapport de forme, nous trouvons que labifuration de Hopf est préédée d'une bifuration stationnaire se manifestant à Grbs plus faible.Compte tenu des temps de aluls très longs, il ne nous a pas été possible de déterminer avepréision la valeur de Grbs ; nous pouvons toutefois l'enadrer par une valeur inférieure orres-pondant à un éoulement stationnaire présentant toutes les symétries du problème et une valeursupérieure où l'éoulement est stationnaire ave rupture de la symétrie Sa. Nous obtenons ainsi

155750 ≤ Grbs ≤ 156300. Le régime osillatoire appraraît pour Grc ∼ 156500.L'étude P.O.D par méthode-VT s'est révélée rihe en enseignements. Nous avons réalisé etteétude à partir de Gr0 = 160000 dont le signal est représenté sur la �gure 6.21. L'éoulement119



6.3. E�ets du rapport de formeprésente des osillations omplexes et il est néessaire de onsidérer pas moins de MV = 27modes-vitesse et MT = 26 modes-température pour apturer 99, 9997% de K et Θ. Outre la trèsbonne reprodution de l'éoulement à Gr = Gr0 et une reprodution orrete (allure globale dusignal et fréquene) pour Gr 6= Gr0 dans un prohe voisinage de Gr0, il est intéressant d'étudierle système d'EDO ave le logiiel AUTO a�n de mieux omprendre la dynamique du système auvoisinage du seuil. L'originalité de e test réside ii dans la prise en ompte d'un nombre élevé demodes-vitesse et température (MV + MT = 53) et nous permet don de tester le système dyna-mique pour un nombre élevé d'inonnues ai et bi. L'utilisation du logiiel AUTO nous permet detrouver une valeur du seuil ritique Grcedo
= 158873 e qui nous assure une di�érene relative parrapport à la DNS d'environ 1.5%. On obtient la même onlusion en omparant les fréquenesfondamentales f0 et f0edo

. En revanhe, à l'instar du as A = 4, le logiiel AUTO éhoue danssa tentative de déterminer le diagramme de bifuration total du système. Il parvient à déeler lanature sous-ritique de la bifuration de Hopf mais bute dans l'obtention de la branhe stable quiémerge d'un point tournant loalisé pour une valeur de Grashof Grtp < Grc. La modi�ation desdi�érents paramètres internes à AUTO par des valeurs moins ontraignantes mais toujours situéesdans l'intervalle des toléranes admises ; la onsidération d'un système dynamique de taille plusréduite (tout en véri�ant au préalable sa validité par reonstrution pour Gr = Gr0 et Gr 6= Gr0)n'ont pas permis l'obtention de meilleurs résultats. Toujours est-il que nous pouvons loaliser lavaleur du point tournant pour une valeur prohe de Grtp = 144500, région pour laquelle la ourbe
y = f(Gr) devient vertiale.En�n, nous soulignons le fait que même pour des systèmes dynamiques de grande taille omme ii,nous sommes parvenus, ave le logiiel AUTO, à obtenir ave une très bonne préision les valeursdes paramètres ritiques de l'instabilité osillatoire, à savoir son seuil ritique d'apparition Grc etsa fréquene fondamentale f0.6.3.2 Cavités ylindriques de rapport de forme intermédiaire (4 ≤ A ≤ 6)En e qui onerne les ylindres de rapports de forme intermédiaires, nous avons réalisé l'étudepour trois rapports de forme distints, à savoir A = 4, 5 et 6 (f tab.6.3).Pour A = 5, le seuil ritique de bifuration est loalisé à Grc = 275000. Les solutions stationnairesobservées pour Gr < Grc ne présentent pas de brisure de symétrie. De plus, la solution instation-naire obtenue pour Grc = 275000 n'est pas préédée par une solution stationnaire présentant debrisure de symétrie.Pour le as A = 6, nous obtenons Grc = 675000. La phase de roissane de l'instabilité osil-latoire est ii très lente e qui requiert un temps de alul souvent très long avant que la phasede roissane de l'instabilité ne se stabilise. Pour ordre d'idée, l'obtention d'un signal osillatoired'amplitude onstante pour e as préis a requis pas moins de 40 jours de alul sur le alu-lateur IBM SP3 du Cines... L'obtention d'un seuil ritique se révèle don souvent une entreprisetrès oûteuse en ressoures informatiques et notamment en temps de alul. Il n'est pas rare quel'obtention d'un seuil ritique pour un rapport de forme donné A dans de telles on�gurationstridimensionnelles puisse ainsi néessiter plusieurs mois de aluls.Conernant la POD, son étude a été également réalisée pour A = 5. On souligne de nouveau labonne orrespondane entre valeurs trouvées par la DNS et la POD (plus exatement l'utilisationdu logiiel AUTO basé sur le système d'EDO obtenu par POD). Par ailleurs, nous relevons que laméthode-VT a permis d'obtenir des résultats plus prohes de eux de la DNS que eux obtenus120



Chapitre 6. In�uene du rapport de formepar la méthode-α.6.3.3 Cavités ylindriques de grand rapport de forme (7 ≤ A ≤ 10)Dans ette atégorie de rapport de forme, nous avons onsidéré quatre rapports de forme àsavoir A = 7, 8, 9 et 10. Les résultats de l'étude sont résumés dans le tableau 6.4. L'analyse rapidede es résultats montre que malgré la valeur relativement élevée du nombre Grc en omparaisonave elle des rapports de forme A = 4, 5 et 6, la valeur de la fréquene fondamentale est beauoupplus faible. Dans ette atégorie de rapport de forme (7 ≤ A ≤ 10), on observe désormais unedéroissane de la valeur du seuil ritique lorsque A augmente. La �gure 6.20 présente les valeursde Grc en fontion du rapport de forme dans la plage 1.5 ≤ A ≤ 10. Elle montre trois omporte-ments distints : A ≤ 3 où la valeur de Grc déroît rapidement, 3 ≤ A ≤ 8 où la valeur de Grcroît mais pas de façon monotone puis une dernière partie A ≥ 8 où Grc déroît de façon monotone.Remarque 3 : Il est important de souligner qu'avant de statuer sur la nature stationnaireou instationnaire d'un éoulement, il est néessaire de bien attendre que le résidu des alulssoit le plus petit possible. En e�et, et ela fut renontré à plusieurs reprises (notamment pour
(Pr = 0.026, A = 10) et les as ultérieurs (Pr = 0.055, A = 4) et (Pr = 0.075, A = 4)), lesaluls transitoires peuvent s'a�her pendant longtemps omme tendant vers un éoulement sta-tionnaire (auquel as le résidu de la DNS tendait vers 10−6) puis très lentement e résidu se metà augmenter jusqu'à e que l'éoulement manifeste �nalement un aratère instationnaire. Nousavons renontré de tels senarii pour lesquels e faux-semblant d'éoulement stationnaire a pudurer plus de dix jours de alul, malgré l'introdution de perturbation, avant que ne se délenhel'instabilité osillatoire.Par ailleurs, on remarque que le rapport de forme A = 7 se situe à la frontière où deux typesd'instabilités de fréquene di�érente dominent. A�n de mieux omprendre la nature de l'insta-bilité pour la valeur A = 7, nous avons réalisé les aluls suivants. Nous partons d'une solutionosillatoire obtenue pour Gr = 900000 à partir d'une solution initiale nulle. Pour Gr = 800000,on observe alors un omportement très partiulier re�été sur la �gure 6.22 : on obtient une pre-mière partie de signal à fréquene élevée puis au ours du temps, e signal transitionne vers unsignal à basse fréquene aratéristique des grands rapports de forme. Il semble don que pour
Gr = 800000, on ait deux branhes osillatoires di�érentes voisines : une à haute fréquene etl'autre à basse fréquene. Si l'on parourt ette nouvelle branhe à basse fréquene, nous arrivons�nalement à situer le seuil ritique de l'instabilité osillatoire aux environs de Grc ∼ 775000. Lalongueur des aluls ne nous a pas permis pas ontre de statuer sur la sous-ritiité ou sur-ritiitéde la bifuration de Hopf renontrée. L'instabilité du as A = 7 s'a�he don plut�t ommeune instabilité typique des éoulements à basse fréquene présents pour les avités allongées maisl'étude de e as manifeste également l'existene d'une autre branhe osillatoire voisine de fré-quene élevée.Finalement, l'instabilité osillatoire présente pour le as A = 10 se aratérise, omme pour le as
A = 6, par une absene de brisure de symétrie. Si l'on se plae dans le plan horizontal Lh, l'éou-lement se partage en deux parties symétriques l'une de l'autre par rapport à Ht. Les osillationsde haune de es deux parties se manifestent de part et d'autre de l'axe Ht par un mouvementd'ensemble en phase ave son homologue symétrique.121



6.3. E�ets du rapport de forme
Conlusion 1 L'évolution du nombre de Grashof ritique Grc en fontion du rapport de forme
A pour Pr = 0.026 ne suit don pas une allure déroissante et monotone omme pourrait lelaisser penser à première vue un on�nement moindre. En e�et, en augmentant A de 1.5 à 3,le seuil présente une déroissane prononée avant d'augmenter fortement jusqu à A = 8 et de�nalement déroître pour des valeurs de A plus élevées. De plus, nous obtenons pour les grandsrapports de forme une fréquene fondamentale faible au regard de elle obtenue pour les avitésde rapport de forme modéré (à l'exeption de A = 3) et intermédiaire. Le on�nement est donloin d'être le seul fateur in�uant dans l'apparition de l'instabilité et les méanismes de transitionsous-jaents semblent omplexes. A�n de tenter de les éluider, l'emploi de l'analyse énergétiquedans le hapitre suivant semblera à e stade néessaire. Nous tenons à insister sur le fait qu'auvu de la somme et de l'ampleur des DNS réalisées pour l'obtention de la �ourbe� Grc = f(A),nous avons pu mettre en évidene, de manière un peu �naturaliste�, les traits majeurs des in-stabilités osillatoires renontrés. Une présentation enore plus détaillée pour haque rapport deforme néessiterait des développements et parfois aussi des aluls supplémentaires (pour statuerpar exemple sur la ritiité de la bifuration de Hopf pour ertains grands rapports de forme,notamment A = 7).Pour sa part, la P.O.D onstitue un outil omplémentaire à la DNS. En premier lieu, elle permetune détermination préise des modes dominants onstituant la partie �utuante de l'éoulement.Par ailleurs, dans une plage autour du as de référene Gr0, elle permet une reprodution �dèle(pour Gr 6= Gr0) de l'éoulement si l'on s'attahe préalablement à onstruire un système dyna-mique �able et robuste. En�n, le système ODE réduit, qu'on peut obtenir à partir de la POD,permet d'obtenir rapidement les paramètres ritiques de l'instabilité osillatoire tels que le seuil
Grc et la fréquene qui lui est assoiée f0. Ainsi, nous pourrons, après avoir préalablement repérépar DNS un intervalle du nombre de Grashof Gr dont la borne inférieure Grstat équivaut à unéoulement stationnaire et la borne supérieure Grosc à un éoulement instationnaire, appliquer laPOD au as Gr0 = Grosc et déterminer ainsi Grc et f0. La POD agit, dans e sens, omme un�éonomisateur� substantiel de DNS et proure un gain onséquent de temps. En�n, dans notreon�guration, l'obtention du diagramme omplet de bifuration onstitue une de limites de laPOD ar nous nous heurtons dans e as à une trop grande sensibilité des EDO que nous nepouvons à l'heure atuelle résoudre.
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Chapitre 6. In�uene du rapport de formeRapport de forme A

A = 1.5 A = 2 A = 3

(nx + 1) × (ny + 1) × (nz + 1) 9 × 9 × 27 9 × 9 × 27 9 × 9 × 43

nsg 21627 21627 34443

Sp ◦ ◦ ◦
Sa × × ×
Sc × × ×
Grc 930000 234000 156500

f0 145.7 69.7 5.12

Grcedo
(méthode-VT) @ 235625 158873

f0edo
( � ) @ 70.01 5.23

Grcedo
(méthode-α) @ 239253 157470

f0edo
( � ) @ 73.4 5.45Tab. 6.2 � Nombre de points (nx+1)×(ny+1)×(nz+1) par élément, nombre total nsg de points dumaillage, brisure des symétries (× :brisure ◦ :onservation), valeur du nombre de Grashof ritique

Grc et fréquene fondamentale f0 pour les ylindres de rapport de forme modéré. Grcedo
et f0edoreprésentent respetivement le Grashof ritique et la fréquene fondamentale trouvées par la PODen utilisant le logiiel AUTO (suivi de bifuration). Le symbole @ spéi�e que l'étude POD n'a pasété réalisée pour le rapport de forme orrespondant. Rapport de forme A

A = 4 A = 5 A = 6

(nx + 1) × (ny + 1) × (nz + 1) 9 × 9 × 43 9 × 9 × 49 9 × 9 × 49

nsg 34443 39249 39249

Sp ◦ ◦ ◦
Sa × × ◦
Sc × × ◦
Grc 179700 275000 675000

f0 62.25 101.1 436.7

Grcedo
(méthode-VT) 178325 269179 @

f0edo
( � ) 61.87 105.3 @

Grcedo
(méthode-α) 180174 @ @

f0edo
( � ) 61.67 @ @Tab. 6.3 � Même tableau que tab.6.2 mais pour les ylindres de rapport de forme intermédiaire.
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6.3. E�ets du rapport de forme Rapport de forme A

A = 7 A = 8 A = 9 A = 10

(nx + 1) × (ny + 1) × (nz + 1) 9 × 9 × 51 9 × 9 × 55 9 × 9 × 59 9 × 9 × 61

nsg 40851 44055 47259 48861

Sp ◦ ◦ ◦ ◦
Sa × × × ◦
Sc × × × ◦
Grc 775000 925000 875000 ∼ 845000

f0 10.3 2.3 11.4 15.38

Grcedo
(méthode-VT) @ @ @ 859959

f0edo
( � ) @ @ @ 16.76Tab. 6.4 � Même tableau que tab.6.2 mais pour les ylindres de grand rapport de forme.
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Chapitre 6. In�uene du rapport de forme
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7 Détermination de l'originede l'instabilité
A�n de déterminer les méanismes sous-jaents au délenhement des instabili-tés, nous développons dans e hapitre une étude par analyse énergétique. Lesanalyses montrent que l'instabilité osillatoire est une instabilité de isaille-ment mais qu'elle adopte des shémas di�érents suivant la valeur du rapportde forme A.7.1 Equations de Orr-Reynolds7.1.1 Termes produtifs et termes dissipatifsA�n de mieux omprendre les méanismes physiques responsables de la transition vers les éou-lements osillatoires, il est souvent intéressant de aluler le bilan de l'énergie inétique �utuanteet de voir quelles ontributions tendent à stabiliser ou déstabiliser l'éoulement stationnaire.Soient ui et T les valeurs moyennes et u′

i , T
′ les �utuations pour respetivement les omposantesde la vitesse et la température. On obtient ui = ui + u′

i et T = T + T ′. Le taux de variation del'énergie inétique totale �utuante K est obtenu en multipliant l'équation de Navier-Stokes 1.36par u′
i suivi de l'intégration sur le volume Ω du ylindre. En tenant ompte des onditions auxlimites, l'équation d'énergie de Orr-Reynolds obtenue s'érit de la manière suivante :
∂K

∂t
=

∫

Ω

1

2

∂u′
i
2

∂t
dΩ =

∫

Ω
−
√

Gru′
iu

′
j

∂ui

∂xj
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−(
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)2 dΩ
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∫
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√
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iT
′ ~ey dΩ

︸ ︷︷ ︸
Ecbuoy

(7.1)D'une façon similaire, en multipliant l'équation de la haleur 1.34 par T
′ et en intégrant sur levolume Ω du ylindre, nous obtenons le taux de variation de l'énergie thermique �utuante ∂Θ

∂t :
∂Θ

∂t
=

∫

Ω

1

2

∂T ′2

∂t
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∫

Ω
−
√

GrT ′u′
j

∂T

∂xj
dΩ

︸ ︷︷ ︸
Etpf

−
∫

Ω

1

Pr
(
∂T

′

∂xj
)2 dΩ

︸ ︷︷ ︸
Etd

(7.2)Nous pouvons noter que le taux de variation de l'énergie inétique �utuante omporte troistermes Ecpf , Ecdv et Ecbuoy qui représentent respetivement : la prodution par le isaillement duhamp moyen, la dissipation visqueuse et la ontribution de la poussée d'Arhimède. Ce dernierteme se trouve être dissipatif pour tous les rapports de forme étudiés. Le taux de variation del'énergie thermique �utuante ∂Θ
∂t a seulement deux termes Etpf et Etd symbolisant respetivement



7.1. Equations de Orr-Reynoldsla prodution par le transport des gradients de température moyenne et la dissipation par les e�etsde ondution. Pour tous les rapports de forme étudiés, une rapide omparaison des valeurs de ∂K
∂tet ∂Θ

∂t (�g.7.2 pour A = 4) tend à montrer que la prinipale prodution d'énergie �utuante estdue aux e�ets hydrodynamiques. De e fait, dans notre analyse de la transition de l'éoulement,nous nous onentrons plus sur la ontribution de l'énergie inétique �utuante. Par ailleurs,étant donné que tous les signaux sont périodiques temporellement, nous dé�nissons des valeursmoyennées sur une période et les normalisons par la prodution totale moyennée (sur une périodeégalement) due au isaillement Im dé�nie par :
Im =< Ecpf > . (7.3)Cependant, vu le fait que le taux de variation moyenné de l'énergie inétique �utuante < ∂K

∂t >est égal à zéro, Im est aussi égal à |D1 + D2| ave D1 et D2 dé�nis par :
D1 =< Ecdv >, D2 =< Ecbuoy > . (7.4)On notera dans la suite D1m et D2m les valeurs normalisées respetivement de D1 et D2. Dans equi suit, parmi les neuf omposantes de Im, nous noterons I1m , I2m et I3m les ontributions reliéesà la omposante prinipale de l'éoulement w. I1m , I2m et I3m ainsi que leur valeur temporelleinstantanée respetive I1, I2 et I3 sont don dé�nies par :

I1m=< I1 >= <

∫

Ω
−
√

Grw′u′∂w

∂x
dΩ > , I2m=< I2 >=<

∫

Ω
−
√

Grw′v′
∂w

∂y
dΩ > (7.5)

I3m=< I3 >=<

∫

Ω
−
√

Grw′w′∂w

∂z
dΩ > (7.6)De même, si l'on a a�aire à la omposante vertiale de l'éoulement v, nous lui assoions lesontributions IIim et si l'on traite de u, nous lui assoions similairement IIIim . IIim et IIIim ainsique leur valeur instantanée respetive IIi et IIIi sont don dé�nies par :

IIim =< IIi >=<

∫

Ω
−
√

Grv′u′
i

∂v

∂xi
dΩ > ave i = 1, 2, 3 (7.7)

IIIim =< IIIi >=<

∫

Ω
−
√

Gru′u′
i

∂u

∂xi
dΩ > ave i = 1, 2, 3 (7.8)7.1.2 Méanisme de prodution d'énergie inétique �utuanteNous tenons ii à justi�er de manière simple l'appellation de terme de prodution donnée auterme Ecpf . Nous allons onsidérer pour ela un exemple simple d'éoulement isaillé omme onpeut en renontrer dans notre étude.Penhons-nous sur e as (�g.7.1) en onsidérant un point de �te y0 de l'éoulement où U = U(y0).On suppose qu'à l'instant t, un volume de �uide en provenane d'une région y > y0 passe en epoint. Ce volume de �uide, en raison du pro�l de vitesse moyenne U(y), présente une très forteprobabilité de �survitesse� vis-à-vis de U(y0). Ainsi, le passage en y0 d'un tel paquet se traduitpar des �utuations de vitesse v′ et w′ négatives. La orrélation w′v′ est alors positive. Multipliéepar un gradient de vitesse ∂U

∂y = ∂w
∂y négatif (attention à l'orientation des axes) et un oe�ient

−VI négatif, le terme −VIw
′v′ ∂w

∂y est positif et on�rme son quali�atif de terme produtif. Par128



Chapitre 7. Détermination de l'origine de l'instabilitéun raisonnement symétrique, si l'on onsidère un paquet de �uide venant d'une région y < y0, onaboutit à une orrélation w′v′ toujours positive et le terme −VIw
′v′ ∂w

∂y reste positif et partiipedon à l'aroissement de l'énergie inétique de �utuation. En onséquene, le terme Ecpf , dontla prinipale ontribution, (sous forme shématique omme ii évoquée) est −VIw
′v′ ∂w

∂y est positif.Il produit don de l'énergie inétique �utuante K et se révèle déstabilisant pour l'éoulement.
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O’’ O’’Fig. 7.1 � Shéma sur la statistique du produit v′w′ de l'éoulement pour un éoulement isaillé.
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7.2. Naissane de l'instabilité osillatoire7.2 Naissane de l'instabilité osillatoireL'examen des valeurs des di�érentes ontributions au bilan de l'énergie inétique �utuante,résumée dans le tableau 7.1 pour trois valeurs de A, montre que l'e�et déstabilisant est prinipa-lement produit par les termes de isaillement dus à la omposante de la vitesse w. La ontributiondes trois termes à la prodution totale est supérieure à 93%, alors que les termes relatifs auxdeux autres omposantes u et v n'ont que de faibles ontributions. Dans le même ordre d'idée,la plupart de la dissipation de l'énergie inétique �utuante est due au terme visqueux D1m aveependant une ontribution roissante du terme de la poussée d'Arhimède ave l'augmentationdu rapport de forme A. Les in�uenes respetives de I1m , I2m et I3m sont plut�t omplexes. I2m ,relié au gradient vertial de w, est généralement le prinipal terme déstabilisant, sauf pour A = 4où il est supplanté par I3m . Il est intéressant de noter que I3m peut avoir un e�et stabilisant oudéstabilsant suivant la valeur du rapport de forme : il est légèrement négatif et don légèrementstabilisant pour A = 2 et A = 10, alors qu'il se révèle positif et don déstabilisant pour A = 4.Conernant I1m , il est toujours déstabilisant et son e�et se trouve arû lorsque la valeur de Aaugmente. Rapport de forme A

A = 2 A = 4 A = 10

I1m 0.07246 0.14072 0.37065
I2m 0.89761 0.34473 0.67082
I3m -0.03909 0.48216 -0.09538
I1m + I2m + I3m 0.93098 0.96761 0.94609
D1m -0.93782 -0.92786 -0.83243
D2m -0.06217 -0.07209 -0.16756Tab. 7.1 � Prinipales ontributions moyennées au bilan de l'énergie inétique �utuante : I1m,

I2m et I3m, ontributions du isaillement reliées respetivement à ∂w/∂x, ∂w/∂y et ∂w/∂z ; D1met D2m, ontributions dissipatives reliées respetivement aux e�ets visqueux et à la poussée d'Ar-himède.Nous déomposerons maintenant les prinipaux termes I2m et I3m en deux fateurs, l'un reliéaux hamps �utuants et l'autre au isaillement de l'éoulement moyen, et nous quanti�erons leurin�uene respetive. Dans e but, nous érivons :
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.(7.10)Notons que S21, S22, S31 et S32 ne sont pas moyennées dans l'espae et dépendent don desoordonnées x, y et z. Nous pouvons nous attendre à e que les fortes valeurs de I2m et I3m soientloalisées dans les endroits où les quantités Si1 et Si2 (i = 2, 3) ont des valeurs élevées mais aussi130



Chapitre 7. Détermination de l'origine de l'instabilitéspatialement orrélées. La représentation graphique de haune de es quantités va nous montrerle aratère tridimensionnel omplexe de la struture de l'éoulement.7.2.1 Cas A = 4L'analyse pour e as est donné sur la �gure 7.4. Sur la �gure 7.4(a), nous avons premièrementreprésenté les termes S31 (isosurfae olorée) et S32 (�meshed� isosurfae) qui se rapportent auterme de isaillement I3m . A�n que I3m ait une ontribution non nulle, S31 et S32 doivent êtrespatialement orrélés. C'est le as ii (dans la partie entrale de la avité) et ainsi, même si S32(terme de gradient) n'est pas fortement négatif ((S32)plot = −0.35742), S31 (terme des �utuations)est aussi négatif ((S31)plot = −0.10174) et la bonne orrélation donne �nalement une in�uenedéstabilisante assez forte pour I3m . Cei est on�rmé par l'isosurfae positive représentée pour S3(produit de S31 par S32) sur la �gure 7.4().Une approhe identique est adoptée pour le terme de isaillement I2m sur la �gure 7.4(b). S22(terme de gradient) est représenté par une �meshed� isosurfae ((S22)plot = −7.91522). Pour leurpart, deux types d'isosurfaes de S21 (terme des �utuations) sont également représentées. Uneisosurfae positive ((S21)plotp = 0.02402) se situe au entre de la avité alors que deux isosurfaesnégatives ((S21)plotn = −0.03965) sont loalisées à mi-hemin entre le entre et les extrémitésdu ylindre. Le fait que les domaines où (S22)plot et (S21)plotn se trouvent intersetés induit uneisosurfae positive pour S2 (�gure.7.4()) indiquant une zone de prodution d'énergie inétique�utuante. De la même façon, (S22)plot et (S21)plotp onduisent à une isosurfae négative pour
S2 (�gure.7.4()) indiquant une zone de dissipation d'énergie inétique �utuante. L'e�et globalde es zones stabilisante et déstabilisante orrespond à une ontribution déstabilisante pour I2m ,mais qui est inférieure à la ontribution déstabilisante de I3m .La prinipale déstabilisation de l'éoulement pour le rapport de forme A = 4 est ainsi due autransport du gradient ∂w

∂z par le produit de �utuations −√
Gr w′ w′. L'importane de e terme I3mpour A = 4 est tout d'abord onnetée à l'existene d'un gradient ∂w

∂z dans le entre de la avité. Cegradient provient du fait que les éoulements provenant des extrémités du ylindre (de l'extrémitéhaude dans la partie supérieure et de l'extrémité froide dans la partie inférieure) interagissentdans le entre de la avité (e ne serait pas le as si l'éoulement était parallèle). Cependant, lapartie du gradient restant petite dans I3m omparée à elle dans I2m , la prépondérane de I3m sur
I2m est reliée à la ontribution beauoup plus forte de la partie �utuante S31 omparée à S21.En réalité, S31 basée sur le produit −w′ w′ a un signe uniformément négatif tandis que S21 baséesur −v′ w′ peut avoir un signe positif ou négatif. Par ailleurs, les �utuations v′ sont petites enomparaison des �utuations w′.7.2.2 Cas A = 2L'analyse pour e as est donnée sur la �gure 7.5. On se penhe tout d'abord sur les termes
S31 et S32 représentés sur la �gure 7.5(a). Dans la région de valeurs signi�atives (négatives) de
S31 (partie des �utuations, �meshed� isosurfae), deux isosurfaes de S32 (partie du gradient,isosurfaes olorées) de signe opposé interagissent ave S31. On obtient ainsi di�érents domainesde signe opposé pour S3 omme ela peut être vu au travers de deux isosurfaes signi�ativesde S3 représentées sur la �gure 7.5(). La ontribution globale sur le domaine tout entier est�nalement négative onduisant à un e�et stabilisant de I3m . Conernant I2m , nous pouvons voirsur la �gure 7.5(b) une isosurfae S22 négative (�meshed� isosurfae) interagissant fortement ave131



7.2. Naissane de l'instabilité osillatoireune isosurfae S21 négative (isosurfae bleue). L'autre isosurfae S21, positive, n'interagit pas ave
S22. Il en résulte �nalement que la ontribution globale de I2m est positive et don déstabilisante.L'instabilté osillatoire est don pour A = 2 prinipalement due au isaillement habituel ∂w

∂y àtravers la réation de perturbations le long de la surfae séparant les éoulements supérieur etinférieur de sens opposé.7.2.3 Cas A = 10Pour A = 10, S32 est signi�atif uniquement dans des domaines situés au prohe voisinagedes extrémités de la avité et l'interation ave S31 ne s'e�etue que pour des valeurs positives de
S32 (�g.7.6()). Cela onduit à une ontribution globalement stabilisante de I3m . Conernant I2m(�g.7.6(a) et 7.6(b)), à la di�érene des as A = 2 et A = 4, la région de isaillement prinipal ∂w

∂yn'est pas dans le plan Lv mais s'est déplaée de part et d'autre de e plan. Néanmoins, l'apparitiondes perturbations dans ette région de fort isaillement est, à l'instar du as A = 2, à l'origine del'instabilité.7.2.4 E�ets du rapport de forme dans la naissane de l'instabilitéLa �gure 7.3 re�ète l'évolution des di�érentes ontributions I1m ,I2m et I3m de I dans la pro-dution d'énergie inétique �utuante suivant le rapport de forme A pour Pr = 0.026. On relèveque I1m est toujours déstabilisant mais ne s'a�he jamais omme le fateur déstabilisant prini-pal. Pour sa part, I2m est toujours déstabilisant et se révèle omme le fateur le plus déstabilisantpour l'ensemble des rapports de forme étudiés à l'exeption de A = 4 et A = 5. On a alors a�aireà une instabilité de isaillement habituel. Par ontre, pour A = 4 et A = 5, I3m est le fateurle plus déstabilisant et l'on a a�aire à une instabilité de isaillement que l'on peut quali�er de�ompression�. Pour les autres rapports de forme, I3m n'est que peu déstabilisant et voire mêmestabilisant pour plusieurs rapports de forme.
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Chapitre 7. Détermination de l'origine de l'instabilité
∂K

∂t

EbuoyEdvEpf
tempsamplitude 1.181.171.161.151.141.131.121.111.1

0.10.080.060.040.020-0.02-0.04-0.06-0.08 (a)
∂Θ

∂t

EtdEtpf
tempsamplitude 1.181.171.161.151.141.131.121.111.1

0.0080.0060.0040.0020-0.002-0.004-0.006-0.008 (b)Fig. 7.2 � Évolution temporelle du taux d'énergie inétique �utuante ∂K
∂t (�g.(7.2(a))) et dutaux d'énergie thermique �utuante ∂Θ

∂t (�g.(7.2(b))) ainsi que de leurs di�érentes ontributions
(A = 4, P r = 0.026, Gr = 1.8.105).

I3m

I2m

I1m

rapport de forme A
amplitude

1098765432

21.510.50-0.5-1Fig. 7.3 � Évolution et ontribution des trois omposantes I1m,I2m et I3m de I dans la produtiond'énergie inétique �utuante suivant le rapport de forme A pour Pr = 0.026.
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7.2. Naissane de l'instabilité osillatoire
(a) isosurfaes de < −

√

Grw′w′ > (< 0) et ∂w
∂z

(< 0, �meshed�isosurfae)
(b) isosurfaes de < −

√

Grw′v′ > (< 0 et > 0) et ∂w
∂y

(<
0,�meshed� isosurfae)
() superposition des isosurfaes résultantes < −

√

Grw′v′ ∂w
∂y

>(< 0 et > 0) et < −

√

Grw′w′ ∂w
∂z

> (> 0, �meshed� isosurfae)Fig. 7.4 � Isosurfaes représentatives respetivement des termes < −
√

Grw′w′ >,∂w
∂z ; <

−
√

Grw′v′ >,∂w
∂y ; < −

√
Grw′v′ ∂w

∂y > et < −
√

Grw′w′ ∂w
∂z > (A = 4, P r = 0.026, Gr = 180000).
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Chapitre 7. Détermination de l'origine de l'instabilité

(a) isosurfaes de < −

√

Grw′w′ > (< 0, �meshed�isosurfae) et ∂w
∂z

(< 0 et > 0)

(b) isosurfaes de < −

√

Grw′v′ > (< 0 et > 0) et ∂w
∂y(< 0, �meshed� isosurfae)

() superposition des isosurfaes résultantes
< −

√

Grw′v′ ∂w
∂y

> (> 0, �meshed� isosurfae)et < −

√

Grw′w′ ∂w
∂z

> (< 0 et > 0)Fig. 7.5 � Isosurfaes représentatives respetivement des termes < −
√

Grw′v′ >,∂w
∂y ; <

−
√

Grw′w′ >,∂w
∂z ; < −

√
Grw′v′ ∂w

∂y > et < −
√

Grw′w′ ∂w
∂z > (A = 2, P r = 0.026, Gr = 236000).
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7.2. Naissane de l'instabilité osillatoire

(a) isosurfaes de < −

√

Grw′v′ > (< 0 et > 0) et ∂w
∂y

(< 0,�meshed� isosurfae)

(b)
() isosurfaes de < −

√

Grw′w′ > (< 0) et ∂w
∂z

(> 0, �meshed� isosurfae)Fig. 7.6 � Isosurfaes représentatives respetivement des termes < −
√

Grw′v′ >,∂w
∂y ;(�g.7.6(a) et�g.7.6(b) vue sous un autre angle) ;< −

√
Grw′w′ >,∂w

∂z ; (A = 10, P r = 0.026, Gr = 850000).
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8 In�uene du nombre dePrandtl
L'étude par D.N.S, P.O.D. et analyse énergétique s'est antonnée jusqu'àprésent aux éoulements d'un �uide aratérisé par un nombre de Prandtl
Pr = 0.026 dans des avités de rapport de forme di�érents. Nous envisageonsdésormais l'in�uene du nombre de Prandtl Pr. Tout d'abord, nous étudionsl'éoulement pour Pr = 0 où les e�ets thermiques sont totalement absents.Ensuite, nous nous penhons sur les as Pr = 0.055 et Pr = 0.075 où lese�ets thermiques jouent désormais un r�le majeur au travers de l'existene deouhes limites thermiques au niveau des extrémités du ylindre.8.1 Étude du as Pr = 0Nous avons vu, à l'aide de l'équation (1.24), que le nombre de Prandtl Pr représente le rapportdes temps τdiff T /τdiff~v où τdiff T = L2

κ et τdiff~v = L2

ν sont respetivement les temps aratéris-tiques de di�usion des �utuations de température et de vitesse sur une longueur aratéristiquede l'éoulement notée L. Ainsi, en onsidérant le as limite où la di�usivité thermique est in�nie,on obtient un temps aratéristique de di�usion de la haleur τdiff T qui tend vers zéro (et ainsi
Pr ≈ 0). Physiquement, ela veut dire que la moindre perturbation θ de température est instan-tanément di�usée et le transport de haleur par onvetion est par onséquent absent. Si nousonsidérons l'équation de la haleur (1.34) en prenant Pr = 0, ela se traduit dans l'équation deNavier-Stokes (1.36) par une valeur onstante dans le temps (mais pas dans l'espae) du terme depoussée d'Arhimède. Les équations de Navier-Stokes et de l'énergie deviennent alors déouplées.8.1.1 Éoulement stationnaireLe rapport de forme étudié est A = 3 et le maillage onsidéré omporte 9 × 9 × 43 pointspour haun des douze éléments de la avité ylindrique (soit nsg = 34443). Pour Gr = 76000,l'éoulement obtenu est stationnaire et possède les trois symétries du problème, à savoir (Sp),
(Sa) et (Sc). Les �gures 8.1(a) et 8.1(b) représentent l'éoulement dans les plans Lv et Lh. Enomparaison des résultats obtenus pour Pr = 0.026 et un rapport de forme identique, on note toutd'abord la faiblesse de l'intensité de l'éoulement dans sa partie entrale. Les vortex seondairesque l'on pouvait observer dans la région située à mi-distane entre le entre de la avité et lesextrémités du ylindre ont quasiment disparu ; leur interation ave la ellule prinipale est trèsfaible d'où la faible inlinaison de l'éoulement. Seules subsistent les reirulations au niveau desextrémités du ylindre dont l'intensité est non négligeable.



8.1. Étude du as Pr = 0L'appliation de la méthode du Moment Angulaire Normé (M.A.N.) à et éoulement stationnaireon�rme ette observation. Nous visualisons sur la �gure 8.2 les isosurfaes de deux valeurs op-posées de la omposante prinipale Γz de ~Γ, en hoisissant pour les isosurfaes de Γz des valeursprohes de ses extrema. La vortiité de l'éoulement se révèle désormais très faible dans la zoneentrale du ylindre et les vortex prinipaux se loalisent au voisinage des extrémités de la avité.En�n, on note l'importane grandissante des reirulations au niveau même des extrémités.
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Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtl

(a) Vyz (b) VxzFig. 8.1 � Champs de vitesse Vyz (�g.8.1(a)) et Vxz (�g.8.1(b)) de l'éoulement stationnaire obtenupour A = 3, Gr = 76000, P r = 0.
a)

c)b)Fig. 8.2 � Représentation du hamp total de vitesse ~v et de la omposante Γz de Γ dans les plan
z1 = 0.75 et z2 = 2.25 et de deux isosurfaes de Γz (A = 3, P r = 0, Gr = 76000)
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8.1. Étude du as Pr = 08.1.2 Éoulement instationnaireLe premier objetif se situe dans la loalisation du seuil ritique Grc à partir duquel l'éoule-ment manifeste un omportement osillatoire. A l'instar du as (A = 4, P r = 0.026), nous optonsd'enadrer la valeur de Grc par une limite inférieure orrespondant à un éoulement stationnaireet une limite supérieure orrespondant à un éoulement instationnaire. Les aluls se révèlent trèslongs avant de pouvoir remarquer l'émergene ou non d'un régime osillatoire. A�n d'aélérerla transition vers l'instationnarité, nous perturbons les aluls par une solution stationnaire. Lavaleur à partir de laquelle naît l'instabilité se situe à Gr = Grc = 95000. L'évolution temporelle dela omposante w de la vitesse au point x1 (�g.8.3) du maillage pour Grc symbolise parfaitementla roissane très lente de l'instabilité osillatoire pour Pr = 0. Ainsi, à titre d'exemple, pourun maillage de 34443 points et un pas de temps dt = 10−5, le temps de alul pour 1 < t < 6est de 25 jours sur un IBM SP3 du Cines. Le temps de alul global est d'environ 40 jours pourl'ensemble de la �gure 8.3, temps au bout duquel le régime osillatoire présente une saturation deson amplitude. La fréquene fondamentale de l'osillation est de f0 = 33.2.La perturbation du système par des solutions osillatoires ne permet pas de trouver des solutionsinstationnaires pour Gr < Grc : la bifuration de Hopf pour (Pr = 0, A = 3) est surritique.Au vu de la �gure 8.4 représentant l'evolution temporelle du hamp de vitesse Vxz et �utuant
Vxz

′ au ours d'une période T , on relève que ette bifuration de Hopf s'aompagne de la bri-sure de la symétrie Sp et don Sc mais onserve Sa. De ette manière, dans le plan horizontal
(Lh), e phénomène se manifeste par une osillation de l'éoulement de part et d'autre du planmédian vertial (Lv). A la di�érene par exemple des as (A = 4, P r = 0.026, Gr = 180000) ou
(A = 2, P r = 0.026, Gr = 236000) où l'osillation se aratérise par une faible intensité, le asprésent manifeste une osillation de forte amplitude. A�n d'illuster ette brisure de symétrie, ilsemble également intéressant de nous penher sur l'évolution de la omposante u de la vitesseainsi que de ses �utuations u′ le long de l'axe (O′x) et (Oz) (�g.8.5). Le long de l'axe (O′x),on onstate en e�et que pour deux points symétriques de part et d'autre du entre de la avité,les valeurs de u ne sont pas opposées à un instant donné. La symétrie Sc est don brisée et dee fait Sp. Par ailleurs, le long de l'axe (Oz), on onstate qu'à tout instant, la valeur de u estsuperposable à sa �utuation. On en déduit que la valeur moyenne u est nulle sur l'axe (Oz) : le�uide osille de part et d'autre de et axe.L'allure de la omposante v le long de l'axe (Oz) (�g.8.6(a)) montre une di�érene singulièrevis-à-vis du as équivalent pour Pr = 0.026. En e�et, on onstate la présene d'un seul point del'axe (Oz), en l'ourene le entre de la avité, à omposante v nulle. Cela on�rme le fait qu'iln'y a pas de vortex seondaires venant interagir ave la ellule prinipale de Hadley.Contrairement au as Pr = 0.026 pour les rapports de forme ompris entre 1.5 et 6 où le plan (Lv)onstitue le lieu géométrique prinipal où se développe l'instabilité osillatoire, le as présent, depar la brisure de symétrie de (Lv) semble indiquer un senario tout autre. Il s'avère utile d'étudieret éoulement par P.O.D a�n de déterminer notamment les modes prinipaux reliés à l'instabilitéosillatoire.
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Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtl
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8.1. Étude du as Pr = 0

(a) Vxz à t = 0 (b) hamp �utuant Vxz
′ à t = 0

() Vxz à t = T/4 (d) hamp �utuant Vxz
′ à t = T/4

(e) Vxz à t = T/2 (f) hamp �utuant Vxz
′ à t = T/2

(g) Vxz à t = 3T/4 (h) hamp �utuant Vxz
′ à t = 3T/4Fig. 8.4 � Champ de vitesse Vxz et �utuant Vxz

′ au ours d'une période T obtenus pour la solutioninstationnaire (A = 3, P r = 0, Gr = 95000).
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Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtl

-0.15

-0.1

-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

u 
(p

ou
r 

y=
0,

 z
=

1.
5)

x

t=0
t=T/4
t=T/2

t=3T/4

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

fl
uc

tu
at

io
n 

u’
 (

po
ur

 y
=

0,
 z

=
1.

5)

x

t=0
t=T/4
t=T/2

t=3T/4

-0.15

-0.1

-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

u 
(p

ou
r 

x=
0,

 y
=

0)

z

t=0
t=T/4
t=T/2

t=3T/4

-0.15

-0.1

-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

fl
uc

tu
at

io
n 

u’
 (

po
ur

 x
=

0,
 y

=
0)

z

t=0
t=T/4
t=T/2

t=3T/4

Fig. 8.5 � Pro�ls de la omposante u de la vitesse ainsi que des �utuations assoiées u′ le longde l'axe (O′x) et le long de l'axe (Oz) sur une période (A = 3, P r = 0, Gr = 95000).
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(b)Fig. 8.6 � Pro�ls de la omposante v de la vitesse le long de l'axe (Oz) (�g.8.6(a)) et de laomposante w de la vitesse le long de l'axe (O′y) (�g.8.6(b)) sur une période (A = 3, Gr =
95000, P r = 0).
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8.1. Étude du as Pr = 08.1.3 Étude de l'éoulement osillatoire par P.O.D.Nous onsidérons l'éoulement obtenu pour Grc = 95000 et une fenêtre de stokage, éloignéede la phase de roissane de l'instabilité, où l'amplitude du signal Aamp est onstante. L'enregis-trement de 1000 snapshots ave un pas ipsnap = 10 permet de ouvrir environ trois périodes dusignal. Compte tenu du fait que Pr = 0, l'éoulement manifeste uniquement des �utuations devitesse. Le tableau 8.1 résume le pourentage d'énergie inétique �utuante apturée par les huitpremiers modes de l'éoulement obtenus lors de la première étape de la POD.Modes-Vitesse σi
V

%age du mode %age umulémode n◦1 59.4121 59.4121mode n◦2 39.4216 98.8338mode n◦3 0.6013 99.4350mode n◦4 0.5313 99.9663mode n◦5 0.0202 99.9865mode n◦6 0.0125 99.9990mode n◦7 0.0006 99.9995mode n◦8 0.0005 100.0000Tab. 8.1 � Pourentage d'énergie inétique �utuante apturée par haque mode σi
V (i = 1, .., 8)et pourentage umulé (A = 3, P r = 0, Gr = 95000, nsnap = 1000, ipsnap = 10).On remarque, omme dans les as préédents, que la prise en ompte des deux premiers modespermet de ontenir plus de 98% de l'énergie inétique �utuante. La projetion des équations dusystème sur un nombre de modes M �fournit un système dynamique dont la résolution va nouspermettre de omparer DNS et POD. Nous nous attaherons par la suite à analyser la struturespatiale des modes et voir s'il est possible de dé�nir des strutures spatio-temporelles.Résolution du système dynamiqueNous avons hoisi M = 10 modes pour la onstrution du système dynamique. Les portraitsde phase permettent de juger de la bonne reonstrution loale entre simulation numérique direteet résolution du système dynamique et e même en onsidérant des modes d'indie élevé. Il està noter la quasi-exate onordane pour les sept premiers portraits de phase (�g.8.9 et 8.10),les premières di�érenes n'apparaissant qu'à partir du huitième oe�ient temporel assoié à unmode ne apturant qu'environ 0.0005% de l'énergie inétique �utuante. Par ailleurs, le phéno-mène d'ampli�ation de l'amplitude ave le temps observé préédemment dans ertains as est iiabsent : même pour des temps assez longs, la reprodution est quasiment exate.La ségrégation des modes par la fréquene fait apparaître, à l'instar des as préédents, des pairesde oe�ients à savoir (a1, a2), (a3, a4),.. ave un déphasage respetif de T/4, T/8,... . Regardonsla struture spatiale des deux premiers modes de l'éoulement (�g. 8.7 et 8.8) pour voir si, enles assoiant ave leur oe�ient temporel respetif, il sera de nouveau possible de dé�nir desstrutures spatio-temporelles. 144



Chapitre 8. In�uene du nombre de PrandtlStruture spatiale des deux premiers modesLa première remarque onerne la loalisation des perturbations. En omparaison de l'étudepour Pr = 0.026 et pour un rapport de forme similaire, le plan (Lv) n'est plus l'endroit où naissentles �utuations. Désormais, la naissane des �utuations les plus importantes se situe dans deszones au voisinage des plans x1 = −0.25 et x2 = 0.25. Outre e déplaement dans la loalisationdes perturbations, il est très important de omprendre que elles-i ont désormais une répartitiontridimensionnelle et que les plans x1 et x2 ne symbolisent que des plans de repérage autourdesquels les �utuations se développent. Nous présentons sur les �gures 8.7(a), 8.7(b), 8.8(a) et8.8(b) les isosurfaes signi�atives des �utuations σi
w et σi

v (i = 1, 2). Par isosurfae signi�ative,nous appelons isosurfae dont la valeur est prohe d'un extremum, positif ou négatif. Ainsi, sur la�gure 8.7(a), les isosurfaes rouges orrespondent à des zones de fortes �utuations positives σ1
wpde σ1

w tandis que les isosurfaes bleues orrespondent à des zones de fortes �utuations négatives
σ1

wn
de σ1

w. Sur ette �gure, nous avons hoisi σ1
wn

= −σ1
wp
. Nous n'avons toujours pas jugéutile (omme pour l'analyse énergétique) de fournir une éhelle graduée de ouleur : à haque foisqu'une isosurfae sera représentée, sa valeur sera prohe d'un extremum et sa ouleur (respetantle spetre habituel des ouleurs) représentera son signe. Si l'on herhe à omparer deux isosurfaesde quantité physique di�érente (par exemple σ1

w et σ1
v), on hoisira une représentation de ouleurappropriée. Ainsi, sur la �gure 8.7(b), les isosurfaes positives de σ1

v sont représentées en orangeindiquant que leur valeur assoiée σ1
vp

est inférieure à σ1
wp

représentée en rouge sur la �gure 8.7(a)(don 0 < σ1
vp

< σ1
wp
). On raisonne similairement pour des isosurfaes négatives.Au vu des �gures 8.7 et 8.8 représentant les deux premiers modes, nous pouvons tout d'abord noterle aratère antisymétrique de la pertubation osillatoire. D'un point de vue spatial, le premiermode est onstitué de deux rouleaux ontrarotatifs autour d'un d'axe vertial ~ey représentant leszones de grandes �utuations apturant en majorité l'énergie inétique �utuante. En raison duon�nement de la avité, es rouleaux ontrarotatifs subissent une déformation dans la régionavoisinant les parois latérales �inférieure� et �supérieure�. L'axe ~ey des rouleaux doit don plut�têtre onsidéré omme une diretion prinipale autour de laquelle les rouleaux s'organisent. Learatère tridimensionnel des perturbations est enore plus marqué si l'on regarde le mode n◦2.Dans une zone prohe du plan x = 0.25, le hamp �utuant de vitesse s'organise sous la formed'un rouleau d'axe (O′x) et présente une légère inlinaison. On trouve son homologue ontrarotatifdans la région avoisinant le plan x = −0.25. Dans la zone intermédiaire de es deux plans, l'alluredu mode est beauoup plus omplexe ave notamment une forte déformation de haque rouleauselon (Oz).Finalement, il ne semble pas possible pour e as de dé�nir un déphasage spatial entre le moden◦1 et le mode n◦2. Par onséquent, nous ne pouvons parler de struture spatio-temporelle pourle as Pr = 0.
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8.1. Étude du as Pr = 0

(a) isosurfaes de σ1
w (b) isosurfaes de σ1

v

() σ1
yz dans le plan x = 0.25 (d) σ1

xz dans le plan Lh

(e) isolignes de σ1
w dans le plan x = 0.25 (f) isolignes de σ1

w dans le plan LhFig. 8.7 � Représentation du mode n◦1. Sur la première ligne, représentation de deux isosurfaesaratéristiques de σ1
w (�g.8.7(a)) et de σ1

v (�g.8.7(b)). Sur la deuxième ligne, représentation de
σ1

yz dans le plan x = 0.25 (�g.8.7()) et de σ1
xy dans le plan Lh (�g.8.7(d)). Sur la troisième ligne,représentation des isolignes de σ1

w dans le plan x = 0.25 (�g.8.7(e)) et dans le plan Lh (�g.8.7(f))
(A = 3, P r = 0, Gr = 95000, nsnap = 1000, ipsnap = 10).
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Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtl

(a) isosurfaes de σ2
w (b) isosurfaes de σ2

v

() σ2
yz dans le plan x = 0.25 (d) σ2

xz dans le plan Lh

(e) isolignes de σ2
w dans le plan x = 0.25 (f) isolignes de σ2

w dans le plan LhFig. 8.8 � Représentation du mode n◦2. Sur la première ligne, représentation de deux isosurfaesaratéristiques de σ2
w (�g.8.8(a)) et de σ2

v (�g.8.8(b)). Sur la deuxième ligne, représentation de
σ2

yz dans le plan x = 0.25 (�g.8.8()) et de σ2
xy dans le plan Lh (�g.8.8(d)). Sur la troisième ligne,représentation des isolignes de σ2

w dans le plan x = 0.25 (�g.8.8(e)) et dans le plan Lh (�g.8.8(f))
(A = 3, P r = 0, Gr = 95000, nsnap = 1000, ipsnap = 10).
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8.1. Étude du as Pr = 0
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Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtl
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Fig. 8.10 � Portraits de phase des oe�ients temporels ai(t) (i = 1, .., 10) évalués à partir desrésultats DNS et par résolution sur des temps longs du système dynamique réduit obtenu par laprojetion sur MV = 10 modes (A = 3, P r = 0, Gr = 95000)
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8.1. Étude du as Pr = 08.1.4 Détermination de l'origine de l'instabilitéA�n de déterminer le méanisme de transition de l'éoulement, nous avons de nouveau reoursà l'emploi de l'analyse énergétique. Compte tenu du hamp purement di�usif de la température,l'instabilité ne peut être dans e as que purement hydrodynamique. Conernant l'équation deOrr-Reynolds obtenue à partir de l'équation de Navier-Stokes, elle est identique à l'équation (7.1)ave le terme dû à la poussée d'Arhimède Ecbuoy = 0. Si l'on se penhe sur l'évolution temporelledu taux d'énergie inétique �utuante ∂K
∂t (�g.8.11), on note que l'e�et déstabilisant est bienentendu dû au terme de isaillement et plus préisément dû en très grande partie au isaillementde la omposante prinipale w du hamp moyen (�g.8.12). Ainsi, parmi ses trois omposantes,elle relative au isaillement suivant la diretion vertiale, I2, est prépondérante. Cependant, a�nd'approfondir ette notion d'instabilité de isaillement, nous utilisons, omme à l'aoutumée, lesnotations S21 et S22 déjà dé�nies (eq.7.9) pour I2m et nous nous aidons dans notre analyse desdi�érentes représentations d'isosurfaes de la �gure 8.13.Nous avons représenté sur les �gures 8.13(a) et 8.13(b) deux isosurfaes de S21, l'une négative

(S21)plotn = −0.25 (isosurfae bleue) et l'autre positive (S21)plotp = 0.075 (isosurfae orange). Ladi�érene entre es deux �gures réside dans le signe du gradient S22. Il est négatif (�g.8.13(a))dans les zones où la vitesse w augmente (en valeur absolue) lorsqu'on s'éloigne du plan Lh : ettezone orrespond au oeur de l'éoulement. A l'opposé, en se rapprohant des parois latérales,l'intensité de w diminue pour s'annuler au niveau des parois ; S22 est alors positif (�g.8.13(b)).Cette dernière zone orrespond à la ouhe limite. Sur la �gure 8.13(a), a�n de situer les zonesde prodution d'énergie, nous herhons don à loaliser les zones où S21 < 0 (i.e. < w′v′ > estpositif). Pour ela, nous allons tenter de donner une expliation en nous basant sur l'allure desdeux premiers modes préédemment évalués par la POD. Nous onsidérons que es deux premiersmodes représentent globalement le hamp �utuant. Trois as se pro�lent :� le mode n◦1 �interagit� ave lui-même.Pour e as, le fait d'avoir deux rouleaux entrosymétriques ontrarotatifs inlinés d'un angle
α au niveau des �oins� supérieur gauhe et inférieur droit de la avité induit un produit
< w′v′ > fort et positif (i.e. S21 < 0) ar les �utuations w′ et v′ sont toujours de mêmesigne en es zones de la avité. Le senario est di�érent dans les oins inférieur gauhe etsupérieur droit où l'inlinaison est plus faible. En e�et, les �utuations w′ et v′ y sont designe opposé d'oû un produit < w′v′ > fort et négatif uniquement dans es zones délimitéesau très prohe voisinage des extrémités en raison de la faiblesse de l'angle d'inlinaison. Cesdernières zones orrespondent don en partie aux isosurfaes orangées (i.e. S21 > 0) des�gures 8.13(a) et 8.13(b)).� le mode n◦2 �interagit� ave lui-même.Pour e mode, en observant le rouleau situé au voisinage du plan x = −0.25 et de sensdiret, les �utuations w′ et v′ sont de même signe d'où < w′v′ > positif (i.e. S21 < 0). Parentrosymétrie, il en va de même pour le rouleau symétrique situé au voisinage de x = 0.25.� le mode n◦1 interagit ave le mode n◦2. Dans e as-là, les orrélations de �utuationsde vitesse u′

iu
′
j font intervenir le produit a1(t)a2(t)σ1(x)σ2(x) et il faut don prendre enompte le fateur temporel a1(t)a2(t) e qui n'était pas le as pour les deux as préédentsar l'on avait respetivement a1(t)

2 et a2(t)
2 forément positifs. Cependant, étant donné ledéphasage de T/4 entre a1(t) et a2(t), nous pouvons dire, qu'en moyennant sur une période,le produit < a1(t)a2(t) > est positif. Ainsi, on peut à nouveau adopter une démarheparallèle aux deux préédentes. Dans e as, les �utuations horizontales w′ des rouleaux du150



Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtlmode 1 interagissent ave les �utuations vertiales v′ de signe identique du mode 2 dansle voisinage des extrémités (S21 < 0). En revanhe, en raison d'une très faible orrélationspatiale entre �utuations horizontales w′ du mode 2 et �utuations vertiales v′ du mode
1, nous pouvons noter que la ontribution S21 est dans e as minime.Ainsi, les isosurfaes S21 < 0 préédemment énumérées interagissent ave elles où S22 < 0(�g.8.13(a)) dans le oeur de l'éoulement au niveau des plans x = −0.25 et x = 0.25 et ontri-buent à déstabiliser l'éoulement. Une seonde ontribution à ette déstabilisation provient de laouhe limite où, S22 étant positif, il ohabite ave des valeurs de S21 également positives pro-venant de l'interation entre �utuations v′ et w′ du mode 1 au niveau des extrémités inférieuregauhe et supérieure droite du ylindre.Nous pouvons en�n, même si sa part est moindre dans la prodution de l'instabilité, nous penhersur le terme faisant intervenir le gradient horizontal de w, ∂w

∂z . Le produit des �utuations w′w′étant toujours positif, une isosurfae aratéristique de S31 (< 0) montre ainsi le rouleau orres-pondant au mode 2 ave, à mi-hemin entre le entre de la avité et les extrémités, un ren�ementdû à la prise en ompte des e�ets des deux rouleaux du mode 1 et de l'interation entre modes 1et 2. Conernant S32, ses valeurs extrémales se onentrent au niveau des extrémités de la avitéoù le �uide passe soit d'une vitesse nulle à une valeur �nie (S32 > 0), soit l'inverse (S32 < 0).On omprend désormais le fait que sur la ourbe 8.12, la ontribution orrespondante I3 alterneentre valeurs positives et négatives. Au ours d'une période, la distribution spatiale des �utua-tions w′w′ varie : elle est soit plus en orrélation ave les zones de gradient ∂w
∂z positif auquel asl'intégrale orrespondante I3 est négative, soit plus en orrélation ave les zones de gradient ∂w

∂znégatif auquel as I3 est positive. Cependant, en moyennant I3 sur une période, on onstate que
I3m est positif et que son e�et s'avère don déstabilisant.En onlusion, nous observons sur la �gure 8.13(d) la répartition spatiale, pour un instantdonné, du taux d'énergie inétique �utuante ∂K

∂t ave ses zones de prodution (en rouge) et seszones de dissipation (en bleu). La prodution de ∂K
∂t est assurée par un méanisme de transfertd'énergie de l'éoulement moyen vers les �utuations. On a noté la prépondérane du terme relatifau gradient vertial de vitesse horizontale ∂w

∂y dans la prodution de l'énergie inétique de �utua-tion. Cette prodution d'énergie est ensuite onvetée par l'éoulement au niveau non seulementdes ouhes limites mais aussi des régions entrales avant d'y être dissipée par les e�ets visqueux.L'étude du as limite Pr = 0 nous a permis d'analyser l'origine des instabilités purementhydrodynamiques. Par ailleurs, nous avons vu dans l'analyse de l'origine des instabilités que mêmepour Pr = 0.026, les �utuations du hamp thermique et leurs ontributions à l'instabilité restentnégligeables. A�n de mieux omprendre le r�le que peuvent jouer les �utuations thermiqueslorsque les transferts thermiques par onvetion sont importants, nous onsidérons le as de deux�uides à nombre de Prandtl plus élevé, à savoir Pr = 0.055 et Pr = 0.075.
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8.1. Étude du as Pr = 0

∂K

∂t

EdvEpf

temps
amplitude

8.588.578.568.558.548.538.528.518.58.498.48

1.510.50-0.5-1-1.5Fig. 8.11 � Évolution temporelle du taux d'énergie inétique �utuante ∂K
∂t ainsi que de ses di�é-rentes ontributions (A = 3, P r = 0, Gr = 95000).
I

I1 + I2 + I3

I3

I2

I1

temps
amplitude

8.588.578.568.558.548.538.528.518.58.498.48

1.41.210.80.60.40.20-0.2-0.4Fig. 8.12 � Évolution temporelle et ontribution des trois omposantes I1, I2 et I3 de I ainsi quede leur somme dans la prodution d'énergie inétique �utuante (A = 3, P r = 0, Gr = 95000).
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Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtl

(a) isosurfaes de < −

√

Grw′v′ > (< 0 et > 0) et ∂w
∂y(< 0, isosurfae tamisée) (b) isosurfaes de < −

√

Grw′v′ > (< 0 et > 0) et ∂w
∂y(> 0, isosurfae tamisée)

() isosurfaes de < −

√

Grw′w′ > (< 0) et ∂w
∂z

(isosur-faes tamisées, < 0 et > 0) (d) isosurfaes de ∂K
∂t

(< 0 et > 0) à un instant donnéFig. 8.13 � Isosurfaes représentatives respetivement des termes < −
√

Grw′v′ >, ∂w
∂y (<> 0) ;

< −
√

Grw′w′ >,∂w
∂z ainsi que de ∂K

∂t à un instant donné (A = 3, P r = 0, Gr = 9.5.104).
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8.2. Étude du as Pr = 0.0558.2 Étude du as Pr = 0.0558.2.1 Sruture de l'éoulement et détermination de GrcLe rapport de forme étudié est A = 4 et le maillage onsidéré omporte 9× 9× 43 points pourhaun des douze éléments de la avité ylindrique. Pour Gr = 4.35.106, l'éoulement est toujoursstationnaire et présente les trois symétries du problème. Les �gures 8.14(a) et 8.14(b) représententle hamp de vitesse de l'éoulement dans les plans respetifs Lv et Lh. On note que l'éoulementdans les ouhes limites est relativement de forte intensité à la di�érene de son oeur où le hampde vitesse est plus faible. Conernant le hamp thermique (�g. 8.14()), son allure dans le plan Lvsuit elle du hamp de vitesse omme nous l'avions déjà observé pour Pr = 0.026. Toute la partieentrale est strati�ée vertialement alors qu'au voisinage des parois latérales, d'épaisses ouheslimites thermiques se forment. D'un point de vue physique et en reprenant un raisonnement pa-rallèle à elui invoqué pour Pr = 0, si l'on onsidère une partiule �uide appartenant initialementà une ouhe de �uide de température T1, la onvetion l'ahemine un instant plus tard dans uneouhe de �uide de température T2 ave T2 6= T1. Cependant, ompte tenu désormais de la valeurde Pr, l'éhelle de temps relative au méanisme de di�usion de la haleur n'est pas assez petitepour gommer la �utuation de température.L'apparition de l'instabilité osillatoire se situe au voisinage de Gr = 4.8.106 (�g.8.15). Ensuivant la branhe osillatoire née en Grc ∼ 4.8.106, nous trouvons des solutions osillatoires pourdes valeurs de Gr inférieures à Grc : la bifuration de Hopf est sous-ritique. Au vu de la �gure8.16 représentant le hamp de vitesse dans le plan médian (xy) au ours d'une période, on observeque la symétrie Sp est brisée. Compte tenu du fait qu'il est parfois di�ile d'observer la brisurede la symétrie Sa à la seule vision des hamps de vitesse dans le plan Lh en raison de la faibleintensité des osillations, nous hoisissons ii de omparer les pro�ls de la omposante w le longde deux axes horizontaux transversaux symétriques (�g.8.17). On observe une parfaite symétrieentre les pro�ls pris sur les axes k = 10 et k = nz − 10 (ave nz = 42), k symbolisant l'indie despoints de olloation hoisis suivant l'axe ~z. La symétrie Sa est don onservée. En onlusion,l'émergene de l'instabilité osillatoire s'aompagne de la brisure des symétries Sp et Sc.Si l'on revient sur la struture de l'éoulement, le pro�l de la omposante v le long de l'axe
(Oz) (�g.8.18(a)) renseigne sur l'inlinaison quasi-nulle de l'éoulement le long de et axe. L'exis-tene des ouhes limites est lairement visible sur le pro�l de la omposante w de la vitesse lelong de l'axe médian vertial (O′y) (�g.8.29(b)).
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Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtl

(a) Vyz

(b) Vxz

() TyzFig. 8.14 � Champ de vitesse Vyz (�g.8.14(a)), Vxz (�g.8.14(b)) et de température (�g.8.14())de l'éoulement stationnaire obtenu pour le as (A = 4, P r = 0.055, Gr = 4.35.106).
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8.2. Étude du as Pr = 0.055
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4, P r = 0.055, Gr = 4.8.106).

(a) Vxy à t = 0 (b) Vxy à t = T/4

() Vxy à t = T/2 (d) Vxy à t = 3T/4Fig. 8.16 � Champ de vitesse Vxy au ours d'une période T obtenu pour la solution instationnaire
(A = 4, P r = 0.055, Gr = 4.8.106).
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Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtl
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8.2. Étude du as Pr = 0.0558.2.2 Étude de l'éoulement osillatoire par P.O.D.Pour l'étude P.O.D., nous nous basons sur l'éoulement instationnaire préédemment obtenupour Grc = 4.8.106. Le tableau 8.2 résume le pourentage d'énergie �utuante apturé par les dixpremiers modes de l'éoulement obtenus en utilisant la méthode-α. Nous préisons que l'emploide la méthode-VT a également été utilisé mais que les distintions observées sont faibles dans eas. Modes σi

%age du mode %age umulémode n◦1 54.2632 54.2632mode n◦2 42.6768 96.9401mode n◦3 1.5120 98.4520mode n◦4 1.4611 99.9131mode n◦5 .0424 99.9555mode n◦6 0.0415 99.9970mode n◦10 1.10−5 100.00Tab. 8.2 � Pourentage d'énergie �utuante apturée par les dix premiers modes σi et pourentageumulé (A = 4, P r = 0.055, Gr = 4.8.106, nsnap = 300, ipsnap = 5).Etant donné que la majorité de l'énergie �utuante est onentrée dans les deux premiersmodes (plus de 96%), nous nous onentrons sur leur étude. A l'image du as (Pr = 0, A = 3), leszones de fortes �utuations ne se situent pas dans un plan unique mais présente un fort aratèretridimensionnnel. Pour le mode n◦1 (�g.8.19), les �utuations de vitesse s'organisent au voisinagedes parois latérales autour des plans x = ±1/6. Elles sont symétriques vis-à-vis de l'axe Ht. Les�utuations de température sont quant à elles prépondérantes dans les ouhes limites thermiquessituées au niveau des extrémités du ylindre. Elles persistent, tout en étant de moindre intensité, lelong des parois latérales où elles oexistent ave les �utuations de vitesse. Le mode n◦2 (�g.8.20)suit pour sa part, la même distribution spatiale mais apture les zones �utuantes de plus petitetaille. À la di�érene du as préédent, il est possible de remarquer un déphasage spatial de λ/4entre les deux modes.Comme préédemment, les oe�ients temporels apparaissent toujours par paires ave à l'intérieurde haque paire le déphasage déjà évoqué. Nous ne donnons pas les �gures orrespondantes arelles orrespondent à des situations déjà renontrées. En reprenant les expliations fournies pourl'étude du as (Pr = 0.026, A = 4), le déphasage temporel de T/4 entre les oe�ients temporels
a1 et a2 et le déphasage spatial de λ/4 entre les deux premiers modes implique la naissanedans la avité d'une onde progressive ou struture spatio-temporelle notée φ1(x, t) et qui vaut,rappelons-le :

φ1(x, t) =
2∑

i=1

ai(t)σ
i
V (x) (8.1)Remarque 4 : Nous ne nous attardons pas ii sur la résolution du système dynamique et sur lareonstrution POD-DNS. En e�et, elle-i est réalisée et nous préférons ne pas nous y attarder.158



Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtl
a)

b)

c)

e)

f)

d)

Fig. 8.19 � Représentation du mode n◦1. Sur la olonne de gauhe, représentation du mode vitessedans le plan x = 1/6 (�g.a) et dans le plan (Oxz) (�g.b). La �gure c représente deux isosurfaesaratéristiques de σ1
w. Sur la olonne de droite, représentation dans les mêmes plans (�g. d et e)du mode température σ1

T . La �gure f représente deux isosurfaes de σ1
T (A = 4, P r = 0.055, Gr =

4.8.106).
a)

b)

c)

d)

e)

f)Fig. 8.20 � Représentation similaire à la �gure 8.19 du mode n◦2.159



8.2. Étude du as Pr = 0.0558.2.3 Détermination de l'origine de l'instabilitéEn observant l'évolution temporelle du taux d'énergie inétique et thermique de �utuation(�g. 8.22(a)) et 8.22(b)), nous pouvons onstater que leurs valeurs minimale et maximale res-petives sont du même ordre de grandeur. Désormais, nous ne pouvons don plus négliger dansl'analyse de l'origine des instabilités les e�ets thermiques omme e fut le as pour Pr = 0 et
Pr = 0.026. A l'inverse, l'instabilité n'est pas d'origine purement thermique : elle se pro�le ommeune juxtaposition d'e�ets hydrodynamiques et thermiques. A l'aide de la �gure (�g.8.22(b)), onrappelle que la prodution d'énergie thermique �utuante Θ est entièrement due au terme Etpfappelé terme de prodution par le gradient de température moyenne. Pour plus de lisibilité, noushoisissons les notations suivantes :

J1m=< J1 >= <

∫

Ω
−
√

GrT ′u′∂T

∂x
dΩ > , J2m =< J2 >=<

∫

Ω
−
√

GrT ′v′
∂T

∂y
dΩ > (8.2)

J3m=< J3 >=<

∫

Ω
−
√

GrT ′w′∂T

∂z
dΩ > (8.3)Par ailleurs, de manière équivalente aux relations 7.9 et 7.10 préédemment évoquées, nousintroduisons les termes T2m ,T2,T21, T22, T3m ,T3,T31 et T32 dé�nis par :

J2m =

∫

Ω
T2m dΩ =

∫

Ω
< T2 > dΩ =

∫

Ω
T21 T22 dΩ où T21 =< −

√
Gr v′ T ′ > et T22 =

∂T

∂y
,(8.4)

J3m =

∫

Ω
T3m dΩ =

∫

Ω
< T3 > dΩ =

∫

Ω
T31 T32 dΩ où T31 =< −

√
Gr w′ T ′ > et T32 =

∂T

∂z
.(8.5)Méanisme de prodution d'énergie thermique �utuanteA�n d'exposer brièvement le méanisme de prodution d'énergie thermique �utuante attri-buée au terme Etpf , nous adoptons une démarhe équivalente à elle entreprise lors de l'expliationdu méanisme de prodution d'énergie inétique �utuante. Considérons don un éoulement i-saillé présentant un hamp de température moyen T (y) suivant l'allure du hamp de vitesse U(y)(�g.8.21).Plaçons-nous en un point de �te y0 de l'éoulement où T = T (y0). On suppose alors qu'àl'instant t, un paquet de �uide en provenane d'une région y > y0 passe en e point. Ce paquetde �uide, en raison à la fois du pro�l de vitesse moyenne U(y) et de température moyenne T (y),présente une très forte probabilité de �survitesse� et de �surtempérature� vis-à-vis de U(y0) et

T (y0). Par onséquent, le passage en y0 d'un tel paquet se traduit par une �utuation de vitesse v′négative et par une �utuation de température T ′ positive. La orrélation v′T ′ est alors négative.Multipliée par un gradient de température ∂T
∂y positif et un oe�ient −TI négatif , le terme T2 estpositif et est don un terme de prodution. Par un raisonnement symétrique, si l'on onsidère unpaquet de �uide venant d'une région y < y0, on aboutit à une orrélation v′T ′ toujours négativeet le terme T2 reste déstabilisant. Si l'on prend en ompte maintenant la orrélation w′T ′, ononstate qu'elle est toujours négative : le terme T3 est déstabilisant.160
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O’’ O’’Fig. 8.21 � Shéma sur la statistique du produits v′T ′In�uene des di�érents termes dans le délenhement de l'instabilitéNous revenons maintenant, à l'aide des �gures 8.23(a) et 8.23(b) sur les termes les plus in-�uents dans le délenhement de l'instabilité. L'e�et hydrodynamique le plus déstabilisant restele isaillement de la omposante w de l'éoulement moyen ave une prépondérane de son isaille-ment vertial. Ensuite, on observe la ontribution du isaillement latéral de w. On remarque en�nl'apparition de l'e�et déstabilisant du terme II3 dû au gradient longitudinal de la vitesse verti-ale, ∂v
∂z . Pour sa part, l'e�et thermique le plus déstabilisant réside dans le gradient longitudinalde température suivi du gradient vertial de température.Nous avons présenté les termes essentiels, tant sur le plan hydrodynamique que thermique, quipartiipent au délenhement de l'instabilité osillatoire. Il est don intéressant de pouvoir main-tenant loaliser spatialement dans la avité les zones orrespondantes a�n de mieux appréhenderette transition dans l'éoulement.E�ets hydrodynamiquesSur les deux �gures 8.24(a) et 8.24() sont représentées deux isosurfaes de S21 de valeur op-posée. Sur la �gure 8.24(a), S22 est fortement négatif en s'éloignant du plan Lh, dans une zoneoù la vitesse w augmente et atteint son maximum. Par ontre, S22 devient positif au tout prohevoisinage des parois latérales en raison de la ondition de non-glissement (�g.8.24()).A la di�érene du as Pr = 0 où les strutures onstituant les deux premiers modes, bien quetridimensionnelles, sont loalisables ; dans le as présent, les strutures sont bien plus omplexes etil apparaît di�ile de déterminer l'intensité et le signe de S21 au vu de l'allure des deux premiersmodes. Cependant, nous pouvons remarquer que dans les �oins� supérieur gauhe et inférieurdroit, la orrélation entre �utuations v′ et w′ de signe opposé est plus importante qu'entre ellesde même signe. Par onséquent, dans es régions, le produit w′v′ est majoritairement négatif d'où

S21 est majoritairement positif. Son produit ave un gradient S22 positif donne une ontributiondéstabilisante (�g.8.24()). Par ontre, dans la région intermédiaire de la avité (mais toujoursdans la ouhe limite) où S22 est négatif, la orrélation entre �utuations v′ et w′ de même signe est161



8.2. Étude du as Pr = 0.055la plus forte, le produit w′v′ est majoritairement positif d'où S21 est majoritairement négatif. Sonproduit ave un gradient S22 négatif donne une ontribution toujours déstabilisante (�g.8.24(a)).La �gure 8.24(g) résume la distribution du taux d'énergie inétique �utuante ∂K
∂t dans le plan

x = 1/6 à un instant donné. Elle se ompose omme une alternation de zones de prodution etde dissipation. Les zones de prodution de l'énergie inétique de �utuation d'origine hydrodyna-mique sont loalisées tout le long des parois latérales au niveau des ouhes limites. La prodution�hydrodynamique� de l'instabilité est don due en priorité aux e�ets de isaillement de la ompo-sante w de la vitesse se déroulant dans la ouhe limite visqueuse.E�ets thermiquesNous analysons maintenant les e�ets thermiques en observant l'in�uene des deux prinipauxtermes J2 et J3 au travers de leur distribution spatiale respetive (moyennée sur une période),
T2m et T3m dé�nies selon les relations 8.4 et 8.5.La �gure 8.24(b) donne une représentation spatiale du terme T2m . Le gradient vertial de tem-pérature ∂T

∂y est quasiment toujours positif. Cependant, au niveau du oin supérieur droit et duoin inférieur gauhe, il s'avère négatif. Par onséquent, les régions orrélées ave ∂T
∂y > 0 et où

T21 est positif donnent un produit positif et ontribuent à la prodution d'instabilité. Ces régionssont situées au niveau des oins supérieur gauhe et inférieur droit.En�n, nous nous intéressons à l'e�et du gradient horizontal de température qui, omme nousl'avons déjà observé sur la �gure 8.23(b), est le fateur thermique le plus déstabilisant. Son inten-sité est beauoup plus élevée que elle du gradient vertial mais elle est loalisée sur des domainesbeauoup plus restreints, à savoir les ouhes limites thermiques au voisinage des extrémités. Ilest à noter que, malgré la faible étendue des zones où T31 et T32 sont orrélées, leur produit et leurintégration sur es zones s'a�he omme un fateur bien plus déstabilisant que les e�ets ombinés,pourtant beauoup plus spatialement étendus mais d'intensité plus faible des fateurs T21 et T22.La �gure 8.24(f) résume la distribution spatiale du terme de prodution E′
tpf (x, t) = −

√
Grθ′u′

j
∂T
∂xjdans le plan x = 1/6 à un instant donné. On observe bien le r�le apital de la prodution de Θpar le terme T3 au niveau des ouhes limites thermiques au voisinage des extrémités. Le r�le deprodution joué par le terme T2 est également visible dans les oins supérieur gauhe et droit maisson intensité est plus faible. On note, au prohe voisinage de es zones de prodution la présene,bien que de faible intensité, du terme de prodution négative dû au terme T2.En résumé, l'énergie thermique de �utuation est produite prinipalement dans la ouhe limiteaux extrémités et elle est dissipée dans la ouhe limite au voisinage des parois latérales supérieureet inférieure.Conlusion 2 : L'instabilité renontrée pour Pr = 0.055 est le produit d'e�ets hydrodynamiquesouplés à des e�ets thermiques. Les fateurs déstabilisants hydrodynamiques se situent dans lesouhes limites situées au niveau des parois inférieure et supérieure et relèvent majoritairementdu isaillement de la omposante w de la vitesse suivant la diretion vertiale. Les ouhes limitesthermiques, se développant pour leur part au niveau des extrémités de la avité, sont le siègede forts gradients horizontaux de température dans lesquels se génère prinipalement l'énergiethermique �utuante. Il est à souligner que les e�ets hydrodynamiques et thermiques partiipenttous les deux à la déstabilisation du système et qu'on peut s'attendre à e que la ontribution du162



Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtlhamp thermique à la déstabilisation de l'éoulement augmente lorsque la valeur du nombre dePrandtl augmente.
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8.2. Étude du as Pr = 0.055

∂K
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tempsamplitude 1.4041.40351.4031.40251.4021.40151.4011.4005
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tempsamplitude 1.4041.40351.4031.40251.4021.40151.4011.4005

0.80.60.40.20-0.2-0.4-0.6-0.8 (b)Fig. 8.22 � Évolution temporelle du taux d'énergie inétique �utuante ∂K
∂t (�g.(8.22(a))) et dutaux d'énergie thermique �utuante ∂Θ

∂t (�g.(8.22(b))) ainsi que de leurs di�érentes ontributions
(A = 4, P r = 0.055, Gr = 4.8.106).

I

I1 + I2 + I3
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I2

I1

tempsamplitude 1.4041.40351.4031.40251.4021.40151.4011.4005
0.550.50.450.40.350.30.250.20.150.10.050 (a)

J3

J2

J1

tempsamplitude 1.4041.40351.4031.40251.4021.40151.4011.4005
0.60.50.40.30.20.10 (b)Fig. 8.23 � Évolution temporelle et ontribution des omposantes I1, I2 ,I3 de I et II3 (de II)ainsi que de la somme I1+I2+I3 dans la prodution d'énergie inétique �utuante (�g.(8.23(a))).Sur la �gure 8.23(b), évolution temporelle et ontribution des trois omposantes J1, J2 et J3 de Jdans la prodution d'énergie thermique �utuante (A = 4, P r = 0.055, Gr = 4.8.106)..
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Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtl

(a) isosurfaes de < −

√

Grw′v′ > (< 0 et > 0) et ∂w
∂y(< 0, �meshed� isosurfae) (b) isosurfaes de < −

√

Grv′T ′ > (< 0 et > 0) et ∂T
∂y(> 0, �meshed� isosurfae)

() isosurfaes de < −

√

Grw′v′ > (< 0 et > 0) et ∂w
∂y(> 0, �meshed� isosurfae) (d) isosurfaes de < −

√

Grw′T ′ > (> 0) et ∂T
∂z

(> 0,�meshed� isosurfae)
(e) E′

cpf dans le plan x = 1/6 (f) E′

tpf dans le plan x = 1/6

(g) ∂K
∂t

dans le plan x = 1/6 (h) ∂Θ

∂t
dans le plan x = 1/6Fig. 8.24 � Isosurfaes représentatives respetivement des termes < −

√
Grw′v′ >,∂w

∂y (<> 0) ;
< −

√
Grv′T ′ >,∂T

∂y ; < −
√

Grw′T ′ >,∂T
∂z . De plus, représentation de E′

cpf , E′
tpf , ∂K

∂t et ∂Θ
∂t dansle plan x = 1/6 à un instant donné (A = 4, P r = 0.055, Gr = Gr = 4.8.106).
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8.3. Étude du as Pr = 0.0758.3 Étude du as Pr = 0.0758.3.1 Struture de l'éoulement et détermination de GrcNous onsidérons enore le rapport de forme A = 4 et utilisons le même maillage omportant
9× 9× 43 points par élément. L'éoulement stationnaire, omme pour les as préédents, possèdeles trois symétries du problème. Les �gures 8.25(a) et 8.25(b) rep¯esentent les hamps de vitessed'un tel éoulement (pour Gr = 4.88.106) dans les plans respetifs Lv et Lh. La �gure 8.26représente pour sa part le hamp thermique dans le plan Lv.

(a) Vyz (b) VxzFig. 8.25 � Champ de vitesse Vyz et Vxz de l'éoulement stationnaire obtenu pour le as (A =
4, P r = 0.075, Gr = 4.88.106).Les aratéristiques du hamp stationnaire sont voisines de elles observées pour Pr = 0.055.En omparaison au as Pr = 0.055, on note ependant l'élargissement de la zone entrale oùl'éoulement est de faible intensité et par onséquent le rétréissement des ouhes hydrodyna-miques apparaissant au niveau des parois.
Fig. 8.26 � Champ de température Tyz de l'éoulement stationnaire obtenu pour le as (A =
4, P r = 0.075, Gr = 4.88.106).On observe par ailleurs dans les oins supérieur gauhe et inférieur droit une sorte de dé-formation dans le hamp de vitesse (visible également dans le hamp de température) que nousquali�ons de ressaut et observé généralement pour les �uides à faible nombre de Prandtl.Le alul du nombre de Nusselt Nu on�rme le r�le grandissant de la thermique. Nous trouvonsainsi Nu = 20.51 alors qu'il valait Nu = 1.63 pour Pr = 0.026 et Nu = 17.67 pour Pr = 0.055en gardant bien évidemment le même rapport de forme.Nous avons représenté sur la �gure 8.27 le moment angulaire normé. La visualisation de laomposante prinipale Γz de Γ nous montre qu'au voisinage des extrémités (plans z1 = 0.75 et
z3 = 2.25), l'éoulement s'organise prinipalement en deux rouleaux ontrarotatifs situés au niveaude la paroi supérieure (pour le plan z1) et inférieure (pour le plan z3) de la avité. Si l'on se plaemaintenant au entre de la avité, on relève que l'éoulement se onentre sur les parois latérales166



Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtlsous forme toujours de rouleaux ontrarotatifs et que son intensité est faible dans le oeur de laavité. On onstate également une forte densité d'isosurfaes de Γz au voisinage des extrémités.Cela on�rme la forte intensité du hamp de vitesse dans ette zone et la omplexité ave lequel ils'organise pour longer les extrémités du ylindre. Rappelons toutefois que le N.A.M. est évalué enalulant une intégrale sur des setions du ylindre et qu'il rend surtout ompte de l'organisationde l'éoulement dans les régions intermédiaires des deux extrémités, 'est-à-dire dans les régionsoù la omposante w de la vitesse est la prinipale. En nous plaçant au niveau des extrémités, laomposante w n'est plus la prinipale et il faudrait prendre davantage en ompte les e�ets de v. Or,les e�ets de on�nement dans es zones et la omplexité de dé�nir des setions dans la diretion
y sont des obstales ne permettant pas d'obtenir une parfaite desription tridimensionnelle de Γ.Même le remplaement d'une intégrale de surfae pour le alul de Γ par une intégrale de volumeprenant pour volume élémentaire le ube généré par les deux ouhes les plus voisines d'un point
M ne nous donne de renseignement supplémentaire.La reherhe du seuil ritique pour lequel l'éoulement manifeste un omportement osillatoirenous donne Grc ≃ 4.91.106. La �gure 8.28 nous est utile a�n de déterminer les possibles brisuresde symétrie du hamp osillatoire. La �gure 8.28(a) représente ainsi le pro�l de la omposante
w de la vitesse le long de deux axes vertiaux symétriques Oyk situés aux indies k1 = 10 et
k2 = nz − 10. Le pro�l de w pour k1 est le symétrique de elui obtenu pour k2. Cependant,on ne peut dire au regard de ette �gure s'il s'agit de la symétrie axiale Sa ou entrale Sc. La�gure 8.28(b) nous permet de onlure en représentant le pro�l de la omposante w de la vitessele long de deux axes horizontaux transversaux symétriques d' indie k1 et k2. On onstate ainsique le pro�l de w pour k1 est le symétrique de elui obtenu pour k2 par la symétrie entrale deentre le entre de la avité du ylindre. Par onséquent, l'instabilité osillatoire renontrée nes'aompagne d'auune brisure de symétrie.En�n, ompte tenu des trois valeurs distintes de Pr étudiées pour le même rapport de forme
A = 4, il est également intéressant de omparer les pro�ls de la omposante v le long de l'axe
(Oz) (�g.8.29(a)) et de la omposante w le long de l'axe (O′y) (�g.8.29(b)). On remarque que lespro�ls de v sont assez similaires pour Pr = 0.055 et Pr = 0.075, elui pour Pr = 0.026 étantle seul à traduire une inlinaison de l'éoulement et une reirulation interne. Les pro�ls de won�rment ette ressemblane entre Pr = 0.055 et Pr = 0.075 ; pour Pr = 0.075 l'intensité de
w est légèrement plus faible mais on distingue toujours les ouhes limites visqueuses à fort tauxde isaillement. Pour Pr = 0.026, l'éoulement entral manifeste une réelle intensité qui diminuefortement lorsque Pr augmente.
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8.3. Étude du as Pr = 0.075

a)

b) c) d)Fig. 8.27 � Représentation du hamp total de vitesse ~v et de la omposante Γz de Γ dans lesplan z1 = 0.75, z2 = 2 et z3 = 3.25 et de deux isosurfaes de Γz (�gure a)). Les �gures b), )et d) représentent la projetion du hamp de vitesse et la valeur de Γz dans le plans z3, z2 et z1

(A = 4, P r = 0.075, Gr = 4.88.106)
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Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtl
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(Oyk) (ave k = 10 etnz −10) (�g.8.28(a)) et le long de deux axes horizontaux symétriques (Oxk)(ave k = 10 et nz − 10) (�g.8.28(b)) (A = 4, P r = 0.075, Gr = 4.91.106).
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(b)Fig. 8.29 � Pro�ls de la omposante v de la vitesse le long de l'axe (Oz) (�g.8.29(a)) et de laomposante w de la vitesse le long de l'axe (O′y) (�g.8.29(b)) pour trois valeurs de Pr (Pr =
0.026, 0.055 et 0.075) en onsidérant A = 4.

169



8.3. Étude du as Pr = 0.075Les hamps osillatoires de la vitesse et de la température sont présentés respetivement sur les�gures 8.30 et 8.31 durant une période. Le plan Lv, quelque peu délaissé par l'instabilité osillatoirepour Pr = 0.055 (en raison de la brisure de Sp) au pro�t de deux plans symétriques par rapport àlui-même, s'a�he désormais omme un plan profondément a�eté par l'instabilité. On onstatenotamment que les �utuations de vitesse les plus marquées longent les lignes de isaillementprinipal ∂w
∂y . On s'attend don, d'ores et déjà, à e que es lignes jouent un r�le hydrodynamiquemajeur dans l'apparition de l'instabilité. Les �utuations de température se onentrent au niveaudes extrémités du ylindre, au niveau des ouhes limites thermiques. Une ontribution moindrese distingue également le long des lignes de isaillement prinipal ∂w

∂y .En nous plaçant à Gr = Grc = 4.91.106, l'étude P.O.D. nous permet l'extration des modes prin-ipaux de l'éoulement. Soulignons que nous obtenons aussi bien ave la méthode-α qu'ave laméthode-VT, plus de 99, 95% de l'énergie �utuante en onsidérant les deux premiers modes. Auregard des deux premiers modes, on onstate tout d'abord que les �utuations sont symétriquespar rapport au entre O′ de la avité. La omposante prinipale de σi
V est σi

w et sa loalisation lelong de la ligne de isaillement prinipale ne orrespond pas ave la loalisation des �utuationsprinipales de température σi
T . En e�et, es dernières sont majoritaires au niveau des ouheslimites thermiques alors que les �utuations de vitesse sont prépondérantes au niveau des paroislatérales. Si l'on se penhe sur l'allure spatiale des deux premiers modes σi

T , on onstate qu'ilsont à peu près la même struture dans le voisinage des ouhes limites visqueuses (ave un dépha-sage) mais au niveau des ouhes limites thermiques, le deuxième mode onentre simultanémentdes zones de �utuation de signe opposé. Tandis que le premier mode onentre dans sa partieinférieure gauhe des �utuations uniquement positives, le deuxième fait ohabiter une large zonede �utuations négatives et une plus petite de �utuations positives.
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Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtl

(a) t = 0 (b) t = T/4

() t = T/2 (d) t = 3T/4Fig. 8.30 � Champ de vitesse �utuant Vyz
′ au ours d'une période T obtenu pour la solutioninstationnaire (A = 4, P r = 0.075, Gr = 4.91.106).

(a) t = 0 (b) t = T/4

() t = T/2 (d) t = 3T/4Fig. 8.31 � Champ de température �utuant Tyz
′ au ours d'une période T obtenu pour la solutioninstationnaire (A = 4, P r = 0.075, Gr = 4.91.106).
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8.3. Étude du as Pr = 0.075

(a) σ1
V dans (yz) (b) σ1

T dans (yz)

() σ2
V dans (yz) (d) σ2

T dans (yz)Fig. 8.32 � Représentation dans le plan (Lv) des deux premiers modes-vitesse σi
V ainsi que desisolignes de σi

T - méthode-α - (A = 4, P r = 0.075, Gr = 4.91.106).8.3.2 Détermination de l'origine de l'instabilitéA l'aide de la �gure 8.34(a), nous onstatons que le terme le plus déstabilisant reste elui assoiéau isaillement de la omposante prinipale w. Cependant, à la di�érene du as Pr = 0.055,la somme des trois ontributions orrespondantes I1 + I2 + I3 reouvre quasiment l'intégralitédu terme de prodution Ecpf . Désormais, le terme II3 relatif au isaillement longitudinal dela vitesse moyenne vertiale n'a que très peu d'in�uene. Le terme de prodution I2 reste biensûr la ontribution prinipale. Pour les e�ets thermiques, le terme de prodution J3 relatif àla prodution de Θ par le gradient longitudinal de température s'a�he toujours omme l'e�etthermique le plus déstabilisant. Nous allons désormais nous attaher à loaliser es zones dedéstabilisation provoquant la naissane de l'instabilité osillatoire. Le shéma adopté semble àpremière vue voisin de elui adopté pour Pr = 0.055 ; 'est la raison pour laquelle nous nousbornerons à établir une omparaison en insistant uniquement sur les dissemblanes éventuelles.E�ets hydrodynamiquesRegardons tout d'abord l'in�uene du terme S2m . Pour des isosurfaes signi�atives de signeopposé, nous hoisissons de représenter le as où S22 est négatif puis positif. S22 est fortementnégatif dans la région où l'on passe de l'éoulement situé dans le oeur (à faible vitesse) à l'éoule-ment où la vitesse atteint sa valeur maximale. Dans ette région, aratéristique d'un éoulementisaillé, les �utuations w′ et v′ sont statistiquement de même signe et de forte intensité : laontribution S21 est négative d'où le terme S2m est déstabilisant. On onstate sur la �gure 8.35(a)que ette région est loalisée prinipalement à mi-distane entre les extrémités. Au prohe niveaudes parois latérales , S22 est par ontre positif (�g.8.35(a))), le mouvement osillatoire est moinsintense que pour le as Pr = 0.055 : la orrélation entre S21 et S22 est don plus faible. Nouspouvons observer sur la �gure 8.35(e) les zones où la prodution d'énergie inétique �utuantepar le terme Ecpf ′ se situe majoritairement. Celles-i sont majoritairement loalisées sur la lignede isaillement prinipal ∂w
∂y . 172



Chapitre 8. In�uene du nombre de PrandtlE�ets thermiquesNous évaluons tout d'abord les e�ets thermiques dus à la présene du gradient vertial detempérature (�g.8.35(b)). On relève une forte orrélation entre �utuations T ′ et v′ le long de laligne de isaillement prinipal ∂w
∂y , dans un endroit similaire où les �utuations de vitesse v′ et

w′ étaient déjà fortement orrélées (�g.8.35(a)). Ces �utuations, globalement de signe opposé,assoiées à un gradient positif de température onduisent à un e�et déstabilisant de T2m dans etterégion. Les e�ets thermiques au niveau des extrémités dus à la présene de ∂T
∂z et de �utuations

w′ et T ′ donnent un résultat déstabilisant. L'examen des valeurs des di�érentes grandeurs montreque les orrélations w′T ′ au voisinage des extrémités sont de faible intensité en omparaison desorrélations v′T ′ le long de la ligne de isaillement habituel. Comme nous l'avons vu sur les �gures8.30 et 8.31, les �utuations de température sont fortes au niveau des ouhes limites thermiquesontrairement aux �utuations de vitesse. A l'opposé, le long de la ligne de isaillement prinipal,les �utuations de vitesse sont fortes et sont aompagnées de �utuations de température nonnégligeables. Il en résulte que les orrélations v′T ′ sont plus fortes le long de ette ligne queles orrélations w′T ′ dans les ouhes limites thermiques. Le fateur qui ontribue don à laprédominane de J3 dans la déstabilisation de l'éoulement vis-à-vis de J2 onstitue don l'intensitédu gradient de température ∂T
∂z , bien plus élevé au niveau des ouhes limites thermiques que ellede ∂T

∂y dans la zone de isaillement prinipal de l'éoulement.Conlusion 3 : L'instabilité osillatoire pour Pr = 0.075 résulte d'e�ets hydrodynamiques onju-gués aux e�ets thermiques. Les e�ets hydrodynamiques sont majoritairement dus au terme deprodution de K lié au gradient vertial de la omposante prinipale de l'éoulement moyen w.Ils se situent à la frontière entre le oeur de l'éoulement entral à basse vitesse et elui desouhes limites hydrodynamiques où la vitesse est relativement élevée. Parallèlement, dans ettemême zone les e�ets thermiques dus à la prodution de Θ par le gradient vertial de températuremoyenne jouent également un r�le déstabilisant. Ces e�ets thermiques sont enore aentués dansles ouhes limites thermiques en raison prinipalement d'un gradient horizontal de températuremoyenne élevé.

173



8.3. Étude du as Pr = 0.075

∂K

∂t

EbuoyEdvEpf
tempsamplitude 0.2730.27250.2720.27150.2710.27050.270.2695

0.0060.0050.0040.0030.0020.0010-0.001-0.002-0.003-0.004-0.005 (a)
∂Θ

∂t

EtdEtpf
tempsamplitude 0.2730.27250.2720.27150.2710.27050.270.2695

0.0060.0040.0020-0.002-0.004-0.006 (b)Fig. 8.33 � Évolution temporelle du taux d'énergie inétique �utuante ∂K
∂t (�g.(8.33(a))) et dutaux d'énergie thermique �utuante ∂Θ

∂t (�g.(8.33(b))) ainsi que de leurs di�érentes ontributions
(A = 4, P r = 0.075, Gr = 4.91.106).

I

I1 + I2 + I3

I3

I2

I1

tempsamplitude 0.2730.27250.2720.27150.2710.27050.270.2695
0.00550.0050.00450.0040.00350.0030.00250.0020.00150.0010.0005 (a)

J3

J2

J1

tempsamplitude 0.2730.27250.2720.27150.2710.27050.270.2695
0.0040.00350.0030.00250.0020.00150.0010.00050-0.0005 (b)Fig. 8.34 � Évolution temporelle et ontribution des trois omposantes I1,I2 et I3 de I ainsi que deleur somme dans la prodution d'énergie inétique �utuante (�g.(8.34(a)). Sur la �gure 8.34(b),évolution temporelle et ontribution des trois omposantes J1,J2 et J3 de J dans la produtiond'énergie thermique �utuante (A = 4, P r = 0.075, Gr = 4.91.106)..
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Chapitre 8. In�uene du nombre de Prandtl
(a) isosurfaes de < −

√

Grw′v′ > (< 0 et > 0) et ∂w
∂y(< 0, �meshed� isosurfae) (b) isosurfaes de < −

√

Grv′T ′ > (< 0 et > 0) et ∂T
∂y(> 0, �meshed� isosurfae)

() isosurfaes de < −

√

Grw′v′ > (< 0 et > 0) et ∂w
∂y(> 0, �meshed� isosurfae) (d) isosurfaes de < −

√

Grw′T ′ > (> 0) et ∂T
∂z

(> 0,�meshed� isosurfae)
(e) E′

cpf dans le plan Lv

(f) ∂K
∂t

dans le plan Lv (g) ∂Θ

∂t
dans le plan LvFig. 8.35 � Isosurfaes représentatives respetivement des termes < −

√
Grw′v′ >,∂w

∂y (<> 0) ;
< −

√
Grv′T ′ >,∂T

∂y ; < −
√

Grw′T ′ >,∂T
∂z . De plus, représentation de E′

cpf , ∂K
∂t et ∂Θ

∂t dans le plan
Lv à un instant donné (A = 4, P r = 0.075, Gr = 4.91.106).
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ConlusionCe travail de thèse qui onerne l'étude numérique tridimensionnelle des instabilités hydrody-namiques dans une avité ylindrique irulaire soumis à un gradient horizontal de températurea néessité des ressoures informatiques importantes. Les aluls ont fait appel au alul parallèleet ont néessité 13 proesseurs pour la géométrie ave 12 éléments : un proesseur pour haqueélément (�ls) et un proesseur pour la reonstitution des aluls (père) . Les études que nousavons menées ont montré qu'il est néessaire d'avoir un maillage relativement �n pour alulerave préision les seuils d'instabilité. Cependant, le ra�nement du domaine de alul se traduitnaturellement par l'augmentation du temps de alul. Les ressoures informatiques dont nous dis-posons depuis quelques années permettent désormais leur réalisation mais elles sont enore assezpeu nombreuses et des e�orts ontinus tant au niveau des moyens qu'au niveau des tehniqueset des méthodes de parallélisation des aluls (nous avons utilisé la méthode du omplément deShur) sont enore néessaires.Le premier �uide onsidéré s'apparente à du merure (Pr = 0.026). Nous avons onsidéré unelarge gamme de rapports de forme A variant de 1.5 à 10. A�n de rendre ompte de la struturetridimensionnelle de l'éoulement, l'emploi de la méthode N.A.M. (Normalized Angular Momen-tum) pour repérer les tourbillons a prouvé son e�aité. Bien que plus souvent appliquée pourle as d'éoulements dans des géométries moins on�nées, son appliation à notre étude permetune ompréhension plus détaillée de la struture de l'éoulement. Par ailleurs, étant donné ladiminution du on�nement ave l'augmentation de A, nous aurions pu penser à première vue quel'évolution du Grashof ritique Grc serait monotone et déroissante. Les simulations révèlent unomportement tout autre et bien plus omplexe. En e�et, le seuil ritique d'apparition de l'insta-bilité osillatoire ainsi que la fréquene fondamentale de l'éoulement instationnaire ne suivent pasette évolution mais varient fortement ave le rapport de forme A. En augmentant A de 1.5 à 3,le seuil déroît fortement avant d'augmenter de nouveau jusqu'à A = 8 et de �nalement déroîtrepour des valeurs de A plus élevées. Par ailleurs, nous obtenons pour les grands rapports de formeune fréquene fondamentale faible en omparaison de elle observée pour les avités de petitetaille ou de taille intermédiaire. Ces omportements suggèrent que les méanismes de transitionde l'éoulement dépendent du rapport de forme. Des analyses énergétiques au voisinage du seuilrévèlent que pour les faibles rapports de forme, l'instabilité est due au isaillement vertial de laomposante horizontale de la vitesse et se situe dans le plan médian longitudinal vertial dansle oeur de la avité, le long de la ligne séparant les éoulements de sens opposé dans la partiesupérieure et inférieure de la avité. Cependant, pour A = 4, le fateur le plus déstabilisant estle isaillement horizontal de la vitesse horizontale. Cela traduit l'interation entre les éoulementsopposés dans la zone de stagnation au entre de la avité. Pour les grands rapports de forme, leisaillement vertial est également le prinipal fateur d'instabilité. Dans e as, l'instabilité sedélenhe toujours dans es régions de isaillement prinipal mais es régions ont migré du planmédian longitudinal vertial vers des plans longitudinaux vertiaux symétriques de part et d'autrede elui-i.



La Déomposition Orthogonale (P.O.D.) appliquée à notre étude a permis tout d'abord la dé-termination des modes déstabilisant l'éoulement et onstituant don sa partie �utuante. Ensuite,la projetion des équations du système fournit un système dynamique réduit qui peut, dans uneplage plus ou moins étendue du nombre de Grashof et sur des temps ourts et longs, reproduire�dèlement les simulations numériques. A et e�et, nous avons vu qu'il était au préalable nées-saire de juger de l'in�uene de plusieurs paramètres (longueur de la fenêtre de stokage, nombrede modes retenus, pas de stokage, vitesse de référene,...) a�n d'obtenir un système d'E.D.O.�able et robuste. Les apaités préditives de la P.O.D. sont par ailleurs utiles pour la détermi-nation de paramètres essentiels de l'instabilité, à savoir la détermination du seuil ritique Grc etla fréquene fondamentale de l'osillation. En e�et, l'emploi du logiiel AUTO (logiiel adaptéà la résolution des systèmes dynamiques) utilisant le système d'E.D.O. nous permet de trouverave préision es paramètres. Il est par ontre di�ile d'obtenir dans notre as le diagramme debifuration omplet ar nous nous heurtons pour ela à une trop grande sensibilité des systèmesd'E.D.O. Soulignons que les travaux utilisant la P.O.D. dans des on�gurations tridimensionnellesoù vitesse et température sont ouplées sont très peu nombreux.La P.O.D. s'a�rme don omme un moyen substantiel d'éonomies de D.N.S souvent longueset oûteuses en ressoures informatiques. Par exemple, à l'heure atuelle où la puissane desalulateurs augmente rapidement, il est don envisageable de réaliser quelques simulations trèspréises ave un nombre de points de maillage élevé et de déterminer la dynamique de l'éoulementpour des valeurs de paramètres di�érentes au moyen de la P.O.D.Dans une dernière partie, nous avons étudié l'in�uene du �uide onsidéré en modi�ant lavaleur du nombre de Prandtl. Nous avons tout d'abord envisagé le as d'un �uide où la di�usivitéthermique est in�nie autrement dit pour lequel Pr = 0. L'instabilité, purement hydrodynamiqueest toujours due au gradient vertial de la vitesse horizontale. L'énergie inétique �utuante asso-iée est ensuite onvetée par l'éoulement au niveau des ouhes limites et des régions entralesavant d'être dissipée par les e�ets visqueux. Nous avons ensuite augmenté la valeur du nombrede Prandtl a�n de prendre en ompte les e�ets thermiques dans l'apparition de l'instabilité. Pour
Pr = 0.055, l'instabilité est le produit d'e�ets hydrodynamiques et thermiques. Les e�ets hydro-dynamiques se manifestent dans les ouhes limites au niveau des parois supérieure et inférieure.Les e�ets thermiques se situent au niveau des extrémités du ylindre dans des ouhes limitesthermiques sujettes à de forts gradients horizontaux de température. Pour Pr = 0.075, les e�etshydrodynamiques se ressentent à la frontière entre l'éoulement entral (à basse vitesse) et eluides ouhes limites hydrodynamiques (à vitesse plus élevée). A la di�érene du as Pr = 0.055, lese�ets thermiques dans ette zone dus au gradient vertial de température sont non négligeableset sont un fateur déstabilisant. Les e�ets thermiques majeurs se situent quand même dans lesouhes limites thermiques au voisinage des extrémités.Une perspetive très intéressante et naturelle à e travail serait une étude de stabilité repre-nant les aratéristiques de notre étude. En ombinant l'emploi de la méthode de Newton et dela méthode d'Arnoldi, il serait intéressant d'approfondir notamment le omportement singulierque présente la ourbe Grc = f(A) pour Pr = 0.026 et 1.5 ≤ A ≤ 10 et d'établir une artede solutions ontenant l'ensemble des solutions stables ou instables. En e�et, atuellement, lasimulation numérique direte nous autorise à deviner l'existene de plusieurs branhes de solu-tions sur lesquelles on observe entre autres des hangements de fréquenes. En omplément à laD.N.S., l'étude de stabilité permettrait l'établissement d'un diagramme de bifuration et d'avoirune vision plus globale sur e type omplexe d'éoulements thermoonvetifs.178
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Annexe : Compléments surles méthodes numériques

Appliation de la méthode variationnelle à un exemple monodimensionnelLe but est de trouver u ∈ L2[−1, 1] véri�ant :




d2u

dx2
− λ2u = f sur [−1, 1]

u(1) = u(−1) = 0
(A-1)Les points de disrétisation du domaine [−1, 1] sont notés (x0, x1, ..., xn), et on note (u0, u1, ..., un)la valeur de u en es points (u(xi) = ui pour 0 ≤ i ≤ n).En utilisant l'interpolation lagrangienne, la valeur de u en tout point x de [−1, 1] s'érit :

u(x) =

n∑

j=0

Hj(x)uj (A-2)ave Hj(x) : j-ème polyn�me de Lagrange dé�ni par :
Hj(x) =

n∏

i=0,i6=j

(
x − xi

xj − xi

) (A-3)
f et la fontion test v sont interpolées sur [−1, 1] de la même manière que u.En reprenant l'équation de départ, en la multipliant par la fontion test v et en intégrant sur[-1,1℄, on a : ∫ +1

−1

d2u

dx2
v dx − λ2

∫ +1

−1
uv dx =

∫ +1

−1
fv dx (A-4)En faisant une intégration par parties du terme ∫ +1

−1
d2u
dx2 v dx , on obtient :

∫ +1

−1

d2u

dx2
v dx =

[
du

dx
v

]+1

−1

−
∫ +1

−1

du

dx

dv

dx
dx (A-5)Or, dans e as, v(−1) = v(1) = 0 et l'équation devient alors :

∫ +1

−1

du

dx

dv

dx
dx + λ2

∫ +1

−1
uv dx = −

∫ +1

−1
fv dx (A-6)En utilisant l'interpolation lagrangienne suivante :





u(x) =
∑n

j=0 Hj(x)uj , f(x) =
∑n

j=0 Hj(x)fj

v(x) =
∑n

k=0 Hk(x)vk

(A-7)



on peut érire la relation suivante :
∫ +1

−1

n∑

j=0

uj
dHj

dx

n∑

k=0

vk
dHk

dx
dx + λ2

∫ +1

−1

n∑

j=0

Hj(x)uj

n∑

k=0

Hk(x)vk dx =

−
∫ +1

−1

n∑

j=0

Hj(x)fj

n∑

k=0

Hk(x)vk dxqui s'érit aussi :
n∑

j=0

n∑

k=0

ujvk

∫ +1

−1

dHj

dx

dHk

dx
dx + λ2

n∑

j=0

n∑

k=0

ujvk

∫ +1

−1
Hj(x)Hk(x) dx =

−
n∑

j=0

n∑

k=0

vkfj

∫ +1

−1
Hj(x)Hk(x) dxOn obtient �nalement, vu que ette équation est valable pour toute valeur de vk, l'équation i-après :

uj

∫ +1

−1

dHj

dx

dHk

dx
dx + λ2uj

∫ +1

−1
Hj(x)Hk(x) dx = −fj

∫ +1

−1
Hj(x)Hk(x) dx (A-8)En introduisant les matries (symétriques) rigidité et masse dé�nies omme suit :� matrie rigidité :

Akj = −
∫ +1

−1

dHj

dx

dHk

dx
dx (A-9)� matrie masse :

Bkj =

∫ +1

−1
Hj(x)Hk(x) dx (A-10)on peut réérire l'équation (A-8) sous la forme :

Akjuj − λ2Bkjuj = Bkjfj , 0 ≤ k ≤ n (A-11)En posant �nalement :
Ckj = Akj − λ2Bkj (A-12)le système �nal à résoudre pour trouver la solution disrétisée du problème (A-1) est le suivant :

Ckjuj = Bkjfj , 0 ≤ k ≤ n (A-13)Disrétisation du domaine par la méthode de Legendre-Gauss-Lobatto et aluldes matries A et BNous présentons ii le type de disrétisation hoisi, 'est-à-dire l'ensemble des points du do-maine sur lesquels la solution u du problème (2.9) est représentée par son interpolation lagran-gienne. Le type de disrétisation hoisi est elui de Legendre-Gauss-Lobatto [82℄. Les polym�mesde Legendre obéissent à la relation de réurrene suivante :180



ANNEXE : COMPLÉMENTS SUR LES MÉTHODES NUMÉRIQUES




L0(x) = 1 et L1(x) = x

Lk+1(x) =
2k + 1

k + 1
xLk(x) −

k

k + 1
Lk−1(x) pour k ≥ 1

(A-14)Les points de olloation sur l'intervalle [−1, 1] sont dé�nis par la relation : x0 = −1 et xn = 1 etpour 1 ≤ j ≤ n − 1, les xj sont les zéros du polyn�me L′
n que l'on lasse par ordre roissant.A�n de aluler les matries Aij et Bij , nous utilisons la quadrature de Gauss-Lobatto :

(Φ, Ψ) =
n∑

j=0

Φ(xj)Ψ(xj)wj (A-15)Les oe�ients wj représentent les poids d'intégration aux points xj :
wj =

2

n(n + 1)

1

Ln(xj)2
pour j = 0, 1, ..., n (A-16)Le alul des matries Aij et Bij s'érit alors :

Aij = −
∫ 1

−1

dH i

dx

dHj

dx
dx = −

n∑

q=0

dH i

dx
(xq)

dHj

dx
(xq)wq (A-17)et

Bij =

∫ +1

−1
H i(x)Hj(x) dx =

n∑

q=0

H i(xq)H
j(xq)wq = wiδij (A-18)On onstate don que la matrie Bij est diagonale. Le alul de la matrie Aij néessite pour sapart l'expression des dérivées dHj

dx
aux points xi. Celles-i sont données par :

dHj

dx
(xi) =





Ln(xi)

Ln(xj)(xi − xj)
pour i 6= j

0 si i = j ave j 6= 0 et j 6= n
− n(n + 1)

4
si i = j = 0

n(n + 1)

4
si i = j = n

(A-19)
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Résumé/Abstrat
Lors des proessus de roissane ristalline, le ontr�le des instabilités hydrodynamiques dans lebain fondu est primordial a�n d'obtenir des ristaux de qualité.Dans e travail de thèse, nous étudions la onvetion naturelle dans un ylindre horizontal hau�élatéralement. La simulation numérique direte (D.N.S.) tridimensionnelle des équations du pro-blème utilise la méthode des éléments spetraux isoparamétriques pour la disrétisation spa-tiale et un shéma de di�érenes �nies pour la disrétisation temporelle. Les �uides onsidéréss'apparentent aux métaux liquides aratérisés par un faible nombre de Prandtl, Pr ∼ 10−2.L'étude se base sur une large gamme de rapports de forme du ylindre (A=longueur/diamètre ;
1.5 ≤ A ≤ 10) pour Pr = 0.026 et l'in�uene du nombre de Prandtl est prise en ompte. Nousspéi�ons les partiularités de l'éoulement stationnaire ave notamment l'apparition d'une bi-furation stationnaire préédant la bifuration de Hopf pour (A ≤ 3, P r = 0.026). Nous étudionsensuite l'apparition de l'instabilité osillatoire en déterminant son seuil, sa nature, les araté-ristiques de sa strutrure ainsi que son origine par analyse énergétique.L'appliation de la Proper Orthogonal Deomposition (P.O.D.) à l'éoulement instationnairepermet l'extration des prinipaux modes de l'éoulement. La projetion de Galerkin des équa-tions du système sur es modes fournit un modèle dynamique de faible dimension. Ce modèle,sous ertaines onditions, est apable de reproduire les résultats de la D.N.S. dans un domaineplus ou moins étendu autour du as de référene et de déterminer les paramètres ritiques del'instabilité.Mots-lés : onvetion naturelle, simulation numérique, stabilité, P.O.D.During rystal growth proesses, the ontrol of the hydrodynami instabilities in the melt isprimordial in order to obtain good quality rystals.In this thesis, we study natural onvetion in a laterally heated horizontal ylinder. Thethree-dimensional Diret Numerial Simulation (D.N.S.) of the equations of the problem usesisoparametri spetral elements method for spatial disretisation and a �nite di�erenes shemefor the temporal disretisation. The onsidered �uids are onneted to liquid metals araterisedby a low Prandtl number Pr ∼ 10−2. The study is based on a wide range of the aspet ratio
A of the ylinder (A=length/diameter ; 1.5 ≤ A ≤ 10) for Pr = 0.026 and the in�uene of thePrandtl number is onsidered. We speify the details of the stationary �ow with partiularly theappearane of a stationary bifuration preeeding the Hopf bifuration (A ≤ 3, P r = 0.026). Wethen study the appearane of the osillatory instability determining its threshold, nature, theharateristis of its struture and its origin by energeti analysis.The appliation of Proper Orthogonal Deomposition (P.O.D.) to instationary �ow allows theextration of the prinipal modes of the �ow. The Galerkin projetion of the problem equationson these modes gives a low-ordered dynami model. This model, under ertain onditions, isable to reprodue the D.N.S. results in a more or less wide domain around the referene aseand determine the ritial parameters of the instability.Keywords : natural onvetion, omputer simulation, stability, P.O.D.
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