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RésuméPour les turboma
hines, les é
oulements de jeu entre parties mobiles et �xes peuvent être unesour
e non négligeable de dégradation des performan
es. A�n de 
ontrer 
es é
oulements, on faitsouvent appel à un traitement de 
arter. Cette étude est axée sur la dé�nition, l'analyse et l'opti-misation d'un nouveau 
on
ept de traitement de 
arter appli
able aux turboma
hines basse vitesse.Plusieurs outils numériques sont né
essaires pour mener à bien 
ette étude. Pour la simulationnumérique, il 
onvient de disposer de s
hémas spatiaux adaptés aux maillages non-uniformes, les-quels sont développés i
i. L'analyse pratique du traitement de 
arter fait intervenir une te
hniquede dérivation d'ordre élevé du 
hamp aérodynamique, permettant ensuite une re
onstru
tion rapidedes di�érentes géométries et des 
hamps aérodynamiques asso
iés. Cette te
hnique de dérivation est
ouplée ave
 un algorithme génétique a�n d'optimiser le traitement de 
arter. Un outil d'analyse etde visualisation du front de Pareto est alors employé.Le nouveau traitement de 
arter proposé est un rainurage héli
oïdal du 
arter. Ce dispositif estutilisé pour réduire le débit de jeu et la giration de l'é
oulement de jeu dans le 
as de turboma
hinesprésentant une virole. Le traitement de 
arter est modélisé a�n de valider le 
on
ept même durainurage. L'analyse des performan
es montre une amélioration par rapport à un jeu standard.L'étude du 
hamp aérodynamique asso
ié aux rainures fait ressortir des stru
tures tourbillonnaires
omplexes et 
ouplées. Une étude paramétrique permet de 
ara
tériser �nement le 
omportementdu nouveau traitement de 
arter relativement aux paramètres géométriques dé�nissant la forme desrainures.On valide l'ensemble des variations obtenues ave
 la méthode de dérivation d'ordre élevé. Lerainurage est alors optimisé en utilisant la base de donnée 
onstituée par 
es variations. L'analysedu front de Pareto permet de 
hoisir une 
on�guration optimale de traitement de 
arter. Cettesolution est appliquée à un ventilateur de refroidissement. L'é
oulement et les performan
es de l'en-semble [rotor+traitement de 
arter℄ sont étudiés pré
isément. Dans 
ette 
on�guration, on amélioreremarquablement les 
ara
téristiques de l'é
oulement de jeu.Mots-
lés :Traitement de 
arter, é
oulement de jeu, turboma
hines basse vitesse, rainurage héli
oïdal, opti-misation, algorithme génétique, Self-Organizing Maps, paramétrisation, dérivation d'ordre élevé,s
hémas numériques spatiaux, maillages non-uniformes
vii
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Abstra
tThe �ow in the gap between moving and stati
 parts of turboma
hines is responsible for aimportant drop in performan
e of the overall system. A 
asing treatment is a usualy applied inorder to restrain these �ows. The main purpose of this study is the de�nition, the analysis and theoptimization of a new 
on
ept of 
asing treatment designed for low speed turboma
hines.Several numeri
al tools and te
hniques are required to 
arry out this study. Numeri
al simulationrequires some a
urate spatial s
hemes designed for non-uniform meshes. The development of thesenew s
hemes will be des
ribed here. The 
asing treatment analysis is also based on a high orderdi�erentiation te
hnique that allows a qui
k re
onstru
tion of the �ow�elds with respe
t to any givengeometry. A geneti
 algorithm is asso
iated to this re
onstru
tion te
hnique in order to optimizethe 
asing treatment. A data-mining tool is thereafter ne
essary to pro
ess the result.The new 
asing treatment 
onsists in an heli
oidal grooving of the 
asing. It aims at redu
ingthe mass�ow and the swirl of the leakage gap �ow within turboma
hines with shrouded rotors.The 
asing treatment is modelized and simulated so as to validate the grooving 
on
ept. Theperforman
e 
riteria analysis shows an improvement 
ompared to the standard gap. One �ndsa 
omplex �ow stru
ture in the grooves. Several intera
ting vorti
es are noti
ed in the �ow�eld. A�ne 
hara
terization of the 
asing treatment's behaviour is a
hieved by a parametri
 study of thegeometri
al parameters de�ning the grooves shape.Aerodynami
 performan
e variations 
al
ulated with the di�erentiation te
hnique are validated.The 
asing treatment is optimized using the variation database. The resulting Pareto front is ana-lyzed and a single optimal 
on�guration is 
hosen. This solution is applied to a 
ooling fan. Wepre
isely des
ribe and analyse the �ow�eld and the aerodynami
 performan
e for the 
omplete set[rotor+
asing treatment℄. The 
asing treatment allows a drasti
 improvement of the gap �ow in this
on�guration.Keywords :Casing treatment, gap �ow, low-speed turboma
hines, heli
oidal grooving, optimization, geneti
 al-gorithm, Self-organizing maps, parameterization, high-order derivation te
hnique, spatial numeri
als
hemes, non-uniform meshes
ix
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Chapitre 1Introdu
tionLa 
on
eption de turboma
hines est une démar
he très déli
ate. Il existe de très nombreux phé-nomènes physiques qui peuvent dégrader les 
onditions de fon
tionnement de la ma
hine, et au�nal dégrader les performan
es. Parmi tous 
es phénomènes, on retiendra essentiellement les é
ou-lements se
ondaires qui se développent au niveau de 
haque roue, �xe ou mobile, et qui peuventperturber plus ou moins fortement les roues pré
édentes ou suivantes. Ces é
oulements se
ondairessont d'autant plus di�
iles à prendre en 
ompte lors de la phase de 
on
eption qu'ils sont géné-ralement 
omplexes, 
ouplés et assez variables en fon
tion des 
onditions de fon
tionnement de lama
hine. Du stri
t point de vue de l'utilisateur, ils induisent souvent des 
hutes de rendement, dedébit, des instabilités. A 
e titre, l'un des é
oulements se
ondaires les plus 
ritiques est l'é
oulementde jeu. Il s'agit de l'é
oulement se formant au niveau du jeu entre parties mobiles et parties �xes.L'é
oulement de jeu génère bien souvent des stru
tures tourbillonnaires en tête d'aube et perturbel'é
oulement au sommet des aubes.Deux possibilités s'o�rent au 
on
epteur pour essayer de limiter les problèmes liés aux é
oule-ments se
ondaires :
• Construire une ma
hine peu sensible aux é
oulements se
ondaires. Il s'agit de la démar
he"idéale", mais elle est utopique en pratique. Dans les turboma
hines modernes, les 
onditionsde fon
tionnement sont telles que les moindres perturbations liées aux é
oulements se
ondairesse ressentent sur la ma
hine 
omplète.
• Contr�ler les é
oulements se
ondaires pour 
ontr�ler leurs e�ets et les supprimer si possible.Pour l'é
oulement de jeu, une des réponses les plus 
lassiques est le 
ontr�le au moyen d'un trai-tement de 
arter. Il s'agit habituellement de modi�
ations de la géométrie du 
arter, 
omme parexemple un rainurage 
ir
onférentiel de la paroi 
arter.Parmi toutes les turboma
hines existantes, 
ertaines présentent des géométries assez parti
u-lières, notamment en tête d'aube : pour des raisons mé
aniques ou aérodynamiques, il est parfoisné
essaire d'utiliser des aubes à talon, 
'est-à-dire des aubes reliées entre elles par une 
ouronnede matière, appelée virole, située au sommet des aubes. C'est le 
as des ventilateurs utilisés pourassurer le refroidissement des moteurs automobiles lorsque le véhi
ule est à l'arrêt ou à basse vitesse.Cependant, l'utilisation d'une virole ne supprime pas le problème de l'é
oulement de jeu. Dans
e 
as, l'é
oulement de jeu apparaît dans le jeu existant entre la virole et le 
arter. Ce 
anal établitun lien dire
t entre l'amont et l'aval du ventilateur. Cela 
onduit à l'apparition d'un é
oulement deretour, de l'aval à l'amont du ventilateur. L'é
oulement de jeu présente deux spé
i�
ités :1
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• Le débit de retour est important.
• La giration de 
et é
oulement est importante.Ces 
ara
téristiques entraînent par la suite une modi�
ation forte de l'é
oulement au niveau desaubes : on s'é
arte ainsi des 
onditions aérodynamiques qui avaient été prévues lors de la phasede dessin des aubes. Pour les ventilateurs automobiles, il n'est pas rare que le rendement du rotorsoit faible (environ 50 à 60%). Une bonne partie des pertes est alors asso
iée à l'é
oulement de jeu.Les ventilateurs automobiles 
onstituent don
 un bon 
as pratique pour tester des traitements de
arter.A l'heure a
tuelle, il n'existe pas de traitement de 
arter 
onçu pour maîtriser 
et é
oulementde jeu. Les améliorations proposées le plus souvent 
onsistent à redessiner l'aube a�n de l'adapterle mieux possible aux perturbations liées au jeu. Cela ne résout en rien le problème fondamentalqui est la présen
e de 
et é
oulement de jeu. Le but de 
ette étude est de 
on
evoir, analyser etoptimiser un nouveau traitement de 
arter adapté au 
ontr�le de l'é
oulement de jeusur des turboma
hines ave
 virole. Ce traitement de 
arter sera ensuite appliqué à unventilateur automobile. Compte tenu du nombre de traitements de 
arter possibles, quasi-in�ni,l'étude est axée sur la simulation numérique de l'é
oulement autour de géométries paramétrisées.Cela permet de disposer rapidement, et à peu de 
oût (relativement à une appro
he expérimentale),de résultats sur les géométries testées.Toutefois, l'appro
he 
hoisie soulève plusieurs di�
ultés :
• D'abord, il faut être en mesure de faire des simulations pré
ises. La des
ription �ne du fon
-tionnement du traitement de 
arter est à 
e prix. On ne peut pas, par exemple, se permettrede déterminer approximativement les e�ets du traitement de 
arter sur l'é
oulement de jeu,la validation n'ayant alors pas beau
oup de sens.
• Il faut aussi disposer de méthodes e�
a
es. Ce
i est surtout important pour l'optimisation,où la démar
he la plus simple est de simuler un grand nombre de géométries a�n de n'enretenir que les meilleures. Une telle appro
he est bien souvent irréalisable ave
 des solveurs
lassiques. Pour des 
as multi-paramétriques, 
omme 
'est le 
as i
i, il faut e�e
tuer beau
oupde simulations, souvent longues. Le temps de 
al
ul total devient très vite prohibitif.
• Il est en�n né
essaire de disposer de te
hniques adaptées pour l'optimisation du traitement de
arter. Il existe aujourd'hui de très nombreuses te
hniques d'optimisation, 
ha
une ayant undomaine d'appli
ation privilégié. Il est don
 né
essaire de 
hoisir 
elle qui est le mieux adaptéeà notre étude, 
'est à dire une optimisation portant sur plusieurs paramètres et plusieursobje
tifs.L'étude sera don
 organisée 
omme suit.Dans le 
hapitre 2, nous détaillerons les méthodes numériques utilisées pour la simulation desé
oulements. Les simulations étant stationnaires, 
e 
hapitre sera plus spé
i�quement 
onsa
ré au
hoix d'une modélisation spatiale pré
ise. On présentera notamment les s
hémas spatiaux 
entréset dé
entrés utilisés, ainsi que les développements réalisés pour améliorer en
ore la pré
ision. Ene�et, la plupart des méthodes numériques existantes sont 
onstruites en faisant des hypothèsessimpli�
atri
es sur la forme des maillages, notamment sur la taille des mailles. Ces hypothèses
onduisent à introduire une erreur numérique lors de l'utilisation de maillages quel
onques. Pour



3notre étude, nous avons don
 réé
rit les modèles numériques pour des maillages plus généraux. Cesdéveloppements seront présentés en détail, ainsi que les validations numériques e�e
tuées.Le 
hapitre 3 sera 
onsa
ré à la détermination et à la validation du nouveau traitement de 
arter.Pour 
e faire, on 
ommen
era par analyser en détail l'é
oulement de jeu apparaissant dans le 
as d'unventilateur automobile. Cette analyse permettra de déterminer des obje
tifs de 
on
eption pour unnouveau traitement de 
arter. Ce nouveau 
on
ept, proposé dans le 
adre de mon travail, 
onsiste enun rainurage héli
oïdal du 
arter. On dé�nira alors un modèle représentatif du rainurage, ainsi queles paramètres géométriques à ajuster. On validera 
e nouveau traitement de 
arter, avant d'analyserle 
hamp aérodynamique asso
ié. Cette analyse du 
hamp est né
essaire a�n de 
omprendre :1. Le fon
tionnement global du nouveau traitement de 
arter2. Les possibles e�ets d'une variation de la géométrie du traitement de 
arterOn mettra en parti
ulier à jour un 
ertain nombre de stru
tures tourbillonnaires 
omplexes, inter-agissant les unes ave
 les autres. Après l'analyse du 
hamp aérodynamique, on se 
on
entrera surl'étude des performan
es du traitement de 
arter en fon
tion des paramètres géométriques.Toutefois, à 
e niveau, il est en
ore impossible d'optimiser pré
isément 
e traitement de 
arterpar manque de méthodes adéquates.Dans le 
hapitre 4, on détaillera don
 les te
hniques d'optimisation. L'un des buts de 
ette étudeétant l'optimisation du traitement de 
arter proposé, nous avons 
her
hé l'algorithme d'optimisationle mieux adapté à notre 
as. Cet algorithme doit en parti
ulier être 
apable de fournir en un tempsraisonnable la plupart des 
on�gurations optimales (si elles existent), 
'est à dire le Front de Pareto.Comme la 
onnaissan
e du 
omportement du nouveau traitement de 
arter, vis à vis des paramètresgéométriques, reste limitée, la te
hnique d'optimisation retenue devra faire preuve de robustesse etd'e�
a
ité dans le par
ours de l'espa
e paramétrique. On présentera don
 les 
on
epts généraux del'optimisation multi-paramétrique et muti-obje
tifs. On fera ensuite un panorama des di�érenteste
hniques d'optimisation a
tuelles, a�n de pouvoir présenter en détail la méthode d'optimisationretenue pour 
ette étude.On présentera aussi dans 
e 
hapitre les te
hniques de paramétrisation utilisées pour pouvoirévaluer rapidement les géométries. Il s'agit de la 
ondition sine qua non pour pouvoir optimiser lagéométrie du traitement de 
arter. Dans l'appro
he la plus 
ourante et la plus simple des optimi-sations, il est, au mieux, né
essaire d'évaluer deux 
on�gurations distin
tes par paramètre. L'étudedes e�ets de 
ouplage entre paramètres requiert en
ore plus d'évaluations. En 
onséquen
e, plusle nombre de paramètres est élevé, plus le nombre de simulations né
essaires sera important. Lessimulations numériques en mé
anique des �uides pouvant être longues (plusieurs jours), le temps de
al
ul total né
essaire pour l'optimisation devient très vite irréaliste. On s'atta
hera don
, dans 
ettepartie du 
hapitre 4, à présenter une te
hnique de paramétrisation basée sur le 
al
ul des dérivéesd'ordre élevé du 
hamp aérodynamique par rapport aux paramètres. Ave
 une telle te
hnique, ilest possible de re
onstruire n'importe quelle 
on�guration à partir des dérivées 
al
ulées (une seuleet unique fois) en une 
on�guration de référen
e. L'opération de re
onstru
tion est extrêmementsimple et rapide. Elle pose néanmoins 
ertaines questions quant à la �abilité du résultat re
onstruit.On détaillera les di�érentes te
hniques de re
onstru
tion utilisées a
tuellement, ave
 leurs avan-tages et in
onvénients. On s'intéressera plus parti
ulièrement à la problématique de re
onstru
tionet d'évaluation des grandeurs non-
onservatives.Un autre point important pour la phase d'optimisation est la te
hnique de visualisation qui peutêtre utilisée pour analyser les résultats de l'optimisation. Comme on le verra dans le 
hapitre 4, les
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tionte
hniques adaptées aux 
as multi-paramétriques et multi-obje
tifs reposent essentiellement sur la
onstru
tion de bases de données de grande taille. En �n de pro
essus, il est intéressant de pouvoiranalyser pré
isément le 
ontenu de 
es bases de données, pour trouver par exemple des tendan
esparti
ulières parmi les 
on�gurations optimales. En raison du grand nombre de points dans lesbases de données, 
ette analyse demande des te
hniques assez parti
ulières. On présentera les SelfOrganizing Map qui 
onstituent un moyen graphique simple et e�
a
e de représenter toutes lesinformations 
ontenues dans la base de données.Dans le 
hapitre 5, on exposera les résultats de l'optimisation du traitement de 
arter. Ces résul-tats sont obtenus à partir de la modélisation présentée au 
hapitre 2. L'obje
tif de 
ette optimisationest de disposer d'une 
on�guration qui soit déjà performante pour l'appliquer à un ventilateur au-tomobile. Cette appli
ation doit permettre de véri�er la pertinen
e et l'e�
a
ité du traitement de
arter pour le 
ontr�le de l'é
oulement de jeu dans des 
onditions de fon
tionnement réelles, et ainsivalider dé�nitivement le 
on
ept. Ce 
as est en e�et assez sévère du point de vue de l'é
oulement dejeu, lequel est important et animé d'une giration forte. On ne 
her
he 
ependant pas i
i à améliorerle fon
tionnement global du ventilateur. On présentera dans 
ette partie les e�ets de l'utilisationdu nouveau traitement sur le ventilateur 
hoisi. On détaillera en parti
ulier le 
hamp aérodyna-mique dans le jeu, ainsi qu'au niveau du ventilateur. On évaluera les performan
es du ventilateuren présen
e d'un é
oulement de jeu maîtrisé a�n de dégager de nouvelles pistes d'étude.En�n, nous 
on
lurons et dis
uterons des perspe
tives futures ouvertes par 
ette étude dans le
hapitre 6.Cette thèse a été e�e
tuée au sein du Laboratoire de Mé
anique des Fluides et d'A
oustique(LMFA) de l'E
ole Centrale de Lyon, dans le 
adre des projets CINEMAS2 (Région Rh�ne-Alpes) etLIBRAERO (ANR). Au 
ours de 
ette thèse, j'ai proposé, analysé et optimisé un nouveau 
on
eptde traitement de 
arter. Je l'ai ensuite appliqué à un ventilateur automobile. Pour mener à bien
es travaux, j'ai utilisé le 
ode de 
al
ul d'é
oulements Turb'FlowTM, développé par le LMFA. J'ai
onstruit, dans le 
adre de l'étude du traitement de 
arter, de nouveaux s
hémas spatiaux pour 
e
ode de 
al
ul. Ces nouveaux s
hémas sont appli
ables à des maillages non uniformes. Pour l'opti-misation, trois logi
iels di�érents ont été utilisés. Tout d'abord, la paramétrisation du traitementde 
arter a été traitée ave
 le 
ode Turb'OptyTM, proposé par la so
iété Fluorem. L'optimisationelle-même a été réalisée ave
 Turb'OptyTM et l'algorithme génétique NSGA-II, 
onstruit par le la-boratoire KanGAL (Indian Institute of Te
hnology, Kampur), et adapté par M. Buisson au sein duLMFA. Le post-traitement de l'optimisation a été réalisé ave
 l'aide de M. Buisson en utilisant laSOM-Toolbox, distribuée par le Laboratory of Computer and Information S
ien
e de l'UniversitéTe
hnique d'Helsinki.



Chapitre 2Méthodes numériques pour la simulation2.1 Introdu
tionDans l'étude présentée i
i, notre but est de dé
rire un nouveau traitement de 
arter appli
ableaux turboma
hines. L'analyse de 
ette géométrie passe essentiellement par la simulation numérique,la seule appro
he permettant de tester rapidement et fa
ilement un grand nombre de 
on�gurations.Comme on le verra un peu plus tard (
hapitre 3), la simulation du traitement de 
arter, et plusgénéralement des turboma
hines, demande une grande pré
ision a�n d'avoir des résultats �ables.Cette partie sera don
 
onsa
rée au 
hoix, à la présentation et au développement de méthodesnumériques à même de fournir la pré
ision attendue. Dans les premières se
tions, jusqu'à la se
tion2.4 in
luse, on rappellera les te
hniques et méthodes employées en simulation numérique. A�n debien dé�nir le 
adre de 
ette thèse, on se 
on
entrera sur les s
hémas implémentés dans le 
ode de
al
ul qui a été utilisé : Turb'Flow.A partir de la se
tion 2.4.5, je présenterai les développements que j'ai e�e
tués dans le 
adre de
ette thèse pour généraliser les s
hémas numériques spatiaux aux maillages non uniformes. Plusieurspoints seront abordés dans 
e 
adre. Dans la se
tion 2.4.5, on présentera la généralisation desinterpolations dé
entrées amont, ainsi que la validation des formules générales proposées.Dans la se
tion 2.4.6, on présentera rapidement les limiteurs de �ux utilisés ave
 les s
hémasdé
entrés amont sur des maillages non-uniformes, et on 
omparera ensuite 
es limiteurs sur la basede simulations e�e
tuées dans le 
adre de 
ette thèse.Dans la se
tion 2.5, on rappellera le prin
ipe de fon
tionnement des s
hémas spatiaux 
entrés,avant de dé
rire en détail les travaux de généralisation des interpolations e�e
tués dans le 
adre de
ette thèse. On validera 
es nouvelles formules sur un 
as test.En�n, on analysera su

intement en 2.6 les te
hniques de dis
rétisation des �ux di�usifs, et onproposera une méthode de généralisation aux maillages non uniformes.2.2 Choix d'une dis
rétisation des équations de Navier-StokesA�n de simuler numériquement un é
oulement, il est né
essaire de résoudre les équations deNavier-Stokes moyennées (A.37 à A.43), équations détaillés en annexe A. Ces équations aux dérivéespartielles étant naturellement dé�nies de manière 
ontinue, mais présentant des non-linéarités fortes,une résolution analytique dire
te n'est pas possible dans le 
as général. En 
onséquen
e, il est5
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essaire de les dis
rétiser, tant sur le plan spatial que temporel a�n de pouvoir ensuite 
al
uleritérativement la solution.2.2.1 Dis
rétisation temporelleLe premier point important lors de la dis
rétisation des équations de Navier-Stokes est le 
hoixd'une dis
rétisation temporelle. Pour le solveur RANS utilisé, Turb'Flow, le traitement des termestemporels a déjà fait l'objet de plusieurs études su

essives [4, 171, 13℄.Toutefois, les simulations e�e
tuées dans 
ette étude sont essentiellement des simulations sta-tionnaires. En 
onséquen
e, le traitement des termes temporels n'intervient que dans la phase de
onvergen
e du 
al
ul. Lorque le 
al
ul est 
onvergé, et don
 que l'état stationnaire est atteint, lestermes temporels sont normalement nuls. La dis
rétisation temporelle n'intervient alors plus dansla pré
ision du résultat stationaire obtenu. En 
onséquen
e, on ne détaillera pas i
i les te
hniquesde dis
rétisation temporelle. Elles sont présentées pour mémoire en annexe B.2.2.2 Dis
rétisation spatialePlusieurs types de dis
rétisations et d'approximations des termes spatiaux intervenant dans leséquations sont possibles [9℄.
• Di�éren
es �nies : La dis
rétisation la plus 
onnue est sans au
un doute 
elle des di�éren
es�nies. On rempla
e alors les dérivées spatiales (
ontinues) en un point par une approximationdis
rète évaluée au moyen d'une série de Taylor sur le voisinage dis
ret de 
e point. La te
h-nique est parti
ulièrement adaptée à la dis
rétisation spatiale puisque un maillage introduitnaturellement 
ette notion de voisinage dis
ret. Cette méthode est extrêmement simple etpermet une assez bonne pré
ision, pour peu que les dérivées soient évaluées ave
 su�sammentde points. En 
ontrepartie, elle est 
onnue pour ne pas être 
onservative et ne 
onvient don
pas à la simulation pré
ise d'é
oulements.Cette te
hnique ne 
onvient don
 pas à notre étude.
• Eléments �nis : La deuxième grande 
lasse est 
elle des éléments �nis, très utilisée enmé
anique des solides. Dans 
ette te
hnique, le milieu est dé
omposé en un ensemble dis
retd'éléments généralement tétraédriques. Les équations à résoudre sont multipliées par unefon
tion test, puis intégrées sur l'ensemble du domaine. La solution est appro
hée en dé�nissantun ensemble de fon
tions de forme, 
es fon
tions étant à support 
ompa
t, ratta
hées à unélément parti
ulier et nulles en dehors. La solution numérique du problème est obtenue enreportant les approximations 
onstruites pour 
haque élément dans l'équation intégrale quiest alors résolue. La te
hnique est intéressante 
ar elle s'appuie sur un maillage non stru
turé etpermet don
 de simuler faiblement des géométries 
omplexes. En revan
he, le 
oût numériquede la résolution est important et l'appro
he reste non 
onservative.On ne retiendra pas non plus 
ette dis
rétisation pour notre étude.
• Volumes �nis : La troisième grande modélisation est 
elle par volumes �nis. L'espa
e est audépart divisé en un ensemble �ni de volumes de 
ontr�le sur lesquels on intègre les équationsdi�érentielles 
onservatives. De plus, on fait l'hypothèse que la taille des volumes de 
ontr�leest su�samment petite relativement aux é
helles de variation du 
hamp, 
e qui permet alors de
onsidérer 
e dernier 
omme quasiment 
onstant sur 
haque 
ellule. Il en résulte une é
rituresimple et fa
ile à 
omprendre sur les plans physiques et numériques. En 
ontrepartie, on



2.2. Choix d'une dis
rétisation des équations de Navier-Stokes 7introduit des interpolations a�n de déterminer les variables au niveau des parois séparant les
ellules. Moyennant un niveau de pré
ision élevé sur 
es interpolations, il est possible d'obtenirune dis
rétisation spatiale assez pré
ise.C'est don
 
ette appro
he qui a été retenue lors du développement du 
ode Turb'Flow, et quisera utilisée pour e�e
tuer les simulations numériques présentées dans 
ette étude.Les méthodes pré
édentes demandent la 
onstru
tion d'un maillage a�n de dis
rétiser l'espa
e.Les maillages sont 
ara
térisés par la donnée d'un 
ertain nombre de n÷uds de positions dé�nieset d'un graphe établissant les relations entre les di�érents n÷uds. La notion de volume dé�nieauparavant est 
ompatible ave
 la des
ription nodale puisque dans un 
as tridimensionnel, troisn÷uds non alignés forment une surfa
e, plusieurs surfa
es délimitant un volume polyédrique. Parla suite, on parlera de voisins pour deux n÷uds dire
tement 
onne
tés.On distingue usuellement deux types de maillages possibles :
• Les maillages non stru
turés : Les volumes de 
ontr�le ont une forme quel
onque, 
e quin'implique don
 pas de 
ontraintes sur le nombre d'éléments voisins. L'avantage de 
ette dis-
rétisation spatiale est une très grande souplesse dans la des
ription de géométries 
omplexes.Il est possible de s'adapter fa
ilement à de brusques 
hangements de dire
tion d'une paroisolide mais aussi de ra�ner lo
alement le maillage sans a�e
ter le reste de l'espa
e. Le prix de
ette �exibilité est une 
omplexité de traitement algorithmique non négligeable. En premierlieu, la génération d'un maillage non stru
turé est assez 
omplexe et demande des te
hniquesadaptées. En outre, le graphe de 
onne
tivité étant quel
onque il doit être sto
ké a�n de savoirquelles sont les relations internodales pour pouvoir é
hanger fa
ilement des informations. Endernier lieu, les n÷uds ne présentant pas à priori de stru
ture parti
ulière dans l'espa
e, il esttrès di�
ile de dé�nir des approximations d'ordre élevé au moyen de méthodes 
lassiques tellesque les volumes �nis. L'utilisation d'un maillage non stru
turé restreint de fa
to la pré
isionpossible et ne sera don
 pas retenue.
• Les maillages stru
turés : Le maillage est organisé en familles de lignes, les lignes au seind'une même famille ne se 
roisant pas et 
roisant une seule fois les lignes des autres familles,générant ainsi les n÷uds. Pour la dis
rétisation spatiale tridimensionnelle, on peut dé�nir desindi
es notés habituellement (i, j, k), 
haque indi
e assurant la numérotation ordonnée d'unefamille. Un n÷ud est de 
ette manière repéré via le triplé d'indi
es. Le 
as de maillage stru
turéle plus simple est le maillage 
artésien uniforme. L'espa
e est ainsi doté d'une stru
ture fa
ileà implémenter dans un algorithme, ave
 laquelle on dispose impli
itement de la table de
onne
tivité. Chaque point du maillage aura au plus six voisins dire
ts, 
ha
un ne variantque de plus ou moins une unité sur un seul indi
e. Le traitement des maillages stru
turés este�
a
e, pré
is et peu 
oûteux en terme de mémoire. En outre, on peut dé
rire l'espa
e aumoyen de repères 
urvilignes atta
hés aux lignes de maillage 
e qui permet aussi de dé�nirdes dire
tions privilégiées : le repérage d'une paroi solide est i
i trivial, puisque 
ette dernière
orrespondra à une surfa
e d'indi
e 
onstant. En 
ontrepartie, 
es maillages sont assez rigidesau sens où la modi�
ation d'une zone de l'espa
e a�e
te potentiellement le reste de l'espa
e,puisque les lignes de même famille doivent rester non sé
antes. Le ra�nement lo
al du maillageest à 
e titre 
omplexe puisqu'on introduit de nouvelles lignes. De plus, ils sont parfois di�
ilesd'emploi sur des géométries 
omplexes présentant des 
ourbures fortes : on peut être amenéà les déformer trop intensément. Les maillages stru
turés se prêtent naturellement à une
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omposition en blo
, laquelle permet de réduire un peu la problématique de maillage. Cetteétude sera don
 basée sur des simulations en maillage stru
turé.Dans la suite, on ne traitera que les maillages stru
turés, en remarquant 
ependant que 
esderniers ne sont qu'un 
as parti
ulier des maillages non-stru
turés. Le 
hoix de 
ette solution aété fait lors de la 
on
eption du logi
iel de 
al
ul Turb'Flow [4, 171℄ a�n d'assurer un traitementinformatique simple et e�
a
e.Le dernier aspe
t de la dis
rétisation spatiale 
on
erne la position des n÷uds relativement aux
ellules de 
al
ul. Cette remarque n'a de sens que dans l'hypothèse d'une modélisation basée surdes volumes. Il existe dans 
e 
as deux manières distin
tes de 
onstruire un volume de 
ontr�le(Fig. 2.1). La première possibilité est de 
onsidérer que les n÷uds sont situés au 
entre des 
ellulesde 
al
ul. On parle alors de s
héma 
ell-
enter. Dans l'autre 
as, dit 
ell-vertex, les n÷uds sontaux sommets du volume de 
ontr�le. Dans le premier 
as, la valeur des variables 
onservativesenregistrée au n÷ud est fa
ilement assimilable à la valeur moyenne de 
es variables sur la 
ellule.Dans la deuxième appro
he, la valeur moyenne doit être déterminée à partir des valeurs aux sommets
e qui peut introduire une erreur. A l'opposé, dans la première représentation la valeur du 
hamp,et surtout 
elle de ses dérivées, doit être interpolée au niveau des interfa
es entre 
ellules, le 
al
ulétant beau
oup plus simple et pré
is ave
 l'autre stru
ture.C'est l'appro
he 
ell-
enter qui a été retenue pour le 
ode de 
al
ul utilisé.

Fig. 2.1 � Appro
hes 
ell-vertex et 
ell-
enter2.3 Formulation Volumes FinisOn supposera dans toute 
ette partie que l'on traite un n÷ud su�samment loin des frontièresdu blo
 ou du domaine de 
al
ul pour avoir un nombre su�sant de voisins dans le domaine. Letraitement des 
onditions aux limites est spé
i�que et est présenté en annexe B.On 
her
he la solution d'une équation aux dérivées partielles de forme 
anonique :
∂A

∂t
+ ~∇. ~B = S (2.1)où A et S sont des grandeurs soit s
alaires soit ve
torielles, et ~B une grandeur soit ve
torielle soittensorielle. Dans le 
adre de la formulation en volumes �nis sur un maillage stru
turé, 
ette équationest exprimée en repère 
urviligne puis intégrée sur des volumes de 
ontr�le élémentaires 
ontigus

V 
ouvrant l'ensemble de l'espa
e. Dans le 
as de 
al
ul instationnaire ou pseudo-instationnaire, le



2.3. Formulation Volumes Finis 9maillage et don
 les 
ellules d'intégration peuvent être mobiles et déformables. Cette dernière 
ara
-téristique est né
essaire pour simuler des 
on�gurations ave
 des parois mobiles 
omme le �ottementd'une aube. Il est en outre possible de 
ette manière de générer un maillage auto-adaptatif dont ladensité de points se règle automatiquement sur les stru
tures prin
ipales de l'é
oulement (
ou
helimite, onde de 
ho
,...), 
ette te
hnique étant valable y 
ompris pour un é
oulement stationnaire.On introduit don
 ~W la vitesse de la surfa
e S(t) des 
ellules d'intégration. L'équation standard(2.1) devient :
d

dt

∫

V(t)
AdV +

∫

S(t)

~C.~ndS =

∫

V(t)
SdV (2.2)

~C est une grandeur tensorielle ou ve
torielle prenant en 
ompte la vitesse pariétale ~W et ~n est leve
teur unitaire normal à la surfa
e S(t) et pointant vers l'extérieur de la 
ellule V(t). L'expression(2.2) peut être é
rite beau
oup plus simplement si on la transpose dans le repère 
urviligne. Onnotera dans la suite (ξ1,ξ2,ξ3) les 
oordonnées dans le repère 
urviligne (Fig. 2.2).Dans 
e repère, en se souvenant qu'on a 
hoisi une appro
he de type 
ell-
enter, les 
ellulesd'intégration sont des hexaèdres dont les frontières sont dé�nies par les surfa
es telles que ξi± =
ξi ± 1

2 , 
e qui impose alors V i = 1 et pour 
ha
une des 6 surfa
es de la 
ellule Si± = 1.

Fig. 2.2 � Changement de repère sur un maillage stru
turéOn rappelle que les ve
teurs ~ai de la base 
ovariante asso
iés aux dire
tions ξi sont tangentsaux lignes de maillage. Les ve
teurs 
ontravariants ~ai sont dé�nis 
omme ~ai = ~∇ξi. Ils sont don
par dé�nition orthogonaux aux iso-surfa
es de ξi, 
e qui, pour des 
ellules de petite taille, équivautà dire que 
e sont les normales aux surfa
es Si.En appliquant le 
hangement de repère, on obtient :
∫

Vi

∂

∂t
(
√
gA)

3∏

j=1

dξj ±
3∑

i=1





∫

Si±

√
g ~C.~ai

3∏

j=1

i6=j

dξj





=

∫

Vi

√
gS

3∏

j=1

dξj (2.3)où √
g = det

{
∂xi

∂ξj

} est le ja
obien de la transformation géométrique. On remarquera que le ja
obienpeut être interprété 
omme le volume de la 
ellule d'intégration.



10 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationLe 
÷ur de la formulation en volumes �nis est de supposer que les variations du 
hamp aérodyna-mique sont sur des é
helles spatiales su�samment grandes pour pouvoir 
onsidérer que les variablesaérodynamiques sont 
onstantes à l'é
helle de la 
ellule d'intégration. On peut alors rempla
er lesintégrandes dans l'équation (2.3) par des valeurs moyennes. Pour tout triplé d'entiers (ξ1,ξ2,ξ3) onobtient :
∂

∂t
(
√
gA)

∣∣∣∣
ξ1,ξ2,ξ3

+

3∑

i=1

{
± F i

∣∣
ξi± 1

2

}
=

√
gS|ξ1,ξ2,ξ3 (2.4)Les ~F i

∣∣∣
ξi± 1

2

sont les �ux aux interfa
es ξi ± 1
2 , ~F i étant par ailleurs dé�ni 
omme ~F i =

√
g ~C.~ai.Dans 
ette hypothèse, on peut de plus 
ara
tériser la grandeur C ave
 les formules suivantes :

~C = ~B −A ~W si C est ve
torielle, ⇒
C=

⇒
B − ~A⊗ ~W sinon.L'expression (2.4), et plus généralement la formulation en volumes �nis, impliquent une 
ertainequalité du maillage. En premier lieu, il est évident que la taille des mailles doit être assez faiblepour 
apter les petites stru
tures de l'é
oulement. Les zones présentant de forts gradients devrontdon
 être densément maillées. D'autre part, [4℄ note que les mailles voisines doivent être de taille etd'orientation pro
hes a�n d'éviter des dis
ontinuités fortes du ja
obien √

g et des ve
teurs 
ontra-variants ~ai. On suppose en outre que le ja
obien est positif, 
e qui est impli
itement représenté parl'utilisation de la ra
ine 
arrée dans la notation. La 
onséquen
e prin
ipale de 
ette 
ontrainte estd'interdire les 
ellules 
roisées 
omme illustrées sur la �gure suivante (Fig. 2.3) :
Fig. 2.3 � Stru
ture de maillage 
roiséA partir de 
e formalisme, on peut expli
iter les équations de Navier-Stokes moyennées et adi-mensionnées (A.37 à A.43) 
omme suit.Conservation de la masse

∂ρ

∂t
+ ~∇.

[
ρ~V
]

= 0 (2.5)En utilisant la notation symbolique pré
édente, on a :
A = ρ (2.6)
~B = ρ~V (2.7)
~C = ρ

(
~V − ~W

) (2.8)
S = 0 (2.9)
F i =

√
gρV i (2.10)



2.3. Formulation Volumes Finis 11en posant − ~W.~ai = ∂ξi

∂t et V i = ∂ξi

∂x1
u1 + ∂ξi

∂x2
u2 + ∂ξi

∂x3
u3 + ∂ξi

∂t = (~V − ~W ).~ai. La vitesse V i est don
la vitesse 
ontravariante du �uide relative au maillage mobile dans la dire
tion ξi.Conservation de la quantité de mouvement
∂ρ~V

∂t
+ ~∇.

[
ρ~V ⊗ ~V + p

⇒
I − 1

Re

⇒
τ l+t

]
= ~0 (2.11)Soit en
ore :

~A = ρ (2.12)
⇒
B= ρ~V ⊗ ~V + p

⇒
I − 1

Re

⇒
τ l+t (2.13)

⇒
C= ρ~V ⊗ (~V − ~W ) + p

⇒
I − 1

Re

⇒
τ l+t (2.14)

~S = ~0 (2.15)
~F i =

√
g

[
ρ~V V i + p~ai − 1

Re

⇒
τ l+t .~a

i

] (2.16)Conservation de l'énergie
∂ρE

∂t
+ ~∇.

[
(ρE + p)~V − 1

Re

{
γ

(
µ

Pr
+

µt

Prt

)
~∇e+ ⇒

τ l+t .~V −
(
µ+

µt

σk

)
~∇k
}]

= 0 (2.17)où :
A =ρE (2.18)
~B =(ρE + p)~V − 1

Re

{
γ

(
µ

Pr
+

µt

Prt

)
~∇e+ ⇒

τ l+t .~V −
(
µ+

µt

σk

)
~∇k
} (2.19)

~C =(ρE + p)(~V − ~W ) + p ~W

− 1

Re

{
γ

(
µ

Pr
+

µt

Prt

)
~∇e+ ⇒

τ l+t .~V −
(
µ+

µt

σk

)
~∇k
} (2.20)

S =0 (2.21)
F i =

√
g

[
(ρE + p)V i − p

∂ξi

∂t

− 1

Re

{
γ

(
µ

Pr
+

µt

Prt

)
~∇e+ ⇒

τ l+t .~V −
(
µ+

µt

σk

)
~∇k
}
.~ai

] (2.22)Conservation de l'énergie 
inétique turbulente
∂ρk

∂t
+ ~∇.

[
ρk~V − 1

Re

(
µ+

µt

σk

)
~∇k
]

= Sk (2.23)



12 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationoù :
A = ρk (2.24)
~B = ρk~V − 1

Re

(
µ+

µt

σk

)
~∇k (2.25)

~C = ρk(~V − ~W ) − 1

Re

(
µ+

µt

σk

)
~∇k (2.26)

S =
√
gSk (2.27)

F i =
√
g

[
ρkV i − 1

Re

(
µ+

µt

σk

)
~∇k.~ai

] (2.28)Conservation de la dissipation spé
i�que turbulente On a 
hoisi pour 
ette étude le modèlede turbulen
e à deux équations k−ω de Kok [107℄. En 
onséquen
e, la deuxième variable turbulenteà traiter est la dissipation spé
i�que turbulente ω.
∂ρω

∂t
+ ~∇.

[
ρω~V − 1

Re

(
µ+

µt

σω

)
~∇ω
]

= Sω (2.29)où :
A = ρω (2.30)
~B = ρω~V − 1

Re

(
µ+

µω

σω

)
~∇ω (2.31)

~C = ρω(~V − ~W ) − 1

Re

(
µ+

µω

σω

)
~∇ω (2.32)

S =
√
gSω (2.33)

F i =
√
g

[
ρωV i − 1

Re

(
µ+

µω

σω

)
~∇ω.~ai

] (2.34)Au �nal, il est possible de réé
rire le système des équations à résoudre sous la forme 
ondenséesuivante :
∂

∂t
(
√
gq)

∣∣∣∣
ξ1,ξ2,ξ3

+
3∑

i=1

[
Fi(ξi +

1

2
) − Fi(ξi − 1

2
)

]
=

√
gS|ξ1,ξ2,ξ3 (2.35)On aura au préalable dé�ni le ve
teur des variables 
onservatives q :

q =




ρ

ρ~V
ρE
ρk
ρω




(2.36)De même, on remarque en observant les équations (2.10), (2.16), (2.22), (2.28) et (2.34) que le �uxà une interfa
e de la 
ellule est systématiquement dé
omposable en deux parties, la se
onde étant



2.4. Dis
rétisation spatiale des flux 
onve
tifs - s
hémas dé
entrés amont 13pondérée par le 
oe�
ient 1
Re
. On dé�nit don
 le ve
teur des �ux Fi dans la dire
tion ξi de la façonsuivante :

Fi = F i
c −

1

Re
F i

v

=
√
g




ρV i

ρ~V V i + p~ai

(ρE + p)V i − p∂ξi

∂t
ρkV i

ρωV i




− 1

Re

√
g




0
⇒
τ l+t

γ
(

µ
Pr

+ µt

Prt

)
~∇e+ ⇒

τ l+t .~V −
(
µ+ µt

σk

)
~∇k(

µ+ µt

σk

)
~∇k(

µ+ µt

σω

)
~∇ω



.~ai(2.37)Et pour �nir :

S =




0
~0
0√
gSk√
gSω




(2.38)
V i =

∂ξi

∂x1
u1 +

∂ξi

∂x2
u2 +

∂ξi

∂x3
u3 +

∂ξi

∂t
(2.39)

p = (γ − 1)

[
ρE − 1

2

(ρ~V )2

ρ
− ρk

] (2.40)Conventionnellement les deux 
omposantes F i
c et F i

v sont quali�ées respe
tivement de �ux
onve
tif et di�usif. Cette appellation vient initialement de l'é
riture des équations dans un 
asEulérien où seul le terme F i
c est non nul, 
as 
orrespondant bien à la 
onve
tion des grandeurs
onservatives. La notion de �ux di�usif n'apparaît qu'ave
 l'introdu
tion de la vis
osité.Maintenant que l'on dispose des équations exprimées de manière semi-dis
rète pour 
haque
ellule élémentaire dé�nie dans un repère 
urviligne selon une formulation de type volumes �nis,il est né
essaire de détailler les te
hniques de dis
rétisation spatiale asso
iées à la résolution de 
esystème.2.4 Dis
rétisation spatiale des �ux 
onve
tifs - s
hémas dé
entrésamontOn traitera spé
i�quement dans 
ette partie, ainsi que dans les se
tions 2.5 et 2.6, du 
al
uldes �ux exprimés pour les variables 
onservatives 
lassiques ρ, ρ~V et ρE. On présentera aussi denouveaux développements permettant d'améliorer la pré
ision du 
al
ul. Le traitement des variablesturbulentes k et ω n'a pour sa part pas fait l'objet d'analyses détaillées dans 
ette étude, et il seraprésenté don
 en annexe B.2.Les termes 
onve
tifs des équations dis
rétisées peuvent être traités en utilisant des s
hémasspatiaux dé
entrés amont (aussi appelés s
hémas "upwind"). Ceux-
i sont 
onstruits en prenant



14 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationen 
ompte la physique de l'é
oulement via les phénomènes de propagation d'ondes dans di�érentesdire
tions. Ces s
hémas présentent plusieurs avantages notables :
• Ils sont très bien adaptés par 
onstru
tion à des ondes de 
ho
 et plus généralement auxé
oulements supersoniques
• Ils sont naturellement dissipatifs et par 
onséquent ils ne demandent pas l'adjon
tion d'unedissipation numérique arti�
ielle spé
i�ée par l'utilisateur.Parmi les s
hémas dé
entrés amont, on distingue usuellement deux grandes 
atégories :1. Les s
hémas à séparation de �ux ("Flux Ve
tor Splitting", FVS) : ils reposent sur une dé
om-position du �ux 
onve
tif à l'interfa
e déterminée par les 
ara
téristiques lo
ales de l'é
oule-ment. Ils sont réputés rapides et robustes, quoique sou�rant d'une pré
ision réduite.2. Les s
hémas à di�éren
es de �ux ("Flux Di�eren
e Splitting", FDS) : 
e sont historiquementles premiers s
hémas développés, ils sont élaborés sur la résolution exa
te ou appro
hée d'unproblème de Riemann à l'interfa
e de la 
ellule. Ils sont en 
onséquen
e assez pré
is mais sontaussi lents à 
ause du traitement algorithmique né
essaire.2.4.1 S
héma à séparation de �ux de Van LeerCe s
héma est initialement dérivé à partir de 
elui de Steger et Warming [176℄. Il est donné i
ipour fa
iliter la 
ompréhension des mé
anismes des s
hémas à séparation de �ux : il est en e�ettrès simple et présente un grand nombre de 
ara
téristiques qui seront reprises par les s
hémas FVSplus évolués. Le s
héma de Van Leer est basé sur la dé
omposition de 
haque 
omposante Fi

c du�ux 
onve
tif en deux 
ontributions distin
tes Fi+ et Fi− :
Fi

c = Fi+ + Fi− (2.41)Les �ux Fi+ et Fi− sont déterminés de manière à 
e que les matri
es ja
obiennes asso
iées ∂Fi+

∂(
√

gq)et ∂Fi−

∂(
√

gq) n'aient respe
tivement au
une valeur propre négative et positive.Il existe en théorie une in�nité de fon
tions respe
tant 
es 
ritères, 
'est pourquoi il est né
essairede se donner des 
ontraintes supplémentaires. Celles 
hoisies par Van Leer sont les suivantes :
• Les Fi± doivent être 
ontinus et tels que :

Fi+ = Fi
c pour un nombre de Ma
h M > 1

Fi− = Fi
c pour un nombre de Ma
h M < −1Con
rètement, 
ela revient à respe
ter la propagation stri
tement as
endante ou des
endantede l'information dans les 
as supersoniques.

• Les 
omposantes de Fi± doivent reproduire les symétries de Fi
c par rapport au nombre deMa
h M i.

Fi+(M) = ±Fi−(−M) si Fi
c(M) = ±Fi

c(−M)

• ∂Fi±

∂(
√

gq) doit être 
ontinue.
• ∂Fi±

∂(
√

gq) possède une valeur propre qui s'annule dans le 
as d'un é
oulement subsonique.
• Les Fi±, de même que Fi

c, sont des expressions polynomiales du nombre de Ma
h du pluspetit ordre possible.



2.4. Dis
rétisation spatiale des flux 
onve
tifs - s
hémas dé
entrés amont 15Le �ux 
onve
tif dans la dire
tion i est don
 dé
omposé selon le Ma
h 
ontravariant M i = V i

c‖~ai‖de la manière suivante :
• Pour un é
oulement supersonique as
endant : M i 6 −1

Fi+ = ~0

Fi− = Fi
c

(2.42)
• Pour un é
oulement subsonique : −1 < M i < 1

Fi± =
√
g
∥∥~ai
∥∥ f±masse




1
c

γ‖~ai‖(−M i ± 2) ∂ξi

∂x1
+ u1

c
γ‖~ai‖(−M i ± 2) ∂ξi

∂x2
+ u2

c
γ‖~ai‖(−M i ± 2) ∂ξi

∂x3
+ u3

f±energie




(2.43)où
f±masse = ±1

4
ρc(M i ± 1)2 (2.44)et

f±energie =
c2

γ2 − 1

[
−(γ − 1)M i2 ± 2(γ − 1)M i + 2

]

+ (u2
1 + u2

2 + u2
3) −

c

γ

∂ξi

∂t

‖~ai‖(−M i ± 2)

(2.45)
• Pour un é
oulement supersonique des
endant : M i > 1

Fi+ = Fi
c

Fi− = ~0
(2.46)L'ordre de 
e s
héma dépend très étroitement de la manière dont sont évalués les �ux. Unedes te
hniques les plus 
lassiques est l'utilisation d'une formulation de type MUSCL (MonotoneUpstream-
entered S
heme for Conservation Laws), introduite par Van Leer [184℄. Cette méthodesera présentée plus loin.Ce s
héma présente l'avantage d'être robuste et de donner une solution assez régulière au voisi-nage du point sonique en raison des 
ritères 
hoisis pour la 
onstru
tion des Fi±.Néanmoins, il est aussi ex
essivement dissipatif à faible nombre de Ma
h et ne 
onserve pasl'enthalpie totale [80℄.2.4.2 S
héma de LiouPlus qu'un s
héma, il s'agit en fait d'une famille de s
hémas développés su

essivement pouressayer d'améliorer la formulation. Ces s
hémas ont été initiés par Liou [118℄ ave
 le s
héma AUSM(Adve
tion Upstream Splitting S
heme), suivi peu après par le s
héma AUSM+ [119, 120℄. Ils visentà 
orriger les défauts 
onstatés du s
héma de Van Leer. En 
e sens, on optera par la suite pour



16 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationune dé
omposition du �ux 
onve
tif en une partie Ci regroupant les termes purement 
onve
tifset une autre, P i, traduisant les termes de pression. Cette te
hnique est motivée par le fait queles phénomènes purement 
onve
tifs ne jouent pas le même r�le que les phénomènes a
oustiques. Al'image du s
héma de Van Leer, 
ha
une de 
es 
ontributions est ensuite s
indée en deux expressionsvéri�ant l'uni
ité de signe pour les valeurs propres des matri
es ja
obiennes asso
iées.Pour le s
héma AUSM+, on obtient :
Fi

c = Ci + P i (2.47)ave
 :
Ci =

√
gcm




M i+ρL +M i−ρR

M i+(ρu1)
L +M i−(ρu1)

R

M i+(ρu2)
L +M i−(ρu2)

R

M i+(ρu3)
L +M i−(ρu3)

R

M i+(ρE + p)L +M i−(ρE + p)R




(2.48)
P i =

√
g




0

(pi+pL + pi−pR) ∂ξi

∂x1

(pi+pL + pi−pR) ∂ξi

∂x2

(pi+pL + pi−pR) ∂ξi

∂x3

−(pi+pL + pi−pR)∂ξi

∂t




(2.49)Pour la partie 
onve
tive, cm est la vitesse moyenne du son au sens de Liou au niveau de l'interfa
e,et les M i± sont dé�nis par la relation :
M i± =

1

2
(M i + |M i|) (2.50)

M i est le nombre de Ma
h au sens de Liou. De 
ette manière, selon le signe de M i, on ne retientdans le 
al
ul du �ux 
onve
tif que l'état à gau
he ou à droite de l'interfa
e. On notera qu'il estpossible de dé�nir aussi une vitesse 
ontravariante au sens de Liou :
V i

l = M icm
∥∥~ai
∥∥Le problème est alors de dé�nir un nombre de Ma
h représentatif des 
onditions aérodynamiquesau niveau de l'interfa
e de la 
ellule traitée, en tenant 
ompte notamment des états gau
hes et droits.Pour 
ela, on dé
ompose le nombre de ma
h M i 
omme :

M i = M+(ML) + M−(MR) (2.51)où :
M±(ML/R) =





±1
4(ML/R ± 1)2 ± βliou(ML/R2 − 1)2 si |ML/R| < 1

1
2(ML/R ± |ML/R|) sinon (2.52)

ML et MR étant les nombres de Ma
h dé�nis de manière 
lassique pour les états gau
hes et droitsrelativement à la vitesse cm :
ML/R =

V

cm
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tifs - s
hémas dé
entrés amont 17Le terme de pression s'expli
ite de manière assez similaire. On dé�nit ainsi :
p±(ML/R) =





1
4(ML/R ± 1)2(2 ∓ML/R) ± αliouM

L/R(ML/R2 − 1)2 si |ML/R| < 1

1
2(1 ± signe(ML/R)) sinon (2.53)Les 
oe�
ients αliou et βliou sont 
hoisis de sorte que :

d2M±

dM2

∣∣∣∣
M=0

= 0 (2.54)
d2p±

dM2

∣∣∣∣
M=±1

= 0 (2.55)Liou rapporte que les valeurs αliou = 3/16 et βliou = 1/8 donnent les meilleurs résultats sur lesproblèmes testés.Il reste toutefois à dé�nir la vitesse du son moyenne à l'interfa
e cm, laquelle est utilisée di-re
tement pour le 
al
ul de la partie purement 
onve
tive ainsi que pour la dé�nition des ML/R.L'utilisation d'une vitesse du son 
ommune dans 
e dernier 
as est naturelle puisque l'interfa
e estsoumise dans le 
as général à l'in�uen
e des états gau
hes et droits.Il existe a priori un large éventail de possibilités pour dé�nir cm mais Liou [119℄ signale queparmi plusieurs formulations testées, la meilleure est la simple moyenne arithmétique :
cm = cm(ξi − 1

2
) =

1

2

[
c(ξi − 1) + c(ξi)

] (2.56)Ce s
héma, bien que meilleur que 
elui de Van Leer (notamment pour la 
onservation d'enthal-pie), reste sujet à deux problèmes majeurs.
• Il est en
ore sur-dissipatif dans les zones de faible vitesse.
• Il tend à générer des os
illations de pression pro
hes d'une instabilité pair/impair dans leszones de forts gradients et/ou de faible vitesse.2.4.2.1 Corre
tion de la dissipation arti�
ielle pour les é
oulements à basse vitessePour 
orriger le premier défaut, la sur-dissipation du s
héma dans les zones de basse vitesse,Liou et Edwards [42, 122℄ introduisent une nouvelle expression de la vitesse du son à l'interfa
einspirée du traitement e�e
tué par le pré
onditionneur de Weiss [193℄. On rappelle que les méthodesde pré
onditionnement matri
iel sont utilisées pour a

élérer la 
onvergen
e du 
al
ul. Le mauvais
onditionnement des matri
es ralentit fortement la 
onvergen
e des 
al
uls stationnaires, notammentdans les zones à basse vitesse où les valeurs propres u et u+c sont d'ordres de grandeur très di�érents.Pour 
orriger 
e mauvais 
onditionnement, on applique un pré
onditonneur Γ tel que les valeurspropres de Γ−1 ∂Fi

∂w
(w étant le ve
teur des variables primitives) soient V i, V i′ ± c′, ave
 [42℄ :
V i′ ± c′ =

(1 +M2
ref )

2


V i ± c

√
(1 −M2

ref )2M2 + 4M2
ref

(1 +M2
ref )


 (2.57)
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M2

ref =
min

[
c2,max(V 2, V 2

co)
]

c2
(2.58)

Vco étant une vitesse de 
oupure spé
i�ée par l'utilisateur.Cette valeur ne sert théoriquement qu'à éviter l'apparition de singularités au point de stagnation,mais en 
ontrepartie elle a�e
te la 
orre
tion : trop grande, elle implique une 
orre
tion faible desvaleurs propres.On peut montrer que la dissipation du s
héma AUSM+ est issue du terme de pression P i. Ellepeut être s
indée en deux parties, l'une proportionnelle à la vitesse du son à l'interfa
e cm, et l'autreproportionnelle à 1
cm
. Liou et Edwards proposent don
 tout naturellement un terme d'é
helle f 1

2
,
alqué sur les équations de pré
onditionnement, tel que la vitesse du son utilisée par le s
hémas'é
rive :

cm = f 1
2
c̄m

f 1
2

=

r
(1−M2

ref 1
2

)2M2+4M2

ref 1
2

(1+M2

ref 1
2

)

(2.59)
c̄m est donné par l'équation (2.56).La formulation (2.59) fait elle aussi intervenir la notion de Ma
h de 
oupure. Plus 
e dernier est
hoisi grand, plus la dissipation à basse vitesse sera forte. A l'inverse, une petite valeur entraîne unedégradation dans la 
apture des ondes de 
ho
.On pré
isera 
ependant que la 
orre
tion de la dissipation numérique n'est pas synonyme depré
onditionnement, 
e dernier pouvant être employé indépendamment de la 
orre
tion. En parti
u-lier, il n'existe pas de raison théorique de relier le Ma
h de 
oupure asso
ié au pré
onditionnementave
 
elui asso
ié à la dissipation. Cependant, pour une question de fa
ilité d'utilisation, le 
odeTurb'�ow fait intervenir une unique valeur pour régler les deux mé
anismes.2.4.2.2 Corre
tion des instabilités de pressionLa 
orre
tion des os
illations de pression apparaissant dans les zones à basse vitesse ave
 desforts gradients est plus di�
ile. Selon Liou, le problème vient d'une dissipation asso
iée trop faiblequi ne limite don
 pas les sur/sous-prédi
tions. Liou [121℄ propose une nouvelle version baptiséeAUSM+−up dans laquelle il redé�nit les mé
anismes de 
orre
tion pré
édents ave
 un nouveaunombre de Ma
h de 
oupure. Cependant, 
ette version a montré une forte instabilité générale pourla simulation des grandes 
on�gurations examinées dans la présente étude. Un s
héma plus ré
ent,développé par Shima et Kitamura (SLAU - [168℄) semble plus prometteur.2.4.3 S
héma à di�éren
e de �ux - S
héma de Roe2.4.3.1 Prin
ipes généraux des s
hémas à di�éren
e de �uxLes s
hémas à di�éren
e de �ux ont été parmi les premiers s
hémas dé
entrés développés. Lepremier est 
elui de Godunov [183, 60℄, dans lequel on représente en un instant l'é
oulement dis-
rétisé sur 
haque 
ellule 
omme un ensemble d'états 
onstants, 
e qui équivaut don
 à traiter un
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entrés amont 19problème du type tube à 
ho
 au niveau de 
haque interfa
e. En résolvant exa
tement les problèmesde Riemann sur l'intégralité de la surfa
e de la 
ellule, on peut ainsi déterminer l'évolution du
hamp à l'intérieur de 
ette dernière, sur un intervalle de temps su�samment petit a�n d'éviter lesintera
tions entre les ondes montantes et des
endantes. On peut alors re
al
uler l'état moyen sur la
ellule au bout de 
e pas de temps et re
ommen
er le pro
essus. Cette méthode est assez attra
tivedu point de vue théorique, mais elle sou�re nettement de la 
omplexité des problèmes à résoudre.2.4.3.2 S
héma de RoePour 
orriger les défauts du s
héma de Godunov, Roe [156℄ propose un s
héma reposant sur larésolution appro
hée des problèmes de Riemann. Le �ux 
onve
tif à l'interfa
e ξi − 1
2 s'é
rit :

Fi
c(ξ

i − 1

2
) =

1

2

[
Fi

c(q
L) + Fi

c(q
R)
]
−√

g|Ki|q
L − qR

2
(2.60)Les �ux Fi

c sont dé�nis selon la formule (2.37), 
e qui permet de prendre en 
ompte dire
tement lemouvement du maillage.La matri
e ja
obienne Ki est 
hoisie à partir de 
ritères physiques et mathématiques. Un des
hoix possibles est de 
onstruire 
ette matri
e à partir d'un 
hangement de variables. On moyenneles variables 
onservatives au sens de Roe :
ρroe =

√
ρLρR

∀j > 2, (qj)roe =

√
ρLqL

j +
√

ρRqR
j√

ρL+
√

ρR

(2.61)On dé�nit alors :
|Ki| = Ri(qroe)|Λi|Li(qroe) (2.62)où Ri (resp. Li) est la matri
e des ve
teurs propres droits (resp. gau
hes) et Λi la matri
e diagonale
onstituée des valeurs propres de ∂Fi

c

∂(
√

gq) .Le s
héma de Roe est robuste et pré
is notamment pour les é
oulements ave
 des ondes de 
ho
,mais il ne respe
te pas la 
ondition d'entropie et peut produire des solutions non-physiques.2.4.4 S
hémas d'ordre élevéJusqu'à présent, les di�érents s
hémas dé
entrés n'ont pas été détaillés en terme d'ordre spatial.Les formulations proposées ne tiennent 
ompte pour l'instant que des états à gau
he et à droite dela 
ellule qL et qR.2.4.4.1 Interpolation MUSCLEn pratique, on 
ontr�le la pré
ision du s
héma en déterminant plus ou moins pré
isément
es états au voisinage de l'interfa
e. Une des méthodes les plus utilisées à l'heure a
tuelle estla te
hnique MUSCL (Monotone Upstream-
entered S
heme for Conservation Laws) initialementdéveloppée par Van Leer [184℄. Cette formulation fait intervenir une interpolation d'ordre variablepour les états gau
hes et droits en fon
tion des valeurs du 
hamp 
onservatif sto
ké aux n÷udsadja
ents. Au premier ordre, les valeurs qL et qR sont déterminées pour 
haque dire
tion en 
opiantdire
tement la valeur des deux n÷uds en
adrant l'interfa
e. Pour des ordres élevés, on fait intervenirdes interpolations plus élaborées.
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iliter la 
ompréhension, on remarquera qu'une re
onstru
tion pré
ise àl'ordre 1 présente une erreur dire
tement proportionnelle à la distan
e, soit en
ore ave
 un dévelop-pement en série de Taylor à partir du point x0 :
qordre1 = q(x0) + O(∆x) = q(x0) + ∆x

∂q

∂xEn 
onséquen
e, une telle re
onstru
tion ne peut reproduire exa
tement qu'une distribution spa-tiale 
onstante pour q. De la même manière, une interpolation au se
ond ordre ne peut re
onstruireexa
tement qu'une variation linéaire, et
.Pour un maillage stru
turé uniforme, l'interpolation MUSCL s'é
rit (Fig. 2.4) :
qL

ξi− 1
2

= QL/R(qξi ,qξi−1,qξi−2)

qR
ξi− 1

2

= QL/R(qξi−1,qξi ,qξi+1)

(2.63)où
QL/R(q0,q1,q2) = q1 + σ

1

4
[(1 + κ)(q0 − q1) + (1 − κ)(q1 − q2)]

=
1

4
σ(1 + κ)q0 +

(
1 − 1

2
κσ

)
q1 −

1

4
σ(1 − κ)q2

(2.64)où κ et σ sont des 
onstantes 
ontr�lant globalement l'ordre de la re
onstru
tion. σ = 0 équivautà é
rire que QL/R(q0,q1,q2) = q1, 
e qui 
onstitue don
 un s
héma du premier ordre. On utilise
σ = 1 pour les interpolations d'ordre supérieur.

Fig. 2.4 � Détermination des états gau
hes et droits par une appro
he MUSCLUne fois σ réglé à 1, le paramètre le plus important est don
 κ, lequel permet de déterminerdire
tement la pré
ision de l'interpolation.On obtient les 
as de �gure suivants :
• κ = 0 : s
héma de Fromm [53℄.Ce s
héma est pré
is au se
ond ordre. L'interpolation se résume alors à :

qL/R = q1 ±
∂q

∂x
∆xinterface (2.65)
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tifs - s
hémas dé
entrés amont 21où ∂q
∂x est évaluée par di�éren
es �nies 
entrées autour de q1 et ∆xinterface est la distan
eséparant le point q1 de l'interfa
e où on e�e
tue la re
onstru
tion.Pour un maillage uniforme, on obtient don
 :

qL/R = q1 ±
q2 − q0

2
(2.66)

• κ = −1 : s
héma totalement dé
entré du se
ond ordre.
• κ = 1 : s
héma 
entré du se
ond ordre
• κ = 1

2 : s
héma "QUICK" (Quadrati
 Upwind Interpolation) pré
is au se
ond ordre
• κ = 1

3 : s
héma partiellement dé
entré du troisième ordre "CUI" (Cubi
 Upwind Interpola-tion).Le s
héma du se
ond ordre appliqué par défaut dans le 
ode de 
al
ul Turb'Flow est le s
héma deFromm.Les interprétations graphiques des interpolations κ = 0 et κ = ±1 sont données sur la �gure(Fig. 2.5)

Fig. 2.5 � Constru
tion graphique des interpolations MUSCL pour κ = 0, κ = 1 et κ = −1Comme on l'a pré
isé, 
ette formulation n'est a priori valable que dans le 
as d'un maillageuniforme et monodimensionnel. Les hypothèses faites pour le 
al
ul des intégrales surfa
iques etvolumiques dans le 
adre de l'appro
he en volumes �nis, à savoir que q est 
onstant dans lesdire
tions orthogonales à la dire
tion d'interpolation, limitent don
 la pré
ision à l'ordre 2.Une autre restri
tion porte sur la monotonie du s
héma spatial ainsi obtenu. Un s
héma est ditmonotone s'il n'introduit pas d'extrema lors de la 
onve
tion d'une distribution initiale monotone. Ilexiste en pratique plusieurs te
hniques et 
ritères traduisant la monotonie de manière plus ou moins



22 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationrigide. Une des formes les plus employées à l'heure a
tuelle est le 
ritère TVD (Total VariationDiminishing). Pour un 
as monodimensionnel, elle se traduit par :
∑

i

|qn+1
i+1 − qn+1

i | 6
∑

i

|qn
i+1 − qn

i | (2.67)Le 
ritère TVD (2.67) implique la monotonie puisque l'apparition d'un extremum augmentera
lairement la somme sur le maillage des é
arts entre points voisins. Il 
onstitue 
ependant un 
adreplus général. On peut montrer que 
e 
ritère implique des restri
tions sur les 
oe�
ients utilisésdans la formule d'interpolation asso
iée. On montre en parti
ulier [117, 3℄ que pour un s
héma TVDappliqué à l'équation de 
onve
tion monodimensionnelle :
∂q

∂t
+ a

∂q

∂x
= 0la solution dis
rétisée à l'instant n+ 1 par un s
héma de se
ond ordre peut s'é
rire :

qn+1
i = qn

i −C+
j−1(q

n
i − qn

i−1) + C−
j (qn

i+1 − qn
i )ave
 les 
onditions suivantes sur les 
oe�
ients C± pour garantir que le s
héma est TVD :

C±
j > 0

C+
j + C−

j 6 1On retiendra qu'il existe en pratique d'autres formulations pour le 
al
ul des états gau
heset droits autour de l'interfa
e. Ces te
hniques sont généralement établies sur des maillages non-stru
turés, 
e qui 
onstitue une généralisation par rapport aux maillages stru
turés. La méthodeproposée par Barth et Jespersen [7℄ s'appuie sur un 
al
ul tridimensionnel des gradients des variablesau sein de la 
ellule d'intégration. Ces gradients sont ensuite utilisés pour extrapoler la solution àl'interfa
e. On trouvera aussi dans [26, 23, 36℄ un 
ertain nombre d'autres te
hniques de re
onstru
-tion pouvant même traiter des maillages non-uniformes. On se 
on
entrera néanmoins dans la suitesur l'interpolation MUSCL, laquelle est aujourd'hui utilisée dans le 
ode de 
al
ul Turb'Flow quenous avons utilisé.2.4.4.2 Limiteurs de pentes pour la formulation MUSCLAve
 de telles 
onsidérations, il est évident que l'interpolation MUSCL (2.64) ne satisfait pas le
ritère TVD dans le 
as général. Seule l'interpolation au premier ordre (σ = 0) permet de garantirla monotonie. D'autre part, il peut être né
essaire de dégrader lo
alement l'ordre d'interpolationa�n d'augmenter la dissipation et ainsi prévenir l'apparition d'instabilités numériques. Pour 
esdeux raisons, relativement semblables, on modi�e dans un premier temps la formulation (2.64) enposant :
QL/R(q0,q1,q2) = q1 + σ

1

4
Φ [(1 + κΦ)(q0 − q1) + (1 − κΦ)(q1 − q2)]

=
1

4
σΦ(1 + κΦ)q0 +

(
1 − 1

2
κσΦ2

)
q1 −

1

4
σΦ(1 − κΦ)q2

(2.68)La fon
tion Φ 
orrespond à un limiteur de pente 
onçu pour empê
her les os
illations au voisinagede forts gradients. Cette fon
tion est dé�nie à partir du 
hamp aérodynamique sur une zone lo
ale
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entrés amont 23et varie 
ontinûment entre 0 et 1. De même que pour σ, Φ = 0 
orrespond à une interpolation dupremier ordre, le 
as Φ = 1 étant au 
ontraire une re
onstru
tion d'ordre élevé.Il est préférable de 
al
uler la valeur de Φ pour 
haque variable aérodynamique traitée puisquedans 
ertains 
as, notamment pour des surfa
es de 
onta
t 
omme l'interfa
e entre deux phases,toutes les variables ne sont pas dis
ontinues. Cette appro
he est plus 
oûteuse informatiquementmais plus 
ohérente du point de vue physique.Il existe en théorie une in�nité de fon
tions possibles pour Φ, mais on restreindra le 
hoix ave
des 
onditions de 
ontinuité et de dérivabilité qui assurent un 
hangement monotone du s
hématant sur le plan spatial que temporel. Les limiteurs retenus jusqu'à très ré
emment dans le 
odeTurb'Flow sont les suivants :
• Limiteur de Van Albada (formulation de Mulder [140℄) :

Φ(q0,q1,q2) =
2|(q0 − q1)(q1 − q2)| + ε

(q0 − q1)2 + (q1 − q2)2 + ε
(2.69)

ε étant une 
onstante petite 10−9 utilisée pour éviter une division par zéro dans les zones defaible gradient. Il n'a�e
te pas le fon
tionnement du limiteur dans les zones de fort gradient,mais il peut en revan
he provoquer un dé
len
hement parasite du limiteur dans les parties oùl'é
oulement est quasiment 
onstant.
• Tangente hyperbolique :

Φ(q0,q1,q2) = 1 − tanh2
{
min

(
10, ν [(q1 − q2) − (q0 − q1)]

2
)} (2.70)

ν = 20 étant un paramètre réglant la sensibilité du limiteur.L'expression pré
édente fait intervenir la di�éren
e entre deux gradients plut�t que leur quo-tient. Ce
i implique que l'ordre de grandeur des termes est important et demande don
 uneadimensionnalisation 
orre
te.Le limiteur de Van Albada se dé
len
he très fa
ilement, faisant rapidement 
huter la pré
isionau premier ordre. Il est don
 responsable d'une erreur numérique assez importante, mais en 
ontre-partie, il génère un s
héma robuste bien adapté aux é
oulements ave
 des ondes de 
ho
. A l'opposé,le limiteur en tangente hyperbolique des
end assez lentement vers 0 garantissant ainsi une bonnepré
ision spatiale, au risque de ne pas agir assez e�
a
ement et de laisser apparaître des os
illations.2.4.5 Généralisation des formules d'interpolation pour les s
hémas dé
entrésamontJusqu'à présent, nous avons dé
rit les grandes te
hniques de dis
rétisation spatiale implémentéesdans le 
ode Turb'Flow. Cette des
ription avait pour but de donner le 
ontexte des travaux degénéralisation des s
hémas aux maillages non uniformes que j'ai e�e
tués au 
ours de ma thèse etque je vais maintenant présenter.On remarquera i
i que les formules utilisées 
ouramment pour l'interpolation des variables auxinterfa
es (MUSCL et limiteurs de pente) ne font pas intervenir d'information sur le maillage. Ellesont été é
rites de manière stri
tement indi
ielle et établies dans le 
adre de maillages 
artésiensuniformes. En 
onséquen
e, elles ne sont pas adaptées à la simulation d'é
oulements sur des grillesprésentant des tailles de maille variables, 
e qui se traduit 
on
rètement par l'introdu
tion d'uneerreur numérique et don
 par une plus grande dissipation du s
héma spatial asso
ié. Un des remèdes
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lassiques à 
e problème est une restri
tion du rapport de taille de maille lors de la 
onstru
tion dumaillage, le rapport maximum étant �xé à 1.3 a�n de rester pro
he des 
onditions optimales d'utili-sation des formulations ; 
ette réponse peut néanmoins se révéler très défavorable, notamment dansle 
adre de géométries 
omplexes présentant un grand nombre de parois solides, 
ar elle 
onduità multiplier les plans de maillage et rend don
 le 
al
ul très lourd et lent du point de vue infor-matique. C'est pourquoi il est intéressant de proposer des formules d'interpolation généralisées auxmaillages quel
onques, a�n de gagner un peu de souplesse du point de vue de la phase de maillage,souvent fastidieuse, puis de 
al
ul. On notera 
ependant que l'appro
he proposée dans la suite restemono-dire
tionnelle, i.e. on 
ontinuera à négliger les variations du 
hamp dans le plan orthogonal àla dire
tion d'interpolation.2.4.5.1 Interpolation des variables - Remarque préalableOn ne traite dans 
ette partie que 
e qui tou
he à l'interpolation dire
te du 
hamp aérodyna-mique visant à 
onstruire les états gau
hes et droits de l'interfa
e. La problématique relevant deslimiteurs sera traitée dans la partie suivante.La généralisation du s
héma MUSCL aux maillages non-uniformes fait suite aux travaux de G.Oliveira [146℄, lequel avait proposé une première méthode, basée sur une interpolation du �ux àl'interfa
e, et non des variables 
onservatives [116℄. Cependant, 
ette formulation n'a jamais donnéde résultat probant.Dans 
e qui suit, les re
onstru
tions de type MUSCL qui seront données 
orrespondront àl'interpolation de qR, la formulation pour qL s'obtenant de manière évidente en dé
alant et enpermutant les indi
es des points 
onsidérés autour de l'interfa
e.On rappelle que la formulation implémentée dans le 
ode Turb'Flow repose sur une appro
hede type volumes �nis. On a don
, en négligeant les termes sour
es :
d

dt

∫

Vξ

AdV +

∫

∂Vξ

~C.~ndS = 0 (2.71)où A (respe
tivement ~C) est une grandeur s
alaire ou ve
torielle (resp. ve
torielle ou tensorielle). Onvoit don
 ainsi que le traitement mathématique n'est pas e�e
tué dire
tement sur A mais plut�t sursa valeur moyenne au sens spatial Āξ = 1
Vξ

∫
Vξ
Adv. L'appro
he de type volumes �nis suppose bienévidemment que limVξ→0 Āξ = A(ξ). En pratique, 
'est don
 la moyenne du 
hamp aérodynamiquequi est sto
kée informatiquement au niveau du noeud ξ, mais elle ne peut néanmoins pas êtreratta
hée ave
 un sens physique à un point pré
is de la 
ellule.RemarqueA�n de rester 
ohérent ave
 la dé�nition 
lassique de l'interpolation (2.64), on fera l'hypo-thèse que la re
onstru
tion des variables aux di�érentes interfa
es peut se traiter 
omme autantde problèmes monodimensionnels. Les formules seront établies pour une interpolation dans ladire
tion ξiDans la suite, on notera par sou
i de simpli
ité :

• xi
ξ : la 
oordonnée 
urviligne le long de la ligne de maillage pour laquelle est e�e
tuéel'interpolation. xξi repère le point de 
oordonnée indi
ielle ξi sur 
ette ligne.
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• x est la 
oordonnée 
urviligne d'une position quel
onque le long de la ligne de maillagepré
édente.
• Par extension, les di�éren
es notées (xA−xB) devront être 
omprises au sens de la distan
eeu
lidienne entre les points a et b
• Du fait de l'appro
he en volumes �nis, les valeurs moyennes sur les 
ellules q̄ξi du 
hampaérodynamique sont les valeurs sto
kées aux n÷uds qξi 
lassiquement utilisées jusque là.Dans le 
as monodimensionnel évoqué en hypothèse, x fait référen
e à la (seule) 
oordonnéespatiale au sens 
lassique.2.4.5.2 S
héma du troisième ordreOn se 
on
entre i
i sur l'interpolation du troisième ordre. S'il ne s'agit dé�nitivement pas de laformulation la plus simple, elle est en revan
he très utile pour mettre en relief un 
ertain nombre de
ara
téristiques des méthodes d'interpolation qui seront par la suite réutilisées pour la généralisationdes autres formules. La formulation MUSCL (2.64) pour 
haque variable aérodynamique q peut aussiêtre é
rite, selon [75℄, 
omme une fon
tion 
ontinue :

q(x) = q̄ξi +
1

∆x
(x− xξi)∂ξiq +

3κ

2∆x2

[
(x− xξi)2 − ∆x2

12

]
∂2

ξiq, ∀x ∈ [xξi−1/2, xξi+1/2] (2.72)ave
 :
• ∆x la largeur du volume de 
ontr�le selon ξi :

∆x = xξi+1/2 − xξi−1/2 (2.73)
• ∂ξiq et ∂2

ξiq les valeurs des dérivées premières et se
ondes de la fon
tion q(x) évaluées demanière indi
ielle pour la 
ellule de 
al
ul :
∂ξiq =

q̄ξi+1 − q̄ξi−1

2
(2.74)

∂2
ξiq = (q̄ξi+1 − 2q̄ξi + q̄ξi−1) (2.75)

• q̄ξi étant la valeur moyenne sur la 
ellule ξi :
q̄ξi =

1

∆x

∫ ξi+1/2

ξi−1/2
q(x)dx (2.76)Il 
onvient à 
e niveau de pré
iser le r�le de 
ha
un des di�érents termes de 
ette formule.On suppose une 
ertaine répartition qξi−1, qξi , qξi+1 du 
hamp aérodynamique autour de l'in-terfa
e ξi − 1/2, le maillage étant pour l'instant supposé unidire
tionnel et uniforme. On peut don
déterminer deux valeurs interpolées :

• la valeur à l'interfa
e de la parabole p(x) telle que p(xξi) = qξi , p(xξi−1) = qξi−1, p(xξi+1) =
qξi+1. Cette appro
he est la plus intuitive pour e�e
tuer une re
onstru
tion qu'on espère autroisième ordre. On notera i
i que 
ette parabole peut être obtenue en utilisant κ = 1/2 dansla formule (2.72). On trouve la valeur suivante :

qξi−1/2,MUSCL− 1
2

=
3

4
qξi +

3

8
qξi−1 −

1

8
qξi+1 (2.77)
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• La valeur à l'interfa
e donnée par la re
onstru
tion MUSCL au troisième ordre (κ = 1/3)

qξi−1/2,MUSCL− 1
3

=
5

6
qξi +

1

3
qξi−1 −

1

6
qξi+1 (2.78)Ces deux formulations, bien que basées sur une appro
he parabolique, sont don
 di�érentes. Lapremière n'est en parti
ulier pas pré
ise au troisième ordre. Si on représente la parabole obtenuedans l'équation 2.72 et la parabole p(x), on remarque un é
art 
onstant (Fig. 2.6).

Fig. 2.6 � Comparaison des interpolations MUSCL pour κ = 1/2 et κ = 1/3Sur 
ette �gure, on a représenté la distribution de q en fon
tion de la position pour les re
ons-tru
tions de type κ = 1/2 et κ = 1/3. Les séparateurs verti
aux 
orrespondent aux interfa
es entre
ellules et les traits bleus indiquent la valeur moyenne q̄ telle que sto
kée à 
haque n÷ud. Ces der-niers sont lo
alisés à xξi−1 = 0, xξi = 1, xξi+1 = 2, se situant de plus à équidistan
e des interfa
es,gau
he et droite, de la 
ellule de 
al
ul qui leur est asso
iée.L'é
art entre 
es deux formulations vaut :
ǫ =

1

2
.
1

12
(qξi+1 − 2qξi + qξi−1) (2.79)soit en
ore en identi�ant les di�érents termes,
ǫ =

1

2
.
1

12
∂2

ξiqCe terme, que l'on retrouve dans l'expression (2.72), est don
 la 
orre
tion qu'il est né
essaired'apporter pour pouvoir garantir la pré
ision au troisième ordre dans le 
adre des volumes �nis.Nous allons maintenant étudier plus pré
isément son origine. Si on suppose que q(x) est unefon
tion quadratique, on peut alors é
rire le développement en série de Taylor autour du point xξi
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q(x) = q(xξi) +

dq

dx
(x− xξi) +

1

2

d2q

dx2
(x− xξi)2 (2.80)soit, en appliquant la relation (2.76),̄

qξi = q(xξi) +
1

2
.
1

12
.
d2q

dx2
∆x2 (2.81)
e qui permet de retrouver la forme obtenue pour κ = 1/3 de l'équation (2.72) en remplaçant

q(xi) par l'expression (2.81). En d'autres termes, pour κ = 1/3, la formulation (2.72) est don
le développement en série de Taylor exa
t d'une parabole q(x) 
onnue par ses dérivées premièreset se
ondes ainsi que par au moins une valeur moyenne sur un intervalle, 
e qui 
orrespond don

lairement à une dis
rétisation de type volumes �nis.Le terme de 
orre
tion ǫ = 1
2 .

1
12∂

2
ξiq introduit dans la formulation 
orrespond à l'é
art entre lavaleur au n÷ud de la distribution réelle q(x) et sa valeur moyenne sur la 
ellule entourant 
e n÷ud.Par ailleurs, on peut aussi envisager l'in�uen
e du 
hoix de la dis
rétisation spatiale sur le
al
ul des dérivées. Pour le moment, 
elles-
i ont été évaluées dire
tement en utilisant les formules
lassiques, issues d'une appro
he de type di�éren
es �nies. Néanmoins, en supposant que q(x) estune fon
tion polynomiale d'ordre supérieur ou égal à deux, on peut é
rire les égalités suivantes :

∀k, q̄k =
1

∆x

∫ ξi+k+1/2

ξi+k−1/2

[
q(xξi) +

dq

dx
(x− xξi) +

1

2
.
d2q

dx2
(x− xξi) +O(x− xξi)3

]
dx (2.82)soit en
ore

q̄ξi−1 = q(xξi) − dq

dx
∆x+

13

24

d2q

dx2
∆x2 +O(∆x3) (2.83)

q̄ξi = q(xξi) +
1

24

d2q

dx2
∆x2 +O(∆x3) (2.84)

q̄ξi+1 = q(xξi) +
dq

dx
∆x+

13

24

d2q

dx2
∆x2 +O(∆x3) (2.85)A partir des équations pré
édentes, on détermine l'expression des dérivées spatiales premièreset se
ondes basées non pas sur les valeurs nodales mais sur les valeurs moyennes :

dq

dx

∣∣∣∣
ξi

=
q̄ξi+1 − q̄ξi−1

2∆x
+O(∆x2) (2.86)

d2q

dx2

∣∣∣∣
ξi

=
q̄ξi+1 − 2q̄ξi + ξ̄i−1

∆x2
+O(∆x) (2.87)Ainsi, les expressions (2.86) et (2.87) sont identiques dans la forme à 
elles obtenues 
lassique-ment dans le 
adre des di�éren
es �nies. La seule di�éren
e à 
onsidérer est l'utilisation des valeursmoyennes sur les 
ellules de 
al
ul q̄k au lieu des valeurs aux noeuds qk de la distribution. De plus,
es expressions sont exa
tes pour une parabole dis
rétisée sur un maillage uniforme, quelle que soitla méthode de dis
rétisation utilisée.
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onséquen
e, on voit ave
 la formulation proposée par Hirs
h [75℄ que la fon
tion d'interpo-lation MUSCL est valable pour une distribution physique q(x) 
onnue uniquement par des valeursmoyennes q̄ξi sur des 
ellules de 
al
ul voisines, toutes les expressions né
essaires à l'expression de
q(xinterface) étant évaluées sur la base des q̄.Ce résultat n'est vraiment visible que dans le 
as d'une re
onstru
tion au troisième ordre. Ene�et, pour les re
onstru
tions d'ordre inférieur, la fon
tion d'interpolation est au mieux linéaire, aupire 
onstante. Dans 
es 
onditions pré
ises, sur un maillage uniforme, il y a égalité entre la valeurmoyenne de la fon
tion sur la 
ellule à l'interfa
e et la valeur nodale de la distribution, puisque

∫ ∆x/2

−∆x/2

[
q(x = 0) +

dq

dx
x

]
dx = q(x = 0) (2.88)Pour 
e type de re
onstru
tion, l'utilisation d'une appro
he de type volumes �nis, ou di�éren
es�nies, est don
 totalement transparente, le résultat étant le même. En revan
he, 
ette parti
ularité
esse d'exister dès que le maillage n'est plus uniforme 
ar le noeud n'est à priori plus équidistantdes deux interfa
es, 
e qui introduit un nouveau terme dans le se
ond membre de l'équation (2.88).Compte tenu de 
es remarques, il est judi
ieux de dé�nir de nouveaux points de référen
egéométriques pour généraliser les formules d'interpolation : on ne 
onsidèrera plus dire
tement lenoeud mais plut�t le 
entroïde de la 
ellule, i.e. le point à équidistan
e des deux interfa
es. Lesnoeuds ne sont plus utilisés que pour dé�nir la position de 
haque interfa
e, 
elle-
i restant àéquidistan
e entre deux noeuds voisins. Ces di�érents éléments géométriques sont représentés surla �gure (Fig. 2.7).

Fig. 2.7 � Positions des noeuds et des 
entroïdes pour un maillage quel
onqueLa démar
he à suivre pour généraliser la formule d'interpolation du troisième ordre à un maillagequel
onque est maintenant simple : dans un premier temps, on détermine la parabole telle que sesvaleurs moyennes sur 
haque 
ellule soient égales aux valeurs sto
kées aux noeuds. A partir de 
ettefon
tion, on 
al
ule ensuite aisément la valeur à l'interfa
e. En utilisant les notations dé�nies sur la�gure (Fig. 2.7), et en simpli�ant en
ore la notation de l'indi
e de maillage ξi par i, on trouve ainsipour une parabole :
P (x) = a2(x− χi)

2 + a1(x− χi) + a0 (2.89)
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haque 
ellule donnent :
q̄i =

1

∆xi

∫ χi+∆xi/2

χi−∆xi/2
P (x)dx

= a0 + a2
∆xi

2

12

(2.90)
q̄i−1 =

1

∆xi−1

∫ χi−1+∆xi−1/2

χi−1−∆xi−1/2
P (x)dx

= a0 −
1

2
a1(∆xi−1 + ∆xi) +

1

3
a2

(
∆xi−1

2 + 3∆xi−1
∆xi

2
+ 3

∆xi
2

4

) (2.91)
q̄i+1 =

1

∆xi+1

∫ χi+1+∆xi+1/2

χi+1−∆xi+1/2
P (x)dx

= a0 +
1

2
a1(∆xi+1 + ∆xi) +

1

3
a2

(
∆xi+1

2 + 3∆xi+1
∆xi

2
+ 3

∆xi
2

4

) (2.92)La résolution du système linéaire formé par les équations (2.90), (2.91) et (2.92) est assez fasti-dieuse et ne sera pas donnée i
i.On obtient au �nal le système partiel suivant :
a2 =

3
(

q̄i−1−q̄i

∆xi−1+∆xi
+ q̄i+1−q̄i

∆xi+1+∆xi

)

∆xi+1 + ∆xi + ∆xi−1
(2.93)

a1 =
2(q̄i+1 − q̄i)

∆xi+1 + ∆xi
− 2

3
a2

(
∆xi+1 +

∆xi

2

) (2.94)
a0 = q̄i − a2

∆xi
2

12
(2.95)En posant ∂xqk = 2

q̄k+1−q̄k

∆xk+1+∆xk
, et en 
al
ulant dire
tement la valeur de la parabole à l'interfa
e

i− 1/2, on trouve que :
q̄L
i−1/2,3emeordre = q̄i−1 +

∆xi−1

2
∂xqi−1 −

∆xi∆xi−1

2(∆xi−2 + ∆xi−1 + ∆xi)
(∂xqi−1 − ∂xqi−2) (2.96)

q̄R
i−1/2,3emeordre = q̄i −

∆xi

2
∂xqi−1 −

∆xi∆xi−1

2(∆xi−1 + ∆xi + ∆xi+1)
(∂xqi − ∂xqi−1) (2.97)On véri�e que dans le 
adre d'un maillage uniforme, i.e. ∆xi+1 = ∆xi = ∆xi−1, les expressionspré
édentes dégénèrent bien vers la formulation MUSCL donnée en (2.72).Néanmoins, la version généralisée se 
ara
térise par une plus grande 
omplexité, notamment dupoint de vue de l'implémentation informatique puisqu'elle fait intervenir trois tailles de 
ellules,elles-mêmes 
al
ulées à partir de deux distan
es inter-n÷uds. Les opérations de 
al
ul de distan
efont intervenir des ra
ines 
arrées 
oûteuses sur le plan algorithmique, une interpolation de 
e typesera don
 plus lente que dans sa version indi
ielle. Plusieurs 
as tests ont été essayés ave
 
etteformulation et seront présentés un peu plus loin (p. 31).
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ond ordreOn applique i
i la même démar
he que 
elle utilisée dans la partie pré
édente pour étendre lavalidité des méthodes d'interpolation d'ordre 2 aux maillages non uniformes.Il 
onvient à 
e stade de ne plus se référer dire
tement à l'expression (2.72) pour dé
rire 
esméthodes dans la mesure où 
ette dernière expression 
ontinue ne 
orrespond pas aux méthodesd'interpolation linéaire. Par exemple, le s
héma 
entré (κ = 1) qui se traduit dans les faits par unemoyenne dire
te entre les valeurs de part et d'autre de l'interfa
e est dé
rit par 
ette expression
omme fon
tion parabolique. L'expression (2.72) ne donne de valeur 
orre
te pour les interpolationsdu se
ond ordre qu'à la position de l'interfa
e. On se réfèrera plut�t à la des
ription des méthodesfaites dans la se
tion pré
édente lors de la présentation pour un maillage uniforme.Dans tous les 
as, 
es s
hémas d'interpolation peuvent don
 s'é
rire :
q̄i−1/2 = q(χi) +

dq

dx
(xi−1/2 − χi) (2.98)ou en
ore ave
 la relation (2.88) :

q̄i−1/2 = q̄i +
dq

dx
(xi−1/2 − χi) (2.99)La di�éren
e essentielle entre les s
hémas est don
 le 
al
ul de la dérivée dq

dx . Elle ne peut plusêtre exprimée dire
tement en fon
tion des valeurs moyennes q̄ en appliquant des expressions issuesdes di�éren
es �nies. Les nouvelles expressions à utiliser sont données 
i-dessous.
• S
héma 
entré : la dérivée première est 
al
ulée de manière 
entrée autour de l'interfa
e. Onobtient don
 :

dq

dx

∣∣∣∣
centre

= 2
q̄i − q̄i−1

∆xi + ∆xi−1
(2.100)et

q̄R−centre
i−1/2 =

(∆xi−1q̄i + ∆xiq̄i−1)

∆xi + ∆xi−1
(2.101)

• S
héma totalement dé
entré amont : la dérivée est i
i 
al
ulée de manière totalement dé
entréepar rapport à l'interfa
e.
dq

dx

∣∣∣∣
decentre

= 2
q̄i+1 − q̄i

∆xi+1 + ∆xi
(2.102)

q̄R−decentre
i−1/2 = q̄i

2∆xi + ∆xi+1

∆xi + ∆xi+1
− q̄i+1

∆xi

∆xi + ∆xi+1
(2.103)

• S
héma de Fromm : la dérivée est 
al
ulée de manière 
entrée par rapport au noeud i
dq

dx

∣∣∣∣
Fromm

=
q̄i+1 − q̄i−1

∆xi+1

2 + ∆xi + ∆xi−1

2

(2.104)
q̄R−Fromm
i−1/2 = q̄i −

∆xi(q̄i+1 − q̄i−1)

∆xi+1 + 2∆xi + ∆xi−1
(2.105)Une fois de plus, on véri�e aisément qu'on retrouve les expressions 
lassiques pour le 
as d'unmaillage uniforme.
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onsidérera le 
as "Ringleb"proposé par G. Chio

hia [21℄. Il s'agit d'un é
oulement non-visqueux de gaz parfait dans un 
anal
ourbe, en régime subsonique ou supersonique et présentant des symétries parti
ulières. Il est pos-sible d'obtenir une solution analytique de l'é
oulement, laquelle donne en parti
ulier la forme deslignes de 
ourant.A�n de tester les di�érentes formulations, on a retenu trois maillages distin
ts, représentés surla �gure (Fig. 2.8).

Fig. 2.8 � Maillages utilisés pour le 
as Ringleb1. Maillage de référen
e Le premier maillage (gau
he) est le maillage de référen
e. Il est
onstruit en utilisant les lignes de 
ourant pour 
onstituer les lignes de maillage selon j, leslignes selon i étant orthogonales à la dire
tion de l'é
oulement. On remarque qu'il est trèsrégulier, ave
 notamment une faible déformation des mailles, et des rapports de taille trèspro
hes de 1 pour des mailles voisines. Il est don
 en terme de qualité assez similaire à unmaillage idéal, 
'est-à-dire un maillage 
artésien uniforme.2. Maillage déra�né Le deuxième maillage (
entre) est une version dérivée du maillage deréféren
e en supprimant dire
tement des lignes de maillage. On a ainsi supprimé trois lignesde maillage dans la dire
tion i, deux se situant dans la zone supérieure qui est aussi la zoneamont du 
as, et une au niveau du 
ol. De la même manière, on a supprimé une ligne demaillage dans la dire
tion j, à peu près en milieu de veine. Les rapports de taille de maillemaximaux obtenus sont de l'ordre de 2 pour les deux dire
tions. Les trous pratiqués dans 
emaillage présentent néanmoins la parti
ularité de sous-dis
rétiser la forme des parois et sontresponsables de quelques problèmes.3. Maillage déformé Le troisième maillage (droite) est obtenu en déformant lo
alement lemaillage de référen
e. La déformation est toujours maximale à mi-
hemin entre les parois, etnous avons 
hoisi de ne pas altérer les premières mailles au niveau de 
haque frontière a�n degarder une dis
rétisation 
orre
te de 
elles-
i. Les rapports de taille maximaux obtenus sont
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i un peu plus importants. On obtient en parti
ulier un rapport de 2.5 dans la dire
tion del'é
oulement (la dire
tion i) et 3 dans la dire
tion transversale.L'é
oulement reste subsonique, ave
 un nombre de Ma
h maximal de 0.9. La température totaleamont est de 298K. Le �uide 
onsidéré est de l'air, 
onsidéré 
omme un gaz parfait.Nous avons 
hoisi de tester les interpolations MUSCL 
orrigées d'ordre 2 (κ = 0 - s
héma deFromm) et d'ordre 3 (κ = 1
3 ). Elles sont utilisées par le s
héma de Liou (AUSM+-up).La �gure (Fig. 2.9) illustre la répartition de nombre de Ma
h pour les s
hémas du se
ond et dutroisième ordre, en version indi
ielle ou 
orrigée, appliqués au maillage de référen
e et au maillagedéra�né.

Fig. 2.9 � Cas test Ringleb - Nombre de Ma
h M - maillage de référen
e et maillage déra�néOn a représenté sur 
ette �gure les résultats donnés par les di�érents interpolateurs ave
, degau
he à droite, l'interpolateur d'ordre 2 indi
iel, 
orrigé, puis l'interpolateur d'ordre 3 indi
iel et
orrigé. La première ligne donne les 
hamps dans le 
as du maillage de référen
e, la se
onde lesdonne pour le maillage déra�né.On ne voit pas d'in�uen
e majeure des deux premiers sauts de maille dans la dire
tion i. Enrevan
he, le saut de maille au niveau du 
ol perturbe assez fortement la zone de vitesse maximaleaussi bien pour les versions indi
ielles que 
orrigées. Les versions géométriques sont néanmoins unpeu plus pro
hes de l'é
oulement de référen
e. Le saut de maille en j est par 
ontre parfaitementrepérable sur les versions indi
ielles, amenant une os
illation transversale du nombre de Ma
h. Cedéfaut est presque totalement supprimé par les interpolations géométriques.La 
arte de pression statique montre les mêmes défauts que le nombre de Ma
h. En revan
he, la
arte de pression totale (Fig. 2.10) apporte beau
oup plus d'informations. On rappelle à 
e niveauque l'é
oulement étant non visqueux et sans paroi mobile, la pression totale doit théoriquement
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onstante. Le niveau de référen
e est P ref
t = 100000Pa. Toute variation de la pression autourde 
e niveau sera don
 assimilable à l'erreur numérique induite, entre autre, par l'interpolation.

Fig. 2.10 � Cas test Ringleb - Pression Totale Pt- maillage de référen
e et maillage déra�néOn 
ommen
era par remarquer que pour le maillage standard, on observe déjà une faible va-riation de Pt, les s
hémas d'ordre 3 étant toutefois plus pro
hes de la solution théorique que less
hémas d'ordre 2. Pour un même ordre de re
onstru
tion, les appro
hes indi
ielles ou géométriquesdonnent un résultat sensiblement identique. On peut en 
on
lure que l'erreur observée à 
e niveaun'est pas liée à la te
hnique d'interpolation. Elle est due aux approximations qui sont faites lors dela dis
rétisation du problème et au s
héma spatial utilisé (s
héma de Liou)On 
onstate tout de suite que les versions 
orrigées donnent un bien meilleur résultat que lesversions indi
ielles, tant pour le se
ond que pour le troisième ordre.Au niveau des deux sauts de maille de la partie haute, les versions indi
ielles génèrent un sautimportant de pression, ave
 une amplitude dépassant 200 Pa dans deux 
as. A l'inverse, les versionsgéométriques ne génèrent au
une erreur notable en milieu de veine. Seules les zones aux paroisprésentent une os
illation de Pt dans la dire
tion de l'é
oulement. Dans la dire
tion transversale, lesversions 
orrigées donnent aussi un meilleur résultat au niveau du saut. On observe néanmoins uneseule os
illation au passage du trou, laquelle reste néanmoins très largement inférieure à l'erreurgénérée par les interpolations indi
ielles à 
e niveau. L'erreur générée a presque disparu au niveau duplan de sortie, à la di�éren
e des versions indi
ielles pour lesquelles on observe un "sillage" d'erreurqui se propage du plan amont au plan aval.On remarque néanmoins que les s
hémas 
orrigés semblent un peu moins bons au niveau dela paroi au voisinage des trous. Sur la paroi intérieure, on observe, au niveau du trou au 
ol, desos
illations de plus forte amplitude, mais elles ne sont en revan
he pas suivies d'une zone de bassepression 
onve
tée jusqu'à la sortie 
omme on en voit une dans les 
as indi
iels.



34 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationDe manière plus générale, toutes les perturbations apparaissant au niveau des parois sont duesà une mauvaise dis
rétisation 
onduisant à une mauvaise évaluation de la 
ourbure.On 
onsidère maintenant le maillage déformé, pour lequel, rappelons-le, les premières maillesau niveau des parois n'ont pas été modi�ées. Le 
hamp de pression totale asso
ié au maillage deréféren
e et au maillage déformé est représenté dans la �gure suivante (Fig. 2.11).

Fig. 2.11 � Cas test Ringleb - Pression Totale Pt- maillage de référen
e et maillage déforméOn remarque que les os
illations qui apparaissaient le long de l'é
oulement dans le maillagedéra�né ont disparu. En 
ontrepartie, on assiste à une dégradation des 
onditions en milieu deveine, aussi bien pour les interpolations indi
ielles que géométriques. La supériorité de 
es dernièresreste néanmoins évidente. Le seul point problématique est l'apparition d'une erreur ratta
hée à ladéformation transversale et se 
onve
tant jusqu'au plan de sortie. Le défaut est observable pourtoutes les interpolations, 
e qui peut laisser penser que la qualité du maillage est trop insu�santepour pouvoir simuler 
orre
tement un é
oulement, quelle que soit l'interpolation d'ordre inférieurou égal à trois.En premier lieu, on peut remarquer que la déformation induit un 
ertain 
isaillement des mailleset de brusques 
hangements de dire
tion des lignes de maillage. Compte tenu des hypothèses quiprévalent lors de la 
onstru
tion des interpolateurs (on suppose en parti
ulier que l'é
oulement estmonodimensionnel), l'erreur induite par 
es 
hangements ne pourra être réduite signi�
ativement,même ave
 une interpolation géométrique.D'autre part, le problème vient peut-être aussi d'une taille de maille beau
oup trop grandepour pouvoir 
apter 
orre
tement les variations du 
hamp aérodynamique ave
 un s
héma d'ordreinférieur ou égal à trois. Il 
onviendrait alors de tester une interpolation d'ordre quatre (ou plus),mais elle reste à dé�nir.Au travers de 
es deux exemples, on montre bien que l'interpolation géométrique permet un gain
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ision dans le 
as de maillage ave
 des rapports importants de taille de mailles.Les formulations 
orrigées sont don
 bien les bonnes. Toutefois, on soulignera que l'utilisation d'uneinterpolation géométrique ne permet pas de s'a�ran
hir de toutes les 
ontraintes de 
onstru
tion dumaillage. Ce dernier doit rester su�samment �n pour pouvoir 
apter les stru
tures de l'é
oulement,et on doit aussi limiter autant que possible les variations brusques de dire
tion des lignes de maillage.En�n, on pré
isera que l'emploi d'une formulation géométrique peut parfois s'a

ompagner d'unedéstabilisation du s
héma spatial. Comme elle est plus pré
ise que la formulation indi
ielle sur unmaillage quel
onque, elle génère aussi moins d'erreurs et don
 de dissipation numérique. Il se peutalors que des instabilités numériques apparaissent.2.4.6 Généralisation des limiteurs2.4.6.1 Limiteurs de �uxPour généraliser la notion de limiteur aux maillages non uniformes, on adopte une appro
helégèrement di�érente de 
elle présentée en (2.4.4). Waterson et De
onin
k [192℄ proposent une trèsbonne revue des te
hniques a
tuelles. En se basant sur un formalisme introduit par Roe [157℄, ilsdé�nissent des limiteurs de �ux Ψ tels que, par exemple, l'état à droite de l'interfa
e s'é
rive :
qR
ξi− 1

2
= qξi − ∆x

2
Ψ(r)

∂q

∂x

∣∣∣∣
ξi+ 1

2

(2.106)où :
r =

∂q
∂x

∣∣∣
ξi− 1

2

∂q
∂x

∣∣∣
ξi+ 1

2

(2.107)ave
 ∂q
∂x

∣∣∣
ξi± 1

2

dé�nie de manière 
entrée autour de l'interfa
e ξi ± 1
2 (Fig. 2.12)

Fig. 2.12 � Dé�nition des grandeurs pour les limiteurs de �uxet :
∆x = xξi+ 1

2
− xξi− 1

2
(2.108)Ave
 
e formalisme, Waterson et De
onin
k reformulent l'expression MUSCL− κ (2.64) :

ΨMUSCL−κ(r) =
1 + κ

2
r +

1 − κ

2
(2.109)



36 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationCette formulation permet de retrouver les re
onstru
tions au se
ond ordre mais elle n'est pas
orre
te pour le 
as κ = 1
3 sur un maillage non uniforme. La formule 
orrigée κ = 1/3 donnée en(2.97) s'é
rit en revan
he très simplement dans 
e 
adre :

Ψκ= 1
3
(r) =

(∆xξi + ∆xξi+1)r + ∆xξi−1

∆xξi−1 + ∆xξi + ∆xξi+1
(2.110)Lorsqu'on dépasse le simple 
adre de la formulation MUSCL pré
édemment étudiée, on se rend
ompte au travers de (2.106) que tous les limiteurs Ψ sont en fait des interpolateurs à part entière,et non de simples 
orre
tions apportées à une formule de re
onstru
tion 
omme 
'est le 
as deslimiteurs de pente dé
rits. Cette 
on
eption présente l'avantage de 
lari�er le fon
tionnement del'interpolation et notamment la gestion de l'ordre de re
onstru
tion. En règle générale, les limiteurssont dé�nis de manière non-linéaire. Cette non-linéarité est obligatoire pour maintenir la monotonie(
ondition né
essaire mais pas su�sante), 
ar, selon un théorème 
élèbre donné par Godunov, leseul s
héma linéaire en r monotone est le s
héma du premier ordre.Cependant, parmi tous les limiteurs re
ensés par [192℄, beau
oup, sinon tous, font appel demanière plus ou moins dire
te à l'expression (2.109). La raison en est assez simple : 
'est la seuleformulation qui permet de 
ontr�ler simplement l'ordre de re
onstru
tion, au moins pour un maillageuniforme.Les limiteurs de �ux doivent par ailleurs satisfaire un 
ertain nombre de 
onditions a�n degarantir un 
omportement 
orre
t. On retiendra en parti
ulier :

• Ψ(1) = 1. Cette 
ondition assure que le limiteur préserve la linéarité d'une fon
tion. On véri�eaisément que les s
hémas MUSCL (2.109 - 2.110) satisfont 
ette 
ondition.
• Ψ′(0) doit être borné pour assurer que l'interpolation sera bornée. En e�et, r = 0 est unevaleur 
ritique 
ar elle marque la limite en 
omportement monotone (r > 0) et un extremum
r < 0. Les 
onditions TVD/positivité données dans l'arti
le 
ité imposent par ailleurs desrestri
tions supplémentaires sur la valeur de Ψ′(0).Ave
 le formalisme utilisé, il est évident que les limiteurs de �ux doivent être "a
tifs" seulementpour les valeurs extrêmes de r, r = 0 et r → ∞. Dans le 
as où r ≈ 1, 
'est à dire pour uné
oulement ne présentant pas de fortes variations de gradient, un 
as de "repos" en quelque sorte,il est souhaitable qu'ils soient assez voisins des s
hémas de type MUSCL−κ. De 
ette manière, onpeut dé�nir simplement l'ordre d'un limiteur en le 
omparant ave
 l'un des interpolateurs MUSCL.Les limiteurs de �ux peuvent être divisés en deux grandes 
atégories d'implémentation :

• Les limiteurs linéaires par mor
eaux ("Pie
ewise-linear") : 
omme leur nom l'indique, ils sontdé�nis par une su

ession de segments.
• Les limiteurs dé�nis par une fra
tion rationnelle ("Polynomial Ratio").On peut aussi dé�nir une notion de symétrie ave
 la relation suivante :

Ψsym(r) =
1

r
Ψsym(r)Parmi tous les limiteurs pré
is au se
ond ordre présentés par Waterson et De
onin
k, on aretenu :
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• Limiteur de Van Albada :

ΨV A(r) =
r(r + 1)

r2 + 1
(2.111)Pour r ≈ 1, 
e limiteur est 
omparable au s
héma de Fromm. De fait, on pourra remarquerque 
ette expression est identique (au ε près) à l'utilisation du limiteur de pente "Van Albada"(2.69) 
ouplé ave
 un s
héma de Fromm dans la formule (2.68). En revan
he, il ne donne pasd'interpolation au premier ordre pour des extrema, 
e qui pose problème quant au 
ara
tèreTVD du s
héma obtenu. Ce limiteur présente l'avantage d'être dé�ni de manière 
ontinue.

• OSPRE (Optimal Symetri
 Polynomial Ratio Expression) :
ΨOSPRE(r) =

3r(r + 1)

2(r2 + r + 1)
(2.112)Comparativement au limiteur de Van Albada, 
ette expression permet d'étendre un peu laplage de similitude ave
 le s
héma de Fromm.

• MUSCL
ΨMUSCL = max

[
0,min(2r,

r + 1

2
, 2)

] (2.113)Comme le limiteur de Van Albada, le limiteur MUSCL imite l'interpolation de Fromm pour
r ≈ 1, la di�éren
e étant i
i que 
e limiteur reproduit exa
tement 
e s
héma pour 1

3 6 r 6 3

• UMIST
ΨUMIST = max

[
0,min(2r,

1

4
+

3

4
r,

3

4
+

1

4
r, 2)

] (2.114)Le limiteur imite le s
héma QUICK(κ = 1
2) pour r ≤ 1 et le s
héma κ = −1

2 pour r ≥ 1

• SMART
ΨSMART = max

[
0,min(2r,

1

4
+

3

4
r, 2)

] (2.115)Ce limiteur est relativement pro
he du "UMIST", mais il reproduit par 
ontre le s
hémaQUICK pour une plage plus grande : 1
5 6 r 6

7
3 . A la di�éren
e des limiteurs pré
édents, iln'est pas symétrique.

• SMARTER
ΨSMARTER = (r + |r|) (3r + 1)

2(r + 1)2
(2.116)Bien qu'ayant un nom pro
he du "SMART", 
e limiteur est dé�ni 
omme une fra
tion ration-nelle, 
e qui donne une expression 
ontinue pour Ψ mais pas pour Ψ′. Il imite aussi le s
hémaQUICK pour r ≈ 1 et n'est pas symétrique.Pour les limiteurs pré
is au troisième ordre (sur un maillage uniforme), on retiendra :

• Koren [108℄
ΨKoren = max

[
0,min(2r,

2

3
+

1

3
r, 2)

] (2.117)L'expression de 
e limiteur est relativement pro
he de 
elle du "SMART". Cependant, il atteintla pré
ision spatiale au troisième ordre en imitant le s
héma κ = 1
3 pour 1

4 6 r 6
5
2
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• SPL-1/3 (Symetri
 Pie
ewise-Linear 1/3)

ΨSPL−13 = max

[
0,min(2r,

1

3
+

2

3
r,

2

3
+

1

3
r, 2)

] (2.118)Le limiteur SPL-1/3 peut être vu 
omme une extension du UMIST au troisième ordre. Il estsimilaire à l'interpolation κ = 1
3 pour 1

4 6 r < 1 et à la formulation κ = −1
3 pour 1 < r 6 4.

• H-CUI (Harmoni
 CUI)
ΨHCUI =

3(r + |r|)
2(r + 1)2

(2.119)Comme les autres limiteurs d'ordre 3, 
elui-
i imite le s
héma CUI au voisinage de r = 1.On voit que nombre des limiteurs présentés sont symétriques. Il n'existe pas de justi�
ationétablie de 
ette propriété. Cependant, Waterson et De
onin
k ont 
onstaté au travers de tests quele s
héma de Fromm, le seul s
héma MUSCL− κ symétrique, donnait des résultats étonnammentbons 
omparativement aux s
hémas plus évolués dont les s
hémas du troisième ordre. Ils supposentque 
e bon 
omportement est lié à la propriété de symétrie.2.4.6.2 Appli
ation des limiteurs de �ux à des 
as testsRingleb On reprend le même 
as test que 
elui utilisé pour la validation des interpolations géo-métriques (p. 31). On retrouve en parti
ulier trois maillages, 
elui de référen
e, le maillage déra�néet le maillage déformé.On 
ommen
era par 
omparer la formulation MUSCL proposée par Waterson et De
onin
k(2.109) pour κ = 1
3 et l'interpolation géométrique MUSCL du troisième ordre (2.110). Les 
artesde pression totale pour 
es deux formulations appliquées aux maillages déra�nés et déformés sontdonnées en �gure (Fig. 2.13).

Fig. 2.13 � Interpolation κ = 1/3 de Waterson et interpolation MUSCL du troisième ordre - CasRingleb - Pt
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hémas dé
entrés amont 39On voit que dans les deux 
on�gurations de maillage, l'interpolation MUSCL et 
elle de Watersonet De
onin
k donnent sensiblement la même erreur. En évaluant l'erreur moyenne sur la veine, ontrouve à 
haque fois des valeurs 
omparables, si 
e n'est égales. Il est un peu dé
evant de 
onstaterque la formulation MUSCL, la seule théoriquement du troisième ordre, donne des résultats assez
omparables à 
eux fournis par une formulation du se
ond ordre sur un maillage quel
onque. Celapeut signi�er que les autres erreurs, générées par le traitement global des équations RANS, sontplut�t du se
ond ordre. De plus, le 
as test n'est peut être pas assez "di�
ile" pour faire apparaîtredes di�éren
es.Considérons maintenant les limiteurs du se
ond ordre. On rappelle qu'il s'agit des limiteursde Van Albada, MUSCL, OSPRE, SMART SMARTER et UMIST. L'observation des 
hamps depression statique et nombre de Ma
h ne fait apparaître au
une di�éren
e entre 
es limiteurs pourle maillage standard. On représente sur la �gure (Fig. 2.14) les 
hamps de pression totale obtenuspour le maillage standard. De gau
he à droite et de haut en bas, on a les 
as : ordre 2 sans limiteur(Fromm), Van Albada, MUSCL, OSPRE, SMART, SMARTER, UMIST.

Fig. 2.14 � Cas Ringleb standard- Pt - Comparaison des limiteurs du se
ond ordreOn remarque tout de suite que les limiteurs de Van Albada, OSPRE et UMIST sont très dissi-patifs. A partir du 
ol, la pression totale 
hute assez fortement, jusqu'à 160 Pa pour le UMIST. Al'inverse, les limiteurs SMART, MUSCL et dans une 
ertaine mesure SMARTER donnent de bons



40 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationrésultats. Le MUSCL est 
elui qui donne la solution la plus pro
he du 
as non limité, 
e qui est
ohérent ave
 sa dé�nition (il imite le s
héma de Fromm).Le 
ol est un point 
ritique, puisqu'à 
et endroit, la variation des grandeurs aérodynamiquesle long de l'é
oulement s'inverse, 
e qui 
orrespond au 
as r 6 0. Le traitement de 
ette valeurparti
ulière est problématique puisqu'elle introduit une ou plusieurs os
illations de Pt pour tous leslimiteurs sauf le MUSCL. Toutefois, le problème est assez 
omplexe à expliquer puisque le limiteurMUSCL 
omme le UMIST ou le SMART prennent la même valeur en 
e point, ave
 des 
onséquen
estrès di�érentes. Ces os
illations ne dépendent pas non plus de la symétrie ou de la dé�nition, soitlinéaire par mor
eaux, soit 
ontinue.On applique ensuite 
es di�érents limiteurs à des maillages fortement non uniformes. On nereprésentera que le 
as du maillage déformé, le maillage déra�né générant des 
omportements assezsimilaires. La �gure (Fig. 2.15) illustre 
e 
as de �gure, ave
 la même stru
turation des visualisationsque la �gure (Fig. 2.14).

Fig. 2.15 � Cas Ringleb déformé- Pt - Comparaison des limiteurs du se
ond ordreOn retrouve les défauts pré
édemment 
onstatés, à savoir une sur-dissipation pour les limi-teurs Van Albada, OSPRE et UMIST. La formule SMARTER semble aussi être dissipée fortement,notamment dans la zone en aval du 
ol. A l'inverse, MUSCL et SMART 
ontinuent de bien se 
om-porter, le MUSCL restant une fois de plus pro
he du s
héma non limité. On notera que le problème
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illation dans la dire
tion transversale, qui apparaît à la suite de la déformation dans 
ettemême dire
tion, est aussi visible pour des grandeurs telles que le nombre de Ma
h et la pressionstatique dans les 
as Van Albada, OSPRE, SMARTER et UMIST. Malgré la forte dissipation qu'ilsgénèrent en aval du 
ol, 
es limiteurs ne sont pas 
apables d'atténuer su�samment les variationsparasites.On représente en�n les 
hamps obtenus ave
 les limiteurs du troisième ordre. La �gure (Fig.2.16) montre sur la première ligne les 
hamps de pression totale obtenus ave
, de gau
he à droite,l'interpolateur du "troisième" ordre (κ = 1/3) donné par Waterson et De
onin
k, le limiteur H-CUI,le limiteur KOREN et le SPL-1/3 sur le maillage de référen
e, et sur la deuxième ligne les 
as relatifsau maillage déformé.

Fig. 2.16 � Cas Ringleb - Pt - Comparaison des limiteurs du troisième ordreTous les limiteurs introduisent à nouveau des os
illations au niveau du 
ol. Le SPL-1/3 est quantà lui fortement dissipatif, la zone a�e
tée étant une fois de plus 
elle en aval du 
ol. On remarqueque pour le maillage standard 
omme pour le maillage déformé, le meilleur limiteur, au sens où ilminimise l'erreur, est le KOREN.L'examen des 
hamps de pression statique et de nombre de Ma
h ne révèle au
une di�éren
enotable entre les di�érents limiteurs.Conve
tion d'un s
alaire passif Le deuxième 
as test envisagé est la 
onve
tion bidimension-nelle d'un pro�l de s
alaire passif par un é
oulement turbulent. Ce 
as est illustré sur la �guresuivante (Fig. 2.17)
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Fig. 2.17 � Conve
tion d'un s
alaire passif - détail du maillage et 
hamp initialOn 
onve
te diagonalement une distribution de s
alaire passif sur un maillage presque 
artésienuniforme. Cependant, 
omme le montre le détail sur la �gure (Fig. 2.17), la répartition des pointsdans les deux dire
tions est soumise à une perturbation aléatoire, de sorte que la taille de maillen'est pas 
onstante. Le 
hamp initial de s
alaire passif est dé�ni par deux états, un pour la partietriangulaire supérieure du maillage, et zéro pour la partie inférieure. Le 
hamp de vitesse, uniforme,est 
olinéaire ave
 la diagonale ainsi dé�nie.Le 
hamp aérodynamique est 
onsidéré 
omme étant dans les 
onditions standard de températureet de pression. La vitesse le long de la diagonale est V = 50 m.s−1. Le traitement de la 
onve
tiondu s
alaire passif est assuré en utilisant une interpolation dé
entrée ave
 ou sans limiteur de �ux.On tra
e ensuite les 
oupes selon une des deux 
oordonnées du pro�l de s
alaire passif. Les
ourbes suivantes s'appuient sur une 
oupe e�e
tuée à y 
onstant, à mi-largeur. Le pro�l théoriqueest une mar
he verti
ale.

Fig. 2.18 � Comparaison des pro�ls du s
alaire pour les s
hémas non limitésOn 
onstate sur la 
ourbe (Fig. 2.18) que le pro�l de s
alaire est 
omplètement lissé par une
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entrés amont 43interpolation au premier ordre. A l'inverse, les interpolations au se
ond et troisième ordre préserventl'essentiel du pro�l théorique, ave
 une pente en
ore forte. Cependant, ils introduisent aussi une sous-estimation et une sur-estimation de part et d'autre de la mar
he. On retrouve i
i graphiquementle théorème de Godunov [157℄ qui stipule qu'une interpolation linéaire (au sens de la variable r)d'ordre supérieur à un ne peut être monotone. L'interpolation au se
ond ordre donne un pro�l trèsvoisin de 
elui au troisième ordre, 
e dernier restant toutefois légèrement plus abrupt.

Fig. 2.19 � Comparaison des pro�ls de s
alaire pour les limiteurs du se
ond ordreLa �gure (Fig. 2.19) montre les pro�ls obtenus ave
 les di�érents limiteurs du se
ond ordre ainsique l'interpolation non limitée. Deux limiteurs se distinguent d'emblée. Il s'agit du MUSCL et duSMART, lesquels donnent des pro�ls quasiment 
onfondus ave
 le pro�l non limité à l'ex
eption
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tions de 
e dernier. Le SMART donne même un pro�l un peu plusverti
al.A l'opposé, les autres limiteurs tendent à lisser le pro�l, le plus mauvais étant, sans surprise, leUMIST. Parmi 
es limiteurs "médio
res", le OSPRE est le meilleur.

Fig. 2.20 � Comparaison des pro�ls du s
alaire pour les limiteurs du troisième ordreOn montre sur la �gure (Fig. 2.20) les pro�ls obtenus pour les s
hémas d'ordre 3. On y a tra
éle pro�l 
orrespondant à une interpolation du troisième ordre et 
elui donné par la formule deWaterson et De
onin
k pour 
e même ordre. On retrouve la hiérar
hie pré
édemment observée : lelimiteur SPL-1/3 reste le plus di�usif, le Koren étant le meilleur. De la même manière, les deux
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entrés 45interpolations non limitées donnent des résultats sensiblement identiques.Con
lusion sur l'emploi des limiteurs On vient de voir au travers de deux exemples que lesdi�érents limiteurs ont des spé
i�tés marquées. Par exemple, le limiteur au se
ond ordre UMISTest systématiquement plus dissipatif que les autres. Il pourra don
 être employé pour stabiliser une
onvergen
e. Si on re
her
he à l'inverse une bonne pré
ision, le MUSCL ou le SMART semblent êtrede bons 
andidats. Ils sont faiblement dissipatifs et imitent très bien les s
hémas non limités, touten 
orrigeant la monotonie.Pour le traitement au troisième ordre en espa
e, le limiteur Koren est de loin le plus pré
is. Leplus dissipatif est le SPL-1/3.2.5 Dis
rétisation spatiale des �ux 
onve
tifs - s
hémas 
entrés2.5.1 S
héma spatial 
entréLes s
hémas 
entrés sont une alternative possible pour traiter les termes 
onve
tifs des équationsde Navier-Stokes dis
rétisées (2.37). On a vu que les s
hémas dé
entrés sont bien adaptés auxé
oulements transsoniques 
ar ils sont 
onstruits pour privilégier une dire
tion de propagation.Ils sont en outre naturellement et su�samment dissipatifs pour être stables, 
e qui 
onstitue unavantage non négligeable. En revan
he, ils sont un peu moins pertinents pour les é
oulements àbasse vitesse. Ils sont alors trop di�usifs, introduisant de fait une erreur numérique qui est parfoisnon négligeable.A l'opposé, les s
hémas 
entrés ne distinguent, de par leur stru
ture, au
une dire
tion parti
u-lière. Ils sont à 
e titre 
ouramment employés pour des é
oulements à basse vitesse et don
 faiblement
ompressibles, l'information se propageant alors indi�éremment dans toutes les dire
tions de l'es-pa
e. Ils sont en outre naturellement non dissipatifs, 
e qui 
onstitue à la fois une for
e et un défaut.Cette propriété est parti
ulièrement intéressante pour obtenir une bonne pré
ision, mais elle rendaussi le s
héma naturellement instable. Il faut alors ajouter une dissipation numérique arti�
iellepour éviter la divergen
e. La di�éren
e fondamentale ave
 les s
hémas dé
entrés réside dans le faitque 
ette fois, il est possible de 
ontr�ler dire
tement l'importan
e et l'ordre de 
ette dissipation.Ces s
hémas ont été popularisés par Jameson. La version la plus 
lassique, 
onnue sous l'a
ro-nyme JST (Jameson, Smith, Tur
kel) [90℄, a été exprimée pour les maillages stru
turés, ave
 desextensions ultérieures sur des maillages non-stru
turés [87, 129℄. Le �ux à l'interfa
e est évalué àpartir de la valeur du 
hamp interpolé de manière 
entrée :
Fi

c(ξ
i − 1

2
) = Fi

c(qξi− 1
2
) (2.120)où Fi

c(q) est exprimé 
omme dans l'équation (2.37) (p. 13).La re
onstru
tion de qξi− 1
2
peut se faire 
lassiquement selon deux ordres de pré
ision distin
ts :

• 2eme ordre : il s'agit de l'appro
he initialement proposée par Jameson. On a alors, pour unmaillage uniforme :
qII

ξi− 1
2

=
1

2
(qξi−1 + qξi) (2.121)L'expression pré
édente 
orrespond à une moyenne arithmétique simple du 
hamp de part etd'autre de l'interfa
e. Un autre point de vue possible est de 
onsidérer 
ette expression 
omme



46 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationle résultat de l'appli
ation d'un s
héma 
entré autour de l'interfa
e tel que dé�ni ave
 κ = 1pour une appro
he MUSCL par exemple.
• 4eme ordre

qIV
ξi− 1

2

= − 1

12
qξi−2 +

7

12
qξi−1 +

7

12
qξi − 1

12
qξi+1 (2.122)Les deux expressions pré
édentes peuvent être regroupées sous la forme unique :

qξi− 1
2

= − σ̂

12
qξi−2 +

σ̂ + 6

12
qξi−1 +

σ̂ + 6

12
qξi − σ̂

12
qξi+1 (2.123)où σ 
ontr�le l'ordre, σ = 0 générant le s
héma pré
is au se
ond ordre et σ = 1 le s
héma duquatrième ordre. Le 
hoix de l'ordre de re
onstru
tion est limité par le 
entrage du s
héma. Plus
on
rètement, l'interpolation devra se baser sur autant de points à gau
he qu'à droite de l'interfa
e,
e qui implique né
essairement une interpolation dé�nie 
omme un polyn�me d'ordre impair et don
une pré
ision spatiale paire.L'adjon
tion de la dissipation numérique s'e�e
tue au moyen de dérivées spatiales se
ondes etquatrièmes [90℄ du 
hamp aérodynamique. La dissipation est initialement 
onçue pour éliminer lesinstabilités de type pair/impair, 
e qui justi�e en partie l'utilisation de dérivées se
ondes ou d'ordresupérieur.On introduit don
 un �ux dissipatif numérique Fi

d :
Fi

d(ξ
i − 1

2
) =

√
g
(
V i + c

∥∥~ai
∥∥)

ξi− 1
2

[
+

1

2
ε2(qξi − qξi−1)

+
1

8
ε4(qξi+1 − 3qξi + 3qξi−1 − qξi−2)

] (2.124)Le premier terme entre 
ro
hets, pondéré par ε2, 
orrespond à la dérivée spatiale première de qévaluée de manière 
entrée autour de l'interfa
e. Le se
ond terme, pondéré par ε2, est pour sa partla dérivée spatiale troisième.En supposant que les grandeurs (V i + c
∥∥~ai
∥∥)

ξi± 1
2
ne varient pas d'une interfa
e à l'autre, lors-qu'on é
rit le bilan des �ux di�usifs sur la 
ellule, on obtient :

Fi
d(ξ

i +
1

2
) −Fi

d(ξ
i − 1

2
) =

√
g
(
V i + c

∥∥~ai
∥∥)

ξi

[
+ε2

1

2
(qξi+1 − 2qξi + qξi−1)

+ ε4
1

8
(qξi+2 − 4qξi+1 + 6qξi − 4qξi−1 + qξi−2)

](2.125)On retrouve alors que les 
oe�
ients ε2 et ε4 pondèrent respe
tivement des dérivées d'ordre deuxet d'ordre quatre évaluées de manière 
entrée autour du n÷ud ξi.En pratique, 
es 
oe�
ients sont imposés par l'utilisateur pour régler le niveau de dissipation duse
ond et quatrième ordre. Jameson [84℄ propose en outre de relier 
es deux 
oe�
ients au moyende la formule :
ε4 = max[0, (K − ε2)]

K étant une 
onstante arbitraire et ε2 étant automatiquement déterminé à partir du 
hamp ense basant sur la dérivée spatiale se
onde de pression statique. Cette formulation n'a pas toujours
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ontr�le total parl'utilisateur.Au �nal, on exprime le �ux 
omplet à l'interfa
e 
omme la somme du �ux 
onve
tif et du �uxdissipatif :
Fi

c(ξ
i − 1

2
) = Fi

c(qξi− 1
2
) + Fi

d(ξ
i +

1

2
) (2.126)2.5.2 Généralisation du s
héma 
entré aux maillages non uniformesLes s
hémas 
entrés présentés jusqu'à présent sont 
eux implémentés 
lassiquement dans le 
odeTurb'Flow. Cette partie sera 
onsa
rée au développement de s
hémas 
entrés adaptés aux maillagesnon uniformes. Ces développements ont été réalisés dans le 
adre de 
ette thèse.Toutes les formules qui viennent d'être présentées, ainsi que l'interprétation qui a pu en être faite,ne sont valables que dans le 
as d'un maillage uniforme. Par exemple, l'expression d'une dérivéese
onde sous la forme indi
ielle 1

2(qξi+1 − 2qξi + qξi−1) n'a de sens que pour des tailles 
onstantesde maille dans la dire
tions ξi.L'introdu
tion d'un maillage non uniforme implique don
 né
essairement un 
ertain nombre de
orre
tions pour éviter l'apparition d'erreurs numériques indésirables. On se pla
e i
i dans le même
adre que l'appro
he e�e
tuée pour généraliser la formulation MUSCL (p. 23). La généralisation del'interpolation asso
iée au s
héma 
entré peut être e�e
tuée de la même manière que 
elle pour less
hémas dé
entrés.2.5.2.1 Corre
tion de l'interpolation du 
hamp au se
ond ordreL'interpolation étant pré
ise au se
ond ordre, 
ela revient à 
onsidérer que qII
ξi− 1

2

est déterminéevia une fon
tion linéaire :
qII(xξi) = Axξi +B (2.127)telle que : 




∫ ξi+ 1
2

ξi− 1
2

qII(x)dx = qξi

∫ ξi− 1
2

ξi− 3
2

qII(x)dx = qξi−1

(2.128)On pose ∆ξi = xξi+1 − xξi .En résolvant le système (2.128) pour A et B, on trouve au �nal :
qII

ξi− 1
2

= qξi

(
1 − 0.5(∆ξi + ∆ξi−1)

1
4∆ξi+1 + 1

2∆ξi−1 + 1
4∆ξi−2

)
+ qξi−1

0.5(∆ξi + ∆ξi−1)
1
4∆ξi+1 + 1

2∆ξi−1 + 1
4∆ξi−2

(2.129)On peut simpli�er 
ette formule en remarquant que pour une distribution linéaire q(x), la valeuren x de la fon
tion est égale à la valeur moyenne de 
ette même fon
tion sur une 
ellule au niveaudu bary
entre de 
ette dernière. En reprenant les notations utilisées pour le MUSCL, on trouve :
qII

ξi− 1
2

= qξi

(
1 −

χξi − xξi− 1
2

χξi − χξi−1

)
+ qξi−1

χξi − xξi− 1
2

χξi − χξi−1
(2.130)Ce résultat est illustré sur la �gure (Fig. 2.21).
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Fig. 2.21 � Interpolation généralisée pour un s
héma 
entré au se
ond ordre2.5.2.2 Corre
tion de l'interpolation du 
hamp au quatrième ordreOn 
her
he i
i à déterminer qII
ξi− 1

2


omme l'expression d'une 
ubique qIV (x) = Ax3 + Bx2 +

Cx+D. En appliquant une nouvelle fois l'identi�
ation des intégrales sur les 
ellules, on trouve lesystème : 



∫ ξi− 2
2

ξi− 5
2

qIV (x)dx = qξi−2

∫ ξi− 1
2

ξi− 3
2

qIV (x)dx = qξi−1

∫ ξi+ 1
2

ξi− 1
2

qIV (x)dx = qξi

∫ ξi− 3
2

ξi+ 1
2

qIV (x)dx = qξi+1

(2.131)
La résolution de 
e système est extrêmement fastidieuse. Nous n'avons pas réussi à dégagerd'expressions analytiques simples permettant de 
al
uler A, B, C, D. La solution retenue dans
ette étude a été de résoudre numériquement 
e système pour 
haque interfa
e a�n d'en déduiredire
tement l'expression de qIV

ξi−1/2(x), la valeur interpolée à l'interfa
e étant ensuite 
al
ulée par :
qξi− 1

2
= qIV

ξi−1/2(xξi− 1
2
)2.5.2.3 Corre
tion de la dissipation arti�
ielleLe dernier terme à 
orriger dans 
es équations reste la dissipation arti�
ielle du se
ond et qua-trième ordre. Le traitement est un peu plus 
omplexe que l'interpolation des variables aérodyna-miques à l'interfa
e.La dissipation est initialement 
onçue 
omme la somme d'une dérivée spatiale se
onde et d'unedérivée quatrième. Cependant, dès le premier arti
le, Jameson et al. [90℄ proposent de dé
omposer
haque dérivée en deux dérivées d'ordre inférieur évaluées à 
haque interfa
e de la 
ellule. Le s
hémaJST original fait en outre intervenir des pondérations de 
es dérivées dépendant de l'interfa
etraitée, 
e qui limite les possibilités d'é
rire la dissipation 
omme un unique terme mélangeantdérivées se
ondes et quatrièmes. L'implémentation retenue dans le 
ode Turb'Flow (2.121 et 2.122)est soumise au même problème. Il ne semble pas exister à l'heure a
tuelle un 
onsensus 
lair pourdéterminer exa
tement la nature optimale de la dissipation arti�
ielle appliquée au s
héma 
entré.
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entrés 49On trouve aussi fa
ilement des implémentations faisant intervenir des dérivées premières/troisièmesque des dérivées se
ondes/quatrièmes.En 
onséquen
e, il est possible de 
orriger la dissipation de plusieurs manières :
• On rempla
e dans l'expression de Fi

d les versions indi
ielles a
tuelles des dérivées premièreset troisièmes par des versions généralisées aux maillages non-uniformes. On notera que 
esvaleurs peuvent être obtenues dire
tement lors de la phase d'interpolation au quatrième ordrepuisque les 
oe�
ients du polyn�me qIV (x) sont aussi :
A = 1

6q
IV (3)

(x) = 1
6

∂3q
∂x3

B = 1
2q

IV (2)
(0) = 1

2
∂2q
∂x2

C = qIV (1)
(0) = ∂q

∂xL'expression de la dissipation est 
ependant toujours s
indée entre les interfa
es, et 
omptetenu de la 
omplexité des dérivées sur un maillage uniforme, il n'est généralement pas possibled'obtenir une 
ontribution globale sur la 
ellule égale à la somme d'une dérivée se
onde etd'une dérivée quatrième.Cette appro
he est la plus 
ohérente ave
 le traitement de la dissipation arti�
ielle réaliséejusqu'à présent.
• On 
al
ule dire
tement les expressions généralisées des dérivées se
ondes et quatrièmes.Pour la deuxième te
hnique, la solution vient peut-être du 
al
ul sur des maillages non-stru
turés.Comme il n'existe pas de dire
tion privilégiée, les s
hémas 
entrés non-stru
turés font intervenir di-re
tement un opérateur Lapla
ien tridimensionnel ∇2(q) pour 
al
uler l'équivalent des termes endérivée se
onde [9℄. La dissipation du quatrième ordre est quant à elle générée par la 
ompositiondu Lapla
ien ave
 lui-même ∇2[∇2(q)]. Il est parfaitement li
ite d'utiliser 
ette appro
he dans lamesure où les maillages stru
turés ne sont qu'un 
as parti
ulier de maillage non stru
turé.L'opérateur Lapla
ien étant relativement 
oûteux à 
al
uler, on utilise plus 
ouramment despseudo-Lapla
iens L(q). La version la plus 
ommune de L est donnée par Frink [52℄. Pour unmaillage stru
turé, il s'é
rit :

L(qξ) =
∑

j voisins

θξΦj
(qΦj

− qξ)les θξΦj
sont des 
oe�
ients de pondération dépendant de la géométrie et plus parti
ulièrement dela position du point de 
oordonnées indi
ielles Φj par rapport à 
elui de 
oordonnées indi
ielles ξ.Pour l'expression des dérivées quatrièmes, on peut 
hoisir de 
omposer le pseudo-Lapla
ienpré
édent ave
 lui-même D(q) = L(L(q)). Cependant, Haselba
her et Blazek [71℄ observent que 
etopérateur peut générer des instabilités sur des maillages quadrilatéraux et don
 plus spé
i�quementsur des maillages stru
turés. Ils proposent un nouvel opérateur du quatrième ordre 
onstruit ene�e
tuant une soustra
tion entre deux pseudo-Lapla
iens :

LI(qξ) =
∑

j voisins

(qΦj
− qξ)

LII(qξ) =
∑

j voisins

1

2
[(~∇q)Φj

+ (~∇q)ξ)].(~xΦj
− ~xξ)



50 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationoù ~x est le ve
teur position. Ces formulations sont exa
tes pour une approximation d'une fon
tionquadratique en di�éren
es �nies sur un maillage 
artésien uniforme.En remarquant que l'erreur de tron
ature du quatrième ordre asso
iée à l'opérateur LII − LIest, à un fa
teur quatre près, proportionnelle à 
elle du pseudo-Lapla
ien de Frink, ils dé�nissentun nouvel opérateur :
D(q) = LFrinck(q) − 4[LII(q) − LI(q)]Ce point n'a malheureusement pas été testé par manque de temps. Il pourra don
 faire l'objetd'études futures.2.5.2.4 Appli
ation à des 
as testsA�n de tester la validité des nouvelles formulations proposées pour l'interpolation des variablesaux interfa
es, nous nous sommes 
on
entrés sur un nouveau 
as test. On ne pourra pas utilisere�
a
ement le 
as Ringleb 
ar le s
héma 
entré est mieux adapté aux 
as à basse vitesse. Or, 
e
as présente des zones de forte vitesse (M ≈ 0.9) et on obtient don
 une erreur assez importantedu fait même de l'utilisation de 
e s
héma.Le nouveau 
as test est 
onstruit sur la propagation d'une onde sinusoïdale de pression statiqueremontant l'é
oulement. Il s'agit d'un 
as monodimensionnel assez simple. On impose une �u
tuationtemporelle sinusoïdale de la pression statique au niveau du point aval du maillage. Les 
onditionslimites amont sont la masse volumique et la quantité de mouvement. Le maillage est par ailleursdé
omposé en deux zones :1. une zone aval ave
 une taille de maille 
onstante. Cette zone est su�samment longue pourpouvoir y observer 3.5 périodes de la sinusoïde. On dispose de 52 points par longueur d'onde.2. Une zone amont ave
 une progression géométrique de la taille de maille. Les mailles à l'amontdu maillage sont de grande dimension, a�n de �ltrer l'os
illation de pression. La premièremaille en amont a typiquement une longueur équivalente à la longueur d'onde de la �u
tuationremontante.La �u
tuation de pression a une fréquen
e de 400 Hz et une amplitude de 0.1 Pa, autour d'unniveau moyen Pmoyenne

s = 101300 Pa. On a pris soin de limiter 
ette dernière a�n de rester dans un
as de propagation linéaire.Le 
hamp de �u
tuation de pression statique (Ps −Pmoyenne
s ) à une 
ertaine date est représentésur la �gure (Fig. 2.22)La zone uniforme est 
omprise entre l'abs
isse x = 7 et x = 10 m. Les 
ourbes représentéesont été obtenues ave
 les interpolations au se
ond ordre. On 
onstate la très nette disparition de la�u
tuation. L'intérêt du �ltrage est de supprimer toute �u
tuation au niveau du point amont pouréviter toute instabilité.Pour tester e�
a
ement les 
apa
ités des interpolations, on 
rée des variations brusques de tailledes mailles en supprimant quelques points au niveau de la zone uniforme. On a ainsi :

• un point enlevé à l'abs
isse x = 8.65m. On obtient un rapport de taille de 2.
• deux points 
onsé
utifs retirés à x = 9.40m. Le rapport d'expansion est i
i de 3.
• un point retiré à x = 9.82m.
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Fig. 2.22 � Flu
tuation de pression remontante - vue généraleQuel que soit l'ordre du s
héma utilisé, nous avons 
hoisi d'appliquer une dissipation arti�
ielle duquatrième ordre à 5% ou 15%.Les �gures (Fig. 2.23 et 2.24) illustrent le 
hamp de pression statique autour du saut de maillede rapport 3 et d'un des sauts de rapport 2. Le s
héma est pour l'instant au se
ond ordre. Il estné
essaire de faire la visualisation lorsque les extrema de la sinusoïde sont au niveau des trous demaillage. Dans le 
as 
ontraire, la variation de pression est à peu près linéaire : on n'observe presquerien ave
 les interpolations utilisées. On a aussi tra
é la répartition de pression théorique.On voit très 
lairement sur 
es 
ourbes que les interpolations indi
ielles génèrent des os
illationsassez 
onséquentes en aval du trou. A l'opposé, les versions 
orrigées restent régulières et pro
hesde la référen
e.En traçant l'erreur par rapport à la pression théorique (Fig. 2.25), on se rend 
ompte que 
esos
illations de pression a�e
tent une grande partie de l'espa
e. Les interpolations géométriques neprésentent qu'un pi
 lo
alisé. Pour un rapport de taille de maille égal à deux, 
e pi
 est faible. Ilest 
ependant beau
oup plus 
onséquent pour un rapport égal à trois. Cela pourrait indiquer que,pour 
e 
as test au moins, la progression de la taille des mailles doit rester limitée.Il est intéressant de noter que le niveau moyen de l'erreur est le même, quelle que soit ladissipation arti�
ielle ou la te
hnique d'interpolation.Le dernier point intéressant à observer est 
e qui se produit au début de la zone de 
roissan
edes mailles. On aperçoit sur la �gure (Fig. 2.22) que l'amplitude augmente assez sensiblement vers
x = 4m. En regardant de plus près 
ette zone (Fig. 2.26), on voit qu'en plus d'une augmentationd'amplitude, l'entrée de la sinusoïde dans la zone à taille de maille variable s'a

ompagne d'undéphasage de l'onde par rapport à la distribution théorique. Au pi
 d'amplitude, la pression 
al
uléeest en opposition de phase ave
 la pression théorique, 
e qui 
orrespond à une erreur maximum.
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Fig. 2.23 � Re
onstru
tion à l'ordre 2 - Large saut de maille

Fig. 2.24 � Re
onstru
tion à l'ordre 2 - Petit saut de maille
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Fig. 2.25 � Erreur sur la pression statique - ordre 2

Fig. 2.26 � Pression statique au niveau de la zone géométrique - s
héma d'ordre 2



54 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationL'utilisation d'une interpolation géométrique ne 
hange rien au problème du déphasage. Enrevan
he, elle réduit assez notablement l'amplitude de la �u
tuation de pression. Ainsi, pour les
héma indi
iel ave
 une dissipation ε4 = 0.005, l'amplitude maximum est de 18 Pa 
ontre 14seulement pour la version géométrique. Un test sur un maillage deux fois plus dense montre que leproblème n'est pas dû à une sous-dis
rétisation de la sinusoïde.Considérons maintenant les interpolations du quatrième ordre. On a tra
é sur les �gures (Fig.2.27 et 2.28) les 
hamps de pression au niveau des deux défauts de maillage pré
édemment étudiés.

Fig. 2.27 � Re
onstru
tion à l'ordre 4 - Large saut de mailleOn 
onstate à nouveau que les interpolations géométriques proposées permettent de s'a�ran
hirdes os
illations qui apparaissent ave
 les versions indi
ielles. La variation globale de l'erreur (Fig.2.29) est di�érente, ave
 notamment une longueur d'onde beau
oup plus grande que dans le 
asprésenté en (Fig. 2.23). Ce résultat est 
ohérent ave
 le fait qu'une interpolation au quatrième ordredonne un spe
tre plus resserré autour de la fréquen
e réelle.Un rapport de taille entre 
ellules adja
entes supérieur à trois semble i
i aussi à dé
onseiller.Pour �nir, on 
onsidérera le 
hamp de pression au niveau de la zone de variation du maillage.La �gure (Fig. 2.30) montre que, 
ette fois, il n'existe pas de déphasage ave
 la théorie. On peutdon
 en 
on
lure que l'erreur apparaissant pour les s
hémas d'ordre 2 est uniquement reliée à l'ordred'interpolation.D'autre part la sur-amplitude qui existait auparavant a i
i presque totalement disparu. Seul le
as indi
iel ave
 une faible dissipation présente en
ore une très légère surestimation. Les versionsgéométriques 
orrigent 
e défaut.
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Fig. 2.28 � Re
onstru
tion à l'ordre 4 - Petit saut de maille

Fig. 2.29 � Erreur sur la pression statique - ordre 4
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Fig. 2.30 � Pression statique au niveau de la zone géométrique - s
héma d'ordre 4Par ailleurs, l'amplitude de l'os
illation ne 
ommen
e à baisser que pour x 6 4m 
e qui laissesupposer que le maillage est su�samment dense jusqu'à 
ette position pour éviter le �ltrage del'onde. Dans l'absolu, on pourra retenir qu'une densité de 50 points par période est su�sante pourassurer une bonne pré
ision ave
 un s
héma du quatrième ordre.Le dernier point remarquable est l'in�uen
e de la dissipation arti�
ielle. On rappelle que lesrésultats présentés i
i utilisent une modélisation de la dissipation arti�
ielle 
onstruite sur la di�é-ren
e de dérivées premières et troisièmes exprimées indi
iellement aux interfa
es. Cette formulationest don
 sensible aux non-uniformités de maillage.La �gure (Fig. 2.31) illustre l'erreur relative pour les interpolations du quatrième ordre sur lemaillage "à trous" (traits pleins) et sur le maillage de référen
e (points). On 
hoisit de préféren
e 
etordre pour illustrer le propos par
e que 
'est 
elui qui permet la meilleure re
onstru
tion possibleen supprimant par exemple les os
illations de basse fréquen
e observables dans l'erreur pour unere
onstru
tion à l'ordre 2. La dissipation arti�
ielle est uniquement au quatrième ordre, a�n de nepas dégrader l'ordre général du s
héma.Il est intéressant de noter que pour les versions ave
 une interpolation 
orrigée, notamment pour
ε4 = 0.05, l'erreur sur le maillage standard et sur le maillage pon
tuellement déra�né est globale-ment la même. A l'inverse, les interpolations indi
ielles génèrent des erreurs notablement di�érentes,surtout si la dissipation arti�
ielle est faible. On observe don
 
lairement que la généralisation desinterpolations permet un gain majeur en terme de pré
ision sur des maillages non-uniformes.D'autre part, on peut dégager l'in�uen
e de la dissipation arti�
ielle et sa sensibilité aux non-uniformités du maillage. Pour l'interpolation généralisée, l'é
art existant entre les deux 
ourbesd'erreur ε4 = 0.05 et ε4 = 0.15 est uniquement dû à la variation de niveau de dissipation arti�
ielleet à la sensibilité de 
ette dernière par rapport au maillage.
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Fig. 2.31 � In�uen
e du maillage sur l'erreur - s
héma d'ordre 4En toute logique, si les non-uniformités du maillage génèrent une erreur au travers de la dissi-pation arti�
ielle, 
ette erreur devrait être trois fois plus importante pour le 
as ε4 = 0.15 que 
ellepour ε4 = 0.05. En 
onséquen
e, l'é
art entre les deux 
ourbes doit varier, au moins au niveau dessauts de mailles. Or, en 
omparant les 
ourbes obtenues ave
 une interpolation généralisée sur lesmaillages uniformes et 
eux présentant des sauts de mailles, on observe que l'é
art existant entreles deux niveaux de dissipation est quasiment 
onstant, y 
ompris au niveau des petites os
illationsrésiduelles liées aux grandes mailles. Les é
arts entre les 
ourbes d'erreur sont donnés dans le tableau[2.1℄ pour les 
as uniformes et non-uniformes à la position x=8.7m.Maillage uniforme Maillage non uniforme0.057% 0.063%Tab. 2.1 � E
art sur l'erreur relative entre les 
as ε4 = 0.05 et ε4 = 0.15 - position x=8.7mOn peut don
 en 
on
lure que, pour 
et é
oulement, la dissipation arti�
ielle du quatrièmeordre a une in�uen
e mineure sur l'erreur de 
al
ul dans le 
adre de maillages non-uniformes. Laplus grosse partie de l'erreur est asso
iée (
omme on pouvait s'y attendre) à l'interpolation. L'erreurgénérée par une expression indi
ielle de la dissipation appliquée à une non-uniformité de maillageest d'au moins un ordre de grandeur inférieure à l'erreur induite par la dissipation numérique elle-même. Il 
onviendrait néanmoins d'e�e
tuer des tests sur un autre 
as, 
onçu pour mettre un peuplus en avant le r�le de la dissipation numérique, a�n de véri�er si le 
as traité i
i est assez sévère.Sur la �gure (Fig. 2.32), on a représenté l'erreur relative pour le 
as des interpolations indi
ielleset géométriques du se
ond ordre 
ouplées à une dissipation arti�
ielle du se
ond ordre également.
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Fig. 2.32 � In�uen
e du maillage sur l'erreur - s
héma d'ordre 2On voit toute de suite que 
ette dissipation génère une erreur nettement plus forte que 
elle duquatrième ordre, ave
 de plus un déphasage apparaissant entre les deux 
ourbes. On retrouve à 
eniveau une 
ertaine 
ohéren
e ave
 les observations faites sur le déphasage au niveau de la zonegéométrique, 
ara
téristique des s
hémas du se
ond ordre.On remarque 
ette fois une assez nette di�éren
e entre les 
ourbes 
orrespondant aux maillagesuniformes et non-uniformes pour une même dissipation. On trouve aussi que l'é
art entre les 
ourbes
orrespondant aux deux dissipations sur le maillage pon
tuellement déra�né varie sensiblement parrapport au 
as uniforme. Maillage uniforme Maillage non uniforme0.77% 0.83%Tab. 2.2 � E
art sur l'erreur relative entre les 
as ε2 = 0.05 et ε2 = 0.15 - position x=8.6mL'erreur induite par l'utilisation d'une dissipation du se
ond ordre exprimée indi
iellement est
ette fois un peu plus forte. On devra don
 prendre 
ertaines pré
autions en utilisant 
ette dissi-pation. Toutefois, 
omme 
ette dernière est beau
oup plus néfaste quant à la pré
ision du 
al
ul,on évitera autant que possible de l'utiliser. Seuls les 
as vraiment instables devront être traités de
ette manière ; il 
onvient de toute façon de réviser un peu à la baisse les exigen
es de pré
isionsdans de tels 
as.Con
lusion sur les interpolations 
entrées 
orrigées On a démontré dans 
ette partie queles interpolations géométriques 
entrées du se
ond et quatrième ordre permettent un gain sensible
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ision dans le 
as de maillages ave
 de grands rapports de taille de maille. Un rapport égal àdeux est traité sans problème parti
ulier, mais un rapport supérieur sera peut-être 
ritique.L'utilisation d'une dissipation arti�
ielle du quatrième ordre exprimée indi
iellement ave
 unmaillage non-uniforme n'a qu'une in�uen
e négligeable sur l'erreur générale. On pourra don
 se
ontenter en général de garder une expression purement indi
ielle, 
e qui permet en outre de limiterla 
omplexité algorithmique. A l'inverse, un soin parti
ulier devra être apporté lors de l'utilisationde la dissipation arti�
ielle du se
ond ordre 
ar elle semble plus sensible aux variations de tailles dumaillage.2.6 Dis
rétisation spatiale des �ux di�usifsLe dernier terme de l'équation(2.36) est le �ux di�usif dans la dire
tion ξi à l'interfa
e Fi
v.Rappelons que 
e dernier s'é
rit :

Fi
v =

√
g ~Fv.~a

i (2.132)où :
~Fv =



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~∇η =

3∑

i=1

~aj ∂η

∂ξj
(2.135)

η étant une variable s
alaire, séle
tionnée parmi e, k et ω.
~∇.~V =

3∑

j=1

~aj ∂
~V

∂ξj
(2.136)

~∇.ui =
3∑

j=1

~aj ∂ui

∂ξj
(2.137)Le terme ~∇.~V (resp. ~∇.~V T ) est formé par les ve
teurs ~∇.ui é
rits en lignes (resp. en 
olonnes).Au �nal, l'expression du �ux di�usif fait intervenir des termes géométriques par l'intermédiairedes ~aj ainsi que le 
hamp aérodynamique et ses dérivées spatiales. Toutes 
es grandeurs doiventêtre 
onnues à l'interfa
e traitée.Le 
hoix a été fait antérieurement de 
al
uler de manière exa
te les termes métriques, à savoir √get les ve
teurs 
ontravariants ~aj , a�n d'éviter l'erreur introduite par une interpolation. A l'opposé,les variables 
onservatives sont bien interpolées pour obtenir la valeur à l'interfa
e.L'interpolation de 
es variables aérodynamiques est e�e
tuée par une simple moyenne arithmé-tique 
entrée :

qξi− 1
2

=
1

2

[
qξi−1 + qξi

] (2.138)



60 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationOn déduit notamment de 
es valeurs interpolées les 
omposantes de vitesse ui et l'énergie interne e.Il reste alors à 
al
uler les gradients des grandeurs s
alaires. Ce
i est e�e
tué en appliquant à toutevariable s
alaire A la relation suivante, valable pour tout espa
e 
urviligne (voir l'annexe D de [4℄) :
~∇A
∣∣∣
ξ1− 1

2

= ~ai
∣∣
ξi− 1

2
(~∇A.~ai) +

3∑

j=1

j 6=i

~aj
∣∣
ξi− 1

2
(~∇A.~ai)

= ~ai
∣∣
ξi− 1

2
[Aξi −Aξi−1] +

3∑

j=1

j 6=i

~aj
∣∣
ξi− 1

2

Aξj −Aξj−1

2

(2.139)
La molé
ule de 
al
ul utilisée pour 
ette formule est illustrée sur la �gure (Fig. 2.33)

Fig. 2.33 � Molé
ule de 
al
ul pour la dis
rétisation des �ux di�usifsGénéralisation aux maillages non uniformes Le 
al
ul du �ux di�usif est déjà presque adaptéaux maillages non uniformes. En e�et, la relation (2.139) est valable pour tout maillage 
ar elle estétablie dans un espa
e purement indi
iel. Les possibles variations géométriques sont prises en 
ompteau travers des ~ai.Le seul problème vient de l'interpolation des variables 
onservatives au niveau de l'interfa
e. Onremarquera simplement que la formule d'interpolation (2.138) est équivalente à un s
héma 
entrédu se
ond ordre, et on appliquera en 
onséquen
e une 
orre
tion en remplaçant 
ette formule parl'équation (2.128). Ce point, que nous n'avons pas eu le temps de tester, pourra faire l'objet d'unevalidation à l'avenir.2.7 Synthèse sur les méthodes numériques pour la simulationDans 
e 
hapitre, nous avons présenté les te
hniques de dis
rétisation numérique des équations deNavier-Stokes, en nous 
on
entrant plus parti
ulièrement sur la dis
rétisation spatiale implémentée



2.7. Synthèse sur les méthodes numériques pour la simulation 61dans le solveur Turb'Flow que nous avons utilisé. Nous avons adopté une dis
rétisation de typevolumes �nis sur un maillage stru
turé 
ar 
ette appro
he permet d'obtenir une bonne pré
isionspatiale.On traite d'abord la dis
rétisation spatiale de la partie 
onve
tive des �ux. Il existe aujourd'huideux grandes 
atégories de s
hémas spatiaux pour la dis
rétisation des �ux : les s
hémas dé
entrésamont et les s
hémas 
entrés. Parmi les s
hémas dé
entrés amont, on retrouve les s
hémas à sépa-ration de �ux tels que les s
hémas de Liou, ou bien à di�éren
e de �ux, tel que le s
héma de Roe.Toutefois, a�n de monter en ordre de dis
rétisation et don
 d'augmenter la pré
ision spatiale, 
ess
hémas font appel à des interpolations dont la plus 
lassique est l'appro
he MUSCL.On a montré que l'appro
he MUSCL telle qu'on peut la trouver dans la littérature n'est valableque pour des maillages uniformes. L'utilisation de 
ette appro
he sur des maillages non uniformesinduit une erreur numérique qui vient perturber les 
al
uls. Un des travaux e�e
tués au 
ours de
ette thèse a porté sur la généralisation de la formulation MUSCL aux maillages non uniformes.Ave
 les nouvelles formules d'interpolation du se
ond et troisième ordre, on montre qu'on amélioresensiblement la qualité de la simulation sur les maillages quel
onques.Nous avons aussi abordé la généralisation aux maillages non uniformes des limiteurs, utiliséssur les s
hémas dé
entrés pour stabiliser le 
al
ul en présen
e de gradients forts. Ma 
ontribution à
ette étude a porté sur le test des limiteurs généraux, apparus ré
emment dans le 
ode Turb'Flow,a�n de 
ara
tériser les di�érentes formulations possibles et trouver les meilleurs limiteurs du pointde vue de la pré
ision spatiale. On retiendra que les limiteurs SMART et MUSCL (se
ond ordre)et Koren (troisième ordre) sont 
eux qui ont le meilleur 
omportement.Les s
hémas spatiaux 
entrés ont aussi été traités. Après un bref rappel de leur fon
tionnement,nous nous sommes atta
hés à généraliser les interpolations du se
ond et quatrième ordre utiliséesdans 
e 
adre. Les nouvelles formulations ont ensuite été validées sur un 
as test. On a ainsi mis enéviden
e une très nette amélioration de la qualité de la simulation sur les maillages non uniformes.En dernier lieu, nous avons présenté le traitement des �ux di�usifs qui est un peu di�érent de
elui des �ux 
onve
tifs. Le s
héma utilisé est du type 
entré mais il est en grande partie adaptéaux maillages non uniformes. Toutefois, après analyse, il ressort que la détermination du 
hampaérodynamique en 
ertains points de l'espa
e ne tient pas 
ompte des non-uniformités du maillage.Nous avons proposé une 
orre
tion pour 
e défaut, 
orre
tion qui pourra faire l'objet de futuresétudes.On dispose à présent de te
hniques �ables et pré
ises pour e�e
tuer des simulations numériques.Ces simulations sont la base de l'analyse du nouveau traitement de 
arter. Nous allons don
 présenterdans le 
hapitre 3 l'étude du nouveau traitement de 
arter. On 
ommen
era par dé�nir pré
isémentle problème et le traitement de 
arter envisagé, puis nous détaillerons le 
hamp aérodynamique etles performan
es de 
e nouveau dispositif. On présentera au 
hapitre 4 les te
hniques d'optimisation,avant de terminer au 
hapitre 5 l'étude du traitement de 
arter en l'optimisant et en l'appliquant àun ventilateur de refroidissement automobile.



62 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulation



Chapitre 3Etude d'un traitement de 
arter3.1 Introdu
tionLes te
hniques pré
ises de simulation numérique qui sont utilisées pour 
ette étude ont étéprésentées et développées au 
hapitre 2. Nous allons maintenant e�e
tuer l'analyse d'un nouveautraitement de 
arter appli
able aux turboma
hines basse vitesse équipées d'une virole. L'une desappli
ations de 
e traitement de 
arter est un ventilateur utilisé pour le refroidissement d'un moteurd'automobile. On 
ommen
era 
e 
hapitre en analysant dans la partie 3.2.1 la problématique del'é
oulement de jeu, et plus parti
ulièrement l'é
oulement et les performan
es d'un ventilateur derefroidissement.On présentera ensuite en 3.3 les di�érents traitements de 
arter possibles a
tuellement pour lesturboma
hines ave
 une virole. On mettra en éviden
e leurs insu�san
es, 
e qui nous 
onduira àproposer un nouveau traitement de 
arter. Ce traitement 
onsiste en un rainurage héli
oïdal de laparoi 
arter. Le nouveau 
on
ept sera dé
rit, en pré
isant quelles sont ses origines.A�n de valider et d'étudier le nouveau traitement de 
arter, nous le modéliserons dans la se
tion3.4. On dé
rira d'abord pré
isément le modèle utilisé. La géométrie du modèle est 
ara
térisée parun 
ertain nombre de paramètres géométriques qui sont donnés i
i, et optimisés au 
hapitre 5.On présentera aussi des modèles de jeux utilisés pour la validation du 
on
ept de traitement de
arter et de la modélisation qui en a été faite.Après avoir démontré que le nouveau traitement de 
arter apporte une amélioration sur l'é
ou-lement de jeu, nous dé
rirons en détail la stru
ture globale puis lo
ale de l'é
oulement autour durainurage.Nous déterminerons ensuite les e�ets de 
haque paramètre géométrique sur les obje
tifs quanti-tatifs 
ara
térisant le fon
tionnement du traitement de 
arter.Nous 
on
lurons 
e 
hapitre par une synthèse sur les résultats présentés i
i. Ces résultats ontfait l'objet d'une publi
ation [172℄.3.2 Problématique du refroidissement automobile3.2.1 Contexte généralLe refroidissement des di�érents organes moteurs d'une automobile né
essite dans la plupart des
as l'utilisation d'un groupe moto-ventilateur destiné à assurer la 
ir
ulation d'air au travers d'un63
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arterou plusieurs é
hangeurs thermiques. Ce dispositif est utilisé essentiellement lorsque le véhi
ule està l'arrêt ou 
ir
ule à basse vitesse. Dans le 
as 
ontraire, l'é
oulement généré par l'avan
ement duvéhi
ule est su�sant pour assurer le refroidissement.Un groupe moto-ventilateur (GMV) est 
onstitué de trois piè
es prin
ipales (Fig. 3.1) :
• Une roue mobile
• Un moteur éle
trique entraînant la roue mobile
• Un 
arter maintenant le moteur, parfois équipé de bras de liaison 
arénés faisant o�
e de"roue" dire
tri
e de sortie.

Fig. 3.1 � E
laté d'un groupe moto-ventilateur automobileLe GMV peut être pla
é soit à l'amont soit à l'aval d'un é
hangeur, selon la pla
e allouée dansle blo
 moteur. A l'heure a
tuelle, la plupart des piè
es sont 
onstruites en matières plastiques pourdes raisons é
onomiques (prix du matériau, fabri
ation en grande série par moulage, et
...), 
e quilimite de fait leur résistan
e mé
anique.La première 
onséquen
e de 
ette 
ontrainte de 
onstru
tion est l'utilisation d'aubes à talons,
'est à dire des aubes reliées entre elles par une 
ouronne de matière au niveau de leur tête. Parla suite, on désignera 
ette 
ouronne par le terme virole. Celle-
i est utilisée pour rigidi�er la rouemobile et limiter les mouvements de torsion et �exion des aubes, au moins au niveau de leur tête.La deuxième 
onséquen
e, assez similaire à la pré
édente, est que le ventilateur présente assezfa
ilement des déformations importantes. Celles- 
i peuvent être 
ausées, par exemple, par les e�orts
entrifuges sur la roue mobile, par une distorsion de l'é
oulement amont ou aval (intera
tion ave
d'autres éléments du moteur de l'automobile) ou bien par les vibrations globales auxquelles estsoumis le véhi
ule. La vitesse de rotation standard, située autour de 3000 tr/min, est su�santepour induire une déformation radiale, d'autant plus qu'ave
 la virole, une partie non négligeablede la masse de la roue mobile est située à fort rayon. Les vibrations du véhi
ule et de son moteursont responsables de solli
itations appliquées à l'ensemble du GMV qui peuvent se traduire parun dépla
ement de l'axe de rotation (le moteur éle
trique étant lourd, son inertie peut 
onduire àdéformer les autres piè
es plastiques). En�n, pour les intera
tions aérodynamiques, il est possible
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iter un ou plusieurs modes de stru
tures et générer ainsi une déformée 
omplexe, ave
 à la foisun dépla
ement axial et radial. Le �ottement de la stru
ture, bien que très rare, n'est pas non plusà ex
lure sous 
ertaines 
onditions.A�n de prévenir tout 
onta
t entre les parties �xes et mobiles du GMV, on impose des 
ontraintesde 
onstru
tion sévères, ave
 notamment un jeu minimum δvirole important entre la virole et le
arter, la limite étant usuellement δvirole ≈2 à 3 mm. Comparé au rayon des rotors, 
e jeu introduitusuellement un rapport δ
R ≈ 2%. Cette valeur indique que l'on se situe tout de même assez loin des
ritères de dessin utilisés pour des turboma
hines "
lassiques "(turbomoteur, turbine à vapeur, ...).Dans 
es derniers 
as, la valeur 1% est souvent la limite supérieure admissible.Comme on peut l'imaginer en observant l'é
laté (Fig. 3.1), les 
onditions d'entrée du ventilateursont très loin d'être axiales pour un montage en aval de l'é
hangeur. En e�et, si l'é
hangeur est àpeu près uniformément alimenté, une partie importante du �ux traversant le ventilateur vient don
des zones latérales (au sens du 
entrage du ventilateur relativement à l'é
hangeur), 
e qui, 
omptetenu du faible espa
ement axial entre le radiateur et le rotor, 
onduit à un �ux radial 
entripète.De la même manière, pour un montage amont, le �ux sortant du rotor devra être assez bruta-lement dévié dans la dire
tion radiale a�n de se répartir le plus possible sur l'é
hangeur.Par ailleurs, l'é
oulement présente, dans un montage réel, de fortes distorsions dans la dire
tionazimutale. On 
her
he en e�et à 
oupler un é
hangeur, de se
tion re
tangulaire, ave
 un rotor (i.e.un disque). La solution la plus simple à 
es problèmes de distorsion et d'alimentation serait d'utiliserun ventilateur de diamètre supérieur, a�n de maximiser la 
oïn
iden
e entre l'aire balayée par 
edernier et 
elle de l'é
hangeur. Toutefois, 
ette appro
he se heurte très vite aux 
ontraintes de
on
eption des blo
s moteurs a
tuels, pour lesquels on 
her
he à augmenter la 
ompa
ité et réduireles 
oûts.3.2.2 Analyse du ventilateur de référen
e ValéoLes ventilateurs de refroidissement automobile sont des turboma
hines un peu atypiques, à lafois par leurs 
onditions de fon
tionnement et par leur géométrie.En 
onditions réelles de fon
tionnement, les ventilateurs sont soumis à des 
onditions d'entréeet/ou de sortie ave
 des 
omposantes radiales importantes. Il est extrêmement di�
ile de quali�er
es 
onditions réelles 
ar elles dépendent d'un très grand nombre de fa
teurs qui ne sont pas toujoursmaîtrisés.Ces 
onditions sont d'abord très sensibles au type de montage 
hoisi et à la qualité du montage.Deux modèles de moteurs peuvent par exemple utiliser le même rotor mais ave
 un montage di�érent.En deuxième lieu, elles dépendent aussi des 
onditions de fon
tionnement de la voiture. L'é
oulementsous 
apot est passablement 
omplexe du fait des nombreux obsta
les présents, et il varie selon lavitesse d'avan
ement du véhi
ule.Pour é
arter le problème des distorsions et des 
onditions variables, les 
on�gurations testéessont généralement isolées. Pour les 
al
uls numériques, seul le rotor et un 
arter simpli�é sontsimulés ; l'é
hangeur, le moteur et les bras de support ne sont pas modélisés.RemarqueDans la suite, a�n de garder une 
ohéren
e de notation, la 
oordonnée axiale sera x, la
oordonnée radiale sera notée z, et la 
oordonnée azimutale y.
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Fig. 3.2 � GMV fourni par Valéo - détail sur le jeuLa �gure (Fig. 3.2) montre la géométrie de ventilateur fournie par Valéo qui servira de base ànotre étude. On a aussi représenté un s
héma du jeu en 
oupe méridienne pour illustrer la géométrieparti
ulière du jeu. La virole est longue d'à peu près 27 mm, et le jeu entre le 
arter et la virole estde 2.5 mm.Pour 
ette 
on�guration, et plus généralement pour les ventilateurs de GMV, la virole présenteun 
oude du 
�té amont du ventilateur. Ce 
oude est utilisé pour essayer d'améliorer les performan
esde la ma
hine en modi�ant un peu les 
ara
téristiques de l'é
oulement de jeu. Nous reviendrons sur
e point un peu plus loin.Le ventilateur Valéo qui sera utilisé 
omme référen
e dans 
ette étude a déjà été optimisé dupoint de vue aérodynamique . Cette optimisation a été menée par la so
iété Fluorem pour le 
omptede Valéo (étude similaire dans [68℄). Elle a porté sur une paramétrisation de la forme des aubages.Les optimisations ont été e�e
tuées sur trois pro�ls bidimensionnels, 
orrespondant en fait à troispositions radiales sur l'aube : 25, 50 et 75% de la hauteur. Pour 
ette phase, on dé�nissait pour
haque pro�l le 
alage, la position du maximum de 
ambrure, l'épaisseur maximale, les tangentesaux bords d'attaque et de fuite.La géométrie de référen
e dont nous disposons est don
 le résultat d'une optimisation qui apermis d'améliorer les 
ara
téristiques de base du ventilateur. Les performan
es du ventilateurseront évaluées dans la suite au point de fon
tionnement nominal :vitesse de rotation Ω 3000 tr/mindébit volumique 1600 m3/hpression statique aval 100 000 Pamasse volumique amont 1.1739 kg/m3taux de turbulen
e amont 5%Tab. 3.1 � Conditions de fon
tionnement nominales du ventilateurLe �uide est de l'air assimilé à un gaz parfait. On suppose de plus que le ventilateur fon
tionneen aspiration libre, à savoir sans pré-rotation de l'é
oulement amont.
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omportant le rotor et le 
arter est équipée de deux plénumsde grande dimension.

Fig. 3.3 � Con�guration numérique simulée - Coupe méridienneComme on peut le voir sur la 
oupe méridienne (Fig. 3.3), les plénums sont nettement plusgrands que le ventilateur. On impose sur le plénum amont un é
oulement entrant normal à lasurfa
e sphérique. Sur le plénum de sortie, très allongé, on 
onsidère que le milieu est poreux, 
equi permet de lisser les inhomogénéités radiales et azimutales de la pression statique, laquelle estimposée sur le plan à l'extrême droite de la veine.Sur la �gure (Fig. 3.3), et plus parti
ulièrement sur le détail au niveau du ventilateur, ona représenté en trait rouge la position des plans d'intégration servant au 
al
ul des grandeursmoyennes en amont et en aval du ventilateur. Ces plans sont en parti
ulier utilisés pour 
al
ulerles performan
es du rotor. L'aube et le jeu sont pris en 
ompte dire
tement dans le 
al
ul desperforman
es.Les performan
es du ventilateur sont dé�nies par l'augmentation de pression entre l'amont etl'aval (i.e. le taux de 
ompression), ainsi que par le 
ouple appliqué sur l'axe de rotation et lerendement. Pour la géométrie de référen
e, les performan
es sont données dans la table [3.2℄.é
art de pression aval-amont 198 Pa
ouple 0.499 N.mrendement 0.641Tab. 3.2 � Perfoman
es du ventilateur - Con�guration de référen
eComme on peut le remarquer, le rendement de la ma
hine de référen
e (résultant d'une optimi-
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artersation rappelons-le) n'est pas ex
eptionnel. L'analyse du 
hamp aérodynamique donne la réponse à
e problème.La �gure (Fig. 3.4) montre l'é
oulement méridien moyen au niveau du rotor. On représente les
omposantes de vitesse axiale et azimutale.

Fig. 3.4 � Composante axiale Ux (gau
he), azimutale absolue Vy (
entre) et relative Wy (droite)moyenne de vitesse au niveau du rotor - Con�guration standardOn remarque que l'é
oulement au voisinage de la virole est très di�érent du reste de l'aube.Cette zone est située entre environ 90% et 100% de la hauteur d'aube. L'é
oulement se 
ara
térisedans 
ette zone par une vitesse axiale plus faible, et même négative (le niveau jaune 
orrespond à0 m/s) dans la zone pro
he de la paroi inférieure de la virole. De même, la zone supérieure de l'aubeest soumise à une vitesse azimutale absolue Vy beau
oup plus forte que le reste de l'aube, et unevitesse azimutale relative Wy beau
oup plus faible :
• pour la 
omposante absolue, on remarque que l'amont de la roue est à peu près uniforme, ave
une vitesse azimutale absolue Vy légèrement positive (≈0.5 m/s). Cette vitesse 
orrespond àla mise en rotation de l'é
oulement amont (initialement sans Vy) par les e�ets potentiels etvisqueux remontant de l'aube. On reste 
ependant assez pro
he de 
onditions d'aspirationlibre. En revan
he, on trouve une zone de forte vitesse azimutale absolue en tête, assez loindevant la sortie du jeu. Cette zone de survitesse se propage ensuite jusqu'à la tête d'aube.
• Les variations de vitesse absolue en tête se traduisent par un dé�
it très marqué de vitesseazimutale relative Wy en amont : 
elle-
i augmente progressivement au fur et à mesure que lerayon augmente, puis elle 
hute brutalement dans la zone pro
he virole.On remarque aussi un problème en pied d'aube, matérialisé par une vitesse azimutale relative

Wy pro
he de zéro. Il s'agit en pratique d'un dé
ollement des pro�ls en pied d'aube. Ce mé
anismene sera pas approfondi i
i 
ar il ne relève pas dire
tement d'un e�et du jeu.On peut légitimement se demander d'où viennent 
es perturbations du 
hamp de vitesse en tête :
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it de vitesse axialePour la vitesse axiale, le problème vient de la 
omposante axiale du jet débou
hant du jeu, dirigévers l'amont. On observe au niveau de la sortie du jeu une po
he de vitesse axiale très négative, del'ordre de -10 m/s, 
orrespondant au �uide sortant du jeu. Cette po
he est assez étendue axialementet elle déborde même la partie du 
arter en surplomb du ventilateur. Elle impa
te alors le �uide
ir
ulant verti
alement le long de la paroi 
arter. L'intera
tion du �uide sortant du jeu ave
 le �uidevenant de l'amont provoque l'apparition d'un tourbillon au niveau de la lèvre verti
ale de la virole,noté A sur la �gure (Fig. 3.5).

Fig. 3.5 � Champ ve
toriel méridien de vitesse en tête d'aubeComme on peut le voir, 
e tourbillon s'étend su�samment pour perturber l'é
oulement en têted'aube. Du fait de 
e tourbillon A, le �uide amont se dirigeant vers l'aube et don
 vers l'aval setrouve é
arté de la paroi de la virole. Au voisinage de 
ette dernière, le �uide a plut�t tendan
e àremonter l'é
oulement. En tête d'aube, le �uide pro
he de la virole est don
 aspiré vers l'amont,
e qui génère un deuxième tourbillon méridien, noté B sur la �gure (Fig. 3.5). Le tourbillon Bdégrade signi�
ativement les 
onditions de fon
tionnement de la tête d'aube, puisque dans 
ettezone, l'é
oulement n'est plus 
ohérent ave
 un fon
tionnement en ventilation.De manière évidente les tourbillons A et B sont très fortement 
ouplés puisque l'aspiration dansla zone pro
he virole générée par A béné�
ie aussi à B. Le tourbillon A est pour sa part très lié àl'intensité du jet sortant du jeu. On peut supposer que plus 
e jet sera rapide (en dire
tion axiale),plus il pénètrera dans l'é
oulement "sain" amont et plus le tourbillon A sera important.3.2.2.2 Augmentation de la vitesse azimutale absoluePour la vitesse azimutale, le phénomène vient là aussi du �uide sortant du jeu. Dans le repèreabsolu, la vitesse azimutale sur les parois du rotor, et notamment de la virole, est donnée par :
V paroi

y = Rz × Ωoù Ω est la vitesse de rotation, et Rz le rayon de la paroi 
onsidérée.En 
onséquen
e, plus la paroi se situe à un rayon élevé, plus la vitesse azimutale absolue seraforte. On représente sur la �gure (Fig. 3.6) le détail du 
hamp de vitesse azimutale au niveau de lavirole.
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Fig. 3.6 � Vitesse azimutale absolue au voisinage de la virole - Con�guration standardOn voit 
lairement le développement des 
ou
hes limites à l'intérieur du jeu, 
ara
térisées parun niveau de vitesse très élevé. Au niveau de la sortie du jeu, l'é
oulement dé
olle légèrement dansla dire
tion verti
ale, 
e qui se repère par une plus grande extension radiale de la zone de fortevitesse. Il est à noter que la paroi de la virole en sortie du jeu étant la partie du rotor ave
 le plusgrand rayon, 
ette zone présentera don
 la plus forte vitesse azimutale absolue à la paroi mobile.On repère aussi 
lairement l'entraînement du �uide en amont par la virole au niveau de la lèvre,symbolisé par une po
he de vitesse élevée le long de la paroi verti
ale.La 
ou
he limite en sortie de jeu fusionne ave
 
elle le long de la paroi verti
ale pour donnernaissan
e à une "langue" de vitesse élevée se développant en fa
e de la sortie du jeu. Cette zone desurvitesse azimutale se mélange ensuite progressivement ave
 le �uide amont qui n'a presque pas devitesse selon la dire
tion azimutale. La zone de mélange 
orrespond en fait au tourbillon A présentésur la �gure (Fig. 3.5). Il s'agit don
 bien de la zone d'intera
tion entre le �ux issu du jeu et le �uxamont.Cette intera
tion entre �ux amont et �ux de jeu aboutit à la mise en rotation du �uide sedirigeant vers le ventilateur. Cela se traduit 
on
rètement par l'apparition d'une po
he de vitesseazimutale assez forte en fa
e de la paroi verti
ale de la virole, po
he qui est ensuite 
onve
tée versla tête de l'aube. Dans le repère relatif, l'intera
tion du �ux de jeu ave
 le �ux amont induit unediminution sensible du niveau de vitesse azimutale relative.De manière évidente, plus le �uide en sortie de rainure aura une vitesse azimutale élevée (dansle repère absolu), plus le mouvement de pré-rotation du �ux amont induit par le �ux de jeu seraimportant.3.2.2.3 Couplage des deux e�ets de jeu et impa
t sur le ventilateurLa 
ombinaison des deux mé
anismes qui viennent d'être présentés impa
te très fortement les
onditions de fon
tionnement en tête d'aube. Pour s'en 
onvain
re, il su�t de tra
er le pro�l amontd'angle relatif β (Fig. 3.7). On rappelle que 
et angle est obtenu par :
β = atan

Wy

Ux
= atan

Vy −RzΩ

UxOn 
onsidère i
i plut�t l'angle relatif, et non l'angle absolu, 
ar il est plus pertinent vis à vis durotor. Les pro�ls sont tra
és au niveau du plan amont de l'aube (trait rouge à gau
he sur le s
hémaméridien - Fig. 3.7).
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Fig. 3.7 � Pro�ls amont des 
omposantes Ux, Wy et d'angle relatif β - Con�guration standardOn retrouve très 
lairement les e�ets des stru
tures générées en fa
e de la sortie de jeu. Lesdeux 
omposantes de vitesse montrent un gros dé�
it, entre environ 90% et 100%. On retrouve enparti
ulier une zone de vitesse axiale négative, entre 97% et 100% de la hauteur.Ces variations induisent une modi�
ation sensible de l'angle β. Entre 10% et 80% de la hauteurde l'aube il varie de moins de 3�. A l'opposé, entre 90% et 100% de la hauteur d'aube (soit à peuprès 1 mm), il varie de 28�. On observe même un angle β au delà de -90�, 
orrespondant à la zoneoù le �uide 
ir
ule de l'aval vers l'amont.Pour 
e qui est de la géométrie de l'aube, les variations sont bien moindres : entre 90% et 100%de la hauteur, le 
alage du bord d'attaque de l'aube évolue beau
oup plus lentement. Il en résulteune sur-in
iden
e très forte sur la tête d'aube. On assiste alors au dé
ro
hage de l'aube sur 
ettepartie, 
omme l'illustre la �gure (Fig. 3.8).Cette �gure représente le 
hamp ve
toriel de vitesse relative, superposé à la 
arte de vitesseazimutale relative pour mieux faire apparaître la re
ir
ulation se développant sur l'extrados en avaldu bord d'attaque. On remarquera au passage que la po
he Wy positive 
orrespondante se retrouveaussi sur la 
arte méridienne (Fig. 3.4 - droite) : on y observe une po
he de Wy nulle sous la paroihorizontale inférieure de la virole. C'est la tra
e, dans une moyenne méridienne, du dé
ro
hage dela tête d'aube.De manière générale, la désadaptation de l'é
oulement en tête d'aube se traduit par une dégra-dation forte des performan
es, et notamment une augmentation des pertes.
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Fig. 3.8 � Champ de vitesse relative - Coupe aube à aube à 97% de hauteur

Fig. 3.9 � Pro�ls de pression totale relative Ptr - Con�guration standardOn voit fa
ilement sur les pro�ls de pression totale relative (Fig. 3.9) que les pertes augmententen tête d'aube. Entre environ 75% et 95% de la hauteur, il y a une très nette diminution de Ptrentre l'amont et l'aval de la roue. Au delà de 95% l'é
art s'inverse : la pression totale relative en avalest plus forte que l'amont. Il semblerait que 
e soit lié au phénomène de re
ir
ulation (tourbillonB de la �gure 3.5) qui entraîne une vitesse axiale négative dans 
ette zone. Il est 
ependant assezdi�
ile d'expliquer pré
isément 
ette inversion des 
ourbes.Malgré 
e 
omportement au pro
he voisinage de la virole, l'é
art moyen entre les 
ourbes amontet aval reste nettement négatif, en grande partie à 
ause de la 
hute observée entre 75% et 95% dela hauteur.Les pro�ls de pression statique sont représentés sur la �gure (Fig. 3.10).L'évolution radiale de Ps est un peu plus di�
ile. Pour le pro�l amont, on observe une dé
rois-san
e monotone sur toute la hauteur. Ce 
omportement est à mettre en rapport ave
 l'augmentationde la vitesse liée au rayon. On peut par exemple véri�er sur la �gure (Fig. 3.4 - gau
he) que la 
om-posante Ux en amont augmente lorsqu'on se rappro
he de la tête d'aube. La dé
roissan
e s'a

élère
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Fig. 3.10 � Pro�ls de pression statique Ps - Con�guration standardentre 80% et 100% de la hauteur. C'est la 
onséquen
e des mé
anismes tourbillonnaires mis en÷uvre au débou
hé du jeu.En aval, le pro�l est plus 
omplexe. Hormis une légère os
illation due au dé
ollement en pied, Ps
roît de 0 à 40% de la hauteur, puis dé
roît de 40 à 85%, avant de re-augmenter entre 85 et 100%.Compte tenu de la hauteur des zones a�e
tées, seule la re
roissan
e �nale (85-100%) est dire
tementreliée aux e�ets du jeu.Il semblerait que 
e soit le blo
age aérodynamique, lié au mouvement de l'aval vers l'amont(tourbillon B - Fig. 3.5) qui soit responsable de la remontée de Ps en aval. Pour 
lari�er 
e point,on peut par exemple tra
er la 
arte méridienne de pression statique en tête superposée au 
hampde vitesse (Fig. 3.11)

Fig. 3.11 � Champ méridien de pression statique Ps - Con�guration standard
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arterOn voit ainsi que la zone en aval de l'aube, où la pression statique augmente, est aussi la zonede très faible vitesse qui 
orrespond au tourbillon méridien B.3.2.2.4 Synthèse sur les e�ets de jeu pour le ventilateur de référen
eComme on vient de le voir, une partie non négligeable des pertes est générée en tête d'aube, à
ause de perturbations de l'é
oulement induites par le jeu. L'é
oulement sortant du jeu, dirigé del'aval vers l'amont de la roue mobile, impa
te le �ux amont prin
ipal et dégrade les 
ara
téristiquesde 
e dernier.Les deux prin
ipaux fa
teurs de dégradation sont :
• La vitesse axiale du �uide sortant du jeu, et par extension, le débit 
ir
ulant dans le jeu : ellegénère un tourbillon en amont de la roue, tourbillon qui vient ensuite modi�er sensiblementl'é
oulement au niveau de la tête d'aube, et notamment la vitesse débitante en tête.
• La vitesse azimutale moyenne en sortie de jeu. Par mélange visqueux ave
 le �ux amont, ellegénère un mouvement de pré-rotation rapide en amont de la roue. La zone a�e
tée est làaussi pro
he de la virole. Ce mouvement est assez perturbant 
ar il modi�e sensiblement les
onditions en tête d'aube. La vitesse azimutale du �uide dans le jeu est intimement liée aumouvement même du rotor.Ces deux e�ets sont présents simultanément, et ils 
onduisent à la désadaptation de la têted'aube. La partie supérieure de l'aube ne fon
tionne don
 pas 
omme attendu.Un troisième e�et du jeu, plus global, n'a pas été dire
tement abordé jusqu'à présent. Il s'agitde la diminution du débit utile pour le refroidissement. Ce débit de fuite est bien évidemment liéà la 
omposante axiale de l'é
oulement dans le jeu, 
'est à dire à la vitesse débitante, et don
 auxdi�érentes stru
tures de l'é
oulement ; mais il s'agit surtout d'un indi
ateur de la performan
e dusystème de refroidissement.En e�et, le débit de fuite remontant vers l'amont du ventilateur au travers du jeu est, pardé�nition, inutilisable pour le refroidissement automobile puisque le �uide mis en jeu ne traversepas l'é
hangeur. En revan
he, par 
onservation du débit, tout le �uide qui remonte vers l'amont�nira par repasser au travers du ventilateur. Ainsi, une partie du débit 
ir
ulant au travers duventilateur ne sert qu'à entretenir le �ux dans le jeu, le reste étant le débit venant de l'amont etservant au refroidissement. En terme de débit massique, on peut é
rire :

ṁventilateur = ṁrefroidissement + ṁjeuEn 
onséquen
e, on peut imaginer un 
as extrême (
ertes 
ari
atural) où ṁventilateur = ṁjeu. Il n'yalors plus de débit pour le refroidissement : tout le �uide traversant le ventilateur va ensuite passerdans le jeu. Bien évidemment, si ṁrefroidissement = 0, le GMV ne sert alors stri
tement à rien. Dansun tel 
as, on établit une sorte de bou
le d'auto-alimentation du ventilateur où le �uide en aval durotor revient en amont via le jeu.On est, en pratique, assez loin d'une telle extrémité, mais le débit de jeu n'en demeure pas moinsassez important. Pour le ventilateur de référen
e Valéo, au point de fon
tionnement nominal, on aainsi :
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ṁrefroidissement 1600 kg/h

ṁjeu 92 kg/h
ṁventilateur 1692 kg/h

ṁjeu

ṁventilateur
5.4%Le débit de jeu n'est pas i
i totalement négligeable. On peut don
 
onsidérer que l'on perd unepartie de l'énergie fournie au ventilateur pour faire 
ir
uler du �uide au travers du jeu.Pour 
on
lure 
ette partie, on nuan
era les "mauvaises" performan
es de 
e ventilateur. D'aprèsles informations fournies par Valéo, 
e ventilateur a été dessiné de manière à minimiser les e�etsde la distorsion de l'é
oulement en tête. La désadaptation de la tête d'aube est inévitable dans 
es
onditions de fon
tionnement, mais le dé
ollement du pro�l reste de taille modérée grâ
e au dessinde la roue qui tient 
ompte de la présen
e d'un é
oulement de jeu fort.3.3 Traitement de 
arter proposé - Prin
ipes et obje
tifsComme on l'a vu dans la partie 3.2.2, les ventilateurs automobiles, et par extension les turbo-ma
hines ave
 des aubes à talon, sont soumis à des e�ets de jeu bien parti
uliers, liés à la présen
ed'une virole en tête d'aube. Les turboma
hines ave
 des aubes à virole se distinguent des turbo-ma
hines à aubes "libres" par les mé
anismes de l'é
oulement de jeu. Pour une turboma
hine àaubes libres, l'é
oulement de jeu met dire
tement en relation l'intrados et l'extrados de l'aube. Lesperturbations générées sont visibles au niveau de l'aube et en aval (
f. le 
lassique tourbillon de jeuse formant dans 
e 
as), mais assez peu souvent en amont de la roue. Ces perturbations induisentessentiellement des pertes plus grandes et des instabilités fortes 
onduisant, dans les 
as extrêmes,au pompage.Pour une ma
hine ave
 une virole, on sépare 
omplètement l'é
oulement au niveau de l'aube del'é
oulement de jeu. En 
onséquen
e, les e�ets du jeu se font d'abord sentir en amont (ou en avalpour une turbine) de la roue 
onsidérée, et ils sont ensuite 
onve
tés jusqu'aux aubes. Il existe deuxtypes de perturbation selon la 
atégorie de ma
hine 
onsidérée :

• Compresseurs : l'é
oulement de jeu 
ir
ule de l'amont vers l'aval du 
ompresseur, 
e qui setraduit d'une part par une dégradation des 
onditions en amont de la roue 
onsidérée, etd'autre part par une baisse du débit utile du 
ompresseur.
• Turbines : l'é
oulement de jeu 
ir
ule de l'amont vers l'aval de la roue. Ses e�ets portent surla dégradation de l'é
oulement en aval de la roue 
onsidérée, 
e qui peut poser un problème
ertain en présen
e d'une autre roue en aval. L'é
oulement de jeu permet aussi au �uided'éviter les aubes, 
e qui limite don
 l'énergie ré
upérable par la roueLe problème sur les turboma
hines ave
 virole 
onsiste à réduire le plus possible la perturbationinduite par l'é
oulement de jeu. Cela passe entre autre par :
• la limitation du débit de jeu
• la limitation de la giration en sortie de jeu (
'est à dire en amont de la roue)Notre étude sera don
 
onsa
rée à proposer un traitement de 
arter qui satisfasse 
es deux obje
tifs.



76 Chapitre 3. Etude d'un traitement de 
arter3.3.1 Traitements de 
arter existantsIl y a dans la littérature un très grand nombre d'arti
les et brevets 
on
ernant les traitements de
arter appli
ables aux turboma
hines. Nous ne 
onsidèrerons que 
eux qui traitent des ma
hines ave
viroles. Pour les autres 
on�gurations, et surtout pour les 
ompresseurs sans virole, la motivationla plus souvent mise en avant pour le dessin d'un traitement de 
arter est le besoin d'améliorer lamarge au pompage, quitte à dégrader légèrement les performan
es ([196, 145, 166℄ par exemple).3.3.1.1 Joint labyrinthiqueLe 
hoix de traitement de 
arter adapté aux viroles est de fa
to beau
oup plus restreint. Le trai-tement de 
arter le plus 
onnu dans 
ette 
atégorie est sans doute le joint labyrinthique, 
ourammentemployé sur les turbines [155, 37, 200, 147℄ ou parfois sur les 
ompresseurs [194℄.
Fig. 3.12 � S
héma méridien du joint labyrinthiqueCe joint permet généralement une très bonne rédu
tion du débit, mais il est souvent beau
oupplus médio
re pour le problème de la giration. Les barrières qui 
onstituent le labyrinthe génèrent desdé
ollements dans le jeu et autorisent don
 le développement de 
ou
hes limites assez importantes.La 
ou
he limite atta
hée au rotor entraîne don
 fa
ilement le �uide en rotation. D'autre part,les études montrent [186, 197℄ que 
e type de labyrinthe n'est vraiment e�
a
e qu'en réduisantfortement les se
tions au niveau des barrières. Cela semble assez peu adapté au 
as du ventilateurpour lequel le jeu minimum admissible δ vaut 2-3 mm.3.3.1.2 "Bladelets"Il s'agit d'un traitement de 
arter pour turbine assez spé
ial proposé par Wallis et al. [191℄ pouressayer de ré
upérer une partie de l'énergie 
inétique asso
iée au mouvement axial. Le dispositifse 
ompose essentiellement de deux barrières ("�ns") sortant de la paroi 
arter, et d'un ensembled'aubes miniatures ("bladelets" ou "turning devi
e") fabriquées sur la paroi de la virole.Ave
 un tel système, les barrières servent à plaquer l'é
oulement sur la virole et sur le système dedéviation. Celui-
i agit de la même manière qu'une turbine. Les auteurs notent une légère diminutionde la vitesse azimutale dans le jeu, du fait de 
e système.L'arti
le ne fournit 
ependant au
une indi
ation sur les performan
es de 
e dispositif dans unmode dégradé, 
'est à dire pour un jeu un peu plus élevé. Dans la 
on�guration dé
rite, le jeu entreles barrières et la virole est de 0.5 mm. On peut légitimement se demander 
omment évolueraitl'é
oulement de jeu pour un jeu plus élevé, pro
he des 2 à 3 mm envisagés pour le ventilateur.Ce dispositif présente en outre l'in
onvénient d'être di�
ile à fabriquer. La 
réation des mini-aubes sur la virole peut être déli
ate en raison de leur petite taille. On retiendra l'idée générale de
e traitement, mais pas for
ément les détails.
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Fig. 3.13 � Con�guration ave
 "bladelets" - reprodu
tion de Wallis et al., 20013.3.1.3 Traitement de 
arter pour ventilateur automobileSi l'on revient plus spé
i�quement à la problématique du ventilateur automobile, on peut 
iterplusieurs systèmes 
onçus pour améliorer le fon
tionnement du rotor.Forme de la virole Le premier d'entre eux est la forme assez parti
ulière de la virole sur laquellenous ne nous sommes pas attardés jusqu'à présent (
f. Fig. 3.2). Le 
oude que fait la virole du
�té de l'amont du ventilateur, et la lèvre radiale qui en résulte, sont 
ouramment utilisés sur lesventilateurs automobiles a
tuels. Cette géométrie de la virole, et par extension du jeu est utiliséepour deux obje
tifs :
• Augmenter les pertes de 
harge dans le jeu, 
e qui permet de réduire le débit. Le 
anal de jeu
onnaît deux 
hangements brusques de dire
tion qui sont responsables de plusieurs dé
olle-ments de l'é
oulement (Fig. 3.14).

Fig. 3.14 � Dé
ollements dans le jeu
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arterLes re
ir
ulations qui se développent dans le jeu permettent de réduire un peu la se
tiondébitante, 
e qui est assez intéressant du point de vue de la limitation de débit.
• E
arter la sortie du jeu de la tête d'aube. De manière évidente, plus la lèvre radiale sera haute,plus la se
tion de sortie du jeu sera éloignée de la tête d'aube. On espère limiter ainsi l'impa
tdes stru
tures apparaissant en sortie de jeu sur le fon
tionnement du ventilateur.L'utilisation d'une lèvre radiale n'est toutefois pas très pertinente du point de vue de la rédu
tionde la giration. En e�et, 
omme on augmente le rayon de la se
tion de sortie de jeu, on augmente aussila vitesse d'entraînement par la paroi. On obtient alors un niveau plus élevé de vitesse azimutaleabsolue en sortie de jeu.Obsta
les dans le jeu Il existe d'autres solutions pour essayer d'améliorer l'é
oulement de jeu.Un brevet déposé par Siemens VDO Automotive [143℄ propose ainsi de mettre en pla
e un labyrintheassez spé
ial dans le jeu : il s'agit d'une sorte de 
rénelage triangulaire opposé à la lèvre radiale dela virole (3.15).

Fig. 3.15 � Traitement de 
arter SiemensD'autres brevets [175, 198℄ envisagent d'utiliser des barrières purement axiales pour limiter lagiration, mais pas for
ément le débit. Dans l'ensemble, il n'existe pas à notre 
onnaissan
e d'étudepubliée prouvant l'e�
a
ité de 
es dispositifs et détaillant leur fon
tionnement.3.3.2 Prin
ipe du traitement de 
arter proposéLe but de 
ette étude est de proposer un traitement de 
arter simple, et surtout robuste, a�n depouvoir l'appliquer à une large variété de turboma
hines. Les ventilateurs de refroidissement auto-mobiles sont une des premières appli
ations de 
e traitement de 
arter, mais on peut aussi espérerl'appliquer à des ma
hines ave
 des 
onditions de fon
tionnement di�érentes (turbine, géométrieave
 un jeu minimal faible, ...).Revenons sur les deux obje
tifs prin
ipaux que nous nous sommes �xés.Pour limiter la giration en sortie de jeu, 
e traitement de 
arter doit avoir une fon
tion deguidage du �uide a�n de 
ontrer le mouvement azimutal entraîné par la virole. Pour 
e faire,la solution la plus évidente qui vient à l'esprit est de mettre en ÷uvre une sorte de stator ave
des petites "aubes" (un peu 
omme la solution proposée par [191℄) a�n de dévier une partie del'é
oulement. Cependant, l'utilisation de véritables aubes n'est pas satisfaisante 
ar :
• 
'est un dispositif relativement 
omplexe à fabriquer.
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• on retombe dans la problématique de l'é
oulement de jeu sur des aubes à tête libre : entreles aubes du traitement de 
arter et la virole, le jeu peut être important (2 à 3 mm pourun GMV), et le fon
tionnement de 
es mini-aubes risque d'être très perturbé, l'é
oulement
ontournant les 
anaux interaubes.
• un traitement de 
arter de 
e type serait assez sensible aux 
onditions de fon
tionnement dela ma
hine. De manière évidente, si le régime du ventilateur varie, entraînant ave
 lui unevariation de l'in
iden
e du �uide dans le jeu, les pro�ls utilisés ne seront plus adaptés etrisquent don
 de ne pas fournir la déviation attendue.Il faut don
 disposer d'une géométrie beau
oup plus simple pour faire le traitement de 
arter.Le deuxième obje
tif est la limitation du débit de jeu. L'é
oulement dans le jeu étant essen-tiellement piloté par le di�érentiel de pression statique entre l'aval et l'amont du ventilateur, noté

∆P ventilateur
s . On 
omprend que plus les pertes de 
harge dans le jeu seront importantes, plus ledébit 
ir
ulant à même ∆P ventilateur

s sera faible. Vu autrement, si on se pla
e à débit 
onstant, plusles pertes de 
harge seront importantes dans le jeu, plus ∆P ventilateur
s sera élevé. Il nous faut don
disposer d'une géométrie qui maximise les pertes de 
harge, 
e qui est assez inhabituel.On privilégiera don
 des géométries assez mauvaises du point de vue aérodynamique a�n d'avoirle plus de dissipation possible. En d'autre terme, l'obje
tif est de 
on
evoir une "turboma
hine"(
onstruite dans la veine de jeu) présentant les plus grandes pertes possibles.Notre 
hoix s'est porté sur un rainurage héli
oïdal de la paroi 
arter, inspiré des pompesà vide du type Holwe
k (
f. 3.3.3). Quel est l'intérêt de 
ette géométrie ?

• Les rainures héli
oïdales permettent de guider le �uide selon une dire
tion bien pré
ise. Onpeut ainsi 
ommuniquer au �uide une vitesse azimutale qui s'oppose au mouvement de lavirole.
• Les rainures se prêtent assez bien à la génération de pertes de 
harge 
ar on peut avoir desdéviations brusques de l'é
oulement qui 
onduiront à des dé
ollements et don
 à des pertes.3.3.3 Origine du traitement de 
arter - Pompes Holwe
kLe traitement de 
arter envisagé s'inspire en partie de la géométrie des pompes Holwe
k [77℄,qui sont des pompes turbomolé
ulaires utilisées pour des appli
ations dans un vide assez poussé.Pré
isons immédiatement que si notre dispositif présente quelques similitudes du point de vuegéométrique ave
 
es pompes, il n'est en au
un 
as 
omparable du point de vue des 
onditions defon
tionnement.Les pompes Holwe
k sont 
onçues en e�et de façon à générer un débit au sein d'un gaz trèsraré�é (Ps ≈ 0.1 − 1 Pa), pour lequel le nombre de Knudsen Kn est fort.

Kn =
λ

d
(3.1)où λ est le libre par
ours moyen et d une distan
e 
ara
téristique de l'é
oulement ou de la géométrie.Le nombre de Knudsen typique d'un é
oulement 
ompressible visqueux, assimilable à un milieu
ontinu, est très inférieur à 0.01, alors que les pompes Holwe
k sont dessinées pour fon
tionner surla plage 0.1 < Kn < 3, des valeurs supérieures à 1 équivalent à un régime molé
ulaire libre [10℄. Dela même manière, le nombre de Reynolds asso
ié à 
es pompes est de l'ordre de 100, 
e qui est, i
iaussi, bien loin des 
onditions 
ara
téristiques d'un é
oulement en turboma
hine 
lassique.
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arterDans 
es 
onditions de fon
tionnement, le milieu gazeux peut être assimilé à un ensemble departi
ules ave
 peu d'intera
tions. Le problème du pompage de �uide est alors de 
ommuniquerun mouvement axial à 
es parti
ules "isolées". Les lois usuelles, propres aux milieux 
ontinus, nesont plus appli
ables, mais on peut en revan
he 
onsidérer l'é
oulement 
omme un problème debalistique à l'é
helle molé
ulaire. Les pompes de type Holwe
k génèrent l'aspiration des parti
ulesau moyen de ré�éxions (ri
o
hets) sur des parois in
linées.Une pompe Holwe
k se 
ompose habituellement de deux éléments prin
ipaux (Fig. 3.16) :1. Un 
ylindre lisse, généralement en rotation2. un 
ylindre rainuré, généralement �xe.Ces deux éléments sont montés 
oaxialement. Dans la 
on�guration "
lassique", le stator, rainurésur sa fa
e intérieure, entoure le 
ylindre lisse du rotor.

Fig. 3.16 � Coupe d'une pompe Holwe
k à rotor lisseDans le repère asso
ié aux rainures, on 
ommunique un mouvement transversal relatif aux par-ti
ules grâ
e à l'autre piè
e. L'entraînement axial des parti
ules est assuré par transfert de quantitéde mouvement lors des 
ho
s ave
 les parois. Il y a deux modélisations possibles, selon qu'on tra-vaille ou non en régime molé
ulaire libre [163, 167, 169℄. On peut ainsi soit utiliser une appro
hestatistique de type Monte-Carlo, pour les régimes libres, soit un 
ode visqueux plus 
lassique, pourun milieu à peu près 
ontinu. Pour le régime libre, on peut, ave
 une approximation très grossière,assimiler la dé�exion d'une parti
ule par les rainures à une ré�exion élastique sur une paroi sansfrottement.Il existe plusieurs études qui analysent les 
ara
téristiques de pompage en fon
tion de paramètresgéométriques 
omme la forme, l'angle, la hauteur ou la largeur des rainures ou en
ore le jeu [180, 169℄.De manière assez évidente, il en ressort que les performan
es sont améliorées lorsque le jeu diminue.Pour 
e qui est des autres paramètres, les résultats sont moins intuitifs.
• Angle des rainures : Tsui et al. [180℄ relèvent un angle de rainure optimal au sens du tauxde 
ompression. Cet optimum est, selon les auteurs, un 
ompromis entre la surfa
e des paroislatérales des rainures, terme intervenant dans l'expression intégrale des é
hanges de quantitéde mouvement, et la quantité de mouvement transmissible par les parois.
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• Hauteur des rainures : une hauteur a

rue amène, à débit 
onstant, une rédu
tion de la vitesse,
e qui se traduit en pratique par un risque a

ru d'inversion du débit au sein de la rainure.En 
onséquen
e, le taux de 
ompression atteignable par la pompe est réduit.
• Largeur des rainures : des rainures plus larges permettent une meilleure répartition de pression,favorable à une augmentation de la 
ompressionL'étude de Boulon et Mathes [10℄ montre de plus un é
oulement assez 
omplexe en régimefaiblement visqueux. Ils présentent, dans un plan "aube à aube" (rainure à rainure i
i), des re
ir
u-lations apparaissant au niveau des entrées de rainures sur le 
oté "extrados". Ces tourbillons sontprin
ipalement liés au 
ontournement des parois séparant les rainures.Lien ave
 le traitement de 
arter proposé Plusieurs auteurs [41, 19, 20, 96℄ montrent ex-périmentalement et numériquement que les 
ara
téristiques de pompage, et notamment le taux de
ompression, s'e�ondrent lorsque les niveaux de pression amont ou aval remontent vers des valeurs"élevées", 
'est-à-dire de l'ordre de la dizaine de millibar. Ce résultat indique 
lairement que lespompes Holwe
k ne sont pas dire
tement transposables à un 
as opérant à proximité des 
onditionsstandard de température et de pression, 
e qui est le 
as de notre traitement de 
arter.Pour renfor
er la non-validité (dire
te) des résultats issus des études sur les pompes Holwe
k,on remarquera que les 
onditions de fon
tionnement de 
es ma
hines sont sans 
ommune mesureave
 
elles d'un ventilateur automobile, et plus généralement d'une turboma
hine basse vitesse. Ene�et, les vitesses de rotation des pompes sont de l'ordre de plusieurs dizaines de milliers de tourspar minute (≈ 20000 - 30000 tr/min). De la même manière, les dimensions 
ara
téristiques sontfortement 
ontraintes, ave
 un jeu ne dépassant pas 0.5 mm : on est loin des 2.5 mm requis dans le
as du GMV.Une autre limite vient du fon
tionnement même de 
es pompes. Le �uide y 
ir
ule d'une zone debasse pression statique vers une zone de pression statique plus élevée. C'est, en première appro
he,
ontradi
toire ave
 le fon
tionnement espéré du traitement de 
arter appliqué à un 
ompresseur.Pour 
e dernier, le �uide dans le jeu 
ir
ule de l'aval du 
ompresseur, don
 de la zone de hautepression, vers l'amont où la pression est plus faible. Cela montre en parti
ulier que les pompesHolwe
k génèrent avant tout une 
ompression, là où le traitement de 
arter envisagé privilégiesurtout l'augmentation des pertes de 
harge.On retiendra toutefois la stru
ture géométrique de 
es pompes. Celle-
i est fondamentalementpro
he de 
e qui existe au niveau du jeu d'un GMV. En e�et, l'analogie entre la paroi supérieurede la virole, 
'est à dire la paroi inférieure délimitant le 
anal de jeu, et le rotor lisse d'une pompeHolwe
k est évidente. Le traitement de 
arter proposé, 
onstitué d'un rainurage héli
oïdal du 
arteren regard de la virole peut don
 être vu 
omme une version dérivée de la géométrie des pompesHolwe
k.RemarqueDé�nissons immédiatement la 
onvention suivante : dans tout 
e qui 
on
ernera le jeu, lestermes amont/entrée et aval/sortie sont basés sur l'é
oulement dans le jeu. Cette 
onventionest vraiment importante dans le 
as d'un ventilateur puisque l'amont du jeu se situe en aval duventilateur et vi
e versa. L'entrée et la sortie du jeu sont dé�nies 
omme les surfa
es par lesquellesle �uide entre et sort du jeu.
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arter3.4 Modélisation du traitement de 
arterAvant toute 
hose, il 
onvient de valider le prin
ipe même de 
e traitement de 
arter etd'analyser son fon
tionnement. A notre 
onnaissan
e, il n'existe dans la littérature au
uneétude permettant d'apporter des indi
ations sur le fon
tionnement d'un tel dispositif. Il faut aussivéri�er que 
e traitement de 
arter ne perturbe pas défavorablement l'é
oulement de jeu, puisqu'en
reusant des rainures dans le 
arter, on agrandit lo
alement la se
tion de passage de l'é
oulementde jeu.On se 
on
entrera don
 dans 
ette partie sur la modélisation du traitement de 
arter proposé. Ilest né
essaire de dé
rire entièrement le 
hamp aérodynamique asso
ié au rainurage a�n de pouvoir
omprendre les di�érents mé
anismes permettant d'atteindre ou non les obje
tifs que nous noussommes �xés. Il est 
ependant pertinent d'utiliser, dans un premier temps, un modèle assez général etsimple du jeu et des rainures a�n de pouvoir évaluer rapidement et pré
isément son prin
ipe. Commela première appli
ation envisagée pour 
e traitement de 
arter est le rotor du GMV, la modélisationsera 
onstruite à partir des dimensions 
ara
téristiques de 
e 
as. On gardera 
ependant à l'espritque 
e traitement de 
arter est potentiellement appli
able à d'autres types de turboma
hines. Cettemodélisation doit don
 permettre idéalement de s'a�ran
hir des 
ertains e�ets te
hnologiques liésau rotor, 
omme la présen
e d'un 
oude sur la virole.L'étude est e�e
tuée en grande partie à partir d'une paramétrisation de la géométrie. Celapermet de déterminer pré
isément l'in�uen
e des di�érentes grandeurs 
ara
téristiques de la formesur les 
hamps aérodynamiques, et in �ne, on peut optimiser le traitement de 
arter relativementaux obje
tifs de rédu
tion du débit et de la giration.3.4.1 Des
ription du modèle de traitement de 
arter3.4.1.1 Dé�nition géométrique du modèleNous avons 
hoisi de 
ommen
er notre étude par un modèle général du traitement de 
arter etdu jeu. Ce modèle doit permettre de véri�er le prin
ipe même du fon
tionnement. Il doit être le plussimple possible pour pouvoir ensuite être transposé à des appli
ations di�érentes. Voi
i les quatreprin
ipales données de 
onstru
tion du modèle :1. En premier lieu, nous avons 
hoisi d'étudier le traitement de 
arter dans un 
as isolé, 
'est-à-dire sans 
ouplage dire
t ave
 un ventilateur. Cela permet d'imposer dire
tement les 
onditionsd'entrée et de sortie du 
anal de jeu. Ce point est impératif a�n de pouvoir quali�er pré
isémentle fon
tionnement du traitement de 
arter. En parti
ulier, il est intéressant de spé
i�er undébit donné a�n de quanti�er les pertes de 
harge et don
 le di�érentiel de pression statiqueapparaissant entre l'entrée et la sortie.2. Le deuxième point important est la suppression du 
oude de la virole, présent dans le jeuréel. Ce
i est motivé par le fait qu'on 
her
he uniquement à quanti�er les performan
es dunouveau traitement de 
arter. L'analyse du ventilateur de référen
e a montré que 
e 
oude étaitresponsable d'un 
ertain nombre de stru
tures parti
ulières de l'é
oulement (re
ir
ulationsdiverses) ; il est don
 pertinent de ne pas la prendre en 
ompte a�n d'étudier seulement lenouveau dispositif.



3.4. Modélisation du traitement de 
arter 833. Dans toutes les géométries étudiées, le rapport (hauteur du jeu)/(diamètre du ventilateur) esttoujours très petit. Ces e�ets radiaux ne doivent pas être pris en 
ompte dans un modèle quise veut général. Le modèle sera don
 
onstruit sur une géométrie plane. Le 
anal de jeu restedélimité par deux parois, l'une �xe dans le repère absolu 
orrespondant au 
arter, la deuxièmeétant animée d'un mouvement de translation latérale pour simuler le dessus de la virole. Cettevitesse 
orrespond bien évidemment à la vitesse tangentielle observée sur la virole.4. Les 
ontraintes de fabri
ation peuvent 
onduire à des 
ongés importants qui ont potentielle-ment une in�uen
e sur la stru
ture de l'é
oulement. La taille des 
ongés, et don
 les e�etspossibles, dépendent très fortement des te
hniques de fabri
ation utilisées (moulage, usinage,et
...). Dans notre modèle, nous ne tiendrons pas 
ompte de 
es e�ets te
hnologiques. Lesrainures seront don
 dé�nies ave
 des arêtes vives.Deux géométries seront testées pour évaluer a posteriori les in�uen
es respe
tives de la forme
ylindrique et des e�ets liés au 
ongés.On dé�nit le repère 
artésien absolu (~x,~y,~z) qui sera utilisé pour 
ette modélisation simpli�ée.La dire
tion ~x 
orrespond à la dire
tion axiale. L'é
oulement va dans le sens dé�ni par ~x. Ladire
tion ~y 
orrespond, par analogie ave
 une géométrie 
ylindrique, à la dire
tion azimutale. Onsuppose 
onventionnellement que le mouvement du "rotor" est dans le sens des y 
roissants. En�n, ladire
tion ~z 
orrespond à la dire
tion radiale. On soulignera 
ependant que, en poursuivant l'analogieave
 un 
as 
ylindrique, on a la 
oordonnée z = −R puisque le ve
teur ~z est orienté du 
arter versle rotor.

Fig. 3.17 � Modèle général de rainures - gros planSur la �gure (Fig. 3.17), on a représenté une vue en perspe
tive du modèle de rainurage. Cettereprésentation est basée sur le maillage utilisé pour les simulations numériques. La surfa
e pleinegrise montre la paroi 
arter ave
 les rainures, tandis que la surfa
e bleue translu
ide montre laposition de la paroi "rotor". Cette dernière est parfaitement lisse et plane. Elle est animée d'unmouvement de translation uniforme dans la dire
tion ~y, ave
 une vitesse v=49.4801 m/s, équivalenteà la vitesse tangentielle de la surfa
e extérieure de la virole (rayon R = 157.5 mm) pour une vitessede rotation Ω = 3000 tr/min.
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arterLes parois 
arter et rotor s'étendent sur 27 millimètres dans la dire
tion axiale, 
e qui 
orrespondà l'empattement total du rotor dans 
ette dire
tion. Comme on peut le 
onstater sur la �gurepré
édente, seul un 
anal de rainure est réellement modélisé. On applique ensuite une 
onditionde périodi
ité entre les deux fa
es latérales, 
e qui équivaut don
 à 
onsidérer un nombre in�ni derainures, positionnées 
�te à 
�te. On appellera par la suite obsta
le les protubéran
es de la paroi
arter qui délimitent les rainures dans la dire
tion transversale. Comme on peut le voir sur la �gure(Fig. 3.17), le modèle numérique utilisé fait intervenir deux demi-obsta
les en
adrant la rainure.Le jeu existant entre le sommet des rainures (et don
 des obsta
les) et la paroi mobile est i
i�xé à δ=2 mm. Cette valeur 
orrespond au minimum réalisable pour un GMV 
ompte tenu desdi�érentes 
ontraintes de fabri
ation et d'assemblage.A�n de fa
iliter la 
onvergen
e, il a été né
essaire de rajouter des plénums, un au niveau del'entrée, l'autre sur la sortie (Fig. 3.18). Ces volumes permettent d'atténuer les os
illations du
hamp aérodynamique qui peuvent apparaître en 
ours de 
onvergen
e. Ces plenums s'étendent surune longueur axiale de 39 mm. Les parois inférieures et supérieures sont supposées non-adhérentes,
e qui permet d'éviter le développement d'une 
ou
he limite qui n'aurait pas de sens physique dupoint de vue du ventilateur. Les parois latérales sont elles aussi traitées ave
 une 
ondition depériodi
ité selon ~y.

Fig. 3.18 � Positionnement des plénums et de la zone rainurée3.4.1.2 Paramétrisation géométriqueLa géométrie est paramétrée de sorte à pouvoir la modi�er assez fa
ilement. Nous avons retenu
inq paramètres géométriques qui sont :
• α : angle de la rainure par rapport à la dire
tion tangentielle. On attirera i
i l'attention dule
teur sur la 
onvention suivante : si α=90�, les rainures sont alignées ave
 l'axe du ventila-teur. On parlera de rainures "droites". Si α <90�, les rainures sont héli
oïdales, partiellement
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 l'é
oulement entrant dans le jeu. En�n, si α >90�, les rainures sont aussi héli-
oïdales, partiellement obliques par rapport à l'é
oulement entrant dans le jeu.
• N : nombre de rainures. Dans le 
adre d'une modélisation plane, 
e paramètre n'a de sensque pour dé�nir la largeur totale ltot o

upée par une rainure et un obsta
le. Cette distan
eest dé�nie en établissant une analogie ave
 le 
as réel, où les rainures sont réparties sur unesurfa
e 
ylindrique. On a alors la formule suivante :

ltot =
2ΠR0

N
(3.2)où R0 est un rayon de référen
e. I
i, on a 
hoisi R0 = 157.5 mm.

• h : hauteur de la rainure. Il ne s'agit que de la hauteur de la rainure/obsta
le, puisque,rappelons-le, le jeu entre le sommet des obsta
les et le rotor est �xé à 2 mm.
• w : largeur de la rainure.
• L : longueur axiale de la rainure. Nous avons préféré ne pas étendre les rainures sur toute lalongueur du jeu, a�n de garder un degré de liberté lors de l'étude et de l'optimisation de lagéométrie. Cela permet en outre de 
hanger le positionnement axial des rainures dans le jeu.Nous avons ainsi modélisé des rainures 
ommençant seulement à 9 mm de l'entrée du jeu.Cette distan
e a été gardée 
onstante dans tous les tests e�e
tués.

Fig. 3.19 � Paramétrisation géométrique des rainures3.4.1.3 Conditions aux limites aérodynamiquesType de 
onditions aux limites imposées Les 
onditions aérodynamiques imposées aux li-mites permettent de simuler, partiellement, la présen
e du rotor. Le 
as étant subsonique (nombrede Ma
h maximum Mmax ≈ 0.3), nous avons 
hoisi d'imposer la pression statique en sortie, ainsique la densité et la quantité de mouvement en entrée. Cette étude est don
 faite en imposant ledébit dans le jeu. Dans 
es 
onditions, la diminution du débit est rempla
ée par l'augmentation du



86 Chapitre 3. Etude d'un traitement de 
arterdi�érentiel de pression statique entre l'amont et l'aval du �uide. A même débit, plus 
e di�érentielde pression sera élevé, plus le rainurage sera e�
a
e.Les valeurs des grandeurs imposées ont été déterminées à partir de simulations d'un ventilateurstandard en e�e
tuant des moyennes azimutales et radiales sur les se
tions d'entrée et de sortie dujeu.Ces 
onditions aux limites sont 
hoisies pour être les plus générales possible, 
ela nous 
onduitdon
 à faire quelques hypothèses sur l'é
oulement :1. En premier lieu, les grandeurs imposées sont invariantes dans la dire
tion ~y. En pratique, lesvariations observées dans 
ette dire
tion sur le ventilateur sont dues à la présen
e des aubages(sillages, ...). La modélisation du jeu étant isolée, il n'y a pas de raison de reproduire 
esvariations.2. Les grandeurs imposées sont aussi 
onstantes dans la dire
tion ~z. Il s'agit là aussi d'une géné-ralisation puisque les variations dans 
ette dire
tion dépendent de la géométrie "en dehors"du jeu, 
'est à dire du ventilateur et de son environnement. Il n'est en parti
ulier pas pertinentd'imposer des pro�ls de type 
ou
hes limites sur les 
omposantes de quantité de mouvementpour deux raisons :
• Cela supposerait qu'il existe des parois en dehors du domaine modélisé, or, on travaillesur un modèle isolé.
• Les plénums ont des parois glissantes en haut et en bas. Les non-uniformités imposéesseraient don
 très vite dissipées.Pour la pression statique imposée en sortie de jeu, les pro�ls extraits du 
as du ventilateur deréféren
e montrent des évolutions fortement liées aux di�érents dé
ollements dans le 
oude.On se 
ontentera don
 d'employer un pro�l 
onstant selon ~z.3. On 
onsidèrera que l'é
oulement entrant n'a pas de vitesse verti
ale. Le 
ontraire ne seraitpas 
ohérent ave
 la modélisation adoptée : les e�ets radiaux en entrée de jeu dé
oulent du
ouplage ave
 l'ensemble du ventilateur, et notamment les aubages.Contraintes liées à la paramétrisation Rappelons que la problématique de rédu
tion du débitdans le jeu est synonyme de l'augmentation du di�érentiel de pression statique 
al
ulé dans le jeuà débit 
onstant. En 
onséquen
e, pour pouvoir évaluer 
orre
tement la sensibilité du traitementde 
arter aux di�érents paramètres, il est né
essaire de garder le même débit quelle que soit la
on�guration testée. Cela impose don
 d'adapter les 
onditions amont lorsque la géométrie durainurage, et surtout la se
tion des fa
es d'entrée et de sortie, varient.Un seul paramètre est dire
tement 
on
erné par 
ette modi�
ation : il s'agit de la hauteur h.En e�et, 
haque 
anal modélisé a une se
tion d'entrée :

S = (h + δ).
2ΠR0NEn établissant l'analogie ave
 le 
as 
omplet 
ylindrique, la se
tion totale du jeu 
onstitué par lesN rainures est don
 :

S =

[
(h + δ).

2ΠR0N ]
.N = 2ΠR0(h + δ)
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onséquen
e, pour garantir que le débit global du jeu est 
onstant, il su�t de faire varier laquantité de mouvement axiale selon la formule :
ρUx(h) = (ρUx)ref

δ + href

δ + h (3.3)où href est la hauteur de rainure de référen
e, et (ρUx)ref est la quantité de mouvement axiale dans
ette même 
on�guration de référen
e. Dans notre 
as, la hauteur de référen
e utilisée est href=1mm.Une deuxième modi�
ation est né
essaire pour garantir l'indépendan
e des paramètres. Il estimpératif de garder un angle d'in
iden
e à peu près 
onstant au niveau de l'entrée des rainures. Sion ne respe
te pas 
ette 
ondition, le 
omportement des rainures par rapport au paramètre α (enautre) peut être singulièrement a�e
té.En 
onséquen
e, la modi�
ation du débit d'entrée par le paramètre h s'a

ompagne d'une mo-di�
ation de la vitesse transversale en entrée pour garder la même in
iden
e :
ρVy(h) = ρUx(h).

ρVy(href )

ρUx(href )
(3.4)Conditions aux limites Au �nal, pour les 
on�gurations où h = href=1 mm, les valeurs des
onditions aux limites sont :Masse volumique amont ρ 1.16 kg.m−3Quantité de mouvement axiale amont ρUx 6.61 kg.m−2.s−1Quantité de mouvement azimutale amont ρVy 14.95 kg.m−2.s−1Quantité de mouvement verti
ale amont ρWz 0 kg.m−2.s−1Pression statique aval Ps 101114 PaTab. 3.3 � Conditions aux limites3.4.1.4 Conditions numériques de simulationL'é
oulement dans les rainures est simulé en utilisant le s
héma de Liou au se
ond ordre. Lemodèle de turbulen
e est le k − ω de Kok, 
ouplé à un limiteur de produ
tion d'énergie 
inétiqueturbulente. L'intégration temporelle est assurée par un s
héma de Runge-Kutta à 5 pas, 
ouplé ave
un pré
onditionnement bas-Ma
h.Le maillage utilisé est dé
oupé en 18 domaines. Le nombre total de points est d'environ 553 000pour la version la plus dense (
f. annexe G). Des 
al
uls ont été e�e
tués sur une version déra�née(un point sur deux éliminé dans 
haque dire
tion) 
omportant 69 000 n÷uds a�n d'alléger la 
hargeinformatique. Dans 
e dernier 
as, le 
ritère y+ maximum observé lo
alement sur la géométrie estde l'ordre de 10, le niveau moyen étant d'environ 1.5.3.4.2 Géométries de 
omparaison et de validationIl nous faut véri�er que le traitement de 
arter proposé est vraiment pertinent du point de vuedes obje
tifs utilisés. La 
réation de rainures étant synonyme d'un agrandissement de la se
tionde jeu, il est important de s'assurer que le traitement de 
arter n'engendre pas une régression parrapport à la situation initiale.
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arterOn utilise don
 deux géométries supplémentaires pour dé�nir l'é
oulement dans le jeu sansrainurage. Ces géométries serviront de référen
es et permettront d'évaluer l'amélioration ou la dé-gradation de l'é
oulement de jeu dues au fon
tionnement de notre modèle.3.4.2.1 Canal lisseCette 
on�guration bidimensionnelle (Fig. 3.20) 
orrespond au jeu sans au
un traitement de
arter. Il s'agit d'un 
anal plan long de 27 mm dans la dire
tion axiale. Il est délimité en bas parune paroi �xe, et par une paroi supérieure animée d'un mouvement de translation selon selon ladire
tion ~y, identique à 
elui du 
as rainuré.Ce 
as 
orrespond à la limite vers laquelle tend le rainurage quand les rainures deviennent in�ni-ment larges. Idéalement, le traitement de 
arter proposé doit permettre d'augmenter le di�érentielde pression statique entre l'amont et l'aval (synonyme de rédu
tion du débit) et de réduire la girationen sortie de jeu par rapport à 
e 
as.La hauteur de 
e 
anal est paramétrée a�n de pouvoir la 
omparer ave
 le rainurage. Cettehauteur est égale à h+2 mm, où h est le paramètre dé�ni pour le rainurage.La simulation du 
anal fait intervenir des plénums amont et aval de même dimension que pourle rainurage. Les 
onditions aux limites sont les mêmes que pour le rainurage. On utilisera don
 lesrelations (3.3) et (3.4) a�n de �xer les 
onditions amont en 
as de variation du paramètre h.
Fig. 3.20 � Des
ription de la 
on�guration en 
anal lisseL'é
oulement au travers de 
e 
anal est extrêmement simple puisqu'il s'agit de la superpositiond'un é
oulement de Couette turbulent dans la dire
tion transversale, et d'un é
oulement de Poiseuilleturbulent dans la dire
tion axiale. Ces pro�ls n'étant pas établis en entrée du 
anal lisse, ils évoluentdon
 selon la dire
tion axiale.3.4.2.2 Obsta
le 
ir
onférentielLa deuxième 
on�guration bidimensionnelle est un jeu barré par un obsta
le de même longueuret hauteur que 
eux présents dans le 
as rainuré (Fig. 3.21). Toutefois, 
et obsta
le est 
ontinu dansla dire
tion transversale.Ce 
as est la limite "haute" du rainurage : il s'agit de la 
on�guration vers laquelle tend letraitement de 
arter quand les rainures deviennent in�niment �nes ou quand le nombre de rainurestend vers 0. De plus, 
ette 
on�guration est 
e qui se rappro
he le plus des labyrinthes utilisés surles turbines (
f. 3.3.1.1).Comme pour les autres 
as, la paroi 
arter est �xe dans le repère absolu, la paroi mobile étantanimée d'un mouvement de translation selon ~y.
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Fig. 3.21 � Des
ription de la 
on�guration ave
 un obsta
le 
ir
onférentielCette 
on�guration est simulée numériquement en utilisant des plénums à l'amont et à l'aval.Ceux-
i sont de même longueur que dans le 
as rainuré. Les 
onditions aux limites sont identiquesau 
as rainuré. On appliquera don
 les relations (3.3) et (3.4) dans le 
as d'une variation de hauteurh. Ce 
as est spé
i�quement 
onçu pour véri�er que la présen
e des rainures apporte une amélio-ration dans l'é
oulement de jeu. Il s'agit de la 
on�guration ave
 la plus faible se
tion débitante,lo
alisée au droit de l'obsta
le. Idéalement, le traitement de 
arter doit aussi améliorer le di�érentielde pression statique (i.e. réduire le débit) et la limitation de la giration par rapport à 
e 
as.La �gure (Fig. 3.22) montre le 
hamp ve
toriel dans le plan de la simulation, ainsi que la 
artede vitesse transversale Vy, en amont et au dessus de l'obsta
le.En amont de l'obsta
le, l'é
oulement est presque aussi simple que pour le 
anal droit. De l'entréedu jeu à une distan
e d≈1.5h de l'obsta
le, l'é
oulement est simplement la superposition d'uné
oulement de Couette selon ~y et de Poiseuille turbulent selon ~x.

Fig. 3.22 � E
oulement en amont et au dessus de l'obsta
le 
ir
onférentiel - h=3 mm, L=9 mmAu delà, pour une distan
e à l'obsta
le d/h<1.5, les e�ets potentiels remontant depuis l'obsta
ledonnent au �uide une vitesse verti
ale et ralentissent le mouvement axial dans la zone basse. Demême, le mouvement transversal semble un peu a�e
té, ave
 la 
roissan
e de la zone de basse vitesseau 
arter.Au niveau de l'obsta
le, le �uide pro
he de la mar
he montante a perdu toute vitesse axialeau pro�t de la vitesse verti
ale. Le 
ontournement de la mar
he montante est assez violent, mais
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arterl'é
oulement au dessus de l'obsta
le retrouve très vite un 
omportement de type Poiseuille turbulentdans la dire
tion axiale et Couette turbulent dans la dire
tion transversale. La vitesse radiale estnulle.La seule stru
ture aérodynamique remarquable dans 
ette 
on�guration est la re
ir
ulation quiapparaît en aval de la mar
he (Fig. 3.23). Il s'agit simplement du tourbillon, bien 
onnu, apparaissantderrière une mar
he des
endante [2℄.

Fig. 3.23 � Re
ir
ulation derrière l'obsta
le 
ir
onférentiel - h=3 mm, L=9 mmPour la 
on�guration [h=1 mm, L=9 mm℄ présentée sur la �gure (Fig. 3.23), le re
ollement del'é
oulement intervient à une distan
e dr=4.67h=14 mm en aval de l'obsta
le. Pour les hauteurstestées (la longueur L est �xée à 9 mm), les distan
es de re
ollement sont données dans la table[3.4℄ : Hauteur h Distan
e de re
ollement dr dr/h1 mm 4.5 mm 4.52 mm 9 mm 4.53 mm 14 mm 4.67Tab. 3.4 � Distan
es de re
ollement en aval de l'obsta
le 
ir
onférentielLe tourbillon en aval de l'obsta
le perturbe aussi l'é
oulement transversal. Comme on le voit surla �gure (Fig. 3.23), il est lié à l'agrandissement de la zone de basse vitesse Vy.3.4.2.3 Géométries ave
 e�ets te
hnologiquesPour modéliser le traitement de 
arter de la manière la plus générale possible, nous avonsdélibérément é
arté des e�ets te
hnologiques. Cela se traduit par :
• l'utilisation d'un 
anal parfaitement plan et non 
ylindrique (a�n de ne pas introduire de biaisen imposant un rayon pré
is).
• la présen
e d'arêtes vives au niveau des ra

ords entre surfa
es, là où une géométrie obtenuepar moulage présenterait des 
ongés de ra

ordement.A�n de valider plus �nement le fon
tionnement du traitement de 
arter dans le 
as du GMV,nous avons don
 ré-introduit des e�ets te
hnologiques propres à 
e 
as. Deux 
on�gurations ontainsi été testées :



3.4. Modélisation du traitement de 
arter 91
• Géométrie 
ylindrique : La géométrie plane modélisée est déformée de manière à obtenirun 
anal de jeu qui soit une portion de 
ouronne 
ylindrique (Fig.3.24). Le rayon moyen de lanouvelle géométrie est bien sûr le même que 
elui du 
arter sur un ventilateur réel. Dans 
es
onditions, la paroi mobile est animée d'un mouvement de rotation d'axe ~x, 
'est-à-dire l'axedu ventilateur.

Fig. 3.24 � Géométrie 
ylindrique
• Géométrie ave
 
ongés : Toutes les arêtes de la géométrie simpli�ée sont rempla
ées pardes 
ongés de ra

ordement. Ces 
ongés ont un rayon d'environ 0.3 mm, valeur qui nous a étéfournie par Valéo. La géométrie reste néanmoins 
onstruite sur une 
on�guration plane.

Fig. 3.25 � Géométrie ave
 
ongés de ra

ordementNous avons restreint l'étude des 
on�gurations ave
 
ongés aux 
as les plus défavorables, 
'està dire 
eux de faible profondeur : h=1 mm. Comme on peut le voir sur la �gure (Fig. 3.25),les 
ongés ne sont, dans 
es 
onditions, pas négligeables par rapport aux dimensions de larainure. On peut don
 s'attendre à 
e qu'ils aient le maximum d'e�et pour h=1 mm.
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arter3.4.3 Obje
tifs du traitement de 
arter - NotationsDans la suite, le traitement de 
arter sera évalué en regard de plusieurs obje
tifs :1. Augmentation du di�érentiel de pression statique : Les simulations faites i
i sont àdébit imposé. En 
onséquen
e, l'obje
tif de rédu
tion du débit de jeu se traduit i
i par uneaugmentation de l'é
art entre la pression statique moyenne en sortie du jeu P sortie
s et 
elle enentrée P entrée

s . Il sera par 
onvention noté ∆Ps.
∆Ps = P sortie

s − P entrée
s (3.5)Ave
 une telle dé�nition, ∆Ps est négatif. On notera que l'obje
tif ∆Ps traduit partiellementles pertes de 
harges. Le traitement de 
arter fon
tionne un peu à la manière d'un stator deturbine : pour un même débit, plus les pertes seront élevées, plus le di�érentiel de pressionstatique ∆Ps sera élevé en valeur absolue.2. Limitation de la giration Le 
ritère 
onsidéré est l'é
art entre la vitesse azimutale moyenneen sortie de jeu V sortie

y et 
elle en entrée V entrée
y . Il sera noté ∆Vy.

∆Vy = V sortie
y − V entrée

y (3.6)Cet obje
tif est un peu parti
ulier 
ar il dépend des 
onditions en entrée de jeu. Pour unventilateur automobile, la vitesse azimutale en entrée de jeu V entrée
y est positive. D'autre part,l'é
oulement a

élère naturellement à 
ause de la virole dans la 
on�guration de référen
e,
e qui génère don
 ∆Vy > 0. Le traitement de 
arter doit don
 réduire ∆Vy et si possiblel'amener dans le domaine négatif.3. Variation de pression totale Ce 
ritère est l'é
art entre la pression totale absolue moyenneen sortie de jeu P sortie

t et 
elle en entrée P entrée
t . Il est noté ∆Pt

∆Pt = P sortie
t − P entrée

t (3.7)Ce 
ritère permet d'évaluer la balan
e entre la rédu
tion du débit (
ritère ∆Ps) et la limitationde la giration (
ritère ∆Vy). Dans une appro
he monodimensionnelle, on peut e�et é
rire que :
∆Pt = ∆Ps +

ρ

4
(V entree

y + V sortie
y )∆Vy (3.8)Dans le repère absolu, l'augmentation de la giration se traduit par une augmentation de ∆Pt,tandis que l'amélioration du di�érentiel de pression statique induit une diminution de ∆Pt.3.4.4 Validation du prin
ipe de traitement de 
arterCommençons tout de suite par véri�er la validité du traitement de 
arter proposé. Pour 
ela, on
omparera les valeurs des obje
tifs ∆Ps, ∆Pt et ∆Vy obtenues ave
 le traitement de 
arter à 
ellesobtenues pour le 
anal lisse et l'obsta
le 
ir
onférentiel.La 
on�guration de rainurage étudiée est la suivante :Angle de rainure α 115�Hauteur de rainure h 3 mmLargeur de rainure w 7.8 mmLongueur de rainure L 9 mmNombre de rainures N 50
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arter 93Le 
anal lisse et l'obsta
le 
ir
onférentiel sont évalués sur des géométries équivalentes : on ainsih=3 mm pour les deux, et L=9 mm pour l'obsta
le 
ir
onférentiel. Les valeurs des 
ritères d'éva-luation pour 
es trois 
as sont données dans la table [3.5℄Con�guration ∆Ps [Pa℄ ∆Pt [Pa℄ ∆Vy [Pa℄Canal lisse -7.5 60.9 5.25Obsta
le 
ir
onférentiel -54.6 34.1 6.04Rainure -31.6 1.7 2.89é
art par rapport au 
anal -24.1 -59.2 -2.36é
art par rapport à l'obsta
le +23.0 -32.4 -3.15Tab. 3.5 � Validation du traitement de 
arterComme on le voit dans le tableau [3.5℄, le traitement de 
arter proposé améliore nettementl'é
oulement de jeu par rapport au 
anal lisse. On a ainsi un gain de de 24.1 Pa sur l'obje
tif depression statique, soit près de 320% de mieux que la 
on�guration lisse. De même, on améliorenotablement l'obje
tif de pression totale (-97%) et de vitesse transversale (-45%).De même, le rainurage donne de très bons résultats par rapport à l'obsta
le 
ir
onférentiel. S'ilest moins bon sur ∆Ps (+42%), il est largement meilleur sur la pression totale ∆Pt (-95%) et surla limitation de la giration ∆Vy (-52%).On peut don
 dire que le traitement de 
arter est pertinent par rapport à des 
on�gurationsplus simples. Il ne dégrade pas la situation par rapport au jeu sans traitement de 
arter, lequel estmodélisé par le 
anal lisse.3.4.5 Analyse de la stru
ture globale de l'é
oulement3.4.5.1 Remarques préliminairesDans toute la suite de 
ette se
tion, la géométrie de référen
e étudiée sera, sauf mention
ontraire : Angle de rainure α 115�Hauteur de rainure h 3 mmLargeur de rainure w 7.8 mmLongueur de rainure L 9 mmNombre de rainures N 50Tab. 3.6 � Géométrie de référen
e pour l'étude du rainurageD'autre part, on dé�nira quelques notations utilisées dans la suite. A�n de fa
iliter la lo
alisationau niveau des rainures, on notera Ge,De,Gs,Ds les 
oins gau
hes et droits en entrée et en sortiedes rainures, 
omme illustré sur la �gure (Fig. 3.26)D'autre part, on désignera dans la suite par jeu la zone rainurée adhérente, par opposition auxdeux plénums. Ave
 notre modélisation, le jeu fait don
 27 mm de long dans la dire
tion axiale.
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Fig. 3.26 � Repérage des 
oins au niveau de la rainureLes expressions entrée/sortie de jeu renvoient don
 aux plans d'entrée et de sortie de la zonerainurée adhérente (Fig. 3.27 - droite).On dé�nira aussi la zone supérieure du jeu 
omme étant la zone 
omprise entre le sommetdes rainures et la paroi mobile. Ave
 la modélisation adoptée, rappelons que 
ette zone est hautede δ=2 mm. Cette zone est dé�nie par opposition à la zone des rainures qui s'étend sur toute lahauteur h des rainures (Fig. 3.27 - gau
he).

Fig. 3.27 � Dé�nitions des di�érentes zones et plans remarquables du jeu3.4.5.2 Evolution dans les plénumsPour le plénum amont, l'é
oulement est à peu près uniforme sur les premiers 50% de la longueurdu domaine (soit 14.5 mm en partant du plan d'entrée du plénum). A partir de la mi-longueur, on
ommen
e à observer des e�ets potentiels remontant depuis le jeu. Cela se traduit 
on
rètement parl'apparition d'un dé�
it de vitesse axiale près des parois 
arter et rotor, 
ompensé par une légèrea

élération en milieu de veine. Il s'agit d'e�ets de blo
age générés par le développement des 
ou
hes
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it s'ampli�e au fur et à mesure que l'on se rappro
he dujeu, jusqu'à obtenir un pro�l 
orrespondant à un é
oulement de Poiseuille turbulent (non établi) enentrée de jeu. Pour 
e qui est de la 
omposante transversale de vitesse, la distribution est uniformesur environ 90% de la longueur axiale du plénum. Les e�ets potentiels sont i
i beau
oup plus limitéspuisqu'on ne perçoit l'entraînement par la paroi mobile et le ralentissement par la paroi 
arter, quesur les 10% restants de la longueur du plénum. En entrée de jeu on obtient un pro�l ressemblant àun é
oulement de Couette turbulent. La �gure (Fig. 3.28) illustre 
es pro�ls pour la 
on�gurationde référen
e [3.6℄.

Fig. 3.28 � Pro�ls de vitesse en entrée de jeuSur 
es 
ourbes, la paroi 
arter est située à z=-5 mm, la paroi mobile étant à z=0 mm. Cespro�ls sont invariants dans la dire
tion transversale ~y.Pour le plénum aval, on assiste à un lissage progressif des pro�ls obtenus en sortie de jeu. Onré
upère ainsi une distribution de vitesse à peu près uniforme selon ~y et ~z au niveau de la fa
e desortie du plénum.3.4.5.3 Champ de vitesse dans le jeuDans 
ette sous se
tion on ne 
onsidèrera que la stru
ture générale de l'é
oulement au niveaudu jeu. On ne dé
rira don
 pas dans le détail 
ertains mé
anismes aérodynamiques, tels que lestourbillons, lesquels seront présentés dans une partie suivante (p. 107).Le 
hamp aérodynamique possède une stru
ture prin
ipale relativement simple, fa
ilement dé-
omposable entre la zone supérieure et la zone des rainures. Comme on peut le voir sur la �gure(Fig. 3.29), 
es deux zones présentent des é
oulements assez di�érents.Sur 
ette �gure, on a représenté le 
hamp ve
toriel de vitesse à deux hauteurs di�érentes. Lapremière 
arte est tra
ée à mi-hauteur de la rainure, la se
onde 
arte est tra
ée à mi-hauteur de lazone supérieure.Pour la zone supérieure, l'é
oulement est uniforme en première approximation. Il présente une
omposante de vitesse tranversale Vy importante (12.7 m/s en moyenne). On remarque toutefois unea

élération progressive de Vy lorsqu'on avan
e dans le 
anal. Cette a

élération du �uide résulted'une vitesse transversale trop faible en entrée de la zone adhérente, 
ouplée à l'entraînement par laparoi mobile. On rappelle que 
ette paroi est située à seulement 1 mm du plan de tra
é de la 
arte ;les e�ets visqueux sont don
 assez forts.
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Fig. 3.29 � Champ de vitesse au niveau du jeuPour la vitesse axiale, on 
onstate une légère augmentation au droit de la rainure et des obsta
les.Cette augmentation n'est que la 
onséquen
e de la rédu
tion de se
tion passante à 
e niveau. Pour
e traitement de 
arter, la se
tion de la veine en amont et en aval des rainures est :
Samont =

2ΠR0N × (h + δ) (3.9)Au droit des rainures, la se
tion passante n'est plus que :
Scontraction =

2ΠR0N × δ + h× w (3.10)Comme Scontraction < Samont et que le 
as peut être 
onsidéré 
omme quasi in
ompressible, la
onservation du débit impose que Uamont
x < U contraction

x .Pour la partie basse, on observe un é
oulement un peu plus 
omplexe. L'é
oulement loin enamont de la rainure est à peu près uniforme. La présen
e des obsta
les implique qu'à l'appro
hede la rainure, le �uide in�é
hit sa traje
toire dans la dire
tion ~y. Dans la zone juste devant 
esobsta
les, le �uide n'a (heureusement) plus de vitesse axiale. L'é
oulement s'engage alors dans larainure. A l'intérieur de 
elle-
i, on remarque que le �uide adopte une traje
toire à peu près parallèleaux parois, soit une traje
toire in
linée d'un angle α par rapport à la dire
tion ~y. En sortant de larainure, le �uide n'est plus guidé latéralement et les e�ets de 
isaillement transversaux reprennentalors le dessus. On assiste ainsi à la déviation du �uide vers la gau
he, suivant, une fois de plus, lemouvement généré par la paroi mobile.La �gure (Fig. 3.30) montre les 
artes des trois 
omposantes de la vitesse, visualisées à mi-hauteur de rainure et de zone supérieure.
• Vitese axiale Ux : Le 
hamp de vitesse axiale Ux ne présente dans l'ensemble pas de
ara
téristiques inattendues. On retrouve l'a

élération axiale 
orrespondant à la rédu
tionde se
tion au niveau des rainures (3.9 et 3.10). A 
ause de 
ette a

élération, l'é
oulementsortant de la rainure prend la forme d'un jet, bien visible grâ
e à son niveau élevé de vitesse.
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Fig. 3.30 � Composantes de vitesse au niveau du jeu
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arterOn observe aussi dans la rainure quelques po
hes de vitesse négative (dans la rainure au 
oinDe , en aval des 
oins Gs et Ds ), lesquelles proviennent de stru
tures tourbillonnaires. Dansla zone supérieure, on perçoit l'in�uen
e de la rainure en 
ontrebas, symbolisée par une vitesseun peu moins élevée au milieu de la veine.
• Vitese transversale Vy : La 
omposante transversale Vy est plus variable. Dans la se
tionsupérieure, la variation est essentiellement axiale, même si on retrouve là aussi l'in�uen
e dela rainure sous-ja
ente, matérialisée par une légère sous-vitesse en milieu de 
anal. Au niveauinférieur, on distingue trois grandes zones :

• la zone en amont des rainures, 
ara
térisée par une vitesse transversale positive élevée
• la rainure, ave
 une vitesse négative forte
• la zone en aval, ave
 une augmentation progressive de VyLes distributions de vitesse dans la rainure et dans la zone aval sont 
ouplées, puisque 
'estprin
ipalement l'in
linaison de la rainure qui permet d'obtenir une vitesse négative. En pre-mière appro
he, si on suppose que l'é
oulement dans la rainure est uniforme sur la se
tion età peu près 
olinéaire à 
elle-
i, on obtient don
 une vitesse tranversale moyenne Vy donnéepar la formule :

V rainure
y = Vrainure cos(α) (3.11)où Vrainure est la 
omposante de vitesse 
olinéaire à la rainure.En 
onséquen
e, si on suppose que Vrainure>0, 
'est à dire que l'é
oulement dans la rainurene remonte (globalement) pas la veine, les angles α supérieurs à 90�permettront de générernaturellement une vitesse transversale négative. Cette vitesse négative est fort intéressantedans le 
adre de la rédu
tion de la giration en sortie puisqu'elle s'oppose au mouvement durotor.En aval, la remontée progressive du niveau de Vy 
orrespond au mélange (visqueux) entred'une part le jet sortant de la rainure, et d'autre part le �uide de la zone supérieure. Le
isaillement transversal provoqué par la paroi mobile induit 
ette a

élération.

• Vitesse verti
ale Wz : On remarque que dans l'ensemble, la 
omposante verti
ale Wz esttrès inférieure aux deux autres : le niveau jaune 
orrespond i
i à une vitesse 
omprise entre
± 0.3 m/s. Seules les zones au voisinage des obsta
les possèdent une vitesse Wz un peu plusimportante, 
e qui 
orrespond en pratique au mouvement de 
ontournement de 
es obsta
les.Le mouvement du �uide est as
endant à l'amont des obsta
les, et des
endant à l'aval. Onrepère 
e mouvement jusque dans la zone supérieure de la veine.Pro�ls de vitesse au niveau du jeu L'évolution verti
ale des grandeurs aérodynamiques estaussi intéressante. On tra
era pour 
ela les pro�ls de 
es grandeurs, moyennées dans la dire
tiontransversale, au niveau des plans d'entrée et de sortie du jeu (
f. Fig. 3.27).Les pro�ls en entrée et sortie de jeu des di�érentes 
omposantes de la vitesse, ainsi que del'in
iden
e, sont tra
és en �gure (Fig. 3.31). L'in
iden
e est i
i dé�nie 
omme l'angle i = atan(

Vy

Ux
).La géométrie utilisée est 
elle de référen
e [3.6℄. En 
onséquen
e, le rainurage s'étend de la
oordonnée z=-5 mm à z=-2 mm.
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Fig. 3.31 � Pro�ls de vitesse et d'in
iden
e en entrée et en sortie de jeu ave
 rainuresLe point le plus remarquable est l'évolution de 
es pro�ls entre l'entrée et la sortie. On voitainsi apparaître sur les pro�ls de vitesse axiale Ux et transversale Vy un dé�
it entre l'aval etl'amont au niveau de la zone [z=-5,..,-2 mm℄ 
orrespondant au sillage des rainures et des obsta
les.Ce dé�
it est a

ompagné d'un ex
édent de vitesse dans la zone supérieure. Pour la vitesse Ux,
ette augmentation vient 
ompenser le dé�
it de la zone des rainures pour assurer la 
onservationdu débit dans la veine. Pour la vitesse Vy, la survitesse en zone supérieure est la 
onséquen
e del'a

élération transversale ren
ontrée dans les paragraphes pré
édents. La sous-vitesse en regarddes rainures traduit pour sa part les e�ets de déviation et la génération de vitesse négative liésaux rainures. On remarque même pour Vy qu'il existe, au niveau de la sortie, une zone de vitessenégative, 
omprise approximativement entre z=-5 mm et z=-4.5 mm. Pour 
es deux grandeurs, onretrouve les pro�ls de type Couette et Poiseuille au niveau du plan d'entrée.Pour 
e qui est de la vitesse verti
ale Wz, on observe à l'amont un mouvement globalementas
endant. Ce mouvement 
orrespond au 
ontournement des obsta
les par le dessus. Le plan étantassez éloigné (9 mm) des obsta
les, 
e mouvement 
onstaté relève don
 prin
ipalement d'un e�etpotentiel remontant la veine. A l'inverse, le mouvement en aval est plut�t des
endant, le maximumde vitesse étant à la même hauteur que le sommet des rainures.L'angle d'in
iden
e est à peu près 
onstant en amont. Les variations observées dans 
e planinterviennent essentiellement au niveau des parois 
arter et rotor, soit au niveau des 
ou
hes limitesasso
iées. En dehors des 
ou
hes limites, l'angle d'in
iden
e moyen est d'environ 63�. Pour le planaval, on retrouve les e�ets dé
rits pour Ux et Vy. On remarque en parti
ulier la forte dé
roissan
edans la zone basse. On retrouve ainsi la zone de vitesse transversale négative, 
ara
térisée i
i par
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arterun angle d'in
iden
e négatif.Comparaison ave
 le 
anal lisse et l'obsta
le 
ir
onférentiel Il est intéressant de 
omparerles pro�ls obtenus ave
 le rainurage à 
eux obtenus dans les 
as "
anal lisse" et "obsta
le 
ir
on-férentiel". On met ainsi en éviden
e les avantages et les défauts du nouveau traitement de 
arter.Indiquons immédiatement que la 
omparaison n'est vraiment pertinente qu'au niveau du plan aval,l'é
oulement en amont du jeu est très similaire pour les trois 
as.On représente sur la �gure (Fig. 3.32) les pro�ls aval de vitesse axiale Ux et transversale Vy pourdeux hauteurs d'obsta
le di�érentes (ou ouverture équivalente dans le 
as du 
anal lisse), h=1 mmet h=3 mm. Le paramètre h est en e�et le seul qui soit 
ommun aux trois 
as.

Fig. 3.32 � Comparaison des pro�ls aval de vitesse axiale et transversaleEn 
e qui 
on
erne la vitesse transversale, on remarque que pour les deux 
as, le rainurage génèreune vitesse inférieure aux deux autres 
as, 
e qui est don
 
lairement un avantage dans l'obje
tif derédu
tion de la giration en sortie de jeu.
• Dans le 
as h=1 mm, les trois 
as sont néanmoins assez pro
hes, 
e qui est, somme toute,assez logique : l'obsta
le, ou les rainures, étant petits devant la partie libre de la veine, ils nemodi�ent pas trop fortement l'é
oulement par rapport à la 
on�guration lisse. La di�éren
ese fait prin
ipalement dans la zone basse, 
'est à dire dans le sillage des obsta
les, au dessous
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ette zone basse, le rainurage génère une vitesse nettement plus faible queles 
as de 
omparaison. La di�éren
e est ainsi de 2 m/s (pour un niveau d'environ 10 m/s) auniveau z=-2.5 mm. Ce
i est dû au fait que le traitement de 
arter génère une petite zone devitesse négative, juste en aval de la rainure. Cette zone disparaît assez vite, mais on retrouvetoutefois un dé�
it de vitesse persistant en aval et notamment au niveau du plan de tra
é despro�ls. L'obsta
le 
ir
onférentiel et le 
anal lisse sont pro
hes dans la zone basse, bien que lesillage de l'obsta
le soit important ave
 une vitesse inférieure au 
as lisse. En remontant versla paroi mobile (z=0 mm), la hiérar
hie évolue un peu. Tout d'abord, la vitesse du 
as rainuréaugmente jusqu'à atteindre le niveau observé sur le 
anal lisse. L'obsta
le simple génère luiaussi un sur
roît de vitesse, et il dépasse ainsi le niveau du 
anal droit. Au dessus de z=-1.5 mm, les 
ourbes du rainurage et de l'obsta
le simple sont à peu près parallèles, 
e quitraduit don
 que les mé
anismes d'entraînement dans la dire
tion ~y sont équivalents.
• Dans le 
as h=3 mm, les trois 
on�gurations di�èrent nettement. Le rainurage reste la géo-métrie la plus e�
a
e en terme de rédu
tion de la vitesse transversale. La zone de vitessenégative, beau
oup plus étendue, permet d'avoir une vitesse plus faible par rapport aux deuxautres 
on�gurations, l'é
art à z=-4 mm étant d'environ 5 m/s. Le sillage de l'obsta
le simpleest i
i beau
oup plus marqué, le maximum d'é
art ave
 le 
anal droit étant atteint à z=-2 mm,soit au niveau du sommet de 
et obsta
le. Pré
isons que 
e sillage ne présente toujours pas dezone notable de vitesse négative ; la seule stru
ture reste le dé
ollement en aval. Grâ
e à 
edé�
it a

ru, l'obsta
le simple est maintenant plus lent que le 
anal droit sur toute la hauteurde veine. Il est même un peu plus lent que le 
as rainuré sur la partie haute, au dessus dez=-2 mm, 
e qui 
orrespond en fait à la tra
e du jet passant dans la zone supérieure. Cettesous-vitesse transversale en zone haute résulte de la survitesse axiale : le �uide passant entrele sommet de l'obsta
le et la paroi rotor allant plus vite, la déviation transversale est plusdi�
ile à réaliser.Pour la vitesse axiale, la hiérar
hie des 
on�gurations est la même pour les deux hauteurs. Elle
orrespond à la présen
e des obsta
les et de leur sillage. La partie haute, 
omprise entre z=0 et -2 mm 
orrespond au jet passant par dessus les obsta
les (s'ils existent), la partie basse est in�uen
éepar le sillage. Comme l'obsta
le simple est le 
as présentant la plus faible se
tion passante, il estlogique qu'il soit 
elui qui a la plus forte vitesse en zone supérieure. On retrouve aussi dans 
e
as l'in�uen
e de la re
ir
ulation verti
ale en aval, présentée auparavant (Fig. 3.23). Dans le 
ash=3 mm, on voit ainsi apparaître une zone de vitesse négative. Le dé�
it de vitesse dans le sillageest systématiquement plus important dans le 
as de l'obsta
le simple. Ce
i vient simplement du faitque pour les rainures, il existe un débit en partie basse, lequel vient remonter légèrement le niveaude vitesse axiale pro
he 
arter.3.4.5.4 Répartition de débit dans le jeuEn fon
tion de 
es observations, il peut être intéressant de 
onsidérer la répartition de débitentre la rainure et la partie supérieure de la veine.Le débit est 
al
ulé sur les plans d'entrée et de sortie de la rainure, représentés en rouge surla �gure (Fig. 3.33). De manière évidente, 
es plans ne dé�nissent pas un volume fermé et le débitpeut don
 varier d'un plan à l'autre. Cette variation de débit est en soit pertinente 
ar elle dépenddes e�ets verti
aux au sein de la rainure.
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Fig. 3.33 � Plans d'intégration sur la rainureLe graphique (Fig. 3.34) présente la variation du débit massique en entrée et sortie de rainure,adimensionné par le débit massique total, en fon
tion des paramètres α et h. La variation de hauteurs'e�e
tue normalement à débit 
onstant, mais nous avons aussi représenté une 
on�guration h=2 mmpour laquelle la vitesse est 
onstante par rapport au 
as h=1 mm. Ce 
as parti
ulier permet devéri�er l'in�uen
e du niveau de vitesse pour une même géométrie.

Fig. 3.34 � Fra
tion de débit passant dans la rainureOn 
onstate que la répartition globale de débit est proportionnelle à la hauteur de rainure,quelle que soit la valeur de α. D'autre part, on remarque aussi que le niveau de vitesse n'a�e
te pasbeau
oup la répartition, les 
ourbes à iso-vitesse et iso-débit étant presque 
onfondues pour le 
as
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as à iso-vitesse, le débit adimensionné est légèrement inférieur (à peine 1%) parrapport au 
as iso-débit. En dehors de l'erreur de mesure, on peut penser que 
et é
art vient d'unelégère di�éren
e dans les niveaux de dissipation visqueuse.Quelle que soit la hauteur, l'augmentation de l'angle induit une diminution du débit passant parla rainure. Ce phénomène s'a

ompagne en outre d'une inversion dans la répartition entre entréeet sortie. Le 
as α=140�présente ainsi systématiquement un débit de sortie plus fort que le débitd'entrée, alors que le 
as α=70�
onnaît une répartition 
ontraire. Cela signi�e que les e�ets radiauxplongeants sont plus importants pour les angles forts. L'angle α∗ pour lequel se produit l'inversionde répartition dépend de la hauteur de la rainure. Pour h=1 mm, on trouve ainsi α∗ ≈70�, tandisque pour h>2 mm, 120�6 α∗ 6130�.On 
onstate une fois de plus que l'obsta
le 
ir
onférentiel 
onstitue un 
as limite du rainurage,pour α tendant vers 0 ou 180�. En théorie, 
et obsta
le 
orrespond à des rainures dans lesquellesau
un �uide ne 
ir
ule, or on voit i
i que le débit dans la rainure diminue fortement quand l'angleaugmente.On peut étudier en
ore un peu plus �nement la répartition de débit en faisant intervenir dire
-tement le rapport de se
tion. Dans la �gure (Fig. 3.35), on a tra
é la vitesse débitante moyenneau niveau de la rainure, adimensionnée par la vitesse débitante moyenne sur la rainure et la zonesupérieure :
Vadim =

ṁrainure

Srainure

(
STotal

ṁtotal

)−1où
Srainure = hwet STotal est donnée par la formule (3.10).Cette grandeur 
orrespond en fait à un indi
e d'équilibrage de la vitesse débitante :

• Si Vadim=1, la vitesse débitante est équilibrée sur l'ensemble [rainure+zone supérieure℄. Plus
on
rètement, 
ela signi�e que la répartition de débit se fait au prorata des surfa
es.
• Si Vadim<1, alors la vitesse débitante moyenne dans la rainure est plus faible que 
elle dansla zone haute. Le �uide tend alors à 
ontourner les rainures en passant au dessus.
• Si Vadim>1, alors la vitesse débitante moyenne dans la rainure est plus forte que 
elle dans lazone haute. Le �uide privilégie les rainures (
as assez rare).Comme on le voit sur la �gure, la rainure présente à peu près toujours un indi
e de répartitioninférieur à 1. Seule la géométrie [α=70�,h=3 mm℄ 
onnaît une répartition de vitesse à l'avantage dela rainure. L'é
art par rapport au 
as uniforme est 
ependant marginalement faible. La rainure estdon
 (presque) toujours en sous-vitesse par rapport à la partie supérieure de la veine. On remarquetoutefois que plus h augmente, plus l'indi
e de répartition augmente. De la même manière, 
et indi
eaugmente quand l'angle α diminue.L'augmentation de la 
ir
ulation de �uide dans la rainure est un point important, 
ar ellemontre que la rainure est alors utilisée plus e�
a
ement. Cette variation tient 
ompte à la foisdes phénomènes de blo
age aérodynamique, liés au 
hamp de pression statique par exemple, et aublo
age par les e�ets visqueux (
ou
he limite, ...). On voit ainsi que le blo
age global est bien plusfort dans le 
as h=1 mm que dans les autres 
as. On peut s'en 
onvain
re en
ore plus fa
ilementen examinant la vitesse moyenne débitante dans la rainure, adimensionnée 
ette fois par la vitessedébitante moyenne en amont des rainures (Fig. 3.36).
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Fig. 3.35 � Equilibrage de vitesse débitante au niveau des rainures

Fig. 3.36 � Vitesse débitante moyenne adimensionnée dans la rainure
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arter 105On 
onstate que pour h=1 mm, la vitesse débitante dans la rainure est inférieure à 
elle enamont, alors que du fait de la rédu
tion de se
tion au niveau des rainures, on devrait observer unea

élération. Le blo
age responsable du dé�
it de vitesse est, pour les rainures peu profondes, engrande partie lié aux e�ets visqueux. Pour 
ette géométrie, on mesure que la 
ou
he limite 
artera une épaisseur d'environ 0.5 mm, soit près la moitié de la hauteur de la rainure. Dans de telles
onditions, il est évident que le débit sera très faible dans la rainure.La rédu
tion de la vitesse asso
iée à l'augmentation de l'angle α peut aussi être 
onçue 
ommele résultat d'un blo
age aérodynamique et visqueux. La se
tion de la rainure perpendi
ulaire à sonaxe dépend de l'angle α :
S = h× (w. sinα) (3.12)Le maximum de se
tion est atteint pour α=90�. En 
onséquen
e, l'é
oulement sera davantagesoumis aux e�ets visqueux dans des rainures fortement in
linées (α 7−→0�ou α 7−→180�). Cepen-dant, si la rédu
tion de se
tion était le seul e�et, la 
ourbe devrait être symétrique par rapport à

α = 90�, 
e qui n'est visiblement pas le 
as. Il existe don
 d'autres mé
anismes, liés à la pressionou à la vis
osité, qui viennent modi�er le blo
age global de la rainure.3.4.5.5 Champ de pression statique dans le jeuConsidérons en�n les 
hamps de pression au niveau de la rainure. La première grandeur àobserver est la pression statique, puisqu'il s'agit d'un des obje
tifs �xés.

Fig. 3.37 � Carte de pression statique à mi-hauteur de rainure et de zone supérieureLa �gure (Fig. 3.37) donne la 
arte à mi-hauteur de rainure et de zone supérieure pour la 
on�-guration de reféren
e [3.6℄. La pression en amont est à peu près uniforme. Le 
hamp ne 
ommen
eà varier qu'au voisinage de la rainure.Le zone autour du 
oin Ge présente une nette surpression, lo
alisée i
i à l'intérieur de la rainure,tandis que la paroi opposée (De) est en dépression. Cette surpression s'explique par la présen
e d'unpoint d'arrêt : l'é
oulement entrant dans la rainure se dirige majoritairement vers la paroi gau
heGe, sur laquelle il vient �nalement buter. La dépression est, elle, asso
iée à la déviation brutale du�uide entrant dans la rainure au niveau du 
oin De. La déviation peut générer un dé
ollement quisera dé
rit plus loin. Cette répartition de pression se retrouve sur une bonne partie de la rainure.
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arterL'amplitude de 
es extrema varie ave
 l'angle de la rainure. La pression au point d'arrêt vers Geaugmente ave
 α, et elle est don
 maximale pour α=140�. Cette augmentation est simplement dueau fait que, pour α=140�, la paroi gau
he est quasiment perpendi
ulaire à l'é
oulement entrantdans la rainure. A l'opposé, pour α=45�, la paroi est presque alignée ave
 l'é
oulement et le pointd'arrêt dans la rainure est très faible.Ce 
omportement du 
hamp de pression statique explique en partie la rédu
tion de débit asso
iéeà l'angle : pour les angles élevés, le 
hamp de pression statique en entrée de rainure s'oppose àl'é
oulement, au 
ontraire des angles faibles pour lesquels le blo
age est faible.Le 
hamp de pression en aval présente quelques zones de légère dépression ainsi qu'une sur-pression dans l'axe de la rainure. Dans l'ensemble, 
es variations sont à relier à des stru
turestourbillonnaires que nous verrons un peu plus tard.
3.4.5.6 Champ de pression totale dans le jeuLa 
arte de pression totale à mi-hauteur (Fig. 3.38) présente globalement la même topologie quela 
arte de pression statique. Dans 
e repère, une augmentation de la pression totale 
orrespond àun apport d'énergie par la paroi mobile, une baisse étant une perte d'énergie liée à un phénomènedissipatif.

Fig. 3.38 � Carte de pression totale à mi-hauteur de rainure et de zone supérieureA 
ette hauteur, la pression totale diminue entre l'entrée et la sortie du jeu. On repère deuxzones de pression totale faible, la première se situe au 
oin d'entrée droit, la se
onde en aval desobsta
les.Les pro�ls de pression totale (Fig. 3.39) indiquent une baisse de niveau entre l'amont et l'avaldans la partie inférieure (-2 mm / -5 mm). Cette baisse 
orrespond au sillage des obsta
les et desrainures. En partie supérieure, le niveau de pression remonte à 
ause de l'entraînement par la paroimobile. Selon que la dissipation au niveau de la rainure 
ompense ou non l'apport de la paroi, il estpossible d'avoir une augmentation de la pression totale moyenne entre l'entrée et la sortie.
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Fig. 3.39 � Pro�ls de pression totale3.4.6 Stru
tures tourbillonnaires de l'é
oulement au niveau des rainuresDans le détail, l'é
oulement au niveau des rainures est beau
oup plus 
omplexe. On observehabituellement plusieurs stru
tures tourbillonnaires majeures, lo
alisées en di�érents endroits de lagéométrie. On trouve ainsi :
• Un dé
ollement en entrée de rainure, d'axe de rotation ~z
• Un tourbillon à l'intérieur de la rainure. Son axe de rotation est à peu près 
olinéaire ave
 larainure.
• Un tourbillon, ou plut�t un ensemble de dé
ollements d'axe ~y et ~z se développant en aval del'obsta
le.Ces stru
tures sont d'origines assez di�érentes. Certaines 
orrespondent à des dé
ollements,d'autres sont générées par des mé
anismes plus 
omplexes. Compte-tenu de l'exiguïté de la géomé-trie, 
es stru
tures interagissent de manière plus ou moins forte.3.4.6.1 Dé
ollement d'entrée de rainureIl s'agit de la première re
ir
ulation notable. Ce dé
ollement se développe dans un plan "aubeà aube" (~x,~y), il a don
 un axe tourbillonaire orienté selon ~y. Il est situé en entrée de la rainure, auniveau du 
oin De.Dans 
ette partie, nous allons d'abord dé
rire la stru
ture de 
e tourbillon ainsi que ses origines.Nous analyserons ensuite sa sensibilité aux paramètres α et w.Comme on peut le voir sur la �gure (Fig. 3.40), 
ette stru
ture est en fait liée au dé
ollementdu �uide entrant dans la rainure. La 
oupe présentée est e�e
tuée à mi-hauteur de rainure, pour la
on�guration [3.6℄.A 
ause de la présen
e de l'obsta
le et de la giration du �uide en amont des rainures, l'é
oulementsubit une très forte déviation en entrant dans la rainure, et plus parti
ulièrement au niveau du 
oinDe. Dans le 
as représenté, le �uide 
ir
ulant en amont de l'obsta
le est quasiment aligné ave
 la
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Fig. 3.40 � Re
ir
ulation en entrée de rainure - Coupe à mi-hauteur de rainuredire
tion ~y. En entrant dans la rainure, il tend à s'aligner ave
 
ette dernière, soit une déviationd'environ α=115�. Dans de telles 
onditions, il est évident qu'une re
ir
ulation puisse se former auniveau du 
oin De. On observe alors un dé
ollement de forme 
lassique le long de la paroi droite dela rainure, s'étendant, à partir de l'arête in
riminée, sur une bonne partie du 
anal.Comme on peut le voir sur la �gure (Fig. 3.41), 
ette stru
ture s'étend aussi sur toute la hauteurde la rainure. On a représenté en rouge l'iso-surfa
e de vitesse axiale nulle, délimitant la po
he danslaquelle l'é
oulement remonte vers l'arêteDe. La vue de gau
he représente la rainure par trois quartsarrière (l'é
oulement va don
 de la droite vers la gau
he) tandis que la vue de droite représente 
ettere
ir
ulation vue dans l'axe de la rainure depuis l'amont.

Fig. 3.41 � Etendue du dé
ollement en entrée de rainureOn remarque néanmoins que la re
ir
ulation est moins étendue en bas qu'en haut. L'expli
ation
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e phénomène n'est pas liée à l'in
iden
e de l'é
oulement au niveau l'arête De. On 
onstate queprès de 
ette arête, l'in
iden
e est à peu près 
onstante sur toute la hauteur.En revan
he, la norme de vitesse joue un r�le important. Dans la zone basse, l'é
oulement estassez lent du fait des 
ou
hes limites se développant sur la paroi 
arter. Au fur et à mesure quel'on remonte vers le sommet de l'obsta
le, la vitesse du �uide augmente. En parallèle, le 
hampde pression statique au voisinage de l'arête ne présente pas de variation notable dans la dire
tionverti
ale. En 
onséquen
e, le �uide est moins dévié au sommet qu'à la base, 
e qui induit unere
ir
ulation plus forte.Un deuxième e�et peut aussi intervenir dans l'extension de 
ette re
ir
ulation. Il s'agit de laperturbation du 
hamp par l'é
oulement 
ir
ulant au dessus des rainures. Celui-
i est animé d'uneforte vitesse transversale et vient "sou�er" la partie haute du tourbillon, lequel tend alors à s'élar-gir. Cela peut notamment expliquer la 
roissan
e brutale observée dans la partie haute, 
ompriseapproximativement entre 80 et 100% de la hauteur de rainure.E�et de l'angle α Cette re
ir
ulation est logiquement sensible à l'angle de la rainure. La relationave
 
e paramètre est néanmoins 
omplexe, ave
 une non-linéarité forte. Le tableau suivant donnela distan
e de re
ollement en fon
tion de l'angle, ainsi que l'épaisseur maximum moyenne selon ~yde la zone de vitesse débitante négative.angle α distan
e de re
ollement [mm℄ épaisseur selon ~y [mm℄45� 6.0 0.570� 7.8 0.790� 8.1 0.8115� 8.2 0.7140� 7.1 0.6Tab. 3.7 � Evolution de la re
ir
ulation d'entrée - in�uen
e de l'angle de rainureLa présen
e d'un maximum de longueur et d'épaisseur est à relier aux deux mé
anismes opposésque sont la diminution de la vitesse dans la rainure et l'alignement de 
ette dernière ave
 le �uxentrant.Pour un angle élevé, α=140�par exemple, la déviation que subit le �uide en entrant dansla rainure est énorme. Pour le �uide 
ir
ulant transversalement devant l'obsta
le, 
ette déviationavoisine les 140�. On peut logiquement attendre un dé
ollement de très grande amplitude. Toutefois,en raison du blo
age aérodynamique, la vitesse du �uide à l'intérieur de la rainure est assez faible.Ce deuxième phénomène tend, lui, à réduire la taille du dé
ollement.A l'opposé, pour des angles faibles, la vitesse dans la rainure est assez élevée, mais la déviationdu �uide est plus petite, réduisant ainsi la taille du dé
ollement.Un deuxième mé
anisme agit en parallèle : 
onsidérons la fermeture des rainures donnée parla relation (3.12). Quand α s'é
arte de 90�, la largeur "passante" w. sinα de la rainure diminue,
onduisant à une augmentation de la 
omposante perpendi
ulaire à l'axe de rainure du gradient depression statique. De 
ette manière, le �uide est mieux guidé dans le plan rainure à rainure, 
e quipeut induire une diminution de 
ette re
ir
ulation.E�et de la largeur de la rainure w La largeur de la rainure joue aussi un r�le dans l'évolutionde la re
ir
ulation. Une rainure large 
onduira à l'apparition d'une re
ir
ulation plus grosse. L'expli-
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ation de 
e phénomène vient là aussi de la variation de se
tion (3.12) et des gradients transversauxasso
iés.Synthèse sur le dé
ollement d'entrée
• Intérêt du dé
ollement d'entrée : Au �nal, 
ette re
ir
ulation est assez intéressante dupoint de vue de l'augmentation du di�érentiel de pression statique au travers du jeu. En e�et,en plus de pertes aérodynamiques, elle est responsable d'une obturation partielle du 
anal derainure. Dans le 
as présenté en (Fig. 3.40 et 3.41) la zone de débit négatif s'étend en moyennesur près de 0.8 mm dans la dire
tion ~y, soit environ 10% de la largeur du 
anal.
• Sensibilité aux paramètres : Le dé
ollement d'entrée est essentiellement sensible à deuxparamètres, l'angle α et la largeur w de la rainure. Dans les deux 
as, on met en éviden
el'importan
e de la déviation et de la vitesse du �uide en entrée de rainure. Plus la déviationest faible (angles faibles), plus 
e dé
ollement sera petit. De même, plus la vitesse dans larainure sera faible (α grands ou w petits), plus le dé
ollement en entrée sera réduit.3.4.6.2 Tourbillon 
olinéaire à la rainureNous avons présenté dans la sous-se
tion pré
édente le dé
ollement en entrée, première des troisstru
tures tourbillonaires présentes au niveau des rainures. Le deuxième tourbillon à étudier esttotalement lié à la rainure. Il s'agit d'un tourbillon o

upant toute la se
tion de la rainure. Danstoute la suite, 
e tourbillon sera simplement désigné par l'expression tourbillon de rainure.Dans la suite, on présentera en détail la stru
ture 
omplexe de 
e tourbillon, ainsi que lesmé
anismes qui en sont à l'origine. On s'atta
hera ensuite à dé
rire l'in�uen
e des paramètres sur
e tourbillon. On analysera en parti
ulier les e�ets de l'angle α, de la hauteur h et de la largeur w.

Fig. 3.42 � Vortex de rainure - Champ ve
toriel et pression statique à mi-longueur de la rainureLa �gure 3.42 illustre le 
hamp de vitesse dans une 
oupe perpendi
ulaire à la rainure, située à
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ette dernière. On a superposé au 
hamp ve
toriel la 
arte de pression statique dans
e même plan. La paroi mobile va de la droite vers la gau
he de la �gure.On remarque 
lairement le tourbillon dans la rainure. En partie basse du 
anal, le �uide est animéd'une vitesse transversale Vy négative, alors que dans la partie haute, 
ette vitesse est positive. Dela même manière, au niveau des parois latérales gau
hes (respe
tivement droites), le �uide plongevers le bas de la rainure (respe
tivement remonte vers le sommet). Le 
÷ur de 
e tourbillon est situédans la partie haute de la rainure, à peu près à mi-largeur. On peut le repérer fa
ilement grâ
e à lalégère dépression qu'il génère.Ce mé
anisme tourbillonnaire est 
omplètement lié au mouvement transversal du �uide en amontet au dessus des rainures, lequel est induit par la rotation du ventilateur. Ce mé
anisme est assez
omplexe 
ar il tient à la fois du tourbillon de passage et du tourbillon de ra
lage, 
omme 
eluiqui apparaît parfois au niveau du jeu en tête d'aube des rotors de turbines axiales a
tuelles. Dans
ette analogie, les obsta
les jouent le r�le des aubes, la paroi mobile est assimilable au 
arter de laturbine. Ce qu'on observe i
i dans le repère absolu 
orrespond au 
hamp dans le repère relatif de laturbine.Le tourbillon apparaît dès le plan d'entrée de la rainure. Puisque l'é
oulement amont 
ir
uleave
 une vitesse Vy positive, l'obsta
le à gau
he de la rainure 
onstitue une surfa
e d'arrêt pour lemouvement transversal. Il en résulte une surpression sur le 
�té gau
he de la rainure. Le gradient depression transversal, 
ombiné à la 
ou
he limite sur la paroi basse de la rainure, entraîne l'apparitiond'une vitesse transversale négative 
omme illustré en (Fig. 3.43). Sur 
ette �gure, le niveau 
oloréen jaune 
orrespond à la vitesse nulle. Cet é
oulement de retour, similaire au tourbillon de passagese prolonge à l'intérieur de la rainure. Il se 
ouple néanmoins à un deuxième mé
anisme majeur.Comme on peut le 
onstater sur la 
arte de pression statique de la �gure (Fig. 3.42), lorsquele �uide venant de la partie (libre) supérieure ren
ontre le mur gau
he, 
ela se traduit par unpoint d'arrêt lo
alisé vers le sommet de la rainure et don
 une pression statique élevée dans 
ettezone seulement. Cette surpression lo
ale va provoquer la déviation d'une partie de l'é
oulementvers le bas de la rainure. En raison de la 
onservation du débit, on assiste alors à l'apparitiond'un é
oulement de retour transversal et d'un é
oulement montant au niveau de la paroi verti
aleopposée. Ce mé
anisme est stable puisque la dépression au 
entre de la rainure, générée par ladéviation des lignes de 
ourant, attire à son tour vers le bas une partie de l'é
oulement de la zonehaute. Ce mé
anisme de ra
lage et le tourbillon de passage pré
édemment évoqués se 
ombinentpour former un unique tourbillon o

upant toute la se
tion de la rainure (Fig. 3.42 et 3.43).Bien que nous n'ayons pas eu l'o

asion de le véri�er, on peut très logiquement imaginer quesi le mur gau
he est plus haut que le mur droit (le sommet des obsta
les est don
 en biais), 
ettestru
ture sera en
ore plus forte 
ar la zone d'arrêt sera d'autant plus étendue.Cette stru
ture interagit fortement ave
 la re
ir
ulation d'entrée présentée en 3.4.6.1. En e�et,lorsque l'on tra
e la traje
toire des parti
ules 
ir
ulant au niveau du 
÷ur de 
e tourbillon, onremarque un 
ouplage fort ave
 la re
ir
ulation en entrée.Sur la �gure (Fig. 3.44), on représente la traje
toire de parti
ules lâ
hées au niveau de la re-
ir
ulation d'entrée. Les traje
toires obtenues sont groupées et 
olorées en bleu, rouge et magentapour les distinguer plus fa
ilement. Le lâ
her de parti
ules a été e�e
tué de manière à 
apter lemieux possible le 
÷ur du tourbillon de rainure.Sur la vignette du haut, la géométrie est vue de l'amont en perspe
tive plongeante. On a ajoutéla 
arte de pression totale en sortie de rainure. Cela permet de véri�er que les traje
toires passentbien par la zone de Pt minimum, don
 sont pro
hes du 
÷ur de la stru
ture tourbillonnaire.
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Fig. 3.43 � Cartographie de vitesse transversale Vy le long de la rainure
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Fig. 3.44 � Traje
toires des parti
ules au niveau du tourbillon de rainure
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arterLa vignette en bas à gau
he montre les traje
toires projetées dans le plan horizontal. On voit
lairement que toutes les parti
ules sont à un moment ou un autre impliquées dans la re
ir
ulationau niveau du 
oin De.La vignette inférieure droite montre les lignes de 
ourant au niveau de la re
ir
ulation d'entréedans une vue en perspe
tive. Le point le plus remarquable est le mouvement radial qui anime toutes
es traje
toires. Par exemple, 
elles 
olorées en magenta montent brutalement jusqu'au sommet dela rainure, où elles sont déviées soudainement pour adopter une dire
tion plus horizontale.Pour autant, on ne peut pas a�rmer que 
e tourbillon est issu de la re
ir
ulation d'entréepuisqu'on a montré que la stru
ture de 
e tourbillon 
ommençait à se mettre en pla
e dès le débutdu rainurage, dans une zone éloignée du 
oin où apparaît le dé
ollement. L'e�et de 
e 
ouplagese fait plut�t sentir dans l'évolution de 
ette stru
ture, et plus pré
isément dans l'in�uen
e desparamètres géométriques.Ce tourbillon est parti
ulièrement intéressant pour l'obje
tif de rédu
tion de la giration en sortiede jeu. En e�et, il génère une vitesse Vy négative qui, par moyenne, permet de diminuer le niveauglobal de 
e 
ritère en aval des rainures. Cette stru
ture est 
onve
tée en aval des rainures et onretrouve son in�uen
e sur une 
ertaine distan
e (Fig. 3.45). Cette distan
e d'in�uen
e peut allerjusqu'à 1.5×L dans 
ertains 
as.

Fig. 3.45 � Carte de vitesse Vy - Sortie et aval de la rainureLa �gure (Fig. 3.45) montre la 
arte transversale de vitesse Vy en sortie de rainure et 4mm enaval des rainures. Le niveau jaune 
orrespond à une vitesse nulle. On voit sur 
es deux 
artes quele pro�l de vitesse présente une partie négative en bas de la veine. On retrouve en aval la stru
turedu tourbillon de rainure, 
ara
térisée par une vitesse négative importante, même si on 
ommen
eaussi à sentir des intera
tions ave
 d'autres stru
tures présentées plus loin.
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on�gurations testées, le tourbillon de rainure est essentiellement sensible à trois para-mètres géométriques. Il s'agit de l'angle, de la hauteur et de la largeur des rainures.E�et de l'angle α Quel que soit l'angle α simulé, le tourbillon de rainure a toujours été observé.Cependant, on note une disparition progressive de la zone de vitesse transversale négative en fondde rainure au fur et à mesure que l'angle diminue.

Fig. 3.46 � Carte de vitesse transversale - Coupe en sortie de rainureLa �gure (Fig. 3.46) donne la 
arte de vitesse transversale en sortie de rainure pour la 
on�gu-ration [α=70�,h=3 mm,w=7.8 mm,L=9 mm,N=50℄. Là où, sur la �gure (Fig. 3.45) par exemple,on avait une vitesse Vy négative dans un 
as d'angle "fort" (α=115�), la vitesse Vy est maintenantglobalement positive ou nulle (ou très faiblement négative). On perd ainsi en e�
a
ité sur l'obje
tifde rédu
tion de la giration.Pour des angles en
ore plus faibles (α=45�) par exemple, la vitesse transversale reste positivedans toute la se
tion de rainure. Ce phénomène s'explique par la modi�
ation de la dire
tion globaledu tourbillon. En e�et, il n'apparaît 
lairement stru
turé que lorsqu'on regarde dans l'axe de larainure. On peut alors dé�nir un nouveau repère ( ~XR,~YR, ~z) asso
ié à la rainure : ~XR est le ve
teur
olinéaire à l'axe de la rainure, et ~YR = ~z ∧ ~XR.
~XR = sin(α)~x+ cos(α)~y

~YR = −cos(α)~x+ sin(α)~y
(3.13)Dans 
e repère, on observe bien une vitesse VY R = ~V .~YR négative en fond de rainure, sanspour autant avoir une vitesse Vy négative dans la même zone : il su�t d'avoir Ux = ~V .~x > 0 et

Vy = ~V .~y = 0 par exemple. En règle générale, on évitera d'utiliser des rainures ave
 un angle d'héli
efaible 
ar, 
omme on le verra un peu plus loin, elles ne permettent ni une bonne rédu
tion de lagiration, ni un niveau élevé de pertes de 
harge.De manière plus générale, la traje
toire du tourbillon est dépendante de l'angle de la rainure. La�gure suivante (Fig. 3.47) illustre les traje
toires des parti
ules pro
hes du 
÷ur pour trois angles,
α=70�, 115�et 140�.On voit que pour des angles faibles, le 
÷ur du tourbillon reste pro
he de la paroi droite, alors quepour des angles plus élevés, il tend à traverser la rainure. Pour α=140�, les traje
toires atteignent
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Fig. 3.47 � Traje
toire du 
÷ur tourbillonnaire - 
as α = 70�, 115�, 140�le mur gau
he puis le longent jusqu'à la sortie de la rainure, au 
oin Gs. En dehors de 
e dernier
as, la traje
toire globale du tourbillon s'in
line dans le sens y 
roissant.Cette modi�
ation de la traje
toire du tourbillon s'a

ompagne d'une modi�
ation de l'héli
itéasso
iée. Le tableau [3.8℄ donne le niveau moyen d'héli
ité (H=−→
rot(~V ).~V ) sur une se
tion droite,située à 90% de la longueur du 
anal, en fon
tion de l'angle, les autres paramètres géométriquessont �xés aux valeurs de la 
on�guration de référen
e [3.6℄ : h=3 mm, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50.angle α Héli
ité [m.s−2℄ ∥∥∥~V

∥∥∥ [m/s℄ ∥∥∥−→rot~V
∥∥∥ [s−1℄45� -9868 6.9 713070� -11477 5.9 741790� -14436 5.5 7796115� -12836 5.3 7824140� -7061 4.3 6647Tab. 3.8 � Variation de l'héli
ité moyenne en sortie de rainure relativement à l'angleIl apparaît que l'héli
ité 
onnaît un pi
, situé aux alentours de α=90�. Seules les 
on�gurationsextrêmes, et plus parti
ulièrement 
elle à 140�, ont des niveaux faibles. Pour 
ette 
on�guration(α=140�), la diminution de l'héli
ité est due à la baisse simultanée du niveau de vitesse et devorti
ité dans la rainure. Pour le 
as 45�, le problème vient plut�t d'une petite 
hute de la vorti
ité,liée à une "meilleure" orientation de la rainure vis à vis de l'é
oulement in
ident et transversal.E�et de la hauteur h La hauteur in�uen
e dire
tement les 
ara
téristiques du tourbillon derainure. On donne en table [3.9℄ les variations de l'héli
ité et de la vitesse transversale Vy moyenne,
al
ulées sur une se
tion droite située à 90% de la longueur de la rainure. Les autres paramètressont �xés : α=115�, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50 (
on�guration de référen
e)On remarque 
lairement que l'héli
ité diminue de manière monotone lorsque la hauteur derainure augmente. Ce phénomène est lié à une diminution générale du niveau de 
isaillement dansle 
anal de rainure. Pour une faible profondeur, il existe un 
isaillement très fort dans la dire
tiontransversale entre, d'une part, le �uide de la partie supérieure, entraîné rapidement par le rotor selon

+~y, et d'autre part, le �uide 
ir
ulant, en bas de la rainure, dans la dire
tion −~y. Il en résulte unniveau de vorti
ité, et don
 d'héli
ité, extrêmement élevé. Quand la rainure devient plus profonde,
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ité [m.s−2℄ Vitesse transversale Vy [m/s℄1 mm -34060 1.22 mm -24735 2.53 mm -12836 2.54 mm -8500 2.3Tab. 3.9 � Variation de l'héli
ité et de la vitesse transversale moyenne en sortie de rainure relati-vement à la hauteurla vitesse moyenne du �uide en partie supérieure ne varie pas, mais en revan
he les gradients devitesse diminuent, 
onduisant à un 
isaillement et une vorti
ité plus faible.En parallèle de la variation d'héli
ité, on observe que la vitesse transversale Vy augmente, stagnepuis diminue quand h augmente. La faible valeur trouvée pour h=1 mm est expli
able par les e�etsvisqueux a

rus dans 
e 
as. Le 
isaillement transversal est alors important. Il est de plus 
oupléà une dimension de rainure assez faible devant les tailles des 
ou
hes limites aux parois 
arter.L'ensemble limite le développement d'un é
oulement de retour fort en fond de rainure. Pour desrainures plus profondes, 
es e�ets visqueux sont beau
oup moins importants. Ils autorisent don
une vitesse Vy plus grande. La stagnation est un peu plus surprenante. On s'attendrait en e�et à
e que le niveau moyen diminue légèrement. En e�et, le paramètre h, pour des grandes valeurs,n'a�e
te quasiment pas le 
hamp de pression en sommet de rainure. La quantité de �uide plongeantvers le fond de rainure est don
 à peu près 
onstante en première approximation. En 
onséquen
e,
omme la se
tion verti
ale augmente ave
 h, la 
onservation du débit appliqué au débit transversalimplique que Vy diminue. On retrouve bien 
e phénomène sur les 
artes de vitesse transversale (Fig.3.48) et entre les 
as h=3 mm et h=4 mm.

Fig. 3.48 � E�ets de la hauteur sur Vy en sortie de rainureCette stagnation 
orrespond en fait à un maximum, situé aux alentours de h=2.5 mm. Cemaximum est obtenu par un 
ompromis entre la diminution des e�ets visqueux, qui autorise uneaugmentation de la vitesse transversale, et la diminution "mathématique" de 
ette vitesse liée, par
onservation du débit, à l'augmentation de h.
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arterE�et de la largeur w La largeur des rainures a�e
te légèrement le mouvement du 
÷ur. Ene�et, pour une rainure plus large, on 
onstate que 
elui-
i prend une traje
toire davantage in
linéevers la gau
he. Ce phénomène 
orrespond simplement à la diminution des gradients de pressiontransversaux qui est liée à l'augmentation de la largeur. Les e�ets du point d'arrêt sur le murgau
he se font moins sentir, 
e qui permet aux traje
toires des parti
ules de s'orienter un peu plusdans la dire
tion ~y.Sur les 
on�gurations testées, (w=7.8mm et w=10.8 mm), l'héli
ité reste à peu près stable. Lesvaleurs mesurées sont -12836 m.s−2 pour w=7.8 mm et -13120 m.s−2 pour w=10.8 mm. On 
onstatenéanmoins une légère baisse de la vitesse transversale moyenne en sortie de rainure. Elle passe de2.5 m/s pour w=7.8 mm à 1.9m/s pour w=10.8 mm. Cette diminution est due à une augmentationde la vitesse transversale en partie haute de la rainure. Cette augmentation est générée par un plusgrand enfon
ement vers le bas du �uide venant de la partie supérieure de la veine. La �gure (Fig.3.49) montre l'e�et du paramètre w sur le 
hamp de Vy en sortie de rainure. Les autres paramètressont α=115�, h=3 mm, L=9 mm, N=50.

Fig. 3.49 � E�ets de la largeur sur Vy en sortie de rainureSynthèse sur le tourbillon de rainure Le tourbillon de rainure est une stru
ture à peu près 
o-linéaire à la rainure, générée par le mouvement transversal du �uide entraîné par la paroi mobile. Cetourbillon est 
ouplé assez fortement ave
 le dé
ollement d'entrée puisque son 
÷ur tourbillonnairevient de 
e dé
ollement.
• Intérêt : Le tourbillon de rainure est utile pour le traitement de 
arter 
ar il peut faireapparaître ou renfor
er une zone de vitesse transversale négative importante, laquelle s'opposeau mouvement global du �uide entraîné par la paroi mobile. Ce
i peut permettre de limiterla giration du �uide en sortie de jeu.
• Sensibilité aux paramètres : Le tourbillon de rainure est sensible à trois paramètres. Pourl'angle α 
ette dépendan
e s'exprime essentiellement par l'apparition d'une vitesse transversalenégative, observée pour α >70�. En 
e qui 
on
erne la hauteur h, des rainures profondespermettent un meilleur développement du tourbillon en raison d'une diminution des e�ets
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ause de l'augmentation du 
isaillement au sein de la rainure.Après avoir dé
rit les deux premières stru
tures tourbillonnaires, à savoir le dé
ollement enentrée de rainure et le tourbillon 
olinéaire à la rainure, nous allons maintenant présenter la troisièmegrande stru
ture qui 
orrespond à la superpositions de tourbillons en aval de l'obsta
le.3.4.6.3 Tourbillons arrièresLa troisième stru
ture remarquable est une zone tourbillonnaire de grande taille apparaissanten aval des obsta
les. Cette zone est le lieu d'intera
tion de trois sous-stru
tures tourbillonnairesdistin
tes. Ces di�érentes stru
tures, et les intera
tions résultantes, sont 
omplexes du point de vuede leur sensibilité aux paramètres.Nous allons montrer qu'il existe :1. une re
ir
ulation méridienne, sensible aux paramètres angle α, hauteur h, largeur w et nombrede rainures N.2. une stru
ture horizontale, elle-même 
onstituée de deux sous-stru
tures qui sont des dé
ol-lements aux 
oins de l'obsta
le. Ces dé
ollements sont sensibles aux paramètres α, h, w etN.3. un 
ouplage fort entre les deux sous-stru
tures horizontalesRe
ir
ulation méridienne La première sous-stru
ture 
ara
téristique en aval est la re
ir
ulationdans le plan méridien (Fig. 3.50)

Fig. 3.50 � Tourbillon arrière - Re
ir
ulation dans le plan méridienCette re
ir
ulation est similaire à 
elle qu'on ren
ontre derrière une mar
he des
endante. Elle
orrespond simplement au sillage de l'obsta
le dans le plan méridien. Toutefois, elle est sensiblementdi�érente dans la forme.
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• Elle ne s'étend pas sur toute la largeur de la veine. Assez logiquement, elle disparaît en fa
ede la sortie des rainures. Le maximum d'extension de la stru
ture dans la dire
tion axiale sesitue environ au milieu de l'obsta
le (dans la dire
tion transversale). Comme on peut le voirsur la �gure (Fig. 3.51), la po
he de vitesse axiale négative en aval de l'obsta
le a une longueurvariable (la 
on�guration représentée est la 
on�guration [3.6℄). Elle est ainsi plus longue du
�té du 
oin Ds que du 
oin Gs.

Fig. 3.51 � Tourbillon arrière - Po
he de vitesse axiale négativePar la suite, les distan
es dr de re
ollement que nous donnerons 
orrespondent au point dere
ollement le plus en aval, 
omme illustré sur la �gure (Fig. 3.51).
• Elle est plus petite que le "vrai" tourbillon de mar
he. On 
ompare la stru
ture obtenuedans le 
as rainuré à 
elle obtenue dans le 
as de l'obsta
le 
ir
onférentiel (
f. 3.4.2). Pourla 
on�guration [α=140�, h=3 mm, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50℄, on obtient par exempleun re
ollement de l'é
oulement 8 mm en aval de l'obsta
le. Pour un obsta
le 
ir
onférentielsimilaire, le re
ollement n'intervient que 14 mm en aval de la mar
he, soit une di�éren
e de42%.De manière logique, 
ette stru
ture dépend de la hauteur des rainures et don
 de l'obsta
le.Ainsi, pour [α=115�,w=7.8 mm,L=9 mm,N=50℄ on obtient les distan
es de re
ollement suivantes :Hauteur h distan
e dr de re
ollement dr/h1 mm 3 mm 32 mm 5 mm 2.53 mm 6 mm 24 mm 6 mm 1.5Tab. 3.10 � Extension de la re
ir
ulation méridienne - in�uen
e de la hauteurLa longueur de re
ollement augmente entre h=1 et h=2 mm, puis stagne. Nous supposons que
e phénomène est lié aux 
onditions de simulation. Le débit est, rappelons-le, 
onstant, 
e qui setraduit par une diminution de la vitesse quand la hauteur h 
roît. La se
tion au niveau des rainuresaugmente elle aussi, 
e qui se traduit par un jet en sortie de rainure plus faible (on 
ompte i
i le
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omme 
elui passant dans les rainures). Au �nal, les mé
anismesgénérant le tourbillon méridien sont moins énergétiques, et on peut alors attendre un re
ollementrapide.On trouve la 
on�rmation de 
ette hypothèse en 
omparant le 
as ave
 rainures à l'obsta
le 
ir-
onférentiel. Les résultats pour les paramètres [α=115�,w=7.8 mm,L=9 mm,N=50℄ sont présentésdans la table [3.11℄. Hauteur h dr/h Rainure dr/h Obsta
le1 mm 3 4.52 mm 2.5 4.53 mm 2 4.65Tab. 3.11 � Extension de la re
ir
ulation méridienne - Comparaison du 
as ave
 rainures et del'obsta
le 
ir
onférentielDans le 
as de l'obsta
le 
ir
onférentiel, la se
tion passante au niveau de l'obsta
le est la mêmequel que soit h puisque le jeu δ ne varie pas. En 
onséquen
e, la 
onservation du débit impose qu'audessus de l'obsta
le, la vitesse axiale ne varie pas. L'intensité des mé
anismes de génération de lare
ir
ulation méridienne est in
hangée, et on retrouve don
 un rapport dr/h à peu près 
onstantpour l'obsta
le 
ir
onférentiel. Pour la rainure, la vitesse diminue, et le rapport dr/h diminue aussi.De la même manière, l'angle des rainures a�e
te légèrement la taille de 
ette stru
ture (h=3mm, L=9 mm, w=7.8 mm, N=50).angle α distan
e dr de re
ollement45� 5 mm70� 5 mm90� 5 mm115� 6 mm140� 8 mmTab. 3.12 � Extension de la re
ir
ulation méridienne - in�uen
e de l'angleIl est intéressant de 
onstater que 
ette variation n'intervient que pour les angles élevés. Cephénomène est en grande partie lié aux modi�
ations du débit au sein de la rainure, modi�
ationsqui entraînent :1. un sou�age plus ou moins important des stru
tures en aval des rainures.2. une modi�
ation du débit passant par-dessus les rainures, et don
 une modi�
ation des 
a-ra
téristiques de tourbillon de mar
he.Les deux derniers paramètres géométriques a�e
tant 
ette re
ir
ulation sont la largeur et lenombre de rainures. En e�et, 
es paramètres permettent de régler la largeur l de l'obsta
le selon laformule :
lobstacle =

2ΠR0N − w (3.14)
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arterQuand la largeur augmente, l'obsta
le s'a�ne, 
e qui se traduit par un sillage plus faible. La re
ir-
ulation méridienne suit 
ette tendan
e :Largeur de rainure w distan
e dr de re
ollement7.8 mm 6 mm9 mm 4.5 mmTab. 3.13 � Extension de la re
ir
ulation méridienne - in�uen
e de la largeur de rainureLes valeurs données dans la table [3.13℄ ont été obtenues ave
 [α=115�, h=3 mm, L=9 mm,N=50℄. Cette diminution de la taille du dé
ollement s'a

ompagne d'une diminution de la dépressionau niveau du 
÷ur du tourbillon.De la même manière, le nombre de rainures N joue aussi : pour N élevé, la largeur lobstacle diminueet on retrouve une rédu
tion du tourbillon arrière. A l'opposé, pour un N faible, les obsta
les sonttrès larges. On 
ommen
e don
 à se rappro
her de la 
on�guration "obsta
le 
ir
onférentiel" et lare
ir
ulation grossit en 
onséquen
e. Les variations, obtenues ave
 [α=115�, h=3 mm, L=9 mm,w=7.8 mm℄, sont données dans la table [3.14℄.Nombre de rainures N distan
e dr de re
ollement25 8 mm50 4.5 mm75 3.0 mmTab. 3.14 � Extension de la re
ir
ulation méridienne, in�uen
e du nombre de rainuresSous-stru
tures horizontales La deuxième 
ara
téristique de la zone en aval de la rainure estsa stru
ture horizontale très 
omplexe. On observe en e�et deux mé
anismes distin
ts dans le plan(~x,~y). Ces sous-stru
tures sont en intera
tions fortes ; il en résulte une stru
ture horizontale globale
omplexe et surtout très sensible à la forme du rainurage.1) La première stru
ture est un dé
ollement apparaissant au niveau du 
oin Ds (Fig. 3.52).Cette re
ir
ulation, tournant dans le sens horaire, est une 
onséquen
e du jet débou
hant de larainure.La stru
ture est présente sur toute la hauteur h. Elle est néanmoins plus imposante en fond derainure qu'en tête. Très logiquement, la taille et l'intensité de 
e dé
ollement dépendent de l'anglede la rainure. Plus 
e dernier sera élevé, plus la re
ir
ulation asso
iée sera importante.2) La deuxième stru
ture est un autre dé
ollement situé 
ette fois au niveau du 
oin Gs. Cettestru
ture tourne dans le sens trigonométrique. Elle est don
 opposée à la pré
édente.
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Fig. 3.52 � Dé
ollement aval à droite de la rainure - Coupe à mi-hauteur de la rainure

Fig. 3.53 � Dé
ollements aval à gau
he et à droite des rainures - Coupe à 0.33hLa �gure (Fig. 3.53) donne le 
hamp ve
toriel de vitesse dans une 
oupe horizontale juste enaval d'un obsta
le. La 
on�guration étudiée est [α=45�, h=3 mm, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50℄. La
oupe est e�e
tuée à 33% de la hauteur de la rainure. Le tourbillon à gau
he (
oin Ds) est signalépar l'ellipse rouge, 
elui de droite par l'ellipse bleue. En raison de la faible largeur de l'obsta
le, 
esdeux tourbillons sont en intera
tion.Attardons-nous sur les mé
anismes qui engendrent 
es deux dé
ollements. Pour le dé
ollementau niveau de Ds, le problème est dû au mouvement transversal du �uide dans la dire
tion −~y. Cephénomène est assez surprenant 
ar :
• 
e mouvement est observé dans toutes les 
on�gurations, y 
ompris 
elles où l'é
oulement dansla rainure ne présente pas de vitesse transversale négative.
• le mouvement va à l'en
ontre du mouvement transversal généré par la paroi mobile. On peutremarquer que pour le 
as de l'obsta
le 
ir
onférentiel il n'existe pas de mouvement similaire.L'expli
ation vient du 
hamp de pression statique au niveau de la sortie de rainure.
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Fig. 3.54 � Champs de pression statique et de vitesse à mi-hauteur de la rainure, α = 115�Comme on peut le voir sur la �gure (Fig. 3.54), la sortie de la rainure est le lieu d'une surpressionlo
ale. Cette supresion, dans l'axe de la rainure, est opposée à plusieurs dépressions, lo
alisées dansle sillage de l'obsta
le :
• deux dépressions obtenues au niveau des angles.
• la dépression due à la re
ir
ulation dans le plan méridien.Cette augmentation de pression lo
alisée est à mettre en relation ave
 la déviation des lignes de
ourant dans le plan horizontal, déviation elle-même générée par le mélange entre le �ux sortantde la rainure et 
elui 
ir
ulant au-dessus des rainures. A 
ause de la paroi mobile, 
et é
oulementpossède une vitesse transversale forte, qu'il 
ommunique don
 au �uide en zone basse. On voitnettement 
ette déviation sur le 
hamp ve
toriel. Cette surpression est observable dans absolumenttoutes les géométries testées, et elle s'étend verti
alement sur quasiment toute la hauteur de veine.En 
onséquen
e, il existe deux déviations possibles pour le �uide sortant de la rainure :
• Coin Ds. Le �uide est soumis à un gradient de pression orienté globalement selon −~y. Leslignes de 
ourant obliquent don
 vers la droite. En pratique, peu de �uide suit 
ette traje
toireopposée au mouvement de la paroi mobile 
ar le gradient de pression n'est pas très important :seules les parti
ules les moins énergétiques pourront tourner su�samment pour longer la paroiarrière de l'obsta
le. Les parti
ules ave
 plus d'énergie seront légèrement déviées, mais au fur età mesure qu'elles progresseront selon l'axe ~x, les e�ets de 
isaillement transversaux prendrontle pas et 
onduiront au �nal à la déviation selon +~y.
• Coin Gs. Le gradient de pression statique va de pair ave
 les e�ets de 
isaillement. Le �uidea
quiert don
 une vitesse transversale Vy positive.L'angle de la rainure est très important pour 
et é
oulement. Pour des angles α importants(α ≫90�), le �uide sortant de la rainure possède déjà naturellement une vitesse transversale né-gative du fait même de l'in
linaison de la rainure. L'angle de 
ette déviation étant (180 − α), il
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ou
hée, moins la déviation sera importante. On pourra alorsattendre une zone de vitesse Vy négative importante, en taille et en amplitude. L'étude des 
hampsaérodynamiques 
on�rme bien 
e phénomène puisque le �ux de masse le plus important est relevépour α=140�.Ce mé
anisme est en outre soumis à un 
ouplage fort ave
 les autres stru
tures de l'é
oulement.1. On a vu que le tourbillon dans la rainure était responsable d'une zone de survitesse transversalenégative en fond de rainure. Ce phénomène vient don
 fa
iliter en
ore plus la déviation du�uide vers la droite, au moins dans la zone pro
he de la paroi 
arter.2. La re
ir
ulation méridienne en aval de l'obsta
le intervient elle aussi. Dans la zone inférieuredu 
anal, 
ette re
ir
ulation se traduit par l'apparition d'une vitesse axiale négative. Cette
ara
téristique se retrouve dans la traje
toire des parti
ules venant du jet de rainure. Celles-
isont vite déviées puis plaquées 
ontre la paroi arrière de l'obsta
le (Fig. 3.53 par exemple).La 
onjugaison de 
es di�érents mé
anismes implique 
on
rètement que le dé
ollement en Dsest fortement variable selon la hauteur de la rainure.Pour une rainure in
linée à 140�, la déviation du �uide vers la droite est fa
ilitée du faitde la 
onjugaison des mé
anismes pré
édents. Il en résulte une extension très importante de lare
ir
ulation en Ds. Celle-
i atteint alors l'autre 
�té de l'obsta
le, venant s'inter
aler, dans ladire
tion axiale, entre l'obsta
le et la re
ir
ulation issue de Gs. Ce phénomène n'est toutefois visibleque pour des rainures assez profondes, et dans la partie basse. La �gure (Fig. 3.55) montre le 
hampde vitesse en aval de l'obsta
le pour la 
on�guration [α=140�, h=3 mm, w=7.8 mm, L=9 mm,N=50℄.On voit sur la �gure qu'au niveau du 
oin Gs la re
ir
ulation venant de Ds impa
te dire
tementle jet sortant de la rainure. Cela se traduit notamment par une zone de vitesse transversale Vypositive pro
he de l'obsta
le sur toute la largeur. Les deux vignettes inférieures montrent en grosplan l'é
oulement au niveau du 
oin Gs. On peut y 
onstater que plus on des
end vers le fondde la rainure, plus la re
ir
ulation venant de Ds est marquée. On observe en parti
ulier à 16% dehauteur un é
oulement de retour dans la dire
tion axiale qui n'est pas visible à 50%. Cela s'expliquepar la stru
ture du 
hamp en aval de l'obsta
le. A 16%, on voit sur la gau
he que le 
hamp estanimé d'un mouvement axial négatif assez important, dû en grande partie au 
ouplage ave
 lare
ir
ulation méridienne. A l'opposé, à 50% le 
hamp de vitesse est quasiment parallèle à l'obsta
le.Le mouvement axial est alors globalement nul et le sou�age lié au �uide sortant de la rainureinterdit le développement d'une grosse zone de vitesse axiale négative.Ce phénomène de 
hevau
hement des re
ir
ulations aux grands angles n'est visible que pourdes rainures assez profondes. Pour les rainures peu profondes, le 
isaillement dans la dire
tiontransversale est tel que le mouvement selon −~y diminue assez 
onsidérablement. En 
onséquen
e,le dé
ollement en Ds est plus petit. Pour h62 mm, le dé
ollement en Ds reste de taille moyenne etn'atteint don
 pas l'autre 
�té.Cette 
on�guration parti
ulière des di�érents dé
ollements horizontaux est très intéressante dupoint de vue des pertes de 
harge 
ar elle présente des zones de 
isaillement, et don
 de dissipation,très importantes. Cette dissipation est aussi intéressante pour la limitation de Vy.De manière plus générale, la 
onjugaison des mé
anismes pré
édants induit une variation assezforte de la taille du dé
ollement selon la position verti
ale. Ainsi, pour les 
as où α est inférieurà 140�, le dé
ollement n'apparaît qu'en bas des rainures. La zone au sommet ne présente pas (ou
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Fig. 3.55 � Champ de vitesse en aval de l'obsta
le pour α =140�très peu) de vitesse transversale négative. Pour la 
on�guration de référen
e [3.6℄ de 
ette étudepar exemple, le dé
ollement ne 
ommen
e qu'à 1 mm du sommet des rainures. Il grossit ensuitetransversalement et axialement au fur et à mesure que l'on se rappro
he du fond de la rainure.Comme on peut le pressentir, 
e tourbillon est sensible à quatre paramètres :
• On a déjà présenté en grande partie l'in�uen
e de l'angle de la rainure : plus 
elui-
i est élevé,plus la déviation du �uide dans la dire
tion −~y sera importante et don
 plus le dé
ollementen Ds sera gros. Pour les angles α=45�et 70�, le mé
anisme global de génération du dé
ol-lement n'est pas assez puissant pour 
ontrer le mouvement transversal moyen. Il en résulteune re
ir
ulation de très faible taille (à peine 1 mm de largeur selon ~y pour α=70�) ne sedéveloppant que dans le fond de rainure, là où les e�ets visqueux réduisent su�samment lavitesse transversale de l'é
oulement.
• De la même manière, la hauteur h de la rainure 
onditionne fortement la présen
e et l'évolutionde 
e dé
ollement. Pour [α=115�, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50℄, une rainure de seulementh=1 mm de hauteur ne présentera au
un dé
ollement de 
e type. Cette re
ir
ulation n'apparaîtque pour h>2 mm, et elle devient de plus en plus visible ave
 l'augmentation de la hauteur.Ce phénomène est entièrement dû au problème du 
isaillement transversal et du mouvementglobal selon ~y, et il rejoint la remarque déjà faite sur l'absen
e de re
ir
ulation en sommetd'obsta
le.
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• La largeur w de la rainure joue aussi un r�le.

Fig. 3.56 � Evolution du 
hamp de vitesse Vy à mi-hauteur en aval de l'obsta
le en fon
tion duparamètre wOn 
onstate sur la �gure (Fig. 3.56) que la zone de vitesse Vy positive pro
he de la paroi estmoins marquée pour le 
as w=10.8 mm. Les autres paramètres sont �xés à [α=115�, h=3mm, L=9 mm, N=50℄. Ce
i est dû au rétré
issement de l'obsta
le (3.14) :1. la dépression asso
iée à la re
ir
ulation méridienne étant plus faible, la déviation du �uideselon −~y est moindre2. l'obsta
le étant moins large, les intera
tions entre les stru
tures pouvant se développerau niveau des 
oins Ds et Gs se renfor
ent.Les e�ets de 
ouplage ave
 d'autres stru
tures peuvent aussi intervenir, mais ils sont proba-blement d'ordre inférieur. Pour le tourbillon de rainure, on a vu par exemple que le niveaude vitesse en fond de rainure restait à peu près stable. L'alimentation par 
e tourbillon dela re
ir
ulation au 
oin Ds ne devrait don
 pas être a�e
tée outre mesure, au moins pour lapartie basse.
• Le dernier paramètre ayant une in�uen
e signi�
ative sur 
e dé
ollement est le nombre derainures N. On a vu que la largeur de l'obsta
le était déterminée à la fois par w et N selonla formule (3.14). En 
onséquen
e, l'augmentation du nombre de rainures a le même e�et quela diminution de w : l'obsta
le étant moins large, la re
ir
ulation en Ds tend à s'atténuer.Toutefois, la diminution du nombre de rainures et don
 l'élargissement des obsta
les (à w
onstant) génère un extremum pour la taille de 
e dé
ollement. Entre N=50 et N=25, ledé
ollement diminue ; le point de réatta
hement se rappro
he du 
oin Ds de l'obsta
le. Il estdi�
ile de dégager les 
auses exa
tes de 
e phénomène mais on peut supposer que 
ela vientd'un 
ouplage un peu moins important ave
 le dé
ollement du 
oin Gs. Les deux dé
ollementssont de fa
to plus éloignés quand N diminue.
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arterPour le dé
ollement au 
oin Gs de l'obsta
le, les mé
anismes en jeu sont un peu plus simples.Ce tourbillon béné�
ie à la fois de la remontée de �uide venant de la gau
he de l'obsta
le et dela déviation selon ~y (et plus généralement du mouvement dans 
ette dire
tion) du jet sortant dela rainure. Le 
ouplage de 
es deux �ux distin
ts permet de générer de la vorti
ité, la "rotation"s'e�e
tuant par ailleurs dans le sens trigonométrique.Dans beau
oup de 
on�gurations, 
ette re
ir
ulation grossit 
onsidérablement, jusqu'à o

u-per toute la largeur de l'obsta
le. Cette 
roissan
e est justi�ée par le 
ouplage ave
 les deux �uxpré
édemment 
ités, lesquels se développent sur des distan
es pro
hes de la largeur.

Fig. 3.57 � Déformation de la re
ir
ulation arrière droite - plan à mi-hauteur de rainureDans 
es 
onditions, il est bien souvent di�
ile de voir une stru
ture tourbillonnaire marquée,ave
, par exemple, des parti
ules qui suivent des traje
toires quasi-elliptiques. La �gure (Fig. 3.57)
orrespondant à la géométrie de référen
e de 
ette étude [3.6℄, montre 
ette di�
ulté de visuali-sation. On y retrouve bien la 
ourbure de l'é
oulement ave
 une stru
ture tournant dans le senstrigonométrique, soulignée par la �è
he bleue. Cette stru
ture s'étend sur toute la largeur de l'obs-ta
le. En revan
he, elle n'est pas "fermée" du 
�té de Ds au sens où il n'existe pas de zone devitesse axiale négative. A la pla
e, on 
onstate la présen
e d'un �ux axial dire
t, souligné par la�è
he orange, provenant du jet en sortie de rainure. On notera que plus on se rappro
he du sommetde la rainure, plus 
e jet est énergétique, et don
 moins la re
ir
ulation est "fermée".Le 
omportement de la re
ir
ulation en Gs est lui aussi plus simple. Comme elle dépend trèsfortement du mouvement généré par la paroi mobile, on retrouve 
ette stru
ture dans toutes lesgéométries de rainures testées. Elle ne semble dépendre que de l'angle α et de la hauteur h.
• Pour l'angle α, on retrouve les di�érents mé
anismes présentés auparavant. La variation du�ux selon −~y induite par α est importante. Dans le 
as où 
e �ux est faible (α<90�), le jetsortant de la rainure tourne très vite vers la gau
he. Le 
÷ur de la re
ir
ulation reste alorspro
he de la paroi et du 
oin Gs. Dans le 
as 
ontraire, l'é
oulement transversal pro
he paroiatteint fa
ilement le 
oin Gs où il ren
ontre le jet. Il provoque une légère sur-déviation de 
ejet vers la droite, puis l'ensemble des deux �ux oblique vers la gau
he. Dans 
es 
onditions, lare
ir
ulation est généralement de grande taille.
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• Pour la hauteur h, on retrouve une fois de plus l'in�uen
e du phénomène de 
isaillementtransversal. Plus la rainure sera profonde, plus 
e 
isaillement sera faible, autorisant le déve-loppement du dé
ollement. On peut en avoir une idée en 
onsidérant l'évolution verti
ale dudé
ollement. En sommet de rainure, il est inexistant ; seul le mouvement Vy>0 est présent.Lorsque l'on des
end vers le fond de la rainure, la vitesse transversale diminue, autorisant lamise en pla
e de l'é
oulement ave
 Vy<0. La re
ir
ulation 
ommen
e à se stru
turer. En fondde rainure, la zone de vitesse transversale négative est très importante (dans les 
as adaptés,i.e. pour un angle α supérieur à 90�) et la re
ir
ulation atteint son maximum de taille.A la di�éren
e de 
e qui a été observé pour la re
ir
ulation en Ds, ni la largeur w ni le nombrede rainures N ne semblent avoir d'autre e�et que de limiter la taille du sillage et don
, in �ne,l'étendue de la re
ir
ulation en Gs.Couplage des stru
tures horizontales et méridiennes Au �nal, les stru
tures horizontales etméridiennes en aval de l'obsta
le se 
ouplent pour donner naissan
e à un é
oulement relativement
omplexe. Un e�et important de 
e 
ouplage est le mouvement verti
al 
ommuniqué au �uideengagé dans les re
ir
ulations horizontales. On assiste par exemple à la remontée du �uide le longde l'obsta
le au niveau des re
ir
ulations issues des 
oins Ds et Gs. De la même manière, 
esre
ir
ulations viennent à leur tour a�e
ter la traje
toire des parti
ules engagées dans un mouvementglobalement méridien.Cependant, l'une des 
onséquen
es les plus marquantes de 
e 
ouplage est peut-être obtenuepour la 
on�guration [α=140�, h= 1 mm, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50℄. Lorsqu'on tra
e les iso-surfa
es de vitesse axiale nulle, on dé
ouvre une zone de vitesse négative en fa
e de la rainure (Fig.3.58) dans le voisinage de la paroi 
arter.

Fig. 3.58 � Débordement des tourbillons arrièresOn 
onstate 
i-dessus que la po
he de vitesse axiale négative est une extension de la zone dere
ir
ulation arrière. On remarquera que 
ette zone, en plus de s'étendre transversalement, rentredans la rainure.Cette zone parti
ulière résulte de la 
onjon
tion de trois phénomènes :
• l'absen
e d'un jet réellement énergétique sortant de la rainure, le seul à même de sou�er 
ettezone de vitesse négative. En e�et, pour une rainure faiblement profonde, on a vu que les e�etsvisqueux (
ou
he limite prin
ipalement) o

upaient une partie non négligeable de la se
tiondu 
anal. Le débit passe alors majoritairement par la zone supérieure de la veine.
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• la présen
e d'un é
oulement de retour fort lié à la re
ir
ulation méridienne. On rappelle quel'extension maximale la re
ir
ulation méridienne est obtenue pour α=140�.
• le mouvement du �uide lié à la re
ir
ulation venant de Gs. En raison de la faiblesse du jetsortant de la rainure, notamment en bas de la rainure (
f. premier point), le dé
ollementvenant de Gs n'est pas "sou�é" sur son 
�té gau
he (
ontrairement à 
e qui est présenté enFig. 3.57), et il génère don
 un mouvement selon −~x.Cette zone de vitesse axiale négative est très intéressante 
ar elle génère un sur
roît de blo
ageaérodynamique en sortie de rainure. On peut ainsi améliorer un peu l'obje
tif de rédu
tion du débit(i
i l'augmentation du di�érentiel de pression statique entre amont et aval).3.4.6.4 E�ets te
hnologiques sur la modélisation générale du jeuTous les résultats présentés jusque là ont été obtenus ave
 une modélisation générale du jeu visantà s'a�ran
hir des e�ets te
hnologiques pour étudier pré
isément le fon
tionnement du nouveautraitement de 
arter. La géométrie modélisée est don
 plane ave
 des angles vifs. On peut alorslégitimement se poser la question des e�ets te
hnologiques sur le traitement de 
arter, et notammentdans le 
as du ventilateur automobile, 
'est à dire un 
as 
ylindrique (R≈155 mm), présentant des
ongés au niveau de toutes les arêtes. C'est pourquoi on 
onsidère maintenant les deux géométriesprésentées en 3.4.2.Géométrie 
ylindrique Pour la première géométrie, à savoir la veine 
ylindrique, il n'y a au
unedi�éren
e notable ave
 
e qui vient d'être présenté. On retrouve toutes les stru
tures aérodyna-miques. Seules les 
ara
téristiques de 
es dernières varient un peu.Sur la 
on�guration testée, qui 
orrespond à la 
on�guration de référen
e [3.6℄, on trouve unere
ir
ulation d'entrée légèrement plus 
ourte :Géométrie distan
e de re
ollement [mm℄plane 8.2
ylindrique 7.2Tab. 3.15 � E�et de la géométrie 
ylindrique sur le dé
ollement d'entréeLe tourbillon 
olinéaire à la rainure ne semble pas a�e
té outre mesure par le passage en géo-métrie 
ylindrique. On 
ontinue d'assister à la migration du 
÷ur tourbillonnaire, ave
 le même
ouplage entre 
e tourbillon et le dé
ollement d'entrée. Seul le niveau d'héli
ité varie. En sortie derainure, on a ainsi : Géométrie α Héli
ité [m.s−2℄plane -12836
ylindrique -16100Tab. 3.16 � E�et de la géométrie 
ylindrique sur le tourbillon de rainureCette variation de l'héli
ité est due à un niveau de vorti
ité un peu plus élevé que dans le 
asplan. Cela se traduit plus 
on
rètement par un niveau de vitesse azimutale négative beau
oup plusfort en fond de rainure. Sur 
e point, le passage à une 
on�guration 
ylindrique s'avère béné�que.
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e tourbillon est plus intense, on peut imaginer qu'il tend à plaquer le �uide sur la paroidroite (De-Ds) de la rainure, 
e qui limite de fa
to l'extension de la re
ir
ulation d'entrée.Le dernier point remarquable dans 
ette 
on�guration est l'extension axiale de la re
ir
ulationméridienne.Géométrie α distan
e dr de re
ollement [mm℄ dr/h vitesse verti
ale/radiale[m/s℄plane 6 2.0 0.24
ylindrique 7 2.3 0.18Tab. 3.17 � E�et de la géométrie 
ylindrique sur le tourbillon méridienLa table [3.17℄ donne l'extension maximale de la re
ir
ulation ainsi que la vitesse radiale/verti
alemoyenne mesurée sur un plan à 3 mm en aval de la rainure. Les vitesses sont données en valeurabsolue, mais toutes deux 
orrespondent à un é
oulement plongeant vers le 
arter. Cette variationde vitesse est 
ohérente ave
 la 
roissan
e de la re
ir
ulation. Elle est un peu plus surprenante enregard des e�ets de 
entrifugation qui interviennent dans le 
as 
ylindrique. En toute logique, 
ese�ets devraient au 
ontraire renfor
er la vitesse vers le 
arter pour la géométrie 
ylindrique. Il n'ya pas de stru
ture parti
ulière justi�ant 
e phénomène.Géométrie ave
 
ongés La géométrie ave
 
ongés étudiée i
i est la 
on�guration la plus défavo-rable, puisque le rapport entre le rayon rc des 
ongés et la hauteur des rainures h est important. I
i,on a 
hoisi rc=0.3 mm et h=1 mm, 
e qui donne rc/h≈0.33. Pour la géométrie ave
 des 
ongés dera

ordement, la di�éren
e ave
 la modélisation générale est un peu plus marquée. Tout d'abord, il
onvient de souligner que l'on retrouve bien les stru
tures prin
ipales, qui sont pour la plupart desdé
ollements liés aux angles vifs :
• le dé
ollement au 
oin d'entrée droit de la rainure
• le tourbillon de rainure
• le dé
ollement aval dans le plan méridien
• les deux dé
ollements aval dans le plan horizontalToutefois, 
es stru
tures sont assez fortement modi�ées, 
omme on pouvait s'y attendre, par laprésen
e de 
ongés au niveau des arêtes. Ainsi, le dé
ollement en entrée de rainure rétré
it fortement.Dans le 
as α=140�, il a quasiment disparu 
omme on peut le voir sur la �gure (Fig. 3.59).Sur 
ette �gure, on a représenté les iso-surfa
es de vitesse axiale nulle. Les di�érents 
as sontvus sur le 
�té, l'observateur étant sur le 
oté gau
he de la rainure. L'é
oulement 
ir
ule don
 dedroite à gau
he. Les �nes iso-surfa
es au niveau de la paroi amont de l'obsta
le (sorte d'e�et moiré)relèvent d'un problème de représentation de la paroi solide.Pour le dé
ollement en entrée, les distan
es de re
ollement sont alors :angle α Congés - distan
e de re
ollement [mm℄ Sans 
ongés - distan
e de re
ollement [mm℄45� 1.9 670� 4.2 7.890� 6.5 8.1115� 1.6 8.2140� ≈ 0 7.1Tab. 3.18 � Evolution de la re
ir
ulation d'entrée - E�et des 
ongés
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Fig. 3.59 � Po
hes de vitesse axiale négative. Comparaison des 
as ave
 et sans 
ongésOn notera sur la �gure (Fig. 3.59) que si le dé
ollement en entrée a diminué, il est apparu enrevan
he une po
he de vitesse négative venant de l'aval de la rainure. Cette stru
ture est 
lairementvisible pour α=115�. Cet é
oulement de retour semble 
ausé par le blo
age au niveau de la sortiede la rainure. Le gradient de pression axial est su�sant pour provoquer un é
oulement de retourdans la 
ou
he limite sur l'obsta
le. Cette parti
ularité disparaît pour les angles inférieurs à 90�.Le tourbillon arrière est passablement modi�é. En premier lieu, l'extension de la zone de vitessenégative diminue et elle devient, de plus, assez insensible à l'angle α 
omme on peut le voir en(Fig. 3.59). Elle n'atteint i
i qu'environ 2.5 mm, à 
omparer aux 3 mm observés dans un 
as plansimilaire.La deuxième modi�
ation en arrière de l'obsta
le porte sur les dé
ollements apparaissant dansle plan horizontal. En raison des 
ongés de ra

ordement, 
es stru
tures sont beau
oup plus petiteset peuvent être positionnées di�éremment. Par exemple, pour la re
ir
ulation au niveau du 
oin Dsde l'obsta
le, on observe une migration du tourbillon dans le 
as α=45�par rapport au 
as présentésur les �gures (Fig. 3.52 et 3.53)On voit sur le 
hamp de vitesse présenté en (Fig. 3.60) que le dé
ollement se situe maintenantau niveau du 
ongé. Il n'est à peu près visible que pour 
ette 
on�guration 
ar on y dispose à lafois d'une vitesse forte dans le 
anal de rainure, et d'une déviation importante du �uide sortant du
�té droit de la rainure.On remarque en outre, sur la droite de la �gure (Fig. 3.60), la présen
e d'un é
oulement selon
−~y le long de la paroi de l'obsta
le. Comparativement au 
as sans 
ongé, 
et é
oulement de retourest beau
oup moins énergétique et étendu. Nous supposons que 
ette faiblesse est plus liée à lafaible hauteur de l'obsta
le qu'à la présen
e de 
ongés.On soulignera que toutes les géométries ave
 
ongés testées ont été 
onstruites en prenant unehauteur h de 1 mm. Ce 
as est une 
on�guration extrême du point de vue de la présen
e des 
ongéspuisque le rapport entre rayon de 
ongé et hauteur des rainures est important (0.33). Il s'agit del'une des pires situations possibles, et on peut don
 s'attendre à avoir de très grands e�ets liés aux
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Fig. 3.60 � Dé
ollement arrière en Ds ave
 et sans 
ongés - 
as α=45�
ongés. On retiendra i
i que la stru
ture du 
hamp aérodynamique est qualitativement la même quedans la modélisation générale du traitement de 
arter, malgré l'in�uen
e importante des 
ongés.L'étude pré
édente, réalisée sur le modèle général des rainures, est don
 valide, et la présen
e desstru
tures dé
rites ne dépend pas de l'utilisation des 
ongés.La présen
e des 
ongés a un e�et surprenant au sens où elle génère une nouvelle re
ir
ulation.Comme on peut l'aper
evoir sur les �gures (Fig. 3.59) il existe des po
hes de vitesse axiale négativeassez importantes en amont des obsta
les et des rainures. Un phénomène aussi important n'a jamaisété observé dans le 
as de la géométrie simpli�ée, ni même de la géométrie 
ylindrique.Ces é
oulements de retours sont situés prin
ipalement au niveau du 
oin Ge. Si on tra
e le 
hampde vitesse dans une 
oupe axiale à 
e niveau, on voit alors apparaître une stru
ture tourbillonnairepro
he de la paroi 
arter. La �gure (Fig. 3.61) montre des 
oupes selon le plan (~x,~z) au niveau du
oin Ge pour les 
as ave
 et sans 
ongés, les géométries 
orrespondant aux paramètres [α=45�,h=1 mm, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50℄. On a représenté le 
hamp ve
toriel de vitesse, superposéau 
hamp de pression statique dans 
e plan.

Fig. 3.61 � Re
ir
ulation amont - Cas ave
 
ongés
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Fig. 3.62 � E
oulement amont - Cas sans 
ongéCette déviation du �uide vers le bas est due au point d'arrêt que 
onstitue la paroi verti
ale.On peut alors légitimement se demander pour quelle raison 
ette re
ir
ulation apparaît uniquementdans un 
as ave
 
ongés. Si le 
ongé en bas de l'obsta
le n'était pas présent, le �uide dévié vers lebas de la veine longerait la paroi à la verti
ale et ren
ontrerait la paroi 
arter horizontale, générantainsi un nouveau point d'arrêt et don
 une 
ontre-pression s'opposant à la des
ente. Dans le 
asave
 un 
ongé en bas, le �uide est dévié plus dou
ement 
e qui permet de minimiser la surpressionet autorise don
 un é
oulement verti
al signi�
atif.Il existe aussi de manière évidente un 
ouplage ave
 la déviation du �uide en entrée de rainurepuisque la re
ir
ulation apparaît d'abord à 
e niveau. Elle ne s'étend sur la largeur de l'obsta
leque pour des angles α faibles.Considérons pour 
ela l'é
oulement au niveau de l'arête Ge. L'obsta
le joue le r�le d'une surfa
ed'arrêt. Il en résulte que la majeure partie du �uide oblique alors vers la rainure, mais on observeaussi qu'une autre partie du �uide 
ontourne 
e "bord d'attaque" qu'est l'arête Ge, pour s'en allerdevant l'obsta
le. Ce mé
anisme est déjà présent dans le 
as de la géométrie simpli�ée, mais il restede faible amplitude. Dans les 
as ave
 
ongés, le 
ontournement du "bord d'attaque" est fa
ilitépar la 
ourbure de la paroi qui limite les problèmes de déviation brusque. En revan
he, la 
ourbureentraîne l'apparition d'une vitesse axiale négative plus importante.

Fig. 3.63 � E
oulement amont - Champ de vitesse axiale à 40% de hauteur de rainure
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onstate ainsi que, pour le 
as α=45�au niveau du 
ongé Ge,la vitesse axiale Ux fait un pi
 à environ -3 m/s, la vitesse axiale moyenne en amont étant de6 m/s. Pour un 
as sans 
ongé, Ux ne des
end jamais en dessous -0.5 m/s au niveau de l'arête.Cette survitesse lo
ale s'observe pour d'autres in
linaisons. Nous pensons que 
e petit pi
 de vitessenégative joue le r�le de dé
len
heur dans la formation de la re
ir
ulation amont.3.4.6.5 Synthèse sur l'analyse des stru
tures tourbillonnairesOn a présenté dans 
ette partie plusieurs stru
tures tourbillonnaires présentes au niveau de larainure.
• La première d'entre elle est un dé
ollement en entrée de la rainure. Ce dé
ollement est 
ausépar la déviation importante du �uide entrant dans la rainure. Ce tourbillon est intéressantpour le traitement de 
arter 
ar il engendre une rédu
tion de se
tion, limitant ainsi le débitdans la rainure. On peut en attendre un gain sur l'obje
tif de rédu
tion du débit dans le jeu.
• La deuxième stru
ture est un tourbillon 
olinéaire à la rainure. Ce tourbillon est engendrépar le mouvement transversal du �uide 
ir
ulant au dessus des rainures, mouvement lui-mêmeentraîné par la paroi mobile. Par 
ertains aspe
ts, 
e tourbillon évoque à la fois le tourbillon dera
lage et le tourbillon de passage 
onnus dans les turbines. L'intérêt prin
ipal de 
e tourbillonest qu'il peut générer une vitesse transversale négative s'opposant au mouvement transversalglobal du �uide. On peut limiter la giration du �uide en sortie de jeu.
• La troisième stru
ture fait partie d'une ma
ro-stru
ture arrière. Il s'agit d'une re
ir
ulationméridienne apparaissant derrière les obsta
les séparant les rainures. Cette re
ir
ulation seforme de la même manière que la re
ir
ulation derrière une mar
he des
endante, bien qu'ellen'en partage pas les 
ara
téristiques exa
tes (elle est plus petite). Elle induit des pertes de
harge qui peuvent être utiles dans l'obje
tif de rédu
tion du débit. Dans 
ertaines 
onditions,
ette stru
ture peut s'étendre devant la rainure et limite le débit dans la rainure.
• La quatrième stru
ture fait aussi partie de la ma
ro-stru
ture arrière. C'est un dé
ollement surla gau
he de l'obsta
le, au 
oin avalDs. Ce dé
ollement intervient au débou
hé de l'é
oulementdans la rainure. Cette stru
ture est essentiellement utile pour les pertes qu'elle engendre.
• La 
inquième et dernière stru
ture est un dé
ollement à droite de l'obsta
le, au 
oin avalGs. Ilest lui aussi in
lus dans la ma
ro-stru
ture arrière. Il s'agit là aussi d'une stru
ture engendréepar l'é
oulement sortant de la rainure. Cette stru
ture, 
ouplée ave
 la pré
édente, permet de
réer des pertes, ainsi qu'une po
he de vitesse transversale négative.Ces di�érentes stru
tures tourbillonnaires évoluent en fon
tion des paramètres géométriques α,h, w et N. On a représenté dans la table [3.19℄ l'in�uen
e de 
es paramètres sur 
haque stru
ture. Un"+" symbolise une 
roissan
e du tourbillon quand le paramètre asso
ié augmente, un "-" traduisantune diminution du tourbillon. On notera par un 0 les 
as où le paramètre n'a pas d'in�uen
e. Commeon peut le voir, il n'existe pas de tendan
e simple puisque 
haque paramètre agit positivement sur
ertaines stru
tures, et négativement sur d'autres. On note en outre trois maxima, l'un pour ledé
ollement d'entrée en fon
tion de l'angle, un autre pour le tourbillon de rainure en fon
tion de lahauteur, et le dernier pour le dé
ollement de Ds en fon
tion de N.
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arterStru
ture angle α hauteur h largeur w nombre NDé
ollement entrée max. vers 115� 0 + 0Tourbillon de rainure + max. vers 2.5 mm - 0Re
ir
ulation méridienne + + - -Dé
ollement Ds + + - max. vers 50Dé
ollement Gs + + 0 0Tab. 3.19 � In�uen
e des paramètres α, h, w et N sur les stru
tures tourbillonnaires3.4.7 Analyse quantitative de l'in�uen
e des paramètres sur les obje
tifsAprès l'analyse de la stru
ture du 
hamp aérodynamique, l'étude du nouveau traitement de
arter a été 
onsa
rée à la 
ara
térisation de 
ette géométrie par rapport aux di�érents paramètresde dessin. Pour 
ette partie de l'étude, l'espa
e paramétrique a été par
ouru rapidement au moyende 
al
uls RANS 
lassiques obtenus ave
 le 
ode Turb'Flow.Les variations du 
hamp aérodynamique, et notamment des stru
tures lo
ales, ont été dé
ritesdans les se
tions 3.4.5 et 3.4.6. Cette se
tion sera don
 plus spé
i�quement dédiée à l'étude desgrandeurs qui 
ara
térisent le traitement de 
arter (é
art de pression statique, totale, de vitessetangentielle, ...).Nous allons maintenant détailler su

essivement les e�ets de 
ha
un des 
inq paramètres :
• la longueur L de la rainure
• la largeur w de la rainure
• le nombre N de rainures
• l'angle α de la rainure
• la hauteur h de la rainurePour 
ela, on évaluera les variations des obje
tifs ∆Ps, ∆Pt et ∆Vy par rapport à 
haque paramètre.Rappelons qu'ave
 
e traitement de 
arter, nous 
her
hons à minimiser le débit dans le jeu, 
e qui,
ompte tenu des 
onditions de simulation à débit imposé, revient à maximaliser (en valeur absolue)le di�érentiel de pression statique ∆Ps. On 
her
he aussi à limiter la giration en sortie de jeu, 
e quise traduit i
i par une diminution de l'é
art de vitesse transversale ∆Vy. On utilise en�n le di�érentielde pression totale ∆Pt qui réalise un 
ompromis entre les 
ritères de pression statique et de vitessetransversale. On 
her
he don
 à minimiser l'é
art de pression totale ∆Pt.3.4.7.1 Longueur de la rainure LDans la majeure partie du par
ours de l'espa
e des paramètres, nous avons gardé une lon-gueur L=9 mm. Toutefois, nous avons aussi testé quelques 
on�gurations ave
 le solveur 
lassiqueTurb'Flow en faisant varier L. Ces 
on�gurations ont été 
onstruites en utilisant les valeurs suivantesde paramètres : L 9, 12 mm

α 140�h 1 mmw 7.8 mmN 50
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arter 137On rappelle que les rainures ne 
ommen
ent que 9 mm après le début de la zone adhérente. Cettevaleur étant 
onstante, de même que la longueur totale du 
anal adhérent (27 mm), l'augmentationde la distan
e L a pour e�et de diminuer l'espa
e entre la fa
e aval des rainures (et don
 desobsta
les) et la fa
e de sortie de la zone adhérente.Les variations des obje
tifs ∆Ps, ∆Pt, ∆Vy sont présentées dans la table [3.20℄.Rainurage ∆Ps [Pa℄ ∆Pt [Pa℄ ∆Vy [m/s℄L=9 mm -32.3 35.7 4.15L=12 mm -35.6 32.2 4.20variation (12mm-9mm) -3.3 -3.5 +0.05Tab. 3.20 � E�ets de la longueur L sur les obje
tifs aérodynamiques pour le rainurageComme on peut le voir, la longueur n'a qu'un e�et marginal sur l'é
art de vitesse tangentielle
∆Vy. Compte tenu des in
ertitudes numériques, 
et é
art n'est pas signi�
atif. On observe en re-van
he des variations un peu plus fortes sur les obje
tifs de pression. Vis à vis de nos obje
tifs, ilsemblerait qu'une rainure longue soit à privilégier.Il est intéressant de 
omparer 
es variations à 
elles obtenues en 
hangeant la longueur L del'obsta
le 
ir
onférentiel [3.21℄.Obsta
le 
ir
onférentiel ∆Ps [Pa℄ ∆Pt [Pa℄ ∆Vy [m/s℄L=9 mm -34.0 46.0 4.25L=12 mm -36.4 45.7 4.35variation (12mm-9mm) -2.4 -0.3 +0.1Tab. 3.21 � E�ets de la longueur L sur les obje
tifs aérodynamiques pour l'obsta
le 
ir
onférentielPour 
ette 
on�guration sans rainure, on remarque déjà que les pertes de 
harge sont un peuplus importantes qu'ave
 des rainures, 
e qui se traduit entre autre par un niveau de ∆Ps inférieur.La variation du 
ritère ∆Ps est, elle, 
omparable ave
 
e qui est observé en présen
e de rainures(-2.4 Pa 
ontre -2.3 Pa). Cependant, on 
onstate que le niveau de pression totale stagne, 
e quiest justi�é par l'augmentation de la vitesse transversale. Cette dernière augmentation mérite d'être
lari�ée.On a tra
é sur la �gure (3.64) les variations, pour deux longueurs de l'obsta
le 
ir
onférentiel,de la vitesse transversale moyenne en fon
tion de la position axiale dans le jeu. Les lignes verti
alesnoires délimitent la longueur de l'obsta
le. Deux types de moyennes sont utilisés. Sur la 
ourbede gau
he, on utilise une moyenne surfa
ique ; elle n'est pas 
ohérente ave
 les résultats présentésjusqu'à présent (moyennes pondérées par le débit), mais elle met bien en relief 
ertains phénomènes.Les dis
ontinuités au début et à la �n de l'obsta
le sont dues à la présen
e des 
ou
hes limites surles parois verti
ales : l'intégration dans 
es 
ou
hes limites produit une vitesse moyenne for
émentplus basse. Sur la 
ourbe de droite, on utilise une pondération par la vitesse débitante lors de lamoyenne.La vitesse transversale suit une tendan
e globalement 
roissante. Une fois de plus, 
ette aug-mentation est 
ausée par le mouvement de la paroi mobile. Au niveau de l'obsta
le, la pente estrigoureusement la même pour les deux 
as : le �uide passant entre l'obsta
le et la paroi mobile
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Fig. 3.64 � Evolution longitudinale de la moyenne de Vy pour l'obsta
le 
ir
onférentiel(hauteur de veine δ=2 mm) est soumis au même 
isaillement. En 
onséquen
e, plus l'obsta
le seralong, plus la vitesse tangentielle en aval de l'obsta
le sera élevée.On remarque sur les deux 
ourbes que l'a

élération transversale en aval de l'obsta
le est plusforte pour L=12 mm. En 
onséquen
e, les niveaux de Vy en sortie se rejoignent. Cela montre quele 
isaillement est plus e�
a
e sur la zone aval pour des rainures longues, peut-être à 
ause de laplus grande quantité de mouvement selon ~y du jet sortant de la zone supérieure. En s'é
artant del'obsta
le, 
et e�et semble toutefois s'atténuer : à la limite, on devrait avoir le même niveau desortie si le 
anal adhérent était in�niment long, niveau 
orrespondant à un é
oulement de Couetteturbulent.On tra
e maintenant l'évolution de la vitesse transversale moyenne pour les rainures (Fig. 3.65).

Fig. 3.65 � Evolution longitudinale de la moyenne de Vy pour le rainurageOn retrouve les mêmes 
ara
téristiques que pré
édemment, à savoir une très forte similitudejusqu'au niveau de la rainure et une variation n'intervenant qu'au travers d'une a

élération trans-versale subie pendant plus longtemps pour L=12 mm.Toutefois, les niveaux en sortie ne se rejoignent pas 
ette fois. Il existe don
 un mé
anismepermettant de limiter plus e�
a
ement l'augmentation de giration.
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Fig. 3.66 � Evolution longitudinale de la moyenne de Pt pour le rainuragePour la pression totale (Fig. 3.66), le 
omportement des rainures semble globalement le mêmejusqu'à la �n des rainures, même si on remarque une légère di�éren
e à l'entrée des rainures, le 
asL=12 étant légèrement plus dissipatif. En 
e sens, on peut 
on�rmer que le paramètre L n'a pas outrès peu d'e�et sur les di�érentes stru
tures tourbillonnaires de l'é
oulement.En revan
he, on observe une di�éren
e nette en aval des rainures : il existe un 
hangement depente assez net, où la pression totale va soudain se mettre à augmenter plus vite. Ce point est situédans les deux 
as à environ 6 mm en aval de la rainure. Il semble être lié à la re
ir
ulation de sortie,bien qu'il ne 
orresponde ni au point de ré-atta
hement, ni au point de disparition de la vitessetransversale négative. Même si la di�éren
e est faible, la pente dans le 
as L=12 mm est légèrementplus forte, 
e qui est 
ohérent ave
 
e qu'on a observé dans le 
as de l'obsta
le 
ir
onférentiel.Toutefois, 
ette variation intervient 
ette fois beau
oup trop tard pour que les niveaux se rejoignentau niveau du plan de sortie (situé à x=27 mm).Synthèse sur la longueur L La longueur de la rainure n'a pas d'in�uen
e signi�
ative surl'é
art de vitesse transversale ∆Vy. En revan
he, l'augmentation de la longueur L permet d'améliorerlégèrement les é
arts de pression ∆Ps et ∆Pt. Les e�ets de l'allongement ne sont visibles qu'en avaldes rainures.3.4.7.2 Largeur de la rainure wAprès la longueur de la rainure, le deuxième paramètre que nous allons étudier est la largeur wde la rainure. La largeur de la rainure a un e�et monotone sur tous les obje
tifs du problème. On areprésenté sur la �gure (Fig. 3.67) les variations de 
es 
ritères autour de la 
on�guration :
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arterw 7.8 mmL 9 mm
α 115�h 3 mmN 50

Fig. 3.67 � E�ets du paramètre w sur les obje
tifsLa première remarque que l'on puisse faire est que le paramètre w a�e
te signi�
ativement tousles obje
tifs. Toutefois les variations s'opposent : une diminution de la pression totale ou de la vitessese traduira né
essairement par une diminution en valeur absolue de l'é
art de pression statique.L'amélioration de ∆Ps observée pour les faibles valeurs de w est logique : puisque les rainuresse referment, le traitement de 
arter se 
omporte de plus en plus 
omme un simple obsta
le 
ir-
onférentiel. Pour 
e dernier, le ∆Ps, obtenu à géométrie équivalente, est de -54 Pa. L'a

élérationde la des
ente pour les petits w est probablement liée aux e�ets visqueux qui deviennent, en partrelative, de plus en plus importants au sein de la rainure. A l'inverse, la faible amplitude de l'é
artde pression statique pour les grandes largeurs traduit simplement la disparition progressive des obs-ta
les, responsables de la majeure partie du blo
age. On se rappro
he alors du 
as du 
anal droit,lequel présente l'é
art de pression statique minimum : -7.5 Pa.Pour les é
arts de pression totale et de vitesse, la variation observée est aussi 
ohérente ave
 le
omportement aux limites pré
édemment observé : pour des rainures larges, la surfa
e horizontaledes obsta
les est assez faible. La zone de 
isaillement entre les sommets des obsta
les et la paroimobile est don
 faible, limitant ainsi l'a

élération en zone supérieure. D'autre part, on véri�e que
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arter 141la répartition de débit évolue en faveur de la rainure. Pour une rainure de 13.8 mm de large, 40 %du débit passent par la rainure, 
ontre 30% pour w=7.8 mm. Cette variation est au prorata de lavariation de se
tion, 
e qui signi�e que les e�ets non-linéaires liés au blo
age ne jouent quasimentpas. En 
onséquen
e, pour un angle α au-delà de 90�, la quantité de mouvement selon −~y en sortiede rainure est plus importante et elle permet une meilleure limitation de la giration globale.

Fig. 3.68 � Evolution longitudinale des moyennes de Ps et Vy - paramètre wComme on peut le 
onstater sur la �gure (Fig. 3.68) présentant les évolutions longitudinales depression statique et de vitesse transversale moyenne, la modi�
ation du paramètre w a essentielle-ment des e�ets au niveau de la rainure.Pour la pression statique, la 
hute observée en entrée de rainure (x=0.009m) est très fortementatténuée par une rainure plus large. C'est la 
onséquen
e de la rédu
tion de la se
tion transversaledes obsta
les : la surfa
e d'arrêt est plus faible, 
e qui se traduit par une moyenne plus faible.D'autre part, on 
onstate que l'évolution de Ps est beau
oup plus progressive pour w=13.8 mm,
e qui signi�e que les gradients de pression axiaux sont mieux répartis à l'intérieur de la rainure.Lorsqu'on observe le 
hamp de vitesse, on se rend 
ompte que la déviation du �uide est beau
oupplus progressive dans le 
as w=13.8 mm. Le �uide ne s'aligne pas immédiatement ave
 la rainure : le
anal étant plus large, la déviation en entrée peut se faire plus dou
ement que dans le 
as w=7.8 mm.De même, on repère une pression statique un peu plus forte juste en aval de la rainure, dans lazone 0.018<x<0.02. Ce petit 
hangement 
orrespond à la rédu
tion de la re
ir
ulation arrière, liéeau rétré
issement des obsta
les.Pour la vitesse transversale, l'e�et de la rainure ne devient per
eptible qu'environ 3 mm aprèsl'entrée. Les 
ourbes 
orrespondant aux 
as w=7.8 mm et w=13.8 mm, jusqu'alors 
onfondues,se séparent, le 
as w=13.8 mm des
endant beau
oup plus fortement que le 
as w=7.8 mm. Cette
ombinaison est due à la baisse du 
isaillement transversal ainsi qu'au maintien des 
ara
téristiquesdu tourbillon 
olinéaire à la rainure.Synthèse sur la largeur w La largeur w de la rainure a un e�et monotone sur les trois obje
tifsde l'étude. L'élargissement des rainures permet de faire diminuer les obje
tifs ∆Vy et ∆Pt, audétriment du di�érentiel de pression statique ∆Ps. Des rainures larges permettent de guider unepart importante du �uide passant dans le jeu, limitant ainsi la giration. Cependant, la se
tiondébitante du jeu augmente dans un tel 
as et le �uide 
ir
ule plus fa
ilement, réduisant le ∆Ps.
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Fig. 3.69 � Carte de pression statique et vitesse à mi-rainure - E�ets de la largeur3.4.7.3 Nombre de rainures NLe troisième paramètre à étudier est le nombre de rainures N. On présente sur la �gure (Fig.3.70) les variations des trois 
ritères aérodynamiques relativement à 
e paramètre.Les 
ourbes de la �gure (Fig. 3.70) ont été obtenues pour la 
on�guration suivante :
α 115�w 7.8 mmL 9 mmh 3 mmLes évolutions des di�érentes grandeurs sont monotones. Elles présentent de plus une 
ertainesimilitude ave
 les e�ets de la largeur w. Ce
i est parfaitement logique au regard de la paramétri-sation 
hoisie. En e�et, la largeur des obsta
les est déterminée à la fois par les paramètres w etN :

lobstacle =
2ΠR0N − wEn 
onséquen
e, on peut s'attendre à retrouver un 
ertain nombre des mé
anismes déjà observés.De manière évidente, la diminution du nombre de rainures va se traduire par une augmentationdes 
ritères de giration et de pression totale, ainsi que par un a

roissement du di�érentiel depression statique. Comme la veine est alors barrée en grande partie par un obsta
le, le jeu réduitqui en résulte permet une forte a

élération transversale et un blo
age important de la veine. Onvoit 
lairement i
i que l'on tend vers le 
as limite de l'obsta
le 
ir
onférentiel, 
orrespondant à N=0.A l'inverse, pour un grand N, la largeur des obsta
les diminue. On s'appro
he don
 d'une 
on�-guration beau
oup plus ouverte, responsable d'un faible di�érentiel de pression statique ∆Ps (à
ause, entre autre, de faible pertes de 
harge) mais aussi d'une "faible" augmentation de la girationet de la pression totale. On ne peut néanmoins pas 
omparer les 
on�gurations ave
 beau
oup derainures au 
anal droit. En premier lieu, il existe une limite théorique au nombre de rainures, limitepour laquelle lobstacle = 0. Cette limite dépend bien sûr de la valeur de w. En abordant 
ette limite,les obsta
les deviennent in�niment �ns, mais ils restent toutefois présents. La rainure existe toujourset toutes les 
ara
téristiques de déviation du �uide liées aux obsta
les demeurent. On peut ainsi
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Fig. 3.70 � E�ets du paramètre N sur les obje
tifsattendre des performan
es supérieures, notamment pour ∆Vy, par rapport au 
anal plan. C'est bienle 
as i
i : 
on�guration ∆Ps [Pa℄ ∆Pt [Pa℄ ∆Vy [m/s℄Canal droit -7.45 60.9 5.25Rainures N=75 -26.1 -8.7 1.67Tab. 3.22 � Comparaison des obje
tifs entre le 
anal droit et le 
as rainuré - in�uen
e de NSi on tra
e maintenant les évolutions longitudinales des é
arts de pression statique totale etde vitesse transversale (Fig. 3.71), on observe un 
ertain nombre de di�éren
es par rapport auparamètre de largeur w.Tout d'abord, il n'y a plus d'étalement du gradient de pression statique le long de la rainure. Laplus grande partie du ∆Ps se 
rée au niveau de l'entrée des rainures. On remarque que l'amplitudedu saut de Ps en entrée varie assez fortement entre N=25 et N=50. C'est la 
onséquen
e de l'aug-mentation de la se
tion perpendi
ulaire à l'é
oulement pour les obsta
les. La zone d'arrêt est alorsplus étendue, pour un niveau de pression à peu près équivalent. Il en résulte une valeur moyenneplus forte. On pré
isera que la se
tion transversale des obsta
les ne joue pas vraiment sur le niveaude pression observé au point d'arrêt. Cette pression dépend essentiellement de la vitesse, laquelleest 
onstante selon N.De même, on observe en sortie des rainures une pression statique inférieure. Elle dé
oule de laprésen
e d'une re
ir
ulation aval beau
oup plus importante. On a vu pré
édemment que la dimi-nution du nombre de rainures permettait le développement de la re
ir
ulation aval, en favorisant
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Fig. 3.71 � Evolution longitudinale des moyennes de Ps, Pt et Vy - paramètre Nessentiellement la 
omposante méridienne. Comme 
e tourbillon est responsable d'une 
hute de lapression statique, plus il sera étendu spatialement (en azimut notamment), plus la valeur moyennede Ps en aval des rainures sera basse et plus la zone de dépression se prolongera axialement.Pour la vitesse transversale Vy, les variations observées dé
oulent de la répartition du débit entrela rainure et la zone supérieure. On peut véri�er que la diminution du nombre de rainures n'a�e
tepas signi�
ativement le 
hamp de vitesse à l'intérieur de la rainure. En revan
he, le rapport dese
tion entre la surfa
e débitante de la rainure et 
elle de la zone supérieure évolue 
lairement enfaveur de 
ette dernière. La répartition de débit est don
 modi�ée : la fra
tion de débit passantpar la zone supérieure augmente. En 
onséquen
e, une plus grande partie du �uide est soumis au
isaillement transversal intense présent dans la zone supérieure et on obtient au �nal un niveau devitesse moyen plus élevé.L'in�uen
e de la rainure, bien visible pour N=50, est beau
oup plus faible pour N=25. Onse rappro
he du 
as de l'obsta
le 
ir
onférentiel, qui présente une variation de Vy monotone etquasiment linéaire.Pour la pression totale Pt, on note une évolution très similaire pour N=25 et N=50. L'é
artentre les 
ourbes est justi�é par la di�éren
e de Ps observée à l'amont du jeu. La seule di�éren
e de
omportement remarquable se situe en aval de la rainure : la pression totale diminue pour N=25 etstagne pour N=50. Comme en parallèle Vy ne présente pas de di�éren
e, on peut lier 
e phénomène
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ir
ulation arrière : pour N=25, le tourbillon arrière est plus groset don
 plus dissipatif en moyenne.Synthèse sur le nombre de rainures N Le paramètre nombre de rainures N a un e�et monotonesur les trois obje
tifs. L'augmentation de N permet d'améliorer le guidage du �uide et don
 lesobje
tifs ∆Vy et ∆Pt. Comme pour la largeur des rainures, l'augmentation du nombre de rainuresinduit par 
ontre une dégradation de l'obje
tif de pression statique ∆Ps. En e�et, des rainuresnombreuses augmentent sensiblement la se
tion dans le jeu, et favorisent don
 les forts débits.3.4.7.4 Angle de la rainure αOn a étudié jusqu'à présent trois paramètres (L,w et N) qui présentaient des in�uen
es mono-tones sur les obje
tifs. Le quatrième paramètre, l'angle de la rainure α, est un paramètre intéressantà plus d'un titre. On a déjà vu qu'il in�uençait la plupart des stru
tures de l'é
oulement, mais ilest aussi responsable de variations assez parti
ulières des obje
tifs. Les 
ourbes tra
ées sur la �gure(Fig. 3.72) ont été obtenues pour des 
on�gurations autour de :w 7.8 mmL 9 mmh 3 mmN 50

Fig. 3.72 � E�ets du paramètre α sur les obje
tifs
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arterLe point le plus frappant est la présen
e d'un optimum pour la pression totale et la vitesse :
et optimum est situé vers α=100�. A l'inverse, l'obje
tif de pression statique évolue de manièremonotone, même si on remarque une sorte de plateau pour α=45�. La variation de ∆Ps est 
ohérenteave
 
e qui a été observé jusqu'à présent :
• la diminution du débit dans la rainure, ave
 le 
as de l'obsta
le 
ir
onférentiel obtenu en limite.
• l'augmentation des pertes à 
ause du renfor
ement des stru
tures tourbillonnaires.La stagnation pour les α faibles est un peu plus surprenante. Mais si on suppose que le rainuragetend une fois de plus vers l'obsta
le 
ir
onférentiel pour α ≈0�, on doit alors retrouver des ∆Psimportants en diminuant en
ore plus α. On rappelle en e�et que, pour 
ette profondeur, l'é
artde pression statique obtenu ave
 l'obsta
le 
ir
onférentiel est ∆P obs.

s =-54.9 Pa. La variation de 
etobje
tif étant a priori 
ontinue, la tangente horizontale observée sur la 
ourbe est justi�ée.La présen
e de l'optimum pour la giration et la pression totale est à relier aux mé
anismesde limitation de la vitesse transversale par l'orientation de la rainure et de rédu
tion du débitdans 
elle-
i. On a vu sur les �gures (Fig. 3.34 à 3.36) que l'a

roissement de l'angle se traduisait
on
rètement par une diminution de la se
tion passante de la rainure et don
 au �nal du débit.A l'inverse, on a aussi vu que l'in
linaison de la rainure permettait de générer naturellement unezone de vitesse transversale négative selon la formule (3.13) :
V rainure

y = U rainure
x tan(90 − α) (3.15)Cette vitesse négative peut être en
ore ampli�ée dans la zone pro
he 
arter par quelques stru
tures
omme le tourbillon 
olinéaire à l'axe de la rainure.On se trouve don
 i
i en fa
e d'un 
ompromis :

• Soit on va vers α ≫90�pour générer de la vitesse transversale très négative. On limite 
e-pendant le débit dans la rainure, 
e qui, ave
 la relation (3.13) limite de la même manière la
ontre-vitesse a

essible.
• Soit on 
hoisit d'augmenter le débit dans la rainure, ave
 α ≪90�, mais on perd alors lapossibilité de générer une vitesse tangentielle négative.Au �nal, seules les 
on�gurations ave
 un angle α pro
he de 90�permettent d'avoir à la foisun débit 
onséquent dans la rainure et une bonne génération de vitesse négative. Le dé
alage del'optimum vers les α>90�n'est que la 
onséquen
e de la formule pré
édente : en négligeant les diverstourbillons, la génération de vitesse tangentielle négative ne peut se faire que pour α>90�.On retrouve sur les évolutions axiales (Fig. 3.73) la plupart des 
ara
téristiques observées pour
e paramètre. Ainsi, pour la pression statique, le saut le plus important est obtenu en entrée derainure pour α=140�. De même, on ren
ontre les e�ets de l'angle sur la re
ir
ulation arrière.Les angles forts sont responsables d'une stru
ture beau
oup plus marquée et dissipative, 
e quise traduit en terme de pression statique par un niveau en aval de la rainure nettement plus baspour α=140�. On remarquera aussi sur la 
ourbe de pression totale que, pour α=70�, la pente enaval (0.018<x<0.022) de l'obsta
le est positive, 
ontrairement aux deux autres 
on�gurations pourlesquelles 
ette pente est nulle (α=115�) ou négative α=140�.Les variations de vitesse sont elles aussi assez remarquables. Les di�éren
es apparaissent auniveau de la rainure. La 
ourbe α=70�se déta
he 
lairement des deux autres. La diminution de Vyest faible dans 
e 
as, 
e qui est 
ohérent ave
 l'in
linaison de la rainure, et la moyenne se remet
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Fig. 3.73 � Evolution longitudinale des moyennes de Ps, Pt et Vy - paramètre αdon
 très vite à monter sous l'in�uen
e de l'entraînement de la paroi mobile. On rappelle que, dansle 
as α=70�, on observe en
ore une légère vitesse transversale négative en fond de rainure, vitessegénérée par le vortex 
olinéaire au 
anal.Pour le 
as α=140�, la vitesse transversale évolue de la même manière que pour α=115�dans lespremiers millimètres de la rainure. Toutefois la 
hute est moins importante et la moyenne remonteassez rapidement. On remarque en outre que pour 
et angle élevé, la remontée du niveau de vitessese fait selon une pente très pro
he de 
elles en amont ou en aval de la rainure. Cela traduit bien quele prin
ipal mé
anisme en jeu i
i est l'entraînement par la paroi mobile du �uide en zone supérieure.L'é
oulement dans la rainure n'est pas su�sant pour induire une rédu
tion vraiment notable.Curieusement les niveaux de pertes en entrée de rainure, 
ara
térisés par la variation rapide de
Pt, sont assez similaires entre 140�et 115�. Pour 
es deux angles, les re
ir
ulations d'entrée sontnéanmoins nettement plus dissipatives que pour α=70�.Synthèse sur l'angle α L'angle de la rainure α est intéressant 
ar il induit un optimum pour le
ritère de giration ∆Vy et 
elui de pression totale ∆Pt. Cet optimum est lo
alisé vers α=100�pour
es deux 
ritères. Il s'explique par le 
ompromis fait entre d'une part un débit fort dans la rainure(
as où α → 0�) et d'autre part une vitesse transversale négative forte (
as où α → 180�). Enparallèle, l'angle α a une in�uen
e monotone sur ∆Ps. Pour 
et obje
tif, les meilleures 
on�gurations
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artersont 
elles ave
 un angle fort (α→ 180�).3.4.7.5 Hauteur de la rainure hLe dernier paramètre à traiter est la hauteur de la rainure h. Les 
ourbes présentées en (Fig.3.74) 
orrespondent à des 
on�gurations du type :
α 115�w 7.8 mmL 9 mmN 50REMARQUE : en raison d'un problème de 
al
ul, les 
as présentés i
i ont été obtenus enimposant une adhéren
e partielle sur la paroi supérieure du plénum avant. On a ainsi généré unerampe de vitesse transversale a�n de limiter les problèmes au niveau du ra

ord entre le plénum et laparoi mobile. Ce
i a pour 
onséquen
e d'augmenter un peu le niveau de vitesse transversale (jusqu'à9% de variation) en entrée et don
 d'a

roître l'angle d'in
iden
e amont. Il aurait été intéressantde faire en parallèle une étude paramétrique physique portant par exemple sur l'angle d'in
iden
eamont. Ce
i n'a malheureusement pas été possible dans le temps qui nous était imparti.

Fig. 3.74 � E�ets du paramètre h sur les obje
tifsLe paramètre h a un e�et monotone assez fort sur les é
arts de pression totale ∆Pt et de vitessetransversale ∆Vy. Plus la rainure est profonde, plus l'augmentation de vitesse est faible. Ce point est
ohérent ave
 les mé
anismes d'alimentation de la rainure observés pré
édemment : plus la rainure
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arter 149est profonde, plus une part importante du débit y passe. On génère ainsi pour α=115�un �uxde masse ave
 une 
omposante négative assez importante selon −~y, 
e qui permet par la suite de
ontrer plus e�
a
ement le mouvement dû au rotor. La variation de Pt retrans
rit essentiellementle phénomène de limitation de Vy.La variation de ∆Ps est un peu plus inattendue : le niveau varie assez brutalement entre h=1 mmet h=2 mm, mais il est presque 
onstant entre h=2 mm et h=3 mm. Ce
i suggère la présen
e d'unoptimum lo
al, situé quelque part entre 2 et 3 mm. Jusqu'à présent, nous n'avons rien remarqué auniveau du 
hamp qui puisse présager d'un tel 
omportement.

Fig. 3.75 � Evolution longitudinale des moyennes de Ps, Pt et Vy - paramètre hLes évolutions des grandeurs aérodynamiques données en (Fig. 3.75) n'apportent pas d'indi
eprobant sur 
et extremum. Les évolutions de Ps au niveau de la rainure sont à peu près les mêmespour h=2 mm et h=3 mm. La seule di�éren
e sensible est l'amplitude du saut de pression en entréede la rainure, 
e saut diminue quand h augmente. Cependant, 
ette di�éren
e s'atténue sur la zoneamont et on retrouve à peu près la même pression au plan d'entrée du jeu.On voit sur l'évolution de Vy que la diminution au niveau de la rainure s'ampli�e pour les grandeshauteurs. On retrouve i
i les e�ets de l'a

roissement du débit 
ir
ulant dans la rainure lorsque haugmente. On notera que les a

élérations en amont et en aval des rainures sont similaires puisqueles 
ourbes suivent alors la même pente.Pour la pression totale, le seul point remarquable est le 
omportement en sortie. Pour les rainuresprofondes, on assiste à une baisse de Pt dans la zone 0.02<x<0.027 m. Cette diminution est d'autant
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arterplus forte que le paramètre h est grand. Bien qu'on ne puisse à l'heure a
tuelle ni le 
on�rmer, nil'in�rmer, on peut supposer que 
ette variation est en lien ave
 la re
ir
ulation arrière, légèrementplus importante dans le 
as h=3 mm.Synthèse sur la hauteur h La hauteur h a une in�uen
e monotone sur le 
ritère de giration
∆Vy et sur 
elui de pression totale ∆Pt. On améliore 
es deux 
ritères en augmentant la hauteurh. Cette amélioration est à relier à l'augmentation de la fra
tion du débit de jeu passant dans larainure. Une part 
roissante du �uide est ainsi guidée. Pour le di�érentiel de pression statique ∆Ps,il semblerait qu'il y ait un optimum lo
alisé vers h=2.5 mm. Il n'y a pas d'expli
ation 
laire de 
ephénomène.3.4.7.6 E�ets du débitDans l'ensemble des 
as présentés jusqu'i
i, le débit a toujours été gardé 
onstant, 
e qui setraduit notamment par une baisse de vitesse lors de l'augmentation de la hauteur h. Nous avonstoutefois essayé quelques 
on�gurations dans lesquelles la vitesse est restée 
onstante. Cela entraîneune augmentation du débit lors de l'augmentation de h. Les résultats suivants ont été obtenuspour la 
on�guration [α=115�, h=2 mm, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50℄. Cette "paramétrisation"physique a été faite en ne 
hangeant ni l'angle d'in
iden
e amont, ni la vitesse de la paroi mobile.Vitesse Amont ∥∥∥~V ∥∥∥ [m/s℄ ∆Ps [Pa℄ ∆Pt [Pa℄ ∆Vy [m/s℄10.58 -33 10 2.9514.10 -46 -37.5 0.52Tab. 3.23 � E�ets du niveau de vitesse sur le fon
tionnement des rainuresOn peut 
onstater que les rainures sont nettement plus e�
a
es dans le 
as d'une vitesse forte.Le di�érentiel de pression statique est beau
oup plus fort, de même que les pertes de 
harge (∆Ptest i
i négatif), 
e qui est parfaitement normal 
ompte tenu de l'évolution de la vitesse. De même, lalimitation de la giration est très importante puisque le �uide n'a

élère presque plus (en moyenne)selon la dire
tion transversale : l'é
oulement de sortie de jeu a la même giration que l'é
oulementde sortie.On peut voir sur les évolutions longitudinales (Fig. 3.76), que la majeure partie de la variationsur la pression se fait au niveau de l'entrée de la rainure. La vitesse étant plus forte, il est logiqueque les dépressions et surpressions au niveau de l'entrée de la rainure soient plus fortes. La pressionau niveau des points d'arrêt est elle aussi plus élevée. Les pertes de 
harge dans la rainure sont unpeu plus fortes à grande vitesse. L'augmentation de Pt dans la rainure est beau
oup plus faible pourV=14.1 m/s que pour V=10.58 m/s. Le 
omportement en aval semble in
hangé.Pour la vitesse transversale, on 
onstate que la seule di�éren
e majeure entre les deux 
ourbesse situe au niveau de la rainure. Pour une vitesse élevée, la rainure permet une rédu
tion beau
oupplus importante de la moyenne de Vy. Ce phénomène est logique en regard des problématiques derépartition de débit. On a vu (Fig. 3.34) que la répartition de débit entre la rainure et la zonesupérieure n'était quasiment pas a�e
tée par le niveau de vitesse amont. En 
onséquen
e, la vitesseaxiale U rainure

x dans la rainure augmente dans les mêmes proportions que la vitesse amont. Par lebiais de la relation (3.15), la vitesse Vy se dé
ale en
ore plus vers les valeurs très négatives.
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Fig. 3.76 � Evolution longitudinale des moyennes de Ps, Pt et Vy - Vitesse amontPour le �uide dans la zone haute, l'a

élération est un peu moins forte pour V=14.1 m/s : on peuten e�et remarquer que dans la partie de la 
ourbe Vy = f(x) en amont des rainures, essentiellementsoumise au phénomène de 
isaillement, la pente est moins forte pour le 
as V=14.1 mm. Ce résultatest 
ohérent ave
 le 
omportement limite de l'é
oulement dans un 
anal 
isaillé in�niment long :le �uide va a

élérer progressivement jusqu'à atteindre une valeur Vy moyenne d'équilibre. Cettevaleur maximale 
orrespond à l'é
oulement de Couette turbulent établi. Dans notre 
as, 
omme leniveau de vitesse est plus élevé, l'é
art ave
 la valeur d'équilibre est plus faible et on peut don
attendre une a

élération dVy

dx plus faible. En 
onséquen
e, pour V=14.1 m/s, l'augmentation devitesse dans la zone supérieure n'est plus su�sante pour 
ompenser la diminution de Vy dans larainure et on observe don
 une forte diminution du niveau moyen global.Sur l'évolution de Pt, on voit 
lairement que les stru
tures dans les rainures sont plus dissipativespour V=14.1 m/s, et notamment au niveau de l'entrée. On véri�e par exemple sur le 
hamp de vitesseque le dé
ollement en entrée est un peu plus important pour les hautes vitesses. Les pertes en avalaugmentent ave
 V en raison du mélange assez "violent" entre le �uide de la zone supérieure et
elui venant de la rainure.
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arter3.4.7.7 Ré
apitulatif sur l'étude de l'in�uen
e de 
haque paramètreDans la se
tion 3.4.7, nous avons étudié quantitativement l'in�uen
e de 
ha
un des 
inq para-mètres géométriques (L, w, N, α et h) sur les obje
tifs de pression statique ∆Ps, de pression totale
∆Pt et de giration ∆Vy. On observe des 
omportements assez di�érents selon les paramètres, ave
un antagonisme quasi systématique entre d'une part le 
ritère ∆Ps, et d'autre part les 
ritères ∆Ptet ∆Vy.Les in�uen
es de 
ha
un des paramètres sur les obje
tifs sont résumées dans le tableau [3.24℄.Dans 
e tableau, un "+" traduit une amélioration de l'obje
tif quand le paramètre asso
ié augmente,Paramètre ∆Ps ∆Pt ∆Vylongueur L + (faible) + (faible) 0largeur w - + +nombre N - + +angle α + optimum α=100� optimum α=100�hauteur h optimum( ?) h=2.5 mm + +Tab. 3.24 � In�uen
es des paramètres sur les obje
tifsun "-" signi�ant pour sa part une dégradation de l'obje
tif 
onsidéré.Nous avons aussi essayé de quanti�er les e�ets d'une augmentation du débit sur le fon
tionnementde la rainure. Il semblerait que les rainures soient nettement plus e�
a
es à haut débit : les troisobje
tifs 
onsidérés sont alors améliorés. On observe en parti
ulier une nette augmentation despertes.Les résultats présentés dans la se
tion 3.4.7 sont des résultats mono-paramétriques. Nous n'avonspas 
onsidéré i
i de 
ouplages entre les paramètres, 
e qui aurait demandé un grand nombre de simu-lations supplémentaires, et don
 un temps important. A�n d'optimiser le traitement de 
arter, 
es
ouplages devront être pris en 
ompte, 
e qui né
essite d'utiliser une te
hnique adaptée permettantde limiter le temps de 
al
ul.3.5 Synthèse sur l'étude détaillée du traitement de 
arter3.5.1 Validation et analyse du nouveau traitement de 
arterNous nous sommes atta
hés à dé
rire dans 
ette partie un nouveau traitement de 
arter 
onstituéd'un rainurage héli
oïdal du 
arter et destiné en premier lieu aux ventilateurs de refroidissement au-tomobile. On a ainsi pu montrer que 
e traitement de 
arter était pertinent. Il permet en parti
ulierd'améliorer les 
ara
téristiques de l'é
oulement de jeu :

• Critère ∆Ps : on améliore 
e 
ritère par rapport au 
anal sans traitement de 
arter. Le rainu-rage est 
ependant légèrement moins e�
a
e qu'une simple obsta
le 
ir
onférentiel du pointde vue des pertes de 
harge.
• Critère ∆Vy : le rainurage permet une rédu
tion signi�
ative de la giration en sortie de jeu,en grande partie grâ
e à l'é
oulement dans les rainures. Il sur
lasse aussi bien le 
anal sanstraitement de 
arter que l'obsta
le 
ir
onférentiel.
• Critère ∆Pt : le rainurage améliore nettement 
et obje
tif par rapport aux deux autres 
on�gu-rations. ∆Pt traduisant les é
hanges énergétiques dans le jeu, on retrouve bien les améliorations
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arter 153sur les deux autres obje
tifs : une augmentation des pertes de 
harge, 
ouplée à une limitationde l'entraînement par la paroi mobile.L'analyse du 
hamp aérodynamique donne des réponses sur le fon
tionnement du rainurage. Lalimitation de la giration en sortie est ainsi due à la déviation du �uide par les rainures, déviation quipeut être ampli�ée par une série de stru
tures tourbillonnaires. Ces tourbillons sont assez fortement
ouplés en raison de l'exiguïté de la géométrie.L'analyse paramétrique de la géométrie a montré la sensibilité du 
hamp aérodynamique auxdi�érents paramètres. Il s'avère que plusieurs tourbillons présents au niveau des rainures sont assezsensibles aux mêmes paramètres, tel que l'angle de rainure α ou la largeur w. L'étude de l'in�uen
edes paramètres géométriques sur les trois 
ritères montre quelques spé
i�
ités 
omme un optimumde ∆Pt et ∆Vy en fon
tion de l'angle α. Compte tenu des 
ouplages entre les tourbillons, il estassez assez di�
ile de prévoir le 
omportement de 
es stru
tures, et in �ne des 
ritères, en 
as devariation simultanée de plusieurs paramètres.3.5.2 Suite de l'étudePour la suite de l'étude, 
'est à dire l'optimisation du traitement de 
arter en vue de l'utiliser surle ventilateur de référen
e Valéo, il est né
essaire de disposer de te
hniques autorisant une évaluationrapide des géométries, ainsi que d'une méthode d'optimisation adéquate.En e�et, pour l'instant, tous les résultats présentés ont été obtenus sur la base de simulations"
lassiques" de l'é
oulement utilisant le solveur Turb'Flow présenté partiellement au 
hapitre 2.Cette appro
he est générale et né
essaire a�n de 
ara
tériser globalement les performan
es dutraitement de 
arter sur l'espa
e paramétrique. Toutefois, en raison de la pré
ision requise pour ledépouillement, la 
onvergen
e de 
haque simulation est assez longue, atteignant souvent une dizainede jours. Dans 
es 
onditions, il n'est pas possible de par
ourir �nement l'espa
e des paramètresa�n de dégager une solution optimale.Pour 
ette raison, on présentera dans le 
hapitre 4 les di�érentes te
hniques d'optimisationexistant aujourd'hui, a�n de montrer les avantages et défauts de 
ha
une relativement au 
as traitéi
i. On rappelle que le traitement de 
arter est i
i 
ara
térisé par trois obje
tifs, et 
inq paramètres.Il nous faut don
 
hoisir une te
hnique qui soit adaptée à 
e 
as. On détaillera don
 dans 
e
hapitre la méthode de paramétrisation adoptée pour pouvoir, à partir d'une géométrie de référen
e,re
onstruire rapidement le 
hamp aérodynamique pour d'autres géométries. Cette te
hnique dere
onstru
tion, qui repose sur le 
al
ul des dérivées du 
hamp aérodynamique de référen
e parrapport aux paramètres, fait en outre l'objet de quelques développements destinés à améliorer lapré
ision de la re
onstru
tion. On présentera en�n dans 
e 
hapitre une te
hnique de visualisationinnovante adaptée à 
e genre d'optimisation multi-paramétriques et multi-obje
tifs.
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Chapitre 4Méthodes pour l'optimisation et laparamétrisation4.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous étudierons les te
hniques d'optimisation a�n de 
hoisir la méthode lamieux adaptée à l'optimisation du traitement de 
arter. On 
ommen
era par dé�nir en 4.2 le 
adremathématique des te
hniques d'optimisation, en se 
on
entrant plus parti
ulièrement sur les pro-blèmes multi-paramétriques et multi-obje
tifs.Dans les se
tions 4.3 à 4.6, nous dresserons un panorama des di�érentes te
hniques d'optimisa-tion possibles, en essayant de montrer les avantages et les in
onvénients de 
ha
une relativement au
as de l'optimisation du traitement de 
arter. On analysera un peu plus en détail les algorithmesgénétiques (4.6), 
ar il s'agit de la méthode la mieux adaptée à notre 
as, et don
 
elle que nousavons retenue pour l'optimisation.Dans la se
tion 4.7, on s'intéressera à une te
hnique de paramétrisation. Cette te
hnique estimplémentée dans le 
ode paramétrique Turb'Opty. L'appro
he paramétrique autorise une prédi
tionrapide de l'é
oulement pour n'importe quel jeu de paramètres donné. Cette te
hnique est dé
ritei
i 
ar elle permet de 
ontourner un des défauts majeurs asso
ié aux algorithmes génétiques. Cesderniers demandent d'évaluer un très grand nombre de 
on�gurations, 
e qui est souvent di�
ileave
 une appro
he RANS 
lassique en raison du temps de 
al
ul requis.Nous présenterons rapidement en 4.8 l'algorithme génétique retenu pour optimiser le traitementde 
arter. Il s'agit de l'algorithme baptisé NSGA-II.En�n, nous présenterons des te
hniques de post-traitement adaptées à des grandes populationsd'é
hantillons. Une des 
ara
téristiques des algorithmes génétiques est en e�et de fournir une popula-tion optimale, parfois 
omposée de plusieurs 
entaines d'individus. L'analyse d'une telle populationne peut se faire fa
ilement qu'en adoptant des te
hniques adaptées.4.2 Cadre général des méthodes d'optimisationCette se
tion est 
onsa
rée à la dé�nition du 
adre des te
hniques d'optimisation. On dé�niradon
 proprement les problèmes d'optimisation, ainsi que les notions de dominan
e qui sont fonda-mentales pour les problèmes d'optimisation multi-obje
tifs.155



156 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationLa notion même d'optimisation peut paraître de prime abord assez triviale 
ar il s'agit d'unedémar
he 
ourante, que 
ha
un est amené à e�e
tuer sur un grand nombre de problèmes. Elle estintimement liée au 
hoix, puisque 
e dernier se fait en se basant sur la meilleure satisfa
tion possiblede 
ritères établis par l'a
teur, à savoir une optimisation de la solution 
hoisie vis à vis de 
es 
ritères.Néanmoins, de manière plus ou moins in
ons
iente, nous e�e
tuons 
es optimisations en suivantun 
ertain nombre de règles et en appliquant naturellement des pro
édures bien pré
ises et dé�nies,selon la 
omplexité du problème envisagé.Dans le 
as le plus général possible, une optimisation vise à répondre à plusieurs 
ritères distin
ts,souvent 
ontradi
toires, en s'appuyant sur plusieurs paramètres dé
ouplés entre eux. On entendpar paramètres dé
ouplés des paramètres qui ne modi�ent pas de la même manière la situationà optimiser ; on évitera ainsi de prendre simultanément un paramètre et son opposé. Dans 
es
onditions, il existe souvent non pas un optimum, mais plut�t un ensemble de solutions optimales,
e 
as de �gure étant dé
rit plus pré
isément dans la suite. D'un point de vue stri
tement pratique,on ne peut utiliser souvent qu'une seule solution, 
e qui implique alors de faire un nouveau 
hoixparmi 
es optima. Cette phase est laissée à l'utilisateur qui prendra en 
ompte des informations deniveau supérieur, non dire
tement impliquées dans l'optimisation, a�n de déterminer le dessin leplus pertinent parmi les optima.A titre d'exemple, on donnera le 
as d'un bureau d'étude dessinant un ventilateur en 
onsidérantsimultanément le taux de pression et le débit au travers de la roue. Si on suppose que le tauxde pression n'augmente que lorsque le débit diminue, on voit don
 qu'il existe un ensemble de
on�gurations réalisant un 
ompromis entre la 
ompression et le débit. Pour faire son 
hoix, le
on
epteur devra prendre en 
ompte des 
ritères supplémentaires 
omme l'importan
e de la plagede fon
tionnement du système, la robustesse de la 
on�guration, le prix de 
onstru
tion, et
... Cesinformations n'entrent pas dire
tement en 
ompte dans la détermination du ventilateur et sontpropres à "la sensibilité" du 
on
epteur, ou plut�t au 
ontexte général de la 
on
eption.Nous allons présenter les di�érentes appro
hes qui prévalent dans les problèmes d'optimisation,ainsi que les prin
ipales dé�nitions mathématiques sur lesquelles reposent toutes les te
hniques.4.2.1 Notion d'optimisationOn dé�nit dans un premier temps les termes qui seront utilisés par la suite. On quali�era deparamètre ou variable de dessin, variable de dé
ision, variable de 
on
eption les données (s
alaire ouve
torielle) x modi�ées par le pro
essus d'optimisation pour aboutir à une ou plusieurs solutions op-timales. On appelle 
ritère, fon
tion obje
tif, fon
tion 
oût ou fon
tion d'adéquation les fon
tions quisont minimisées par l'optimisation. En�n, on désigne par 
ontraintes les relations supplémentairesque doivent véri�er les paramètres tout au long du pro
essus d'optimisation.Dans 
e qui suit, on 
onsidérera 
omme problème d'optimisation le 
as général suivant :
(Pgénéral) ∣∣∣∣∣∣∣∣ minimiser fi(x), i = 1, ..., Itel que gj(x) > 0, j = 1, ..., J

hk(x) = 0, k = 1, ...,Kave
 xL
p < xp < xR

p p = 1, ..., P

(4.1)Les problèmes d'optimisation sont don
 réduits à la minimisation de fon
tions 
ritères dé�-nies dans des espa
es munis de relations d'ordre, les paramètres étant soumis à un ensemble de
ontraintes dont la forme générale peut être exprimée 
omme une relation de supériorité et/oud'égalité. Les di�érentes te
hniques utilisables pour tenir 
ompte de tous les aspe
ts du problème
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e paramétrique l'espa
e auquel appartient le ve
teurparamètre x et espa
e obje
tif l'espa
e de dé�nition des 
ritères à minimiser. Ensuite, a�n de dispo-ser d'une appro
he uni�ée, on supposera, sans perte de généralité, que la ou les fon
tions obje
tifs
onsidérées doivent toujours être minimisées. Le 
as d'un 
ritère maximisable se traite de manièretriviale en multipliant la fon
tion asso
iée par -1.Dans le 
as où les fi, gj et hk seraient linéaires, le problème Pgénéral est dit multi-obje
tifs linéaire.Selon Deb [28℄, il existe dans 
e 
as un 
ertain nombre de propriétés mathématiques assurant la
onvergen
e des méthodes d'optimisation. En revan
he, dans les 
as non linéaires, la 
onvergen
edes méthodes ne peut être prouvée.

Fig. 4.1 � Espa
e paramétrique et espa
e obje
tifLa �gure (Fig. 4.1) illustre les di�érents espa
es sur lesquels on travaille, dans le 
as d'uneoptimisation bi-paramétrique bi-obje
tifs (I=P=2). En fon
tion des di�érents 
ritères et 
ontraintesimposées, soit dire
tement sur x, soit indire
tement via les gj et hk, les ensembles Epar et Eobj nesont pas for
ément fermés, ni même 
ontinus. Par abus de langage, on assimilera par la suite lesespa
es obje
tifs et paramétriques aux ensembles Epar et Eobj qui dé�nissent la zone "faisable" de
es espa
es, la seule zone intéressante en pratique pour l'utilisateur.4.2.2 Optimisation Multi-obje
tifs - Optimalité de ParetoIl s'agit du 
as envisagé dans notre étude, puisque l'optimisation du traitement de 
arter 
om-porte, rappelons-le, trois obje
tifs dis
tin
ts. Pour les te
hniques spé
i�ques à l'optimisation mono-obje
tif, le le
teur se reportera à l'annexe C. Dans le 
ontexte de l'optimisation multi-obje
tifs, leproblème Pgénéral revient à minimiser simultanément plusieurs obje
tifs en tenant 
ompte de 
er-taines 
ontraintes. Sauf 
as parti
uliers, qui seront détaillés plus loin, il n'existe pas de solutionunique à 
e problème. Pour illustrer 
e propos, 
onsidérons l'exemple suivant :
∣∣∣∣∣∣∣∣

minimiser f1(x) = 1/xet
f2(x) = xsoumis à x > 0.1On voit 
lairement que la minimisation de f1 né
essite la plus grande valeur possible de x, au
ontraire de l'amélioration de f2. Selon ses besoins, on pourra soit privilégier une solution minimisant
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f2, soit une autre minimisant f1. Du stri
t point de vue du pro
essus d'optimisation, il n'est don
pas possible de départager 
es di�érentes solutions. On perçoit ainsi au travers de 
et exemple trèssimple la prin
ipale di�
ulté émergeant des optimisations multi-obje
tifs, à savoir la multipli
itédes solutions optimales pour un problème donné. Cette limite provient du 
ara
tère 
ontradi
toiredes 
ritères. La notion de solution exa
te est rempla
ée par 
elle de 
ompromis entre les di�érents
ritères.Dans le 
as où les fon
tions obje
tifs ne sont pas 
ontradi
toires, la 
ardinalité de l'espa
e desobje
tifs 
hute à 1 et il redevient possible de trouver une solution unique au problème. Dans l'exemplepré
édent, en remplaçant f1 par f1(x) = x2, la solution optimale est déterminée de manière triviale :il s'agit de x=0.1.En 
onsidérant le 
as le plus général possible, on introduit maintenant la notion de dominan
ede Pareto pour dé
rire les problèmes multi-obje
tifs. On dé�nit ainsi :Dé�nition 4.1 : [Dominan
e de Pareto℄Soient deux individus xa et xb de l'espa
e paramétrique. xa domine xb (xa � xb) au sens dePareto si et seulement si :

∀i ∈ [1, I] fi(xa) 6 fi(xb)
∃j ∈ [1, I] tel que fj(xa) < fj(xb)La notion de dominan
e de Pareto introduit la 
omparaison de deux individus sur tous leurs
ritères. Elle établit ainsi une relation d'ordre dans l'espa
e paramétrique au moyen de relationsexprimées dans l'espa
e obje
tif, le seul muni de relations d'ordre 
lassiques (une par dimension de
e dernier espa
e). Par la suite, a�n de 
onsidérer les relations de dominan
e entre les individus,notamment du point de vue graphique, on se réfèrera en priorité à l'espa
e des obje
tifs, 
elui-
iservant de base à l'établissement de la dominan
e, mais on gardera à l'esprit que 
es relations sontdé�nies entre individus de l'espa
e paramétrique. La dé�nition pré
édente est souvent quali�ée defaible dans la mesure où des individus peuvent donner quelques 
ritères égaux tout en étant dominés.On dé�nit don
 une relation de dominan
e forte.Dé�nition 4.2 : [Dominan
e forte de Pareto℄Soit deux individus xa et xb de l'espa
e paramétrique. xa domine stri
tement xb (xa ≺ xb) ausens de Pareto si et seulement si :

∀i ∈ [1, I]fi(xa) < fi(xb)En pratique, la dé�nition la plus utilisée est la première, 
ar il s'agit aussi de la plus générale.Ces deux relations sont par nature asymétriques (a � b 6⇔ b � a) et transitives (si a � b, b � c,alors a � c). Si au
une de 
es deux dé�nitions n'est satisfaite par deux individus, 
e qui 
orrespondaux 
as suivants :
• Selon les 
onventions de la dé�nition de dominan
e, il existe au moins un obje
tif k pourlequel fk(xa) > fk(xb)

• Tous les 
ritères ont la même valeur pour xa et xbles individus ne se dominent pas et peuvent en 
onséquen
e être 
onsidérés 
omme équivalents ausens de Pareto.Sur la �gure (Fig. 4.2) on illustre de manière graphique la notion de dominan
e appliquée ave
un espa
e obje
tif à deux dimensions. Dans 
et espa
e, l'individu de référen
e est représenté parle point noir à l'interse
tion des quatre 
adrans. Il domine stri
tement les individus du 
adran en
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Fig. 4.2 � Illustration 2D de la notion de dominan
ehaut à droite, représentés par des re
tangles. Il est aussi stri
tement dominé par 
eux du 
adran enbas à gau
he, représentés par des triangles. En�n, il n'existe pas de relation de dominan
e ave
 lesindividus des deux 
adrans restants. Lorsqu'elle existe, la dominan
e de a sur b est faible ou stri
te,selon que b se situe ou non sur une frontière inter 
adran issue de a.A 
e niveau on voit apparaître la possibilité d'ordonner les individus, 
e qui introduit naturelle-ment la dé
omposition d'une population E en un ensemble de groupes, appelés aussi fronts, 
lasséspar ordre de dominan
e.Dé�nition 4.3 : [Front au sens de Pareto℄Soit un espa
e Epar muni d'une relation de dominan
e au sens de Pareto. On dé�nit un front
omme l'ensemble des individus x ∈ Epar tels qu'il n'existe pas de relation de dominan
e entreeux.On introduit ensuite la notion de rang entre les di�érents fronts 
onstituant la population.Dé�nition 4.4 : [Rang des fronts au sens de Pareto℄Soit un espa
e Epar muni d'une relation de dominan
e au sens de Pareto. Soit deux sous-ensembles disjoints A et B d'éléments de Epar tels que A et B 
onstituent des fronts au sensde Pareto. A est de plus haut rang que B si et seulement si
∀x ∈ A, ∀y ∈ B, x � yDe 
ette manière, on peut introduire la notion la plus importante relativement au problèmed'optimisation. On dé�nit ainsi le front de Pareto, ou front Pareto-optimal 
omme étant le front deplus haut niveau au sein de la population.Dé�nition 4.5 : [Front Pareto-optimal℄Soit un espa
e Epar muni d'une relation de dominan
e au sens de Pareto. Le front de Pareto Pest dé�ni par :

Π = {x ∈ Epar| 6 ∃x′ ∈ Epar| x′ � x}Ce front a la parti
ularité de ne posséder que des individus non dominés et dominant le restede la population. Il s'agit des optima de Pareto, ou bien en
ore des solutions Pareto-optimales.C'est bien évidemment 
e front qu'on 
her
he à atteindre lors d'une optimisation, puisqu'il s'agitde l'ensemble des individus réalisant les meilleurs 
ompromis possibles entre les di�érents 
ritères.
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Fig. 4.3 � Lo
alisation des fronts Pareto-optimaux dans di�érentes 
on�gurationsA titre d'exemple, la �gure suivante (Fig. 4.3) donne la forme et la position du front de Paretopour une optimisation bi-obje
tifs (I=2) dans plusieurs 
as, selon que l'on minimise ou maximaliseles 
ritères.On voit ainsi aisément que le front de Pareto est limité par un ensemble de solutions pourlesquelles la tangente à la frontière de Eobj est parallèle à l'une ou l'autre des dire
tions mono-obje
tif. En 
e sens, la 
ourbure de 
ette frontière joue un r�le très important dans la dé�nition dufront. On peut notamment obtenir des fronts de Pareto dis
ontinus 
omme illustré par le 
as où f1et f2 sont minimisées. Il n'existe 
ependant pas de règle générale basée sur la 
onvexité/
on
avitédes ensembles permettant de prédire la 
ontinuité du front de Pareto.On notera i
i que le front de Pareto peut aussi être dis
ontinu dans l'espa
e des obje
tifs sil'ensemble des solutions faisables y est représenté 
omme la réunion de plusieurs sous-ensemblesdisjoints. Il s'agit d'un 
as de �gure assez peu fréquent, généré notamment par des fon
tions obje
tifsdis
ontinues.De la même façon que le 
as 
lassique où I = 1, il est possible de dé�nir des fronts Pareto-optimaux lo
aux.Dé�nition 4.6 : [Front Pareto-optimal lo
al℄Soit un espa
e Epar muni d'une relation de dominan
e au sens de Pareto. Le front Pl est un frontde Pareto lo
al si et seulement s'il existe une valeur ǫ telle que :
Πl = {x ∈ Epar| 6 ∃ x′ ∈ Epar| ‖x′ − x‖ 6 ǫ et x′ � x}Graphiquement, 
es fronts se traduisent notamment par des replis de la frontière de Eobj en



4.3. Méthodes Inverses 161arrière du front Pareto-optimal global.Il est possible de généraliser la notion de dominan
e en s'a�ran
hissant du 
on
ept de Pareto.Cela passe par une redé�nition de la relation de dominan
e d'un point de vue géométrique (domi-nan
e de 
�ne), ou par l'utilisation d'équilibres issus de la théorie des jeux. Quelques unes de 
esdé�nitions sont présentées en annexe C. Elles ne seront pourtant pas retenues 
ar elles présententl'in
onvénient d'être assez 
omplexes à mettre en ÷uvre.Nous allons maintenant e�e
tuer un panorama des di�érentes te
hniques générales d'optimisa-tion qui peuvent être envisagées pour notre étude. On 
her
hera la te
hnique la mieux adaptée ànotre 
as.4.3 Méthodes InversesOn 
ommen
era 
e panorama des di�érentes te
hniques d'optimisation en se fo
alisant sur lesméthodes inverses. Dans la pratique industrielle, il est extrêmement 
ourant de devoir répondre àun problème dé�ni par un 
ahier des 
harges pré
is. Pour le dessin d'une turboma
hine par exemple,on peut souhaiter obtenir une distribution parti
ulière de pression sur l'aube ou un pro�l de vitessepré
is, voire une géométrie "moyenne", 
es obje
tifs ayant été déterminés en amont en se basantsur des méthodes analytiques de dessin et/ou l'expérien
e de 
on
epteurs.Une fois 
e problème posé, il reste à dé�nir la forme ou les 
onditions de fon
tionnement quivont e�e
tivement amener à l'obje
tif. C'est le 
÷ur même des méthodes d'optimisation inverses,ainsi quali�ées 
ar partant d'une spé
i�
ation imposée par l'utilisateur pour aboutir à la dé�nitionde la géométrie et des 
onditions, à l'inverse de la démar
he 
lassique qui 
onsiste à initialiser unegéométrie puis à la modi�er pour aboutir à la solution optimale.Bien évidemment, 
es méthodes inverses ne 
onduisent pas for
ément à une solution Pareto-optimale du point de vue de la physique globale, mais plut�t vers une solution qui sera optimale dupoint de vue des préféren
es de l'utilisateur, 
e qui peut don
 être 
onsidéré 
omme un biais dansla re
her
he.Il existe dans la littérature un grand nombre de méthodes dites inverses, 
ertaines présentantnéanmoins de fortes similitudes ave
 les méthodes d'optimisation pré
itées. On distinguera dans lasuite les méthodes réellement inverses des appro
hes de type inverse, les premières faisant intervenirun traitement mathématique spé
i�que du problème, les se
ondes n'étant qu'une reformulation d'unproblème traité par une méthode dire
te ou métaheuristique.4.3.1 Méthode inverseDans une appro
he véritablement inverse, le 
hamp aérodynamique est 
al
ulé en respe
tant les
ontraintes imposées par le 
ahier des 
harges, et on n'en déduit qu'ultérieurement la forme de lagéométrie ou les 
onditions de fon
tionnement. Dans le 
adre d'une 
on
eption géométrique, 
e quiest le 
as de la très grande majorité des problèmes traités, 
ette appro
he est fondamentalementrestreinte à une appro
he de type Eulérienne.De manière 
anonique, un problème inverse géométrique se pose 
omme suit :1. On dé�nit un é
oulement "moyen" grâ
e à une ligne de 
ourant moyenne par exemple.2. On dé�nit une ou plusieurs se
tions géométriques de référen
e délimitant l'é
oulement sur
ertaines zones de l'espa
e. Classiquement, on spé
i�e des se
tions amont et aval d'où part
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ourant moyenne. Le nombre et la position de 
es se
tions doivent être
ompatibles ave
 la physique de l'é
oulement envisagée.3. On dé�nit des 
onditions aérodynamiques en nombre su�sant pour pouvoir fermer mathéma-tiquement le problème.Supposons que l'on ait réussi à déterminer un 
hamp aérodynamique répondant aux données duproblème. On 
her
he alors la position des parois solides qui soient 
ompatibles ave
 
et é
oulement.Pour une appro
he Eulérienne, on sait que le 
hamp de vitesse est tangent à une paroi solide.En 
onséquen
e, en traçant les lignes de 
ourant issues du 
ontour de la se
tion de référen
e,on détermine la paroi 
ompatible ave
 l'é
oulement (Fig. 4.4). En revan
he, pour une appro
hevisqueuse la vitesse est nulle à la paroi : il n'existe don
 pas de ligne de 
ourant asso
iée ; ladétermination de la paroi est alors impossible.
Fig. 4.4 � Fon
tionnement 
on
eptuel des méthodes inversesOn remarquera que l'expli
ation qui vient d'être donnée 
onvient à un grand nombre de pro-blèmes. Dans le 
adre des �uides parfaits, il est possible de faire une 
orrespondan
e simple entreles di�érentes grandeurs aérodynamiques. Pour une turboma
hine, on peut par exemple relier di-re
tement la distribution méridienne de pression au 
hamp de vitesse.Le point 
ritique de 
es méthodes inverses est don
 de déterminer l'é
oulement en fon
tion desdonnées initiales. De nombreuses formulations ont été proposées. On retiendra 
elle de Matjinou
he[127℄ 
onstruite sur une extrapolation du 
hamp en série de Taylor, et Keller [100℄.On remarquera que 
es méthodes sont spé
ialement bien adaptées aux é
oulements superso-niques. En e�et, moyennant la donnée de la forme d'une onde de 
ho
 et des 
onditions amont, onpeut fa
ilement déterminer l'é
oulement en aval de 
e 
ho
. Cette te
hnique est utilisée par Jones[95, 94℄ pour déterminer la forme d'un 
orps supersonique en "dé
oupant la paroi" dans les lignesde 
ourant, en aval d'un 
ho
 oblique et issues du bord d'attaque.La prin
ipale limite d'utilisation des méthodes inverses est l'hypothèse d'un é
oulement nonvisqueux. Elles ne sont don
 pas bien adaptées aux é
oulements réels à basse vitesse. Tiow et al.[178℄ proposent une solution (partielle) à 
e problème en introduisant un modèle de 
ontraintevisqueux au sein du modèle Euler, mais ils introduisent aussi un pro
essus itératif de déterminationde la forme. Ce pro
essus allonge notablement le temps de 
onvergen
e, et il est assez di�
ile àrégler.4.3.2 Appro
he inverseParallèlement aux méthodes inverses, on trouve aussi des appro
hes que nous quali�erons d'in-verses puisqu'elles introduisent un traitement inverse du problème d'optimisation au sens où l'on
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her
he seulement à minimiser l'é
art entre la distribution d'une variable X et une distributionsouhaitée X̄.Dans 
e 
as de �gure, la fon
tion obje
tif peut être génériquement dé�nie 
omme :
finv =

∫
(X − X̄)dvDe 
ette manière, l'appro
he inverse n'est ni plus ni moins qu'un problème d'optimisation trai-table par une méthode dire
te ou métaheuristique. Jameson et al. [85, 89, 185℄ ont fait le 
hoixd'une résolution dire
te ave
 un 
al
ul du gradient par état adjoint, mais il existe d'autres exemplespour lesquels on emploie un algorithme génétique [165℄.Synthèse sur les méthodes inverses Une méthode réellement inverse n'est pas utilisable pourl'optimisation du traitement de 
arter 
ar elle suppose que l'é
oulement est non visqueux, 
e quiest faux dans le 
as du rainurage.L'avantage des appro
hes inverses est qu'elles autorisent un traitement visqueux 
lassique puisqueles optimiseurs itératifs ne requièrent au
une hypothèse sur 
et aspe
t. En outre, elles sont plus ro-bustes au sens où elles a

eptent des spé
i�
ations irréalistes. Si la distribution imposée n'est pasvalable physiquement, l'optimisation s'en appro
hera le plus possible en restant physique. Une mé-thode inverse peut dans une telle 
on�guration ne donner au
un résultat.Les appro
hes inverses ne sont 
ependant pas idéales pour l'optimisation du traitement de 
arter
ar elles introduisent impli
tement un biais : les obje
tifs vers lesquels doit tendre l'optimisationrésultent d'un 
hoix subje
tif de l'utilisateur. D'autre part, elles ne sont pas 
apables de trouverl'ensemble du front de Pareto, 
e qui limite la portée de l'optimisation. On ne retiendra don
 pas
es méthodes pour l'optimisation du rainurage.4.4 Méthodes d'optimisation dire
tesAprès les méthodes inverses, la deuxième grande 
lasse de te
hniques d'optimisation que nousétudierons est 
elles des méthodes d'optimisation dire
tes.On 
ommen
era par remarquer qu'un pro
essus d'optimisation repose avant tout sur un par
oursde l'espa
e des paramètres. Ce par
ours tient 
ompte plus ou moins dire
tement de l'évolution desobje
tifs relativement à 
es mêmes paramètres. Cette prise en 
ompte des 
ritères de 
al
ul peut sefaire selon plusieurs méthodes, 
e qui introduit don
 di�érentes démar
hes d'optimisation.De manière s
hématique, on trouve d'une part les méthodes reposant sur l'évaluation dire
te dela sensibilité des 
ritères par rapport aux obje
tifs. Ces méthodes, dites dire
tes, font essentielle-ment appel à des 
al
uls de gradient. D'autre part, 
ertaines appro
hes utilisent une vision dérivéedes mé
anismes évolutionnistes pour trouver les solutions optimales. Il s'agit prin
ipalement desalgorithmes dits génétiques. Dans 
ette dernière voie, les fon
tions obje
tifs retenues par l'utilisa-teur ne sont exploitées qu'au travers de l'évaluation et du 
lassement des individus. Les appro
hesévolutionnaires seront présentées en 4.54.4.1 Prin
ipe des méthodes dire
tesDe manière totalement intuitive, lorsqu'on est 
onfronté à une 
on�guration non-optimale répon-dant à un problème donné, on 
her
he à l'améliorer via une 
orre
tion. Cette 
orre
tion est d'autant
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ile à trouver que l'on 
onnaît un peu les variations des obje
tifs autour de la 
on�gurationétudiée. Il est 
ependant rare qu'une seule 
orre
tion su�se pour arriver à la solution optimale,et il est don
 né
essaire de progresser par une série de 
orre
tions/évaluations. Ce simple exempleillustre toute la philosophie des méthodes de des
ente : elles font évoluer itérativement des indivi-dus jusqu'à obtenir la solution optimale. Le point 
ru
ial est bien la 
orre
tion qui est appliquée à
haque itération.Supposons que l'on soit 
onfronté à un 
ertain problème (Poptim) tel que dé�ni en (C.2). Onne 
onsidère en parti
ulier qu'une seule fon
tion obje
tif s
alaire f . On peut alors dé�nir des iso-surfa
es, en fon
tion de l'obje
tif, dans l'espa
e des paramètres. L'optimisation équivaut alors àpar
ourir 
es iso-surfa
es à la re
her
he de 
elle de plus bas niveau. On parle aussi de te
hniques de"des
ente". Graphiquement, le pro
essus peut être représenté par le dépla
ement du point d'étudeau travers de 
es iso-surfa
es. La �gure suivante (Fig. 4.5) donne une illustration pour le 
as P=2.

Fig. 4.5 � Représentation de la dire
tion de des
ente - 
as bi-paramétriqueOn voit immédiatement que la dé
ouverte de la zone optimale se fera d'autant plus rapidementque 
haque pas est orienté dans le sens de la des
ente. Une traje
toire qui resterait à peu prèsparallèle aux iso-surfa
es n'a que peu de 
han
e de 
onverger. Par dé�nition, le gradient de lafon
tion obje
tif est orthogonal aux iso-surfa
es. Il est don
 naturel de l'utiliser pour déterminerla dire
tion de des
ente. On parlera alors de méthode de gradient d'ordre o > 1 selon que l'on
onsidère ou non les dérivées suivantes de la fon
tion obje
tif. Ces méthodes font partie de la 
lassegénérale des appro
hes déterministes.Les méthodes dire
tes sont des méthodes itératives. La bou
le d'itération repose en partie surle 
al
ul du gradient d'une fon
tion obje
tif et peut s'é
rire 
anoniquement sous la forme :
xi+1 = xi + l.~∇f i (4.2)où xi est le point de l'espa
e paramétrique retenu à l'itération i, l est un s
alaire, et ~∇f est legradient d'une fon
tion obje
tif (de préféren
e la fon
tion obje
tif à optimiser) évalué au point xi.L'optimum est trouvé par une méthode dire
te quand ~∇f i est nul.Pour plus de détails sur 
es méthodes, on se reportera au petit panorama des méthodes dire
tesprésenté dans l'annexe D.



4.4. Méthodes d'optimisation dire
tes 1654.4.2 Limites prin
ipales des méthodes de des
enteLes méthodes dire
tes sont 
ependant soumises à plusieurs limites notables :
• Elles sont par 
onstru
tion limitées à une optimisation mono-obje
tif. Si plusieurs 
ritères sont
onsidérés simultanément, il existe alors plusieurs gradients possibles et don
 plusieurs 
hoixpossibles pour la dire
tion de des
ente. La solution la plus simple est de prendre une dire
tionégale à la somme pondérée de 
es di�érents gradients :

~δ =
∑

I

ωi
~∇fiL'opérateur ~∇ étant linéaire, 
ette appro
he équivaut don
 à utiliser une unique fon
tionde pondération agrégée telle que dé�nie pré
édemment dans une des
ente selon la plus fortepente. On retrouve alors tous les problèmes liés à 
ette dernière méthode. Pour les des
entes ause
ond ordre, l'adaptation est sensiblement la même, la matri
e Hessienne étant évaluée pourla fon
tion agrégée. Il existe néanmoins quelques variantes dans la dé�nition d'une fon
tionobje
tif unique. On retiendra en parti
ulier la méthode de Gauss-Newton [1℄ pour laquelle :

fagrégée =

I∑

i=1

[fi(x)]2Cette dé�nition de fagrégée permet de faire quelques simpli�
ations dans le 
al
ul de la Hes-sienne, mais l'algorithme de des
ente reste similaire à 
elui d'une méthode de Newton 
lassique.
• Elles ne renvoient qu'une seule 
on�guration optimale. Comme 
ela a été pré
isé auparavant,on ne travaille que sur une seule fon
tion obje
tif, qui est elle-même utilisée pour évaluer, et sipossible améliorer, un seul individu. On peut imaginer un algorithme pro
édant à l'améliora-tion simultanée de plusieurs individus en utilisant les te
hniques déjà dé
rites. Cet algorithmen'est 
ependant qu'un ensemble d'optimisations menées parallèlement et indépendamment,puisque 
haque 
orre
tion se base sur des informations obtenues lo
alement sur la zone voi-sine du point à améliorer, sans tenir 
ompte des autres solutions traitées.
• Elles sont sensibles aux extrema lo
aux. Mathématiquement, la 
onvergen
e est assurée parla dé
roissan
e de l'amplitude de la 
orre
tion ~δ au fur et à mesure que l'on se rappro
hede l'extremum. En parti
ulier, si ~δ est proportionnelle au gradient de f , la 
onvergen
e estassurée au voisinage d'un extremum au sens mathématique du terme, puisque par dé�nition,on a alors la relation bien 
onnue :

∀p ∈ [1, ..., P ],
∂f

∂xp

∣∣∣∣
extremum

= 0Cependant, il n'existe pas de 
ritère mathématique simple permettant, à partir d'informationslo
ales, de déterminer si un extremum est lo
al ou global. En 
onséquen
e, la 
onvergen
erisque de se fo
aliser sur le premier point extrême trouvé. Le problème se réduit alors aupar
ours de la 
uvette d'in�uen
e de 
haque extremum.
• Par dé�nition, 
es méthodes ne sont appli
ables qu'à des 
as où f est 
ontinue et dérivable,voire deux fois dérivable. Elles doivent en parti
ulier faire appel à des approximations desdi�érentielles su

essives de f a�n de garder une formulation robuste, 
e qui induit bienévidemment une erreur dans l'évaluation des dire
tions de des
ente. Elles sont don
 réputées



166 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationpour ne pas 
onverger (ou 
onverger très médio
rement) dans les 
as où la fon
tion obje
tif estdis
ontinue. De manière plus générale, elles sont aussi 
onnues pour avoir des performan
estrès variables en fon
tion des 
as 
onsidérés.Synthèse sur les méthodes dire
tes A la vue de toutes 
es limitations, nous avons 
hoiside ne pas utiliser de méthodes dire
tes. Les optimisations envisagées dans 
ette étude sont multi-paramétriques et surtout multi-obje
tifs, 
e qui pose un problème évident de traitement ave
 lesméthodes dire
tes. D'autre part, la mauvaise gestion des extrema lo
aux par 
es méthodes est aussiproblématique. Dans le 
as envisagé, 
'est à dire le ventilateur de refroidissement automobile (
f.
hapitre 3), nous ne sommes pas en mesure de garantir l'absen
e d'extrema lo
aux. Les variationset les mé
anismes observés sont su�samment 
omplexes pour générer 
e type d'optima.4.5 Méthodes métaheuristiques - méthodes d'ordre 0La troisième et dernière grande 
lasse de méthodes d'optimisation est 
elle des méthodes mé-taheuritiques, aussi appelées méthodes d'ordre 0. Dans 
ette 
lasse, les algorithmes utilisés pour lepar
ours de l'espa
e paramétrique ne font pas appel à des informations de haut niveau, telles queles gradients, mais se basent sur une population qui évolue au 
ours du temps. En règle générale,
es méthodes sont inspirées de mé
anismes naturels, physiques, biologiques et so
iologiques. L'évo-lution va du simple 
hoix aléatoire à une simulation de population soumise à une pression séle
tive.Toutes 
es appro
hes ont en 
ommun d'utiliser des phénomènes statistiques et sont généralementappelées sto
hastiques. Comme pour les méthodes dire
tes, la progression vers les optima s'e�e
tueitérativement.L'un des plus gros in
onvénients des méthodes dire
tes est leur sensibilité aux problèmes pré-sentant des optima lo
aux, et plus généralement aux problèmes d'optimisation multimodaux. Par
onstru
tion, 
es méthodes sont limitées à l'exploration de l'espa
e au travers d'un seul individu etne sont don
 pas 
apables de repérer plusieurs minima simultanément, seule 
ondition permettantde quali�er le 
ara
tère lo
al ou global.De 
ette limitation évidente vient le besoin de générer des méthodes robustes, aptes à traiter desproblèmes multimodaux. Ainsi sont apparues les méthodes métaheuristiques. Elles sont dans leurtrès grande majorité basées sur un ensemble de solutions qui sont modi�ées progressivement pouraboutir au front de Pareto. De 
ette manière, on peut espérer pla
er des individus dans plusieurs"bassins" optimaux et ainsi dé
rire une bonne partie du front de Pareto.4.5.1 Méthodes évolutionnaires prin
ipalesOn se limitera i
i aux méthodes qui font intervenir une évolution de la population 
opiée sur lesmé
anismes biologiques régissant l'évolution des êtres vivants.4.5.1.1 Mar
he au hasardA 
e niveau, on 
itera 
e qui est sans doute la plus simple des méthodes métaheuristiques engénéral : la mar
he au hasard ("random walk"). Le prin
ipe de 
ette appro
he est de séle
tionneraléatoirement initialement un individu de la population et de le modi�er ave
 une perturbation
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tion aléatoires. Si le nouvel individu ainsi obtenu est meilleur que l'an
ien, ille rempla
e et subit à son tour une modi�
ation, sinon on re
ommen
e la perturbation à partir del'an
ien. On par
ourt ainsi l'espa
e paramétrique de manière totalement erratique. On notera quela méthode peut être appliquée à une population 
omplète, 
ependant tous les individus évoluerontindépendamment.Par 
ertains aspe
ts, 
ette méthode est une sorte de "
haînon manquant" entre les méthodes dere
her
he dire
te et les méthodes évolutionnaires ; elle fait intervenir une modi�
ation qui dépenduniquement de l'individu traité, 
omme les méthodes dire
tes, mais elle introduit aussi l'utilisationde population, la notion d'élitisme (
ette notion sera dé�nie plus loin) ainsi que d'un mé
anismetypiquement biologique, la mutation (i.e. une modi�
ation aléatoire). On 
omprend aisément que
ette méthode est intrinsèquement limitée en terme de 
onvergen
e 
ar la progression vers le frontde Pareto peut demander beau
oup d'itérations et on ne peut être sûr que tous les individus netombent pas sur un optimum global. Elle n'est don
 pas 
ouramment utilisée.4.5.1.2 Algorithmes génétiquesPour tenter d'éviter les travers de la mar
he au hasard, des algorithmes plus évolués baptisésalgorithmes évolutionnaires ("Evolutionnary algorithms") ont été introduits. Cette 
lasse 
ompte denombreux représentants, qui se basent sur des appro
hes di�érentes. L'une des sous-
lasses la plusreprésentative et utilisée est 
elle des algorithmes génétiques. Ces algorithmes se prêtent parti-
ulièrement bien à l'optimisation sur des 
as multi-paramétriques et multi-obje
tifs. Ils 
onvergentassez e�
a
ement vers le front de Pareto, et peuvent traiter des populations de très grande taille,
e qui assure au �nal une bonne des
ription du front. Ils sont en outre assez simples d'emploi etrobustes.Ce sont 
es algorithmes qui ont été sele
tionnés pour l'optimisation du traitement de 
arter. Ilsseront dé
rits plus en détail dans la se
tion 4.6.4.5.1.3 Stratégie d'évolutionParmi les algorithmes évolutionnaires, on peut également 
iter les stratégies d'évolution ("evo-lution strategy"), introduites par Re
henberg [153℄ et S
hwefel [164℄. Ces méthodes sont dé�niespar la donnée de deux entiers, µ et λ, qui 
ara
térisent respe
tivement la taille de la populationtraitée et le nombre de nouveaux individus 
réés à 
haque itération. Elles sont notées (µ+λ)-ES.Leur prin
ipe de base est simple : pour 
réer un nouvel individu, on 
ommen
e par séle
tionnerun "parent" x au hasard parmi les µ disponibles. On lui applique alors une modi�
ation selon laformule :
xmod = x + N(σ, 0)où N(σ, 0) est un ve
teur de perturbation déterminé aléatoirement à partir de la distribution Gaus-sienne de moyenne nulle et d'é
art type σ. Ainsi, tous les paramètres de l'individu de départ sonta�e
tés par la modi�
ation. Une fois les λ nouveaux individus 
réés, ils sont ajoutés aux µ pré
é-dents, l'ensemble (µ+λ) est trié pour ne garder que les µ meilleurs. En général, on pré
onise degarder un rapport µ/λ de l'ordre de 5. Il existe d'autres appro
hes (notées (µ,λ)-ES) qui ne font pasintervenir la re
ombinaison de populations, le 
hoix des meilleurs individus s'e�e
tuant uniquementparmi les λ 
réés. Cela suppose en parti
ulier que λ>µ.On remarquera à 
e niveau qu'une appro
he (1+1)-ES est quasiment identique à une mar
he auhasard, si 
e n'est la détermination de la perturbation appliquée.



168 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationLe paramètre utilisateur σ est déli
at à régler [92℄. Il est impli
itement lié au nombre de para-mètres et au niveau de 
onvergen
e. Trop petit, il n'autorise pas de grosse perturbation et peut don
ralentir la mar
he vers le front de Pareto. Trop grand, il génère un bruit freinant la 
onvergen
e. Ilexiste de nombreux arti
les proposant des implémentations variables de σ.4.5.1.4 Progammation évolutiveOn peut aussi évoquer les algorithmes de type "evolution programming" ([50℄ entre autres),qui sont très voisins des stratégies d'évolution (µ+µ)-ES. Leur prin
ipale 
ara
téristique est unemutation basée sur l'adaptation des individus. De plus, le pro
essus de séle
tion des individus en�n d'itération est basé sur un 
lassement selon une mesure lo
ale de l'adaptation : 
haque individuest 
omparé à η 6 2µ autres, tirés aléatoirement pour établir un "s
ore", le tri �nal étant e�e
tuésur 
e s
ore. L'un des problèmes de 
ette méthode est une fois de plus le 
hoix par l'utilisateur de
onstantes numériques qui doivent faire l'objet d'un réglage.4.5.1.5 Evolution di�érentielleUne autre méthode évolutionnaire possible est baptisée évolution di�érentielle. Proposée parPri
e et Storn [177, 149℄, elle fait intervenir une perturbation un peu plus déterministe que lesstratégies d'évolution, au sens où 
ette modi�
ation se base sur l'é
art existant entre des individusde la population [151, 187℄. On séle
tionne aléatoirement un individu de référen
e dans la population.En outre, on 
al
ule la perturbation :
δ = C(x1 − x2)où les xi sont des individus tirés au hasard dans la population et C est une 
onstante imposée parl'utilisateur entre 0 et 1. On 
rée un nouvel individu en appliquant 
ette modi�
ation à un troisièmeindividu tiré au hasard. Les paramètres de 
e nouvel individu et de la référen
e sont mélangés semi-aléatoirement pour donner un "enfant". Si la dernière entité est meilleure que l'individu de référen
e,elle est gardée, sinon elle disparaît. La stru
ture globale de 
es algorithmes reste très similaire auxméthodes évolutionnaires, mais il est aussi possible d'y introduire des 
roisements entre individus.4.5.1.6 Appro
he prédateur-proieUne dernière méthode intéressante est 
elle du prédateur et de la proie de Laumanns et al.[112℄. Elle est fondée sur une représentation spatiale de la population traitée, 
haque individuétant pla
é sur un n÷ud d'un maillage 
artésien. On séle
tionne quelques individus 
omme desprédateurs, les autres 
onstituant évidemment leurs proies. Chaque prédateur ne traite qu'unefon
tion obje
tif, 
e qui restreint (un peu) le 
hamp d'appli
ation de 
es algorithmes. Un prédateurattrape la plus mauvaise des quatre proies qui l'entourent. Ce qui a pour 
onséquen
e de rempla
er
ette proie par un individu généré en modi�ant un de ses voisins immédiats. Le prédateur se dépla
ealors aléatoirement sur un n÷ud voisin et le pro
essus re
ommen
e. In �ne, 
haque individu de lapopulation aura normalement 
�toyé les di�érents prédateurs au moins une fois, 
e qui assurel'optimisation de tous les obje
tifs. Sémantiquement, il s'agit d'une méthode darwinienne ave
 uneséle
tion des individus par un système de prédation. Néanmoins 
es méthodes sont assez nouvelleset doivent en
ore faire leurs preuves.
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e panorama des méthodes "génétiques" n'est pertinent qu'à titreintrodu
tif. Les frontières entre les di�érentes sous-
lasses se sont estompées au 
ours du temps
ar les améliorations apportées aux di�érents algorithmes s'inspirent souvent des mé
anismes des
lasses voisines. Il est même possible de 
oupler des te
hniques évolutionnaires ave
 des méthodesdire
tes pour a

élérer la 
onvergen
e [101℄.On notera que les méthodes évolutionnaires s'appliquent à un très large 
hamp de problèmes. Lesplus 
lassiques, traités dans 
ette étude, sont bien évidement les problèmes de dessins géométriqueset de détermination de 
onditions de fon
tionnement. Cependant, il est aussi possible d'adapter les
odes à des problèmes traitant des variables booléennes, voire à des optimisations de programmes.Cette dernière 
atégorie, 
onnue sous le nom de programmation génétique [148℄, vise à optimiserdes algorithmes pour obtenir la meilleure e�
a
ité informatique possible.4.5.2 Autres méthodes métaheuristiques4.5.2.1 Appro
he so
iale - 
olonies de fourmisIl existe d'autres méthodes métaheuristiques, qui s'appuient sur des 
omportements so
iauxentre agents. La plus 
élèbre est 
elle des 
olonies de fourmis ("ant 
olony"), développée ré
emmentdans le 
adre des problèmes de minimisation de trajet, elle a déjà fait l'objet de nombreuses variantes[39, 40℄. Elle établit une analogie ave
 le par
ours des fourmis qui 
her
hent une sour
e de nourritureen allant d'étape en étape, tout en essayant de minimiser le trajet emprunté par la plupart desagents. L'algorithme fait en parti
ulier intervenir un marquage des 
hemins ave
 une "phéromone",le 
hemin le plus marqué étant idéalement le plus 
ourt et le plus souvent 
hoisi par les fourmis.Ces algorithmes restent adaptables à des 
as multi-obje
tifs où la notion de distan
e géométriquen'intervient pas dire
tement, mais l'opération est assez déli
ate [48, 133℄. En règle générale, lesalgorithmes de 
e type travaillent sur un espa
e paramétrique dis
rétisé, 
e qui ex
lut de fait un
ertain nombre de solutions et limite un peu leur appli
ation. Ils sou�rent pour le moment d'unmanque de 
ompétitivité 
omparativement à d'autres méthodes 
omme les algorithmes génétiques.Ils ne sont 
ependant qu'au début de leur développement, on peut espérer qu'ils 
ombleront 
eretard dans les années à venir.4.5.2.2 Appro
he thermodynamique - re
uit simuléEn dernier lieu, on donnera en exemple les méthodes de re
uit simulé ("simulated annealing")[105, 18, 92℄ qui 
her
hent à imiter l'évolution d'un matériau sous l'e�et d'un re
uit : la stru
ture
ristalline du matériau va se modi�er un peu pour abaisser son niveau d'énergie interne. Ces algo-rithmes se basent don
 sur une modélisation thermodynamique de la population : l'adaptation f de
haque individu est assimilée à un niveau d'énergie interne. A l'image des stratégies d'évolution, on
rée de nouveaux individus en appliquant une perturbation semi-aléatoire. Le nouvel individu peutêtre meilleur ou pire que l'individu de départ. Dans le se
ond 
as, il peut quand même rempla
erl'individu d'origine selon une probabilité 
alquée sur la loi thermodynamique de Boltzmann :
P (forig, fmod, T ) = e

forig−fmod
Toù T est une température virtuelle qui dé
roît au 
ours du temps.Physiquement, 
ela revient à a

epter une (légère) augmentation de l'énergie interne tant que latempérature reste élevée, pour passer une barrière énergétique. Les augmentations sont en revan
he



170 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationlimitées à basse température. Du point de vue de l'optimisation, on autorise de légères dégradationsdes individus au début du pro
essus a�n de fa
iliter l'exploration de l'espa
e paramétrique. En �nde 
onvergen
e, il 
onvient de limiter autant que possible 
es pertes pour se 
on
entrer uniquementsur les optima. La dé
roissan
e peut être e�e
tuée de manière 
ontinue ou par paliers [128℄ ; dansla se
onde appro
he, on peut 
onsidérer qu'on e�e
tue une série de sous-optimisations assez impar-faites, mais de plus en plus restri
tives quant à la diversité de la population et don
 de plus en pluspré
ises.4.6 Algorithmes génétiquesCette partie vise à présenter de manière générale les algorithmes génétiques. On exposera demanière globale les prin
ipaux mé
anismes de fon
tionnement, ainsi que les limites asso
iées à uneoptimisation ave
 
es algorithmes. Pour plus de détails sur les algorithmes génétiques, et notammentsur les opérateurs génétiques, on se reportera à l'annexe E.4.6.1 Prin
ipe de fon
tionnement des algorithmes génétiquesLes algorithmes génétiques sont assurément l'un des 
on
epts d'optimisation, parmi les plusprometteurs et e�
a
es, a
tuellement développé. Cette te
hnique s'appuie sur les mé
anismes évo-lutionnaires introduits par Darwin en 1859 [25℄. Le postulat de base est assez simple : si unepopulation est soumise à une pression séle
tive, elle évoluera au 
ours du temps en privilégiant lesindividus les mieux adaptés relativement aux 
ritères de séle
tion - il s'agit de 
e qui est désigné(abusivement) 
omme "la survie du mieux adapté".Cette population est de plus soumise à deux mé
anismes prin
ipaux :
• Le mélange/é
hange de 
ara
tères lors de la phase de reprodu
tion. Cette phase implique enoutre la séle
tion de quelques individus aptes à se reproduire.
• La 
réation de nouveaux 
ara
tères lors de mutation de 
ertains individus.L'évolution se fait au travers d'opérations dé
oulant dire
tement de la génétique : la reprodu
tion,et don
 la 
ombinaison entre les matériels génétiques de deux individus (si possible) distin
ts, etaussi la mutation 
orrespondant à une altération aléatoire du matériel génétique.Ave
 une telle appro
he, la re
her
he de solution optimale n'a pas le 
ara
tère totalement aléa-toire d'une mar
he au hasard, puisque les phases de reprodu
tion restreignent sévèrement les zonesde re
her
he. A l'opposé, la mutation permet d'a

éder dire
tement et aléatoirement à des zones del'espa
e paramétrique, fa
ilitant ainsi son exploration. L'une des 
ara
téristiques des algorithmesgénétiques est de déterminer des régions d'intérêt et d'a�ner ensuite la re
her
he dans 
es zones,tout en 
ontinuant d'explorer l'espa
e paramétrique ; le point 
ritique est la balan
e faite entrel'exploration et l'exploitation.Pour les algorithmes génétiques, on parlera de population de taille N . On travaille sur une popu-lation de taille 
onstante au �l des générations, 
haque génération étant séparée d'une autre par desphases de modi�
ations "génétiques" dé
rites plus loin. Cette population 
omprend don
 des indivi-dus dont 
ertains peuvent être séle
tionnés pour servir à la reprodu
tion. On parle alors d'individusparents, les individus produits par la reprodu
tion étant naturellement les enfants. Chaque individuest généré par un ensemble de gènes qui sont les paramètres. Les gènes d'un individu peuvent êtreregroupés en un même blo
 appelé 
hromosome.



4.6. Algorithmes génétiques 171On appellera par la suite population reprodu
tri
e, groupe reprodu
teur ("mating pool") l'en-semble des individus séle
tionnés pour la reprodu
tion. Il faut souligner i
i que 
ette populationn'est pas un sous-ensemble de la population globale du point de vue mathématique 
ar il peut
ontenir plusieurs fois le même individu, selon la te
hnique de séle
tion employée.On dé�nit par ailleurs l'adaptation ("�tness") d'un individu 
omme l'adéquation de 
et individuaux 
ritères de 
hoix qui prévalent sur l'ensemble de la population. Cette donnée peut être dé�nieen pratique de nombreuses façons.
• Dans le 
as mono-obje
tif le plus simple, l'adaptation 
orrespond à la valeur de l'obje
tif.
• Pour des 
as multi-obje
tifs, il est possible d'utiliser des fon
tions agrégées déja présentéesqui introduisent de fait un biais. Il est aussi possible de dé�nir une adaptation basée sur le
lassement en fronts de la population. Généralement, les individus qui appartiennent au frontnon-dominé ont un rang égal à 1, le front suivant étant naturellement le numéro 2, et
...Cette dernière 
lassi�
ation est l'une des plus populaires à l'heure a
tuelle 
ar elle limite le 
hoixde valeurs arbitraires par l'utilisateur et elle 
orrespond mathématiquement à une appro
he Pareto-optimale. Dans la suite, sauf mention 
ontraire, l'adaptation de 
haque individu sera don
 supposéefondée sur 
ette te
hnique.4.6.2 Mé
anismes généraux des algorithmes génétiquesIl existe dans la littérature un grand nombre d'implémentations possibles d'algorithmes géné-tiques, 
ependant toutes partagent la même stru
ture fondamentale en trois phases majeures :1. Une phase de tri des individus selon leur adaptation aux 
ritères spé
i�és par l'utilisateur2. Une deuxième phase de 
hoix de quelques individus3. Une phase de reprodu
tion à partir des individus séle
tionnés dans l'étape pré
édente et desmutations appliquées à quelques autres. Cela permet d'avan
er vers le front de Pareto etd'explorer l'espa
e paramétrique.L'en
haînement des trois phases permet de passer d'une génération à une autre. La populationa alors évolué : on a 
réé de nouveaux individus, que l'on espère meilleurs, et on a éliminé les plusmauvais individus de la génération pré
édente.4.6.2.1 Séle
tion des individusLe premier mé
anisme fondamental des algorithmes génétiques est la séle
tion des meilleurs in-dividus de la population a�n d'assurer la 
réation de nouveaux individus de bonne qualité, et in �ne,une amélioration de la population. C'est en grande partie grâ
e à 
ette séle
tion que la populationva pouvoir évoluer rapidement vers un optimum. On 
onsidère en e�et que les mauvais individus(au sens de Pareto) présents dans la population sont de toute façon trop loin de la zone d'intérêt etne peuvent sensiblement freiner la 
onvergen
e de l'algorithme. A�n d'être pertinente, la 
réationd'une nouvelle génération doit se faire autant que possible à partir d'individus prometteurs. En
onsidérant que 
es derniers transmettront leurs "bonnes" 
ara
téristiques au 
ours de la reprodu
-tion, 
ette dernière opération devant apporter une amélioration au passage, on peut attendre que lanouvelle génération soit en générale meilleure que la pré
édente. Il existe plusieurs méthodes pourtraiter le passage d'une génération à une autre, mais dans toutes les implémentations existantes lespires individus �nissent par "mourir", 
'est à dire qu'ils sont retirés de la population traitée. Ons'assure de 
ette manière que seules les 
ara
téristiques favorables sont 
onservées au �nal.



172 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationA�n d'e�e
tuer la séle
tion, il est né
essaire de disposer :
• D'un opérateur de 
lassement de la population. La manière la plus simple de 
lasser la po-pulation est de trier selon l'adaptation des individus. Il est possible de rajouter des 
ritèressupplémentaires a�n d'améliorer le 
lassement (on verra un peu plus loin le problème de lapréservation de la diversité)
• D'un opérateur de séle
tion permettant, en fon
tion de l'adaptation des individus, de neséle
tionner que les meilleurs individus. Il existe aujourd'hui deux type prin
ipaux d'opérateursde séle
tion, par tournoi ou par tirage, qui sont présenté plus en détail en annexe E.1.Les algorithmes génétiques sont naturellement 
apables de trouver le front de Pareto, en ré-partissant la population optimale sur le front. Cependant, il peut être souhaitable d'a

élérer 
etterépartition en préservant la diversité des individus au sein de la population. On utlise pour 
elades 
ritères supplémentaires mesurant la densité lo
ale la population. Les zones les moins densessont bien entendu privilégiées a�n de disperser le plus possible les individus Pareto-optimaux. Les
ritères les plus employés, le "sharing" et la "
rowding distan
e" sont présenté en annexe E.6.4.6.2.2 Reprodu
tionLe deuxième mé
anisme fondamental est la reprodu
tion des individus. En e�et, si on se
ontente de 
réer une nouvelle génération par simple 
opie des "meilleurs" individus de la pré
édente,il est évident que l'algorithme va stagner. A�n d'éviter une 
onvergen
e prématurée, il est don
né
essaire de 
réer de la diversité via une phase de reprodu
tion, de "brassage" génétique. Cebesoin fait é
ho à la perte générée par la séle
tion qui est une opération intrinsèquement restri
tivequant à la diversité des individus de la population. Pour 
ette raison, les di�érents mé
anismesde séle
tion et de reprodu
tion sont 
omplémentaires et devront don
 être 
hoisis ensemble pouraboutir à la meilleure e�
a
ité possible.La phase de reprodu
tion est 
ara
térisée par un opérateur de 
roisement. Ce dernier vise àé
hanger le matériel "génétique", i.e. les paramètres des parents, pour générer les enfants. Présentéde manière simpliste, le 
roisement permet de ré
upérer les "bonnes" valeurs de paramètres et deles 
ombiner pour former des individus qui réalisent une adaptation supérieure à 
elle des parents.Pour illustrer 
ela, on 
onsidérera l'exemple trivial suivant : on 
her
he à minimiser f(x1, x2) =

x2
1 +x2

2. Supposons que l'on dispose de deux parents, (xI
1=1, xI

2=0) et (xII
1 =0, xII

2 =1). Idéalement,le 
roisement doit permettre de ré
upérer les valeurs xI
2=0 et xII

1 =0 et de les 
ombiner, l'enfantrésultant étant le meilleur individu possible.En pratique, les opérateurs de 
roisement sont un peu plus 
omplexes. Ils peuvent tenir 
omptedes 
ontraintes imposées, et peuvent aussi introduire une diversité supplémentaire en modi�ant lavaleur des paramètres transmis par les parents. Dans 
ertains 
as de �gure, notamment pour unepopulation pro
he du front de Pareto, le 
roisement peut être amené à réduire la diversité pour sefo
aliser sur les optima. Chaque opérateur possède des 
ara
téristiques propres, 
omme le nombrede parents et d'enfants, mais tous sont utilisés de la même manière. On 
ommen
e par séle
tionnerau hasard autant de parents que né
essaire pour e�e
tuer une reprodu
tion. On applique ensuite le
roisement ave
 une probabilité pc, généralement �xée par l'utilisateur. Si le 
roisement a bien lieu,on ré
upère les enfants pour les pla
er dans la nouvelle génération, sinon, on 
opie dire
tement lesparents dans la nouvelle génération. On répète l'opération jusqu'à obtenir les Ne enfants attendus.Les opérateurs de 
roisement sont présentés de manière détaillée en annexe E.2.1 et E.3.1. On



4.6. Algorithmes génétiques 173a distingué les opérateurs de 
roisement 
onçus pour un 
odage binaire des 
hromosomes de 
eux
onçus pour un 
odage réel.4.6.2.3 MutationLe troisième mé
anisme important utilisé par les algorithmes génétiques est la mutation. Ils'agit la plupart du temps de la modi�
ation aléatoire d'un ou plusieurs paramètres d'un individu,dans le but de 
réer un nouvel individu positionné di�éremment dans l'espa
e paramétrique. Lamutation peut se 
on
evoir 
omme un bruit au sens numérique du terme puisqu'il s'agit d'un
hangement aléatoire des 
ara
téristiques d'un individu. On ne 
ontr�le don
 ni l'amplitude, ni ladire
tion de la modi�
ation apportée. Idéalement, 
ette opération permet de faire un grand sautdans l'espa
e paramétrique a�n d'arriver dans des zones en
ore inexplorées. Il s'agit toutefois d'unoutil utile pour la seule exploration : il n'existe au
une garantie que le résultat d'une telle opérationsoit béné�que en terme d'optimisation, 
ar une solution peut être dégradée de 
ette manière. Cedéfaut apparent est 
ompensé par les phases de séle
tion et de reprodu
tion qui tendent à éliminerles pires individus au pro�t des meilleurs.La mutation permet de maintenir une 
ertaine diversité au sein de la population, laquelle peutêtre réduite par les phases de séle
tion et parfois de 
roisement. Elle 
ompense en parti
ulier le
ara
tère de re
her
he lo
ale induit par les opérateurs de 
roisement qui génèrent des enfants possé-dant des paramètres pro
hes ou identiques à 
eux des parents. Ce mé
anisme est parti
ulièrementintéressant pour des espa
es paramétriques dis
ontinus.Supposons que l'espa
e paramétrique soit divisé en deux zones disjointes et distantes et que lapopulation initiale soit intégralement lo
alisée dans une de 
es zones. Une re
her
he de pro
he enpro
he ne pourra pas sauter le fossé séparant les zones. Ave
 les mutations, on peut espérer quequelques individus au moins apparaîtront dans la deuxième zone et on pourra ainsi évaluer sonpotentiel.Dans les prin
ipaux algorithmes génétiques, la mutation vient après la phase de reprodu
tion.Elle est appliquée à tous les enfants ave
 une probabilité pm arbitrairement �xée et souvent faible.De manière évidente, les opérateurs de mutation et de 
roisement entrent en 
on�it. Le premierpermet d'assurer une exploration large de l'espa
e paramétrique, le deuxième, 
ouplé à la séle
tion,autorisant l'optimisation de la population à partir de quelques solutions prometteuses.On perçoit ainsi la di�
ulté qui peut apparaître ave
 le réglage des deux probabilités pc et pm :
• Si on 
hoisit de privilégier la mutation, ave
 une probabilité pm 6≪ pc, les nombreuses muta-tions vont modi�er assez profondément la topologie de la population générée, ave
 un risquenon négligeable de dégrader beau
oup d'individus à 
haque génération. De 
ette manière,pour 
réer la génération suivante, la séle
tion et les 
roisements s'e�e
tueront sur un nombrerestreint de solutions de bonne qualité, la 
onvergen
e étant à terme fortement 
ompromise.
• A l'inverse, si on 
hoisit de privilégier le 
roisement, la population va évoluer vers le voisinagedes meilleures solutions qu'elle 
ontient, ignorant ainsi les zones lointaines. Le front de Pareto,s'il est trouvé (on n'é
arte pas totalement le risque de tomber sur un optimum lo
al) peutêtre assez mal dé
rit, toutes les solutions optimales étant alors pro
hes.Les nombreuses études réalisées sur 
e sujet s'a

ordent toutes pour utiliser une probabilité de
roisement pc de l'ordre de 0.9 et une probabilité de mutation pm de l'ordre de 0.1.



174 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisation4.6.2.4 ElitismeLe quatrième point important est l'élitisme. Il ne s'agit pas à proprement parler d'un mé
anismefondamental des algorithmes génétiques 
ar il est possible de ne pas l'utiliser. Cependant, l'élitismepermet d'a

élérer assez sensiblement la 
onvergen
e de la population vers le front de Pareto.Le passage d'une génération à une autre peut se faire de deux manières di�érentes. Dans unepremière appro
he, quali�ée d'élitiste, les individus de deux générations su

essives sont 
omparésa�n d'éliminer tous les enfants qui présentent une mauvaise adaptation. De 
ette manière, des in-dividus peuvent survivre sur plusieurs générations. Le but d'une telle démar
he est d'empê
her lapopulation de passer par des phases de régression. A l'opposé, dans une appro
he non élitiste, l'ar-rivée d'une nouvelle génération se traduit par la disparition d'une partie voire même de l'intégralitéde la génération pré
édente, hormis des individus séle
tionnés pour la reprodu
tion qui peuventsurvivre. Par exemple, on peut imaginer un algorithme pour lequel on génère Ne 6 N enfants, quiviennent rempla
er les Ne plus mauvais individus de la génération pré
édente.Dans les deux appro
hes, seules les phases de tri et de séle
tion garantissent que les meilleures
ara
téristiques sont globalement transmises et don
 assurent en grande partie la 
onvergen
e versun optimum.Stru
ture globale d'un algorithme génétique La stru
ture globale d'un algorithme génétiqueest s
hématisée en (Fig. 4.6).

Fig. 4.6 � Stru
ture générale d'un algorithme génétiqueOn nuan
era 
ependant la des
ription pré
édente de l'en
haînement des di�érents opérateurspour passer d'une génération à une autre. En e�et, une des for
es des algorithmes génétiques estd'autoriser un renouvellement plus 
ontinu de la population, 
omme 
'est le 
as en biologie, ene�e
tuant progressivement le renouvellement de la population. On peut, en parti
ulier, ne pas 
réersimultanément les N enfants et rempla
er les N parents, mais plut�t 
réer n≪ N enfants, les intro-duire dans la population existante (en y supprimant n individus pour garder une taille 
onstante)et traiter le groupe ainsi obtenu 
omme une nouvelle génération. Les opérateurs de séle
tion, de
roisement et de mutation sont in
hangés. De 
ette manière, il est possible de paralléliser à l'extrêmeun algorithme génétique, y 
ompris en utilisant du matériel informatique très hétérogène, puisquedès qu'une ma
hine renverra les enfants qu'elle traitait, 
eux-
i seront utilisés dans la populationsans attendre le retour des autres 
al
ulateurs [66℄.



4.7. Méthodes numériques pour la paramétrisation 1754.6.3 Problème lié à l'utilisation des algorithmes génétiquesIndépendamment de tout réglage ou du 
hoix des opérateurs de séle
tion/
roisement/mutation,les algorithmes génétiques sont sujets à un problème majeur au niveau de l'évaluation des individus.En e�et, le prin
ipe de base des algorithmes génétiques est de faire évoluer une population de plusou moins grande dimension. Cette évolution passe par la 
réation de nombreux nouveaux individusqu'il faut ensuite évaluer a�n de pouvoir les 
lasser au sein de la population. En général, on 
rée à
haque génération autant d'individus que 
eux de la génération pré
édente, soit N individus.Or, a�n d'avoir des algorithmes performants, il est souhaitable d'avoir un nombre d'individus
N important (quelques 
entaines). Multiplié par le nombre de générations né
essaires pour arriverà 
onvergen
e (de quelques dizaines à quelques 
entaines de générations généralement), on obtientalors un nombre d'individus à évaluer très important. En mé
anique des �uides, l'évaluation de
haque individu (i.e. é
oulement) ave
 un 
al
ul RANS dire
t peut être longue. Dans le 
as dutraitement de 
arter, les 
al
uls RANS dire
ts 
onvergent en plusieurs dizaines d'heures. En 
onsé-quen
e, il est impossible d'optimiser une géométrie telle que le rainurage ave
 une appro
he dire
te,les temps de 
al
ul étant totalement irréalistes (plusieurs 
entaines de milliers d'heures de 
al
ul).La solution à 
e problème est d'utiliser un métamodèle, 
'est à dire un modèle appro
héanalytique ou semi-analytique permettant de prédire rapidement les performan
es d'un individu.Pour être pertinent, le métamodèle doit pouvoir être 
onstruit assez vite et sans demander tropd'é
hantillons évalués pré
isément. Il existe en pratique un grand nombre de métamodèles. Ontrouvera un panorama non exhaustif de 
es te
hniques en annexe E.9.Parmi les métamodèles possibles, nous utiliserons l'appro
he paramétrique implémentée dans le
ode Turb'Opty. Cette appro
he est dé
rite dans la se
tion suivante.4.7 Méthodes numériques pour la paramétrisationDans 
ette partie on se 
on
entrera sur les di�érents aspe
ts liés à la te
hnique de paramétrisationde l'é
oulement. On présentera dans un premier temps les motivations de l'appro
he paramétrée,ainsi que les prin
ipes généraux mis en ÷uvre dans le solveur dédié Turb'Opty. On détaillera dansun se
ond temps les méthodes de re
onstru
tion du 
hamp aérodynamique asso
iées à une appro
heparamétrique.4.7.1 Motivation de l'appro
he paramétréeLa justi�
ation de l'appro
he paramétrée dans l'optimisation du traitement de 
arter vient del'utilisation des algorithmes génétiques. On a vu dans la se
tion 4.6 que 
eux-
i demandaient untrès grand nombre d'évaluations a�n de 
onverger. En mé
anique des �uides, ses évaluations sontgénéralement très 
oûteuses en temps ave
 une appro
he dire
te (RANS,...) en mé
anique des �uides.Il est don
 né
essaire de re
ourir à un métamodèle. Celui-
i doit permettre de prédire rapidementles performan
es de n'importe quelle 
on�guration déterminée par un jeu de paramètres donné.L'appro
he paramétrique est un de 
es métamodèles.Dans le 
adre d'une appro
he paramétrique, on ne 
al
ule pas dire
tement le 
hamp aérodyna-mique pour les di�érentes 
on�gurations. On 
al
ule en revan
he les dérivées simples et 
roisées de
e 
hamp relativement aux paramètres en une 
on�guration de référen
e. De 
ette manière, il su�tensuite de re
onstruire le 
hamp, à partir de la 
on�guration de référen
e, pour 
haque 
ombinaison



176 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationde paramètres par une te
hnique adaptée. S
hématiquement, le 
al
ul numérique des dérivées peutse faire en dérivant analytiquement les équations de Navier-Stokes 
ontinues puis en dis
rétisantles équations dérivées [125℄, ou bien en dérivant les équations de Navier-Stokes dis
rétisées. Cettedernière appro
he est la solution retenue par la so
iété Fluorem SAS pour la 
onstru
tion de leursolveur paramétrique Turb'Opty [135, 134℄. Cette appro
he sera détaillée dans la suite.Ave
 une telle méthodologie, le 
oût informatique et temporel est fortement réduit. Les deuxprin
ipales étapes en terme de 
oût sont :1. L'obtention d'un 
hamp aérodynamique de référen
e par une simulation RANS 
lassique.2. Le 
al
ul des dérivées du 
hamp relativement à 
haque paramètre. Au pire, 
haque dérivéepeut être évaluée en un temps de l'ordre d'un 
al
ul RANS, mais les développements ré
entsdes te
hniques de résolution de systèmes linéaires ont permis de réduire 
e temps à seulement10% du temps né
essaire à un 
al
ul de 
hamp.La phase de re
onstru
tion du 
hamp n'est pour sa part pas trop 
ritique. En utilisant des re
ons-tru
tions de type série de Taylor ou de Padé, le 
hamp extrapolé peut être déterminé en quelquesse
ondes ou minutes, même pour des é
oulements très 
omplexes.De 
ette manière, on dispose d'un outil permettant de générer rapidement un grand nombre de
on�gurations, lesquelles vont ensuite pouvoir être utilisées par des algorithmes d'optimisation poure�e
tuer une optimisation obje
tive et automatisée [68, 103, 102℄.4.7.2 Théorie de la paramétrisationOn ne 
onsidère i
i que la paramétrisation d'un 
hamp stationnaire. Le 
al
ul des dérivéestemporelles est un peu plus déli
at ; on trouvera un exemple remarquable de traitement temporeldans [81, 82℄.La paramétrisation étudiée est basée sur l'é
riture di�érentielle des équations de Navier-Stokespour un état stationnaire de référen
e. A l'équilibre, 
elles-
i se résument à :
F(q(p),p) = 0 (4.3)où F est le ve
teur résultant de la somme des �ux 
onve
tifs et visqueux, q le ve
teur des variables
onservatives, p étant le ve
teur formé par les paramètres. Toutes 
es grandeurs sont expriméesdans leur état de référen
e. La relation (4.3) est valable aussi bien sous forme analytique exa
te quesous sa forme dis
rétisée relativement à un maillage. En di�éren
iant l'équation (4.3) par rapport à

p, on obtient :
∂F

∂q

∣∣∣∣
p

(q,p).
dq

dp
.∆p +

∂F

∂p

∣∣∣∣
q

(q,p).∆p = 0 (4.4)On notera dans la suite G la matri
e ja
obienne ∂F
∂q
, q(n) = dnq

dpn la dérivée n-ième des variables
onservatives par rapport aux paramètres et R = −∂F
∂p
.∆p la variation des �ux induite par ∆p.L'équation (4.4) s'é
rit alors sous forme 
ondensée :

G.q(1).∆p = R (4.5)
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essivement n-1 fois 
ette équation par rapport à p, on obtient :
G.q(2).∆p = R(1) − G(1).q(1).∆p

G.q(3).∆p = R(2) − G(2).q(1).∆p− 2G(1).q(2).∆p

...

G.q(n).∆p = R(n−1) −
n−1∑

i=1

Ci
n−1G

(i).q(n−i).∆p

(4.6)
Les équations pré
édentes sont aussi valables pour le 
al
ul des dérivées 
roisées, quoique lanotation retenue puisse être un peu abusive dans 
e dernier 
as. En e�et, pour deux paramètres p1et p2, on a par exemple :

R = −
[
∂F

∂p1
∆p1 +

∂F

∂p2
∆p2

]
= −




∂
∂p1

∂
∂p2


 (F).




∆p1

∆p2


 = −∂F

∂p
∆pOn remarque que pour déterminer les q(n), le système linéaire à résoudre ne 
hange que dansla dé�nition du se
ond membre. En parti
ulier, la matri
e à inverser, G, est la même dans toutesles équations. Dans le 
as (malheureusement assez rare) où une méthode de résolution dire
te dusystème linéaire est possible, il su�t don
 de pro
éder une seule fois à l'inversion matri
ielle et desto
ker la matri
e inverse pour pouvoir résoudre fa
ilement tous les systèmes linéaires. C'est un trèsgros avantage de la méthode puisque l'inversion de la matri
e est toujours la phase la plus longueet la plus di�
ile pour un système linéaire de grande taille.On notera que la matri
e des 
oe�
ients du système linéaire n'est autre que la matri
e ja
obiennedes �ux. La génération de 
ette matri
e peut alors se faire simplement et sans gros e�ort. En e�et,les solveurs RANS impli
ites 
lassiques font largement appel à 
ette dernière, laquelle est don
 bien
onnue et fait souvent l'objet de routines de 
al
ul dédiées.Comme on vient de le voir, la théorie de la paramétrisation est formellement assez simple :elle fait uniquement appel à une formule ré
ursive mettant en jeu la matri
e ja
obienne des �ux,ses dérivées su

essives par rapport aux paramètres, ainsi que les dérivées su

essives des �ux parrapport aux paramètres. Toutes les grandeurs utilisées i
i de manière dire
te, ou sous forme dérivée,sont des grandeurs intervenant usuellement dans une résolution numérique 
lassique des équationsde Navier-Stokes. On les retrouve en parti
ulier dans le 
ode Turb'Flow. D'autre part, on 
onstateraque quelle que soit la nature des paramètres 
hoisis, ils peuvent être traduits assez naturellementen 
onditions physiques gérées par le 
ode :

• Pour les modi�
ations de la géométrie, le traitement du paramètre s'e�e
tue au travers de lamodi�
ation des 
onditions aux limites sur les parois solides, ave
 notamment la modi�
ationdes dire
tions normales en 
ertains points et don
 des quantités 
ara
téristiques asso
iées à
ette paroi, 
es grandeurs étant expli
itement traitées lors du 
al
ul d'un é
oulement.
• Pour les modi�
ations purement aérodynamiques du 
hamp, 
'est-à-dire des modi�
ations degrandeurs aérodynamiques ne faisant pas intervenir de variation de la géométrie (
onditionsaux limites par exemple), il est toujours possible d'exprimer le paramètre "externe" imposépar l'utilisateur en terme de paramètres "internes" 
omme les grandeurs 
onservatives ou



178 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationprimitives. Par exemple, une variation du débit massique (paramètre externe) peut s'exprimer
omme une variation de la quantité de mouvement (paramètre interne) à un terme de surfa
eprès.Au �l de 
es 
onstatations, il paraît naturel de ne pas développer entièrement un 
ode paramétré,mais plut�t de le 
onstruire à partir d'un 
ode de 
al
ul 
lassique. C'est le 
hoix qui a été fait pourla génération du logi
iel Turb'Opty. Ce dernier a été obtenu en dérivant, au moyen d'un dérivateurautomatique, la fon
tion F(q,p) réé
rite en partant de 
elle exprimée dans le 
ode Turb'Flow.On dispose ainsi d'un 
ode de 
al
ul gérant à la fois les di�érentes grandeurs aérodynamiqueset géométriques, "l'héritage" du solveur RANS, ainsi que les versions dérivées de 
es grandeurspar rapport aux paramètres, le tout permettant d'exprimer la relation (4.6). On garde en outreune 
ertaine 
ohéren
e d'implémentation entre les deux parties, et on réduit fortement le risqued'introduire de nouvelles erreurs grâ
e au 
ara
tère automatique du dérivateur. On ne s'étendrapas sur le dérivateur qui est propre à la so
iété Fluorem, mais on soulignera que l'usage d'undérivateur automatique introduit 
ertaines 
ontraintes sur l'implémentation du 
ode à dériver. Siles opérations de base (addition, multipli
ation,...) ne posent bien évidemment au
un problème, ilexiste des opérateurs qui ne sont pas dérivables en tout point.En premier lieu, il 
onvient d'éviter autant que possible, pour des raisons évidentes, les opérateursmathématiques bien 
onnus tels que la valeur absolue, la tangente, et plus généralement toutes lesfon
tions qui ne sont pas C∞. Cependant, il existe aussi d'autres opérateurs, dire
tement liés à lapartie purement algorithmique, qui peuvent aussi poser problème. L'emploi d'une 
ondition "si" surune grandeur dérivable (if... then...) est emblématique. Mathématiquement, 
ette opération peutêtre interprétée 
omme une fon
tion de Heaviside H(
ritère), laquelle n'est bien évidemment pasdérivable. L'appli
ation de la dérivation automatique suppose don
 une évaluation préliminaire du
ode pour déte
ter les problèmes.Dans le 
as de parties non dérivables, deux alternatives sont possibles :1. On modi�e la stru
ture du 
ode, dans la mesure du possible, pour éliminer les opérationsilli
ites.2. En dernier re
ours, on rempla
e les instru
tions problématiques par des versions dérivables,généralement plus faibles 
ar appro
hées. Par exemple, une instru
tion 'if' peut être 
on
ep-tuellement rempla
ée par une fon
tion 0.5 [1 + tanh(ax)], a étant une 
onstante donnée.Le traitement des termes temporels n'est i
i pas pertinent dans la mesure où Turb'Opty s'appuiesur un état stationnaire. Il n'existe don
 pas de notion de progression en temps pour la paramétri-sation, mais seulement un état de 
onvergen
e lié à la résolution du système matri
iel. A l'heurea
tuelle, Turb'opty est basé sur l'implémentation de Turb'�ow pour un s
héma spatial 
entré duse
ond ordre. On retrouve de 
e fait dans la paramétrisation plusieurs paramètres numériques quel'utilisateur doit régler. Les dissipations arti�
ielles au deuxième et quatrième ordre du s
héma spa-tial (p. 46) en sont deux exemples. On remarquera néanmoins que 
es paramètres numériques n'ontpas exa
tement la même signi�
ation que dans l'appro
he RANS standard, et les réglages pour laparamétrisation peuvent être di�érents de 
eux de la simulation dire
te.La limite te
hnique majeure de la paramétrisation est la phase de résolution des systèmes li-néaires, lesquels reposent généralement sur des matri
es G assez 
reuses et mal 
onditionnées. Onse reportera à l'annexe F pour quelques exemples de méthodes de résolution adaptées à 
e genre deproblème.
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hamp aérodynamiqueUne fois que les dérivées q(n) des variables aérodynamiques par rapport aux paramètres ont étédéterminées, il reste en
ore à re
onstruire le 
hamp aérodynamique en tout point pour pouvoir fairel'exploitation. Cette re
onstru
tion est fondamentalement une extrapolation à partir de la solutionde référen
e. Deux te
hniques prin
ipales existent pour 
ette opération.4.7.3.1 Série de TaylorC'est la méthode d'extrapolation la plus 
ourante et la plus 
onnue. Pour un problème sans
ouplage entre les paramètres, on é
rit simplement en tout point du 
hamp :
qTaylor = q(p) + q(1).∆p +

q(1)

2
.(∆p)2 + ...+

q(n)

n!
.(∆p)n = q(p + ∆p) −O(∆p)n+1Le 
ouplage entre les paramètres se traite fa
ilement en ajoutant dans la formule pré
édente lesdérivées 
roisées. Cette méthode est souvent utilisée en raison de sa grande simpli
ité d'implémen-tation, ainsi que pour le 
ara
tère régulier de l'extrapolation générée. Elle est de fait bien adaptéeaux 
as présentant des variations régulières.4.7.3.2 Approximant de PadéL'extrapolation du 
hamp peut aussi être e�e
tuée au moyen de séries de Padé. Celles-
i sontdé�nies 
omme des fra
tions rationnelles :

qPadé =
Pν(∆p)

Qµ(∆p)où Pν et Qµ sont des polyn�mes de degrés respe
tifs ν et µ. Les 
oe�
ients de 
es polyn�mes sontdéterminés via le système :




qRef = Pν(0)
Qµ(0)

q(1) =
P

(1)
ν (0)Qµ(0)−Pν(0)Q

(1)
µ (0)

[Qµ(0)]2

...Evidemment, l'usage des séries de Padé est restreint par le nombre n de dérivées disponibles. Onsuppose 
onventionnellement que Qµ(0) = 1. Pour que le système pré
édent soit fermé, il faut alors
µ+ ν = n.On voit que 
es séries sont assez souples d'emploi. Elles 
onstituent une généralisation des sériesde Taylor (
as µ = 0). Leur utilisation est re
ommandée quand le 
hamp à re
onstruire présentedes dis
ontinuités et surtout des p�les. Dans 
e dernier 
as, la série de Taylor n'est pas adaptée auvoisinage d'un p�le.En 
ontrepartie, le 
hoix des degrés ν et µ peut poser 
ertains problèmes et doit être adaptéau 
as traité. L'utilisation d'un µ 6= 0 génère par exemple un p�le dans la re
onstru
tion d'unevariable, 
e qui peut s'avérer hautement non physique.



180 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisation4.7.3.3 Autres te
hniquesLes deux méthodes pré
édentes sont les plus utilisées a
tuellement, 
ependant, on gardera àl'esprit qu'il existe d'autres alternatives. Les séries de Fourier peuvent par exemple être utilisées,surtout si l'un des paramètres est 
onnu pour générer un 
omportement périodique. Il est aussipossible d'utiliser des lois puissan
es ou des polyn�mes de Cheby
hev. Cha
une de 
es méthodesa démontré ses avantages et ses in
onvénients sur divers 
as pratiques, si bien qu'on ne saurait àl'heure a
tuelle énon
er une règle générale d'utilisation.4.7.4 E�ets de l'extrapolation sur les variables non 
onservativesNous venons de présenter les di�érentes te
hniques de re
onstru
tion du 
hamp aérodynamiqueà partir des dérivées 
al
ulées par le solveur paramétrique. Cette re
onstru
tion ne porte, dans unpremier temps, que sur les variables 
onservatives et turbulentes, à savoir dans le 
as le plus général
ρ, ρU , ρV , ρW , ρE, ρk et ρω. Cette appro
he présente une 
ertaine 
ohéren
e ave
 le traitement del'é
oulement par un 
al
ul de CFD 
lassique, mais il existe 
ependant une limite au post-traitementqui peut être e�e
tué sur 
ette base.4.7.4.1 ProblématiqueComme il est physiquement impossible de 
al
uler une in�nité de dérivées, toute re
onstru
tionsera for
ément soumise à une erreur de tron
ature, laquelle peut être plus ou moins forte selon ladi�éren
e d'ordre entre la physique du problème paramétré et la re
onstru
tion. En pratique, il esttrès rare que les é
oulements présentent des variations notables au-delà de quelques ordres. On peutdon
 assez légitimement restreindre le 
al
ul des dérivées aux quelques premiers ordres (typiquement2 ou 3). Ave
 
ette démar
he, on peut espérer limiter assez fortement l'erreur de re
onstru
tion desvariables 
onservatives.Cependant, la plupart des problèmes d'optimisation sont 
onstruits sur des 
ritères non-
onservatifs ;la pression statique sur la surfa
e d'un aubage et le rendement d'une roue aubagée sont deuxexemples extrêmement 
ourants parmi d'autres. Très souvent, 
es grandeurs aérodynamiques sontexprimées sous forme d'une fon
tion non linéaire des variables 
onservatives. Or la non-linéarité de
ette dé�nition peut poser un problème quant à l'erreur de re
onstru
tion.Illustrons 
e propos par un exemple portant sur la pression statique Ps. Pour un gaz parfait,
ette dernière s'exprime par la relation :

Ps = (γ − 1)

[
ρE − 1

2ρ
(ρU + ρV + ρW )2

]
= f(ρ, ρU, ρV, ρW, ρE) (4.7)Supposons dans un premier temps que le problème soit quel
onque. En tout point du maillage,la pression statique re
onstruite à partir de l'extrapolation en série de Taylor s'exprimera :

Ps(p + ∆p) = (γ − 1)

[
ρE(p + ∆p) + ǫρE − 1

2(ρ(p + ∆p) + ǫρ)
(ρU(p + ∆p) + ǫρU

+ ρV (p + ∆p) + ǫρV

+ ρW (p + ∆p) + ǫρW )2
]

(4.8)
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omme l'erreur de re
onstru
tion pour la variable 
onservative X. Au regardde la formule (4.8), on 
omprend qu'il est possible d'obtenir une ampli�
ation de l'erreur de tron-
ature en re
onstruisant les variables non 
onservatives. Une autre 
onséquen
e de 
e problème estque 
ertaines grandeurs ne respe
tent pas la physique du problème.4.7.4.2 Exemple d'un é
oulement monodimensionnelSupposons maintenant que le problème paramétrique traité repose sur un é
oulement uniformenon visqueux dans un 
anal droit aligné selon ~x pour lequel le paramètre est la valeur de pressionstatique en sortie, notée p. On a alors :
Ps = (γ − 1)

[
ρE − (ρU)2

2ρ

] (4.9)En toute rigueur, la pression statique est uniforme et égale à p, et on obtient don
 théoriquementpour tout p :
dPs

dp
= 1

d2Ps

dp2
= 0

(4.10)On suppose en outre que les 
onditions amont de 
e 
anal sont 
ara
térisées par la donnée de lapression totale Pt et de la température totale Tt. Comme le 
hamp est i
i uniforme quel que soit
p, le 
al
ul des dérivées premières des grandeurs 
onservatives peut être e�e
tué analytiquement enrésolvant le système 
onstitué par les 
onditions aux limites dérivées :





∂Ps

∂p

∣∣∣r-sortie = ∂p
∂p

∣∣∣
r

= (γ − 1)
(

∂ρE
∂p

∣∣∣
r
− Ur

∂ρ
∂p

∣∣∣
r
+ U2

r

2
∂ρU
∂p

∣∣∣
r

)
= 1

∂CL1
∂p

∣∣∣r-entrée = ∂Pt

∂p

∣∣∣r-entrée = ... = 0

∂CL2
∂p

∣∣∣r-entrée = ∂Tt

∂p

∣∣∣r-entrée = ... = 0

(4.11)
La notation Xr appliquée aux grandeurs 
onservatives ou à leurs dérivées indique que la valeur estdonnée par l'é
oulement de référen
e autour duquel on va extrapoler les solutions. Dans la suite de
ette partie, on gardera l'indi
e r pour signi�er une valeur prise à l'état de référen
e.En résolvant 
e système, et de manière plus générale, en résolvant le système dérivé n fois,on peut montrer au moins numériquement que les variables 
onservatives admettent des dérivéestroisièmes non nulles.Considérons maintenant la dérivée de la pression statique P̄s évaluée à partir des variables
onservatives re
onstruites, lesquelles seront aussi notées ave
 un surlignage. On obtient :

∂P̄s

∂p
= (γ − 1)

(
∂ρ̄E

∂p
− Ū

∂ρ̄

∂p
+
Ū2

2

∂ρ̄U

∂p

) (4.12)



182 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationAu point de référen
e, on montre sans au
une di�
ulté que ∂X̄
∂p

∣∣∣
r

= ∂X
∂p

∣∣∣
r
quelle que soit la variable

X. On retrouve (heureusement) à partir de (4.11) que :
∂P̄s

∂p

∣∣∣∣
r

= 1 (4.13)De la même façon, on retrouve bien que :
∂2P̄s

∂p2

∣∣∣∣
r

= (γ − 1)

[
∂2ρ̄E

∂p2

∣∣∣∣
r

− Ūr
∂2ρ̄U

∂p2

∣∣∣∣
r

+
Ū2

r

2

∂2ρ̄

∂p2

∣∣∣∣
r

− 1

ρ̄

(
∂ρ̄U

∂p

∣∣∣∣
r

− Ūr
∂ρ̄

∂p

∣∣∣∣
r

) ]
= 0 (4.14)Cependant, si on 
onsidère les variations de la pression statique re
onstruite par rapport auparamètre "pression statique" p, il apparaît 
omme on pouvait s'y attendre un é
art ave
 la 
ourbethéorique 
omme l'illustre la �gure (Fig. 4.7). On y a tra
é la pression statique P̄s re
onstruite àpartir des variables 
onservatives extrapolées en fon
tion du paramètre de pression statique p, et 
epour di�érents nombres de Ma
h in
idents. Le réglage du nombre de Ma
h du 
hamp de référen
e

Machref est e�e
tué en modi�ant la pression totale amont.

Fig. 4.7 � Re
onstrution de Ps à partir des variables 
onservatives extrapoléesD'où vient exa
tement 
et é
art ? Si on é
rit la dérivée troisième de Ps, on obtient analytique-
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∂3Ps

∂p3
= (γ − 1)

[
∂3ρE

∂p3
− ∂U

∂p

∂2ρU

∂p2
− U

∂3ρU

∂p3

+ U
∂U

∂p

∂2ρ

∂p2
+
U2

2

∂3ρ

∂p3
− ∂ρ

∂p

(
∂U

∂p

)2

− 2ρ
∂U

∂p

∂2U

∂p2

] (4.15)En arrêtant le 
al
ul des dérivées à l'ordre 2 et en utilisant une série de Taylor ad ho
, on asupposé que les variables 
onservatives re
onstruites X̄ avaient un 
omportement quadratique, etque par 
onséquent ∂3X̄
∂p3

∣∣∣
r

= 0.En réinje
tant 
ette hypothèse de 
al
ul dans la formule (4.15) donnant ∂3P̄s

∂p3

∣∣∣
r
, il ne reste alorsplus que les termes 
omportant les dérivées premières et se
ondes, lesquelles ne sont pas nulles.

∂3P̄s

∂p3

∣∣∣∣
r

= (γ − 1)

[
− ∂Ū

∂p

∣∣∣∣
r

∂2ρ̄U

∂p2

∣∣∣∣
r

+ Ūr
∂Ū

∂p

∣∣∣∣
r

∂2ρ̄

∂p2

∣∣∣∣
r

− ∂ρ̄

∂p

∣∣∣∣
r

(
∂Ū

∂p

∣∣∣∣
r

)2

− 2ρ̄r
∂Ū

∂p

∣∣∣∣
r

∂2Ū

∂p2

∣∣∣∣
r

](4.16)En 
onséquen
e, on montre que ∂3P̄s

∂p3

∣∣∣
r
6= 0, 
e qui 
ontredit la théorie. On en déduit que ∂2P̄s

∂p2et ∂P̄s

∂p sont variables, 
e qui explique la déviation par rapport à la 
ourbe théorique.Il est intéressant de 
onstater sur la �gure (Fig. 4.7) que l'é
art sera d'autant plus grand que lenombre de Ma
h de l'é
oulement sera faible, ou, en d'autres termes, que Ps et Pt seront pro
hes.Ce résultat n'est pas for
ément intuitif et mérite d'être expliqué. On 
ommen
era par supposerque l'é
oulement est in
ompressible, 
e qui permet alors d'annuler tous les termes dérivés de ρ.De manière plus générale, il est fondé de négliger les dérivées de ρ relativement aux dérivées de lavitesse ou de la quantité pour une large plage de nombre de Ma
h puisque les variations de la massevolumique restent très inférieures en norme à 
elles de la vitesse. On peut en parti
ulier é
rire :
∂ρU

∂p
≈ ∂U

∂pOn remarque que dans l'équation (4.16), en tenant 
ompte des hypothèses qui viennent d'êtreformulées, il ne reste plus que des termes pondérés par ∂Ū
∂p . Or, en utilisant la relation suivantedonnant le lien entre pression totale et pression statique :

Pt = Ps

(
1 +

U2

2CpTs

) γ
γ−1 (4.17)Il est possible de monter que la dérivée de U relativement à Ps (et don
 p) s'é
rit dans notre 
as :

∂U

∂Ps
= −

(γ − 1)Cp
Tt

Pt

(
Ps

Pt

)−1/γ

γU
= −

(γ − 1)Cp
Tt

Pt

(
Ps

Pt

)−1/γ

γ

√
2CpTt

[
1 −

(
Ps

Pt

)(γ−1)/γ
] (4.18)On trouve ainsi que pour Ps

Pt
→ 1, la dérivée de U par rapport à Ps tend vers −∞. Une 
onséquen
ede 
e 
omportement est alors une augmentation en valeur absolue de la dérivée ∂3P̄s

∂p3 , et par suite, une



184 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationdivergen
e plus rapide de la 
ourbe de Ps re
onstruite par rapport à la 
ourbe théorique. Ce résultatest illustré sur la �gure (Fig. 4.8) qui montre l'évolution de U en fon
tion de p pour plusieurs nombresde Ma
h de référen
e (et don
 plusieurs valeurs de Pt). A l'inverse, lorsque Pt → ∞, U →
√

2CpTtet ∂U
∂p → 0

Fig. 4.8 � Evolution de la vitesse U en fon
tion de la pression statique pCependant, il est très important de 
onstater qu'à partir d'un nombre de Ma
h égal à 0.2,l'erreur de re
onstru
tion est négligeable, même en bord de plage paramétrique. Sur la �gure (Fig.4.7), on peut mesurer qu'au maximum, l'erreur est :
Machref E
art max. Ps [Pa℄ E
art relatif Ps

0.1 102.1 1.15 10−3

0.2 7.58 0.86 10−4

0.6 0.09 1.0 10−6Tab. 4.1 � Erreur de re
onstru
tion de PsBien que 
e 
as soit obje
tivement très simple, on peut néanmoins en déduire que pour desé
oulements ave
 des nombres de Ma
h moyens (supérieurs à 0.2) ou forts, la re
onstru
tion de lapression statique Ps à partir des variables 
onservatives extrapolées est li
ite. En revan
he, pour desé
oulements à très faible nombre de Ma
h, il est impératif de trouver une solution alternative pourdéterminer la pression statique.L'appro
he envisagée 
onsiste à re
onstruire dire
tement les 
ritères non-
onservatifs en fon
-tion des paramètres, sans passer par l'intermédiaire des variables 
onservatives extrapolées. Plus
on
rètement, pour un 
ritère non-
onservatif X quel
onque, on détermine les dérivées ∂X
∂p

, ∂2X
∂p2 ,et
... pour re
onstruire ensuite X par la méthode de son 
hoix (série de Taylor par exemple).Dans 
ette optique, la solution la plus simple est d'exprimer analytiquement les dérivées de Xpar rapport aux paramètres 
omme des fon
tions des dérivées des variables 
onservatives. Ce
i peut



4.7. Méthodes numériques pour la paramétrisation 185être fait en dérivant la relation exprimant X à partir de q. Il su�t ensuite de 
al
uler les dérivéesdu 
ritère à partir des dérivées fournies par le solveur paramétrique.Dans l'exemple traité, on utilise ainsi la relation (4.12). Comme la dérivée se
onde obtenue dela même manière ave
 (4.14) est nulle, la re
onstru
tion de la pression statique par rapport auparamètre pression statique ave
 une série de Taylor est alors exa
te.Dans le 
as général, l'expression des ∂nX
∂pn est plus 
omplexe, notamment si la dé�nition de X faitintervenir des termes intégraux. Il faut alors prendre en 
ompte les déformations de la géométrierelativement aux paramètres. La 
ara
térisation des méthodes de re
onstru
tion fait aujourd'huil'objet d'un développement mené par M. Buisson [16℄.4.7.4.3 Appli
ation à l'étude du traitement de 
arterQuelques essais de re
onstru
tion ont été e�e
tués ave
 l'aide de M. Buisson sur le 
as traité par
ette étude, à savoir le traitement de 
arter pour ventilateurs. On a ainsi 
her
hé à quanti�er lesaméliorations/dégradations apportées par une re
onstru
tion en variables non 
onservatives sur lesobje
tifs de 
ette étude, lesquels sont le di�érentiel de pression statique, ∆Ps, de pression totale ∆Ptet de vitesse transversale ∆Vy. Deux nouvelles re
onstru
tions (sur la base d'une série de Taylor)ont été envisagées :

• la re
onstru
tion de la pression statique Ps au lieu de l'énergie totale ρE. Les six autresvariables re
onstruites restent 
onservatives (ρ, ρU , ρV , ρW , ρk et ρω)
• la re
onstru
tion de la température totale Tt au lieu de l'énergie totale ρE.On a représenté sur la �gure (Fig. 4.9) les variations des trois obje
tifs de l'étude en fon
tion duparamètre d'angle α, et 
e pour les simulations RANS dire
tes (
al
uls Turb'Flow) et pour lesre
onstru
tions envisagées. Le 
al
ul des dérivées (et don
 les re
onstru
tions) est e�e
tué à partirdu point α=115�.La première remarque que l'on puisse faire i
i est que la te
hnique de re
onstru
tion n'a pasd'e�et sur l'obje
tif de vitesse ∆Vy. Ce
i est logique dans la mesure où les re
onstru
tions 
hoisiesne varient pas sur le 
al
ul de la vitesse. On observe en revan
he quelques légères di�éren
es sur lesobje
tifs de pression statique et de pression totale.Pour le di�érentiel de pression statique ∆Ps, la re
onstru
tion en température totale est assezsimilaire à 
elle en variables 
onservatives. On observe seulement une très légère dégradation pourles angles α faibles, 
ompensée par une petite amélioration aux grands α. Pour la re
onstru
tions en

Ps, on retrouve une légère dégradation (<1 Pa) du résultat pour α ≈90�. A l'inverse, l'améliorationest plus sensible pour α ≈140�puisque le niveau de ∆Ps remonte de 1.5 Pa vers le point Turb'Flow.On reste 
ependant assez loin du point obtenu par simulation RANS dire
te, 
e qui peut laisserpenser que le prin
ipal problème vient de l'ordre de re
onstru
tion (ordre 2) qui est probablementtrop bas.Pour l'é
art de pression totale ∆Pt, les tendan
es sont inversées. Pour les angles faibles (α ≈90�),les di�érentes te
hniques de re
onstru
tion donnent des résultats à peu près similaires (l'é
art entreles trois 
ourbes re
onstruites est inférieur à 0.5 Pa). Pour les angles forts (α ≈140�), la re
ons-tru
tion 
onservative est 
ette fois la meilleure. La re
onstru
tion portant sur la pression statiqueest 
elle qui s'é
arte le plus du point Turb'Flow.
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Fig. 4.9 � Re
onstrution à l'ordre 2 des obje
tifs ∆Ps, ∆Pt et ∆Vy - e�et des variables de re
ons-tru
tion
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onstru
tions basées sur la température statique Ts (remplaçant
ρE) ou les 
omposantes de vitesse U , V ,W (au lieu des 
omposantes de la quantité de mouvement).Toutefois, 
es re
onstru
tions ont donné des résultats quasi-identiques à une re
onstru
tion por-tant simplement sur les variables 
onservatives. Elles ne seront don
 pas plus détaillées i
i.A partir de 
es résultats, on peut voir que le 
hoix des variables de re
onstru
tion n'est pasabsolument 
ritique pour l'étude du traitement de 
arter. Tout d'abord, les problèmes d'ordrede re
onstru
tion semblent générer une erreur bien plus importante que 
elle liée aux variablesre
onstruites. D'autre part, il n'y a pas i
i de re
onstru
tion idéale puisque une amélioration pourun obje
tif s'a

ompagne d'une dégradation pour un autre. Par exemple, la re
onstru
tion en Psaméliore la prédi
tion de ∆Ps mais dégrade 
elle de ∆Pt. Compte tenu de 
es remarques, nous avonsfait le 
hoix de garder la re
onstru
tion 
onservative pour le reste de l'étude du traitement de
arter.4.7.4.4 SynthèsePour 
on
lure 
ette partie, on remarquera que la re
onstru
tion est fortement dépendante des
onditions de simulation, et plus spé
i�quement des 
onditions aux limites imposées. Dans l'exempled'é
oulement monodimensionnel 
onsidéré dans 
ette partie, il su�t de remarquer que si ρ et ρUavaient été imposées à l'amont en lieu de Pt et Tt, le système des 
onditions aux limites dérivées(4.11) aurait été beau
oup plus simple. Les dérivées retournées par le solveur paramétrique auraientalors permis une re
onstru
tion extrapolée exa
te.Dans 
es 
onditions, on aurait eu :




∂ρ
∂p

∂ρU
∂p

∂ρE
∂p




=




0

0

1
γ−1




et  ∂2ρ
∂p2

∂2ρU
∂p2

∂2ρE
∂p2




=




0

0

0



e qui implique que pour P̄s re
onstruite à partir des variables 
onservatives extrapolées :

∂P̄s

∂p
= 1,

∂2P̄s

∂p2
= 0,

∂3P̄s

∂p3
= 0Il serait don
 intéressant à l'avenir de dé�nir, au travers d'un large éventail de 
as pratiques, des"règles" spé
i�ant l'ordre de grandeur de l'erreur de re
onstru
tion attendue pour diverses modéli-sations, re
onstru
tions et 
ritères représentatifs de la mé
anique des �uides (pression, rendement,et
...).4.8 Algorithme Génétique NSGA-II4.8.1 Cara
téristiques de l'algorithmeA�n de pouvoir e�e
tuer des optimisations, il a été né
essaire de se doter d'un algorithme gé-nétique performant et adapté à un grand nombre de 
as. Il n'était pas très pertinent de développer



188 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationentièrement un algorithme, tant pour une question de temps que de te
hnique né
essaires. La séle
-tion s'est ainsi orientée vers une des très nombreuses implémentations disponibles dans la littérature.Le 
hoix a été fait lors du travail de �n d'études de M. Buisson [14℄ qui a re
ensé les algorithmes lesplus performants puis a programmé les routines permettant le 
ouplage entre l'algorithme retenu etles di�érents solveurs, extrapolateurs et outils de post-traitement liés à Turb'Opty.L'algorithme retenu est le Non-Dominated Sorting Geneti
 Algorithm-II (NSGA-II) développépar Pratap et Deb [31℄ au sein du Kampur Geneti
 Algorithm Laboratory (KanGAL). Cet algo-rithme est une version dérivée du NSGA proposé par le même laboratoire [174℄, mais in
luant lanotion d'élitisme et simpli�ant l'opérateur de diversité.Le NSGA-II est aujourd'hui l'un des algorithmes les plus répandus, sinon le plus utilisé. Denombreuses études font état de son e�
a
ité sur divers problèmes [38, 104, 31, 28℄, 
e qui enfait un 
andidat idéal pour des optimisations générales. Contrairement à son prédé
esseur, 
etalgorithme utilise une pro
édure de tri rapide en rangs de Pareto, ainsi qu'un opérateur de diversitébasé sur la 
rowding distan
e, au lieu du sharing utilisé par NSGA. Dans les deux 
as, il s'agitde rendre l'algorithme plus e�
a
e du point de vue matériel en limitant le nombre d'opérationset de paramètres numériques. L'élitisme est quant à lui introduit pour a

élérer la 
onvergen
ede l'optimisation. Le 
ode sour
e de l'algorithme utilisé provient de l'Illinois Geneti
 AlgorithmsLaboratory (IlliGAL).4.8.2 Stru
ture de NSGA-IIL'algorithme peut être dé
omposé en trois grandes phases, appliquées su

essivement au seind'une bou
le itérative prin
ipale. La stru
ture de l'algorithme NSGA-II est représentée sur la �gure(Fig. 4.10).

Fig. 4.10 � Stru
ture de l'algorithme NSGA-IILa première de 
es phases e�e
tue par un tournoi (
f. annexe E.1) la séle
tion de N individus
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tue le 
roisement en appliquant un 
roisement du type "SimulatedBinary Crossover" (SBX - 
f. annexe E.3.1 pour plus de détails sur 
et opérateur) et une mutationpolynomiale (
f. annexe E.3.2). Les deux opérateurs génétiques séle
tionnés (SBX et mutationpolynomiale) permettent d'assurer une reprodu
tion e�
a
e de la population tout en assurant uneexploration de l'espa
e paramétrique.La taille de tournoi S sera prise égale à deux. La séle
tion des individus se fait en premier lieusur le rang au sens de Pareto, mais en 
as d'égalité, on utilisera alors une 
omparaison en terme de
rowding distan
e.La se
onde phase introduit l'évaluation et le 
lassement des individus. Cette opération peut êtresubdivisée en deux étapes su

essives.1. La première 
onsiste don
 à évaluer les nouveaux individus. Tous les membres de la population
Qt sont envoyés vers le solveur/approximateur utilisé pour obtenir en retour les valeurs des fiasso
iées. Dans notre 
as, les individus sont évalués par re
onstru
tion paramétrique à partirdes résultats fournis par le 
ode Turb'Opty.2. La se
onde étape de 
ette phase est le 
lassement en rangs de Pareto. Comme 
ela a été pré
iséen introdu
tion, l'algorithme NSGA-II fait intervenir l'élitisme pour a

élérer la 
onvergen
e.Ce mé
anisme est i
i simplement implémenté en 
ombinant la population initiale de l'itération
P t à la population des enfants Qt. On note par suite P t

comb la population 
ombinée :
P t

comb = P t ∪QtPar dé�nition, P t
comb est une population de taille 2N . Cette population est ensuite triée enfronts su

essifs Fk. La phase de tri, 
on
eptuellement identique à 
elle de NSGA, a néanmoinssensiblement été améliorée du point de vue informatique. Pour réduire le temps de traitement,on attribue à 
haque individu i un groupe Si 
onstitué par les individus qu'il domine. Unefois les groupes 
onstitués, la 
réation des fronts ne requiert plus le par
ours de l'ensemble dela population.Comme on peut le remarquer, au sortir de 
es deux premières phases, on dispose d'une popula-tion de taille 2N qui doit bien évidemment être réduite à N pour éviter une divergen
e du nombred'individus. Il est don
 impératif de faire un deuxième tri qui ne perturbe pas pour autant la 
lassi-�
ation établie. On "élaguera" la population P t

comb en gardant les k′ meilleurs fronts. Cependant, ilest rarissime que 
es k′ fronts regroupent exa
tement N individus, 
e qui implique de pratiquer une
oupe dans le dernier front. C'est i
i qu'intervient la notion de 
rowding distan
e. Elle est utiliséepour établir un 
lassement des individus à l'intérieur des fronts. La troisième phase est le 
al
ul de
e 
ritère. Elle est e�e
tuée pour l'ensemble de la population, et 
e pour deux raisons :1. On ne "
onnaît" pas en
ore à 
e niveau 
ombien de fronts seront retenus pour la population
P t+12. Le mé
anisme de séle
tion fait lui aussi potentiellement appel à 
ette grandeur. Elle doit don
être déterminée préalablement pour tous les individus qui seront retenus dans P t+1Cette phase pourra, à l'avenir être légèrement améliorée en déterminant préalablement le nombre

k′ de fronts retenus et en ne 
al
ulant la distan
e que pour 
es fronts.Ces trois phases sont 
ombinées au sein d'une bou
le itérative. Cette bou
le opère le passagede la population P t
comb à la nouvelle génération P t+1 en dé
oupant selon la 
rowding distan
e ledernier front k′ retenu.



190 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisation4.9 Post-traitement de l'optimisationUne fois l'optimisation e�e
tuée, il reste à en dépouiller le résultat pour essayer, entre autre, de
omprendre la physique sous-ja
ente du 
as traité et si possible, de dégager des résultats supplémen-taires 
omme les grandes tendan
es d'évolution et la sensibilité des obje
tifs relativement à 
haqueparamètre. En e�et, il 
onviendra de remarquer que l'optimisation retourne une ou plusieurs solu-tions optimales et, même si le pro
essus peut s'appuyer sur des informations spé
i�ques, telles queles gradients des obje
tifs relativement aux paramètres, 
es informations sont généralement perdueslors de la restitution à l'utilisateur. D'autre part, il peut être né
essaire de quanti�er des 
ritèresexternes, tels que la robustesse d'une 
on�guration ou la variation d'un paramètre par rapport àun autre au sein d'une population optimale, di�
iles voire impossibles à intégrer dans le pro
essusd'optimisation. Ces 
ritères ne peuvent alors être déterminés que par un post-traitement e�e
tuéaprès l'optimisation.La problématique du post-traitement en sortie d'optimisation s'ins
rit dans le 
adre de la vi-sualisation d'un ensemble de données, une base de données. Le plus gros problème de l'optimisationmulti-paramétrique et multi-obje
tifs est la dimension D importante de l'espa
e à dépouiller, qui est
onstitué de la réunion des espa
es paramétriques et obje
tifs. De manière générale, D = N+I ≫ 3,
et espa
e dépasse de fait largement les systèmes de représentation a

essibles à l'être humain, lequelreste assez naturellement limité aux espa
es à trois ou quatre dimensions.4.9.1 Méthodes de visualisation 
lassiquesDans un premier temps, on 
her
he à représenter dire
tement les variables en sortie d'optimisa-tion, 
'est-à-dire les obje
tifs et les valeurs de paramètres 
orrespondants, a�n d'essayer de trouveret 
omprendre les relations existantes. De manière plus 
on
rète, on représente le front de Pareto àla fois dans l'espa
e paramétrique et dans l'espa
e obje
tif.On se heurte alors très vite à un problème majeur : 
omment représenter e�
a
ement unehypersurfa
e, ou un hypervolume dé�ni dans un espa
e de grande dimension ? La solution la plus"simple" et intuitive 
onsiste à projeter 
ette surfa
e (ou volume) dans plusieurs sous espa
es dedimensions 2 ou 3.Supposons qu'on dispose d'un 
as bi-paramétrique tri-obje
tifs (P = 2, I = 3). Représenterle front de Pareto dans l'espa
e obje
tif ne pose au
un problème, pas plus que dans l'espa
e pa-ramétrique. Mais 
omment représenter le front dans 
es deux espa
es simultanément ? Pour avoirl'analyse la plus �able possible, on doit alors représenter le front en le projetant
• Soit sur tous les plans (xi, x, j), (xi, fj) et (fi, fj). Dans notre 
as, on obtient 1+6+3=10proje
tions à faire.
• Soit dans tous les espa
es (xi, xj , fk), (xi, fj , fk) et (fi, fj, fk). On obtient 3+6+1=10 autresgraphiques.Le plus gros problème ave
 une telle appro
he est de pouvoir identi�er les mêmes individus d'ungraphique à un autre. Il n'existe en e�et au
une raison pour que l'agen
ement dans un sous-espa
eparamétrique ressemble à 
elui dans un sous-espa
e obje
tif, les populations apparaissant souventsous la forme de nuages de points. Au-delà de trois ou quatre graphiques à traiter, 
omprendre 
equi est représenté devient un vrai dé�.



4.9. Post-traitement de l'optimisation 1914.9.2 Partitionnement de populationOn dépassera i
i le stri
t 
adre de la visualisation pour traiter d'autres aspe
ts du post-traitement.Il peut souvent être né
essaire d'e�e
tuer un partitionnement de la population fondé sur une res-semblan
e entre les individus. L'intérêt de la te
hnique est de 
lasser la population en plusieurs
atégories distin
tes a�n de fa
iliter ensuite la 
ompréhension des di�érents mé
anismes physiquesou de faire fa
ilement un 
hoix dans une 
lasse donnée. On 
ommen
era par dé�nir une partitionde Voronoï asso
iée à un élément x.Dé�nition 4.7 : [Partition de Voronoï℄Soit un ensemble E et un sous-ensemble �ni F d'éléments de E. Soit un élément a ∈ F . Ondé�nit Va la partition de Voronoï asso
iée à a 
omme :
Va = {x ∈ E tels que ∃b ∈ F, d(x, a) > d(x, b)} (4.19)où d(,) est une distan
e dé�nie dans EDit autrement, la partition de Voronoï asso
iée au point a est la partie de l'espa
e qui est pluspro
he de a que de tout autre point b issu d'un ensemble �ni.La méthode de partitionnement la plus répandue aujourd'hui est le partitionnement moyen surk ensembles ("k-means 
lustering"). On dé�nit ainsi k partition de Voronoï dans la populationoptimale, les 
entres gk de 
es partitions sont par ailleurs dé�nis 
omme leur 
entre de gravité. Pourtrouver 
es 
entroïdes, on minimise les erreurs Ek exprimées dans la formule suivante :

Ek =
∑

i

∥∥x − gc(xk)

∥∥ (4.20)où c(xk) est l'indi
e du 
entroïde le plus pro
he de xk.En pratique, la 
onstru
tion des partitions s'e�e
tue itérativement en modi�ant progressivementla position des gk. L'initialisation est e�e
tuée en séle
tionnant k individus au hasard. Le 
hoix dunombre de partitions n'est pas anodin. Le meilleur partitionnement Q possible minimise l'indi
e deDavies-Bouldin [188℄ :
DB(k) =

1

k

k∑

j=1

max
l 6=j

(
S(Qj) + S(Ql)

dc(Qj , Ql)

) (4.21)où S(Qj) est la moyenne des distan
es ‖x− gj‖, x ∈ Qj et dc(Qj , Ql) est la distan
e entre les 
entresde partitions. Globalement, minimiser 
et indi
e revient à avoir les ensembles les plus 
ompa
tspossibles et/ou les plus nettement séparés.La méthode sou�re de trois limites. Tout d'abord, si on souhaite trouver le meilleur partition-nement, il est né
essaire d'e�e
tuer plusieurs tests en faisant varier k 
e qui n'est pas toujourspratique. On peut néanmoins se 
ontenter d'un nombre arbitraire de partitions mais on risque alorsde trouver un mauvais partitionnement.D'autre part, la forme des partitions est impli
itement déterminée par la distan
e utilisée. Enutilisant une distan
e eu
lidienne, les partitions seront don
 globalement sphériques. En outre, ilest impossible d'obtenir une partition 
on
ave.La dernière limite de la méthode, et son plus gros défaut, est l'initialisation aléatoire. Deuxpartitionnements à k ensembles e�e
tués sur une même population aboutiront généralement à deuxensembles de partitions di�érents. Cette non-répétabilité de la méthode enlève vite tout 
rédit aurésultat obtenu.



192 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisation4.9.3 Self-Organizing Map4.9.3.1 Présentation des SOMLes Self-Organizing Maps (SOM) ont été introduites par T. Kohonen au début des années quatre-vingt [106℄. Il s'agit en fait d'une 
lasse parti
ulière de réseau de neurones destinés à stru
turer lespopulations de grande dimension. Il existe en pratique une large variété d'appli
ations possiblespour 
es algorithmes, mais nous nous 
on
entrerons uniquement sur la visualisation. Les SOMfon
tionnent alors 
omme des proje
teurs de la population sur des plans.De par leur prin
ipe de base, les SOM se prêtent très bien à la visualisation d'ensembles d'élé-ments. Il s'agit d'une méthode de proje
tion d'une population sur un plan, respe
tant les propriétéstopologiques de 
ette dernière. Par propriété topologique, on entend généralement la 
onservationde la stru
ture de la population : si deux individus sont assez similaires, il est souhaitable qu'ilssoient représentés 
�te à 
�te. Le support de visualisation n'est plus la 3D mais un ensemble de
artes, 
haque 
arte reprenant une seule information.

Fig. 4.11 � Exemple de représentation SOMLa �gure (Fig. 4.11) illustre une 
artographie donnée par une méthode SOM. Il s'agit de lavisualisation d'une population sortant d'une optimisation à quatre paramètres et deux obje
tifs.Chaque 
arte traite une seule dimension du problème, soit un paramètre, soit un obje
tif, la valeurétant représentée par un 
ode de 
ouleurs.Comment doit-on 
omprendre 
e type de visualisation ? On utilisera pour 
ela l'analogie ave
un do
ument géographique. Pour un même pays, 
'est-à-dire une même forme géographique, ilest possible de représenter plusieurs informations. On peut par exemple montrer la densité depopulation, le revenu moyen lo
al, l'altitude, la pluviométrie ... Dans tous les 
as, seule la 
arte de
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ouleur asso
iée à l'information 
hange, la position des régions ou des villes ne varie bien évidemmentpas.La visualisation par SOM s'appuie exa
tement sur le même prin
ipe. Pour une 
arte, 
haquepoint représente un individu donné, la position de l'individu restant la même d'une 
arte à l'autre.On peut ainsi fa
ilement 
omparer tous les obje
tifs et paramètres. C'est 
ette stru
turation dansun espa
e géométrique qui fait défaut aux méthodes de visualisation 
lassiques.De la même manière, on peut espérer dé�nir des partitions en se fondant sur les similitudesentre individus, qui ressortent i
i fa
ilement.Pour pouvoir poursuivre notre étude, nous avons 
hoisi d'utiliser un algorithme SOM déjà dis-ponible. Notre 
hoix s'est porté sur 
elui donné dans la "SOM Toolbox" développée par l'universitéd'Helsinki [189℄4.9.3.2 Constru
tion des SOMLes SOM sont à la base des réseaux 
onstitués de Q neurones. Cette te
hnique est plus parti-
ulièrement pro
he des Radial Basis Fun
tions du point de vue du 
on
ept. On asso
ie à 
haqueneurone une position donnée, et �xe, dans un plan. On utilise pour 
e faire un treillis de points,lequel peut être à stru
ture 
arrée ou hexagonale, 
ette dernière étant la plus 
ourante 
ar ellegarantit une meilleure 
ompa
ité. Dans les deux 
as, la topologie est régulière et la distan
e entredeux points voisins est égale à l'unité.
Fig. 4.12 � Treillis hexagonal et re
tangulairePar ailleurs, on asso
ie à 
haque neurone j un ve
teur prototype mj , de dimension I +P . Pourétablir l'analogie ave
 les RBF, le ve
teur mj 
orrespond à la dé�nition des 
entres des fon
tions

cj . La règle la plus fondamentale dans un réseau de neurones SOM est que la valeur du ve
teurprototype peut varier, mais en au
un 
as le point où 
elui-
i sera représenté.La phase 
ru
iale lors de l'utilisation des SOM est l'apprentissage par le réseau de neurones.Il s'agit d'un apprentissage non supervisé, au sens où on ne 
ontr�le pas la sortie de l'algorithme,et on le laisse s'organiser automatiquement. Il existe deux types d'apprentissage. Le premier estséquentiel et présente l'avantage de la simpli
ité. Le se
ond est matri
iel, et il garantit une 
ertainerobustesse au pro
essus.L'apprentissage se 
ara
térise par une mise à jour des ve
teurs prototypes pour imiter le mieuxpossible la population à projeter tout en gardant une notion de similitude entre neurones géogra-phiquement voisins.
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hing Unit℄On appelle BMU d'un individu Indi de la population à projeter le ve
teur prototype mc quiminimise la distan
e eu
lidienne ave
 Indi parmi tous les neurones possibles :
‖Indi − mc‖2 = min

j

I+P∑

k=1

(Indk
i −mk

j )
2où Indk

j et mk
j sont respe
tivement les k-ièmes 
oordonnées des ve
teurs Indi et mj .Con
rètement, le BMU est le neurone (ou plut�t le ve
teur prototype asso
ié) qui représente lemieux un individu de la population à traiter.4.9.3.3 Apprentissage séquentielL'apprentissage est i
i e�e
tué en 
onsidérant, su

essivement et itérativement, un seul indi-vidu de la population à la fois. Pour 
haque itération (t) de l'apprentissage, on séle
tionne don
aléatoirement un individu Indi.Le BMU mc(t, i) de l'individu est alors déterminé, puis on met à jour l'ensemble des ve
teursprototypes selon la formule :

mj(t+ 1) = mj(t) + α(t)hcj(t)[Indi −mj ] (4.22)où α(t) et hcj(t) sont respe
tivement le taux d'apprentissage et la valeur de la fon
tion de voisinage(dans le plan treillis de représentation) pour le point du treillis asso
ié à mj .
hcj(t) = e

−
d2
cj

2σ2
t (4.23)où σt est un rayon 
ara
téristique dépendant de l'itération et dcj est la distan
e eu
lidienne entreles points 
orrespondant à mc et mj .

σt est une fon
tion dé
roissante a�n de limiter les 
orre
tions globales (σ grand) qui tendent àperturber l'apprentissage au bout d'un 
ertain temps.La dé�nition qui vient d'être faite de hcj 
orrespond à une Gaussienne 
entrée sur c et delargeur 
ara
téristique σt. Il existe en pratique de nombreuses autres dé�nitions, ave
 des domainesd'in�uen
e de formes et de tailles di�érentes. Cependant, la dé�nition gaussienne reste le meilleur
ompromis en terme de vitesse d'apprentissage et de pré
ision obtenue [46℄.La notion de distan
e est absolument essentielle 
ar elle assure que des individus voisins sur la
arte seront (probablement) voisins en terme de paramètres et obje
tifs. La 
orre
tion appliquée ave
un 
ertain rayon d'e�
a
ité permet de rappro
her le BMU et ses voisins de l'individu séle
tionné.
α(t) est une fon
tion du temps habituellement dé
roissante. On 
onsidère en e�et que plus ily aura eu d'itérations, plus la 
orre
tion devra être minime pour assurer une 
onvergen
e. Cettefon
tion peut aussi être interprétée 
omme une pondération de l'amplitude de la Gaussienne hcj,
e qui 
orrespond de fait à un paramètre in�uençant la for
e des 
orre
tions pour une distan
e dcjdonnée.L'in
onvénient de 
ette méthode est le 
ara
tère aléatoire de l'apprentissage. Il est ainsi possibled'obtenir, en répétant l'apprentissage, deux topologies di�érentes pour une même population.
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ielDans 
ette deuxième appro
he, l'apprentissage est e�e
tué en utilisant simultanément plusieursindividus, généralement les N présents dans la population à traiter. On dé�nit ainsi une matri
e Pde dimensions Q×N telle que :
• Pki = 1 si mk est le BMU de l'individu Indi

• Pki = 0 sinonCon
rètement, 
ela revient à établir le partitionnement au sens de Voronoï de la population à traiter,les partitions étant dé�nies par rapport aux mk. On retiendra en parti
ulier que plusieurs individus
Indi peuvent avoir le même BMU.Une fois la matri
e P déterminée, on met à jour les ve
teurs prototypes :1. Pour 
haque neurone k, on 
al
ule la somme sk

sk(t) =

nVk∑

i=1

Indi (4.24)où nVk
est le nombre d'individus dans la partition de Voronoï Vk, soit aussi le nombre determes non nuls sur la k-ieme ligne de la matri
e P .2. On 
orrige les ve
teurs prototypes :

∀k = 1, .., Q, mk(t) =

∑Q
c=1 hck(t)sc(t)∑Q
c=1 hck(t)nVc

(4.25)où hck est une fon
tion de voisinage dé�nie 
omme pré
édemment. On obtient alors en toutpoint une valeur moyenne pondérée de la population, les 
oe�
ients de pondération étant les
hckCes deux étapes sont répétées au sein d'un pro
essus itératif jusqu'à obtenir une 
onvergen
esu�sante. A la di�éren
e de l'apprentissage séquentiel, il n'existe pas i
i de taux d'apprentissage

α(t), mais la notion d'évolution temporelle est quand même implémentée au travers de la fon
tionde voisinage hck et du rayon de voisinage σt 
orrespondant.Cette te
hnique a l'avantage de ne pas présenter le 
ara
tère aléatoire de la pré
édente. Puisquetous les individus Indi sont traités simultanément, il n'existe pas de 
hoix possible et don
 pas derisque de 
hangements dans l'apprentissage. En 
ontrepartie, 
ette te
hnique utilise plus intensive-ment la mémoire en raison du traitement matri
iel ; on traite en e�et (au moins) une matri
e detaille N ×Q qu'il est né
essaire de sto
ker intégralement.Pour 
e qui est des vitesses de 
onvergen
e, la 
omplexité d'une itération de l'apprentissage estde l'ordre de N ×Q× (I + P ), 
elle de l'apprentissage est à moitié moins 
oûteuse si N ≫ Q maisen revan
he, elle est de l'ordre de Q2 si Q≫ N .4.9.3.5 Taille des 
artesLa taille des 
artes re
onstituées est importante pour la pré
ision de la re
onstru
tion. Plusieurs
as de �gure sont possibles en fon
tion du nombre Q de neurones 
hoisis.
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• Si le nombre de neurones est inférieur à la taille N de la population à représenter (Q < N),il existera obligatoirement des neurones représentant plusieurs individus simultanément. Onintroduit alors un e�et de moyenne lié aux partitions de Voronoï.
• Si Q = N , il est en théorie possible de représenter exa
tement la population pour peu quel'apprentissage soit su�samment long. Cette dernière remarque suppose néanmoins que lerayon de voisinage dé
roisse en dessous de 1 a�n d'assurer la similitude entre seulement unindividu et un ve
teur prototype (son BMU)
• Si Q > N , il existera des partitions de Voronoï vides, 
e qui signi�e aussi que 
ertains neurones,et don
 les ve
teurs prototypes asso
iés, sont déterminés uniquement par l'in�uen
e distanted'autres neurones. Dans 
e 
as, on obtient une interpolation lo
ale de la population.Le premier et le dernier 
as introduisent une notion d'approximation dans la représentation dela population. Cette "erreur" n'est généralement pas 
ritique, pour peu que Q ≈ N . De manièregénérale, il est souhaitable d'avoir Q > N , puisque, dans un 
as 
ertes extrême, un seul neuronene pourra jamais représenter 
orre
tement la diversité de plusieurs individus ; à l'opposé de tropnombreux neurones représenteront toute la diversité et parfois un peu plus.

Fig. 4.13 � Introdu
tion de ve
teurs prototypes interpolés par la SOML'approximation générée peut 
ependant être observée lorsque la population Pareto-optimaleest dis
ontinue dans au moins une dimension parmi les I + P possibles. Le meilleur moyen de s'enrendre 
ompte est de tra
er le "front" obtenu ave
 les ve
teurs prototypes, et le front de Pareto réel.On voit nettement sur la �gure (Fig. 4.13) que des points apparaissent au niveau de la dis
onti-nuité pour la re
onstru
tion SOM. Ce
i est dû au phénomène d'interpolation qui se produit lors de
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arte, ou bien à la moyenne opérée par 
e même apprentissagesur une 
arte trop petite. Dans les deux 
as, on retrouve alors des solutions qui ne sont pas vraimentPareto-optimales.Il est possible d'évaluer le niveau général d'interpolation asso
iée à la SOM en 
al
ulant lenombre d'individus asso
iés, au sens du BMU, à 
haque ve
teur prototype. De manière évidente,les ve
teurs prototypes purement interpolés ne sont généralement le BMU d'au
un individu de lapopulation optimale. En traçant 
ette information sur une 
arte respe
tant la topologie des 
artesissues de la SOM, on peut alors déterminer quelles sont les zones appro
hées et quelles sont leszones vraiment représentatives de la population.4.9.3.6 Initialisation des 
artesA�n de garder une 
ohéren
e entre les di�érentes dimensions traitées lors de l'apprentissage,il est né
essaire de reformuler un peu le problème. En e�et, pour 
haque paramètre ou obje
tif,on peut attendre un niveau moyen et un é
art type di�érents des autres dimensions, 
e qui peut
onduire au �nal à un biais dans la mise à jour. Pour 
ela, on 
hoisit généralement de normaliserles données du problème a�n d'e�e
tuer un traitement standard par la suite.On dé�nit ainsi :
Îndij =

Indij − gj√
Nµj

(4.26)où gj est la moyenne de la j-ème 
omposante des ve
teurs Ind

gj =
1

N

N∑

i=1

Indijet µj est l'é
art type de la j-ème 
omposante :
µ2

j =
1

N

N∑

i=1

(Indij − gj)
2En pratique, 
ette opération revient à faire un 
hangement de repère dans l'espa
e traité dedimension I + P traité. Le nouveau 
entre est le bary
entre G = (gjj=1,..,I+P )En faisant 
ette opération, on ne résout 
ependant pas le problème de l'initialisation des 
artes.On ne dispose toujours pas d'informations permettant de dé�nir deux dire
tions pour 
haque para-mètre ou obje
tif 
onsidéré. L'idéal serait de pouvoir projeter la population dans un plan de l'espa
etraité a�n d'en sortir deux ve
teurs de base. La proje
tion ne doit néanmoins pas être faite au hasardpour ne pas altérer la qualité de la visualisation.La détermination du plan de proje
tion est 
onnue sous le nom d'Analyse en ComposantesPrin
ipales. Il s'agit 
on
rètement de déterminer le plan qui 
onserve le plus d'informations possiblesdu nuage de points à projeter. Ce plan est déterminé par la position du point G et par deux ve
teurslinéairement indépendants notés a1 et a2.Le problème peut s'é
rire formellement 
omme suit :trouver a1 et a2 tels que N∑

i=1

∥∥∥Indi − Ind
(a1,a2)
i

∥∥∥
2

2
soit minimale
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(a1,a2)
i est le projeté orthogonal de Indi sur le plan 
her
hé.Ave
 le théorème de Pythagore appliqué au triangle formé par les points G, Ind

(a1,a2)
i et Indi,on montre que 
ette formulation est équivalente à :





Trouver a1 tel que ∑N
i=1 ‖G + (Indi.a1)a1‖2

2 soit maximaleTrouver a2 orthogonal à a1 tels que ∑N
i=1 ‖G + (Indi.a2)a2‖2

2 soit maximaleLa détermination de a1 et a2 fait intervenir la matri
e de 
orrélation R = X̂T .X̂ où X̂ est lamatri
e de taille N × (I + P ) 
onstituée par tous les individus à représenter é
rits en lignes aprèsavoir été normalisés. R est une matri
e 
arrée symétrique dé�nie positive de taille (I+P )× (I+P ).La matri
e R traduit la 
orrélation de 
ha
un des I + P ve
teurs 
omposantes relativement auxautres 
omposantes. Chaque ve
teur 
omposante donne la valeur d'un paramètre ou d'un obje
tifpour tous les individus de la population.On montre que les ve
teurs a1 et a2 sont les ve
teurs propres de R asso
iés respe
tivement à laplus grande valeur propre λ1 et la se
onde plus grande valeur propre λ2 [15℄.L'intérêt de séle
tionner 
es deux ve
teurs est qu'on maximalise ainsi la varian
e de la popu-lation dans le plan de proje
tion. En e�et, la matri
e R ne possède sur sa diagonale que des 1,
orrespondant à l'é
art type de 
haque 
omposante pour les Înd. La tra
e de R 
ara
térise la dis-persion, dans l'espa
e initial, de la population à projeter. Les valeurs propres de R 
orrespondentdon
 à l'é
art type de 
haque 
omposante exprimé dans la base des ve
teurs propres, et la sommede 
es valeurs propres 
orrespond aussi à la dispersion de la population. En séle
tionnant les deuxplus grandes valeurs propres, on s'assure de maximaliser l'é
art type de la population projetée surle plan 
orrespondant.Plus la fra
tion λ1+λ2PI+P
j=1 λj

est pro
he de 1, meilleure sera la proje
tion dans le plan engendré par
a1 et a24.9.3.7 Informations supplémentaires asso
iées aux SOMValidité de la représentation et 
orrélation entre variables. La matri
e R utilisée pourl'analyse en 
omposantes prin
ipales sur la population fait intervenir la 
orrélation de 
haque va-riable, paramètre ou obje
tif, exprimée pour l'ensemble de la population. On peut ainsi espérerdégager des similitudes entre 
es di�érentes 
omposantes a�n, par exemple, de prédire quel seral'obje
tif le plus in�uen
é par un paramètre.On peut pour 
ela 
onsidérer un à un les termes Rij de la matri
e R. Trois 
as remarquables seprésentent :

• Ri,j = 1 : les 
omposantes i et j sont positivement 
orrélées . Toute variation de l'une induiraune variation de l'autre dans le même sens au sein de la population optimale
• Ri,j = 0 : les 
omposantes sont statistiquement dé
orrélées.
• Ri,j = −1 : les 
omposantes sont négativement 
orrélées. Elles évolueront don
 en sens inverseau sein de la population optimale.Les termes Rij peuvent aussi être perçus 
omme le 
osinus de l'angle existant entre les ve
teurs
omposantes asso
iés. De manière évidente, il existe une in�nité de 
as possibles entre les trois
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on�gurations remarquables présentées, traduisant une plus ou moins grande 
orrélation entre lesdi�érentes 
omposantes.Il est possible de représenter graphiquement la 
orrélation entre les di�érentes 
omposantes. Pour
ela, il est pratique de projeter 
es ve
teurs dans un plan 
onservant le maximum d'informationsau sein de la population. On peut alors appliquer l'analyse en 
omposantes prin
ipales non pas auxindividus, mais aux paramètres et obje
tifs de la population.Dans 
e but, on 
onsidère la matri
e R′ = X̂.X̂T , de taille N × N . En appliquant la mêmedémar
he, on obtient la meilleure proje
tion en utilisant les ve
teurs b1 et b2 asso
iés aux deuxplus grandes valeurs propres de R′. De manière évidente, on a R′ = RT . On peut en déduire que les
ai et bi sont liés.

∀i, bi =
1√
λi
X̂aiSi la matri
e R a déjà été diagonalisée, il n'est don
 pas né
essaire de répéter l'opération pour R′a�n de trouver ses ve
teurs propres.Les ve
teurs b1,2 sont de dimension N . Ils permettent de projeter les ve
teurs 
omposantes enrespe
tant le plus possible les 
orrélations existant au sein de la population optimale. On obtientalors une représentation 
omme illustrée sur la �gure (Fig. 4.14).

Fig. 4.14 � Analyse en 
omposantes prin
ipales sur les variables - visualisation des 
orrélationsDeux informations majeures apparaissent sur 
ette �gure :
• En premier lieu, les 
oordonnées de 
haque ve
teur 
omposante projeté dans 
e plan 
orres-pondent à la 
orrélation du ve
teur 
omposante original ave
 les deux ve
teurs de base b1,2.En d'autres termes, si le ve
teur 
omposante est représenté exa
tement dans 
e plan, la normedu ve
teur projeté est égale à 1. Une norme inférieure traduit l'approximation faite lors de laproje
tion.
• En deuxième lieu, les angles existant entre les di�érents ve
teurs traduisent le degré de 
orré-lation que l'on 
her
he à représenter



200 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationSur la �gure, on voit don
 que les deux obje
tifs sont bien représentés par la proje
tion, etqu'ils sont négativement 
orrélés. On trouve aussi que les paramètres 1, 2 et 4 sont globalementpositivement 
orrélés ave
 le premier obje
tif, seul le paramètre 3 se distingue d'abord par unemauvaise proje
tion, et ensuite une dé
orrélation assez forte ave
 le reste des variables.Partitionnement. Une autre information peut être issue de la SOM. Il s'agit du partitionnementde la population optimale. En e�et, les SOM représentent les individus en intégrant une notion detopologie, 
'est à dire de ressemblan
e entre des ve
teurs prototypes voisins. Même si 
e ne sont pasdes algorithmes de partitionnement, ils tendent à générer des zones 
ohérentes du point de vue d'unou plusieurs paramètres ou obje
tifs. Il est 
ependant possible d'avoir des dis
ontinuités entre deuxzones 
ohérentes, notamment si la population traitée est elle-même dis
ontinue. Pour 
ara
tériserles di�érentes dis
ontinuités existant dans les 
artes générées par la SOM, on introduit le 
ritèrede la "U-Matrix" [182, 54℄, qui évalue la distan
e eu
lidienne entre les ve
teurs prototypes de deuxneurones voisins. Con
rètement, pour un treillis hexagonal, 
haque point est 
omparé, au sens dela distan
e eu
lidienne sur les ve
teurs prototypes, ave
 ses six voisins. On représente ensuite 
e
ritère en utilisant la stru
ture des 
artes standard.On arrive ainsi à mettre en éviden
e dans une seule 
arte toutes les dis
ontinuités ou variationsbrusques qui apparaissent pour l'ensemble des paramètres et obje
tifs. On peut alors avoir une idéeassez pré
ise du partitionnement possible de la population.

Fig. 4.15 � Représentation de la distan
e U-MatrixSur la �gure (Fig. 4.15), on observe la 
artographie de distan
e "U-Matrix" asso
iée à unepopulation optimale. On repère très nettement dans le 
oin gau
he supérieur une zone homogène,i.e. ave
 une faible distan
e inter-individus, séparée du reste de la 
arte par un saut de distan
e.Cette zone se retrouve nettement pour le deuxième paramètre, et dans une moindre mesure pourles paramètres 1,4 et le premier obje
tif.On peut 
ara
tériser la "for
e" d'une frontière en déterminant la distan
e au sens U-Matrixasso
iée. Plus 
ette mesure sera élevée, plus les zones séparées seront distin
tes, et 
e de deuxmanières :
• Seules quelques variables présentent 
ette frontière, mais ave
 une grande variation au traversde la séparation.
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• Toutes les variables présentent 
ette frontière, de manière plus ou moins marquée.Sur la 
arte présentée, on voit don
 qu' il existe deux frontières fortes, séparant deux en
lavesdu reste de la 
arte. La première a déjà été dé
rite. La se
onde, de petite taille, est 
ollée au bordde la 
arte. Elle 
orrespond à une di�éren
e de 
omportement entre, d'un 
oté le paramètre 2, etde l'autre le reste des variables. Hormis 
ette petite en
lave, la frontière apparaissant à mi-hauteurde la 
arte est 
ommune à toutes les variables.On distingue en revan
he un réseau assez 
onfus de petites frontières, ressortant faiblementsur la 
arte. Elle mettent en éviden
e les petites variations qui apparaissent pour les di�érentesvariables. Toutes ne sont 
ependant pas pertinentes du point de vue de la 
ompréhension ou dupartitionnement, 
ar elles ne délimitent pas de zone vraiment évidente de la 
arte.On soulignera que l'utilisation de la norme U-Matrix n'est vraiment pertinente que pour un 
as
omportant beau
oup de variables, 
ar elle apporte alors une aide substantielle à l'utilisateur poursynthétiser et, dans un sens, superposer les di�érentes 
artes. Sur un 
as aussi simple que 
eluiprésenté en (Fig. 4.15), il est possible de trouver 
es frontières d'un simple regard.Robustesse. La robustesse d'un dessin peut aussi être esquissée par une visualisation de typeSOM. Elle est plus ou moins liée à la notion de partitionnement pré
édemment exposée. En e�et,il est fa
ile ave
 
es représentations de repérer les zones sur lesquelles les obje
tifs varient peurelativement aux paramètres, 
orrespondant don
 aux zones de dessins robustes. A l'inverse, onpeut aussi identi�er des zones 
ritiques pour lesquels un paramètre est à peu près 
onstant, et lesobje
tifs sont dis
ontinus.De manière plus générale, les SOM permettent de trouver immédiatement les plages de variationdes di�érents paramètres et obje
tifs. On peut alors fa
ilement dis
erner quels sont les paramètresayant peu d'in�uen
e, de 
eux qui sont 
ritiques.Cependant, la notion de robustesse n'est souvent i
i que partielle dans la mesure où les 
artess'appuient sur la population optimale, et don
 des ensembles de paramètres optimaux. On ne peutpas, dans le 
as général, dégager l'in�uen
e d'un seul paramètre à partir d'une 
artographie SOMoptimale. En e�et, le dépla
ement sur la 
arte équivaut presque toujours à la variation simultanéede plusieurs paramètres. Ce 
ouplage interdit toute prédi
tion de la sensibilité monoparamétriquedes obje
tifs.Sur la �gure (Fig. 4.15), on remarque que le troisième paramètre est 
onstant dans la zonesupérieure de la 
arte. Si on 
her
he, par exemple, à maximaliser l'obje
tif 1 (f1), il est alorsimpératif de s'assurer que le troisième paramètre est bien à sa valeur maximale puis de pro
éderau réglage des autres paramètres. En 
e sens, le troisième paramètre est 
ritique et il introduit unenotion de non-robustesse du dessin.4.10 Synthèse sur la paramétrisation et l'optimisationDans 
e 
hapitre, nous avons présenté les di�érentes te
hniques d'optimisation en les analysantpar rapport à l'optimisation envisagée pour le traitement de 
arter. Il ressort de 
ette étude queles algorithmes génétiques sont aujourd'hui les plus aptes à traiter e�
a
ement l'optimisation durainurage.Cependant, le prin
ipal défaut des algorithmes génétiques est le besoin d'évaluer de nombreuxindividus. Si 
e besoin n'est pas traité de manière e�
a
e, l'utilisation d'un algorithme génétique
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al
ul totalement irréalisables. Une solution à 
e problème estd'utiliser une appro
he paramétrée, 
e qui est faisable ave
 le 
ode Turb'Opty. Nous avons présenté
ette te
hnique, ainsi que les di�érentes 
ontraintes de re
onstru
tion qui lui sont propres.L'algorithme génétique utilisé dans 
ette étude, NSGA-II, a ensuite été dé
rit. Il a été modi�épour pouvoir tenir 
ompte de la paramétrisation du traitement de 
arter.En�n, nous avons présenté une te
hnique de post-traitement de l'optimisation, ou plus pré
i-sément de la population optimale retournée par l'algorithme génétique. Cette te
hnique, baptiséeSelf Organizing Map, permet de 
ara
tériser �nement la struture de la population optimale, et elledonne a

ès à des informations supplémentaires telles que la robustesse d'une 
on�guration.Maintenant que nous disposons d'outils adaptés pour e�e
tuer des optimisations, nous allonsa
hever l'étude du traitement de 
arter. Dans le 
hapitre 5, nous analyserons l'optimisation dutraitement de 
arter qui a été faite au 
ours de 
ette thèse, puis nous appliquerons le nouveautraitement de 
arter optimisé à un ventilateur de refroidissement automobile.



Chapitre 5Optimisation et appli
ation dutraitement de 
arter5.1 Introdu
tionAprès avoir détaillé au 
hapitre 4 les te
hniques d'optimisation utilisées dans le 
adre de 
ettethèse, nous allons a
hever dans 
e 
hapitre l'étude du traitement de 
arter qui avait été initiéeau 
hapitre 3. Nous nous 
on
entrerons i
i sur l'optimisation du traitement de 
arter et sur sonappli
ation au ventilateur de refroidissement automobile étudié.Dans un premier temps, nous présenterons les résultats issus de la paramétrisation du modèlede rainurage, ave
 une 
omparaison entre la paramétrisation et l'appro
he dire
te (
f. 3.4.7) sur lesvariations des obje
tifs aérodynamiques 
ara
térisant le traitement de 
arter.Le rainurage sera ensuite optimisé dans la se
tion 5.3. On présentera les fronts de Pareto obtenus,et on analysera la stru
ture de la population optimale. A la �n de 
ette se
tion, une géométrieoptimale sera retenue a�n d'être appliquée au ventilateur.Dans la se
tion 5.4, nous présenterons les résultats de l'appli
ation du traitement de 
arter surle ventilateur étudié, appli
ation qui vise à démontrer la validité et l'e�
a
ité du rainurage sur le
ontr�le de l'é
oulement de jeu en 
onditions réelles.5.2 Paramétrisation Turb'Opty - 
ouplages entre paramètresAu 
hapitre 3 (se
tion 3.4.7), les in�uen
es des di�érents paramètres ont été présentées sansnotion de 
ouplage. Or, du fait de l'évolution du 
hamp aérodynamique, on peut attendre desvariations un peu di�érentes lorsqu'on modi�e plusieurs paramètres simultanément. On a vu parexemple que le vortex dans la rainure était sensible à l'angle, la profondeur, ou bien en
ore la largeurdes rainures.Dans 
ette partie, nous traiterons don
 spé
i�quement des e�ets de 
ouplage que l'on peut at-tendre. Toutefois, 
omme une étude dire
te de 
es e�ets aurait demandé un très grand nombre desimulations, on se basera don
 sur le 
al
ul paramétrique e�e
tué ave
 Turb'Opty. Ce solveur per-mettant de 
al
uler les dérivées 
roisées du se
ond ordre, on dispose ainsi d'une bonne approximationdes intera
tions entre les paramètres, pris deux à deux.203
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ation du traitement de 
arter5.2.1 Evaluation des résultats paramétrisés ave
 Turb'Opty - Comparaison ave
Turb'FlowLa détermination des dérivées du 
hamp aérodynamique a été e�e
tuée ave
 le solveur Turb'Optyen utilisant les te
hniques présentées au 
hapitre 4 (page 175). La paramétrisation est basée sur lemodèle du traitement de 
arter présenté au 
hapitre 3. La base de données a été 
onstruite à partirde la 
on�guration de référen
e suivante :
α 115�h 3 mmw 7.8 mmL 9 mmN 50Tab. 5.1 � Géométrie de base utilisée pour le 
al
ul paramétriqueLe 
al
ul a été e�e
tué en utilisant un s
héma 
entré au se
ond ordre, ave
 une dissipationnumérique du quatrième ordre réglée à 1.10−1. A titre d'information, le 
al
ul a été e�e
tué sur lemaillage déra�né une fois dans 
haque dire
tion, soit environ 69 000 points.La résolution du système linéaire (4.5) a été e�e
tuée en utilisant une méthode GMRES (
f.annexe F), 
ouplée à une fa
torisation LU de pré
onditionnement. Cette te
hnique de pré
ondition-nement est extrêmement 
oûteuse en terme de mémoire, puisque pour notre 
as, il fallait disposerd'environ 62 Go de mémoire. Elle est en 
ontrepartie très e�
a
e puisque le système pré
onditionnése résout en quelques itérations. Ave
 une telle méthode, le 
al
ul de 
haque dérivée demande environ90 minutes.Nous avons été 
ontraints de faire un 
al
ul en turbulen
e �gée, 
'est à dire en supposant queles dérivées de variables turbulentes ρk et ρω étaient nulles. En e�e
tuant les premiers 
al
uls dedérivées, nous nous sommes rendus 
ompte que 
es deux variables dégradaient très fortement le
onditionnement de la matri
e du système linéaire. La résolution du système linéaire devenait alorstrès di�
ile, voire impossible. En outre, il s'est avéré que les quelques dérivées obtenues étaientd'assez mauvaise qualité, 
onduisant à une erreur bien supérieure à 
elle 
ommise en négligeant lavariation de la turbulen
e.5.2.2 Etude des variations obtenues par la paramétrisationOn retrouve par la paramétrisation la plupart des variations observées jusqu'i
i ave
 les 
al
ulsRANS 
lassiques. Les 
hamps aérodynamiques sont re
onstruits en utilisant une série de Taylorappliquée aux variables 
onservatives.5.2.2.1 Longueur LLa �gure (Fig. 5.1) présente les variations des obje
tifs obtenues après paramétrisation pour lavariable L. Les deux 
ourbes sur 
haque graphique 
orrespondent à deux ordres de re
onstru
tion.Pour le "1er ordre", la re
onstru
tion est e�e
tuée en n'utilisant que la dérivée première des variables
onservatives par rapport aux paramètres. Pour le "2eme ordre", on utilise les dérivées premières etse
ondes.
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Fig. 5.1 � E�ets du paramètre L sur les obje
tifs - paramétrisation
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ation du traitement de 
arterOn retrouve les mêmes tendan
es que pour les 
as présentés auparavant, 
as 
orrespondant àune hauteur h=1 mm et évalués ave
 le solveur RANS 
lassique. L'obje
tif de pression statiquedé
roît en fon
tion de L, à l'opposé de la pression totale. La variation de ∆Vy reste en
ore une foistrès faible. La plage de re
onstru
tion est 
ependant elle aussi limitée.Les e�ets de la longueur de rainure sont essentiellement du premier ordre 
omme on peut le
onstater sur les 
ourbes. L'é
art entre les 
ourbes au premier et se
ond ordre est très faible,notamment pour ∆Pt. Pour l'obje
tif ∆Ps, la dérivée se
onde tend à faire baisser le niveau. Pour
∆Vy, on peut 
onsidérer que l'é
art n'a pas vraiment de sens vu les très faibles amplitudes.5.2.2.2 Largeur wOn dispose, pour 
e paramètre, de points de 
omparaison obtenus ave
 le solveur Turb'Flow.Les résultats présentés dans la �gure (Fig. 5.2) permettent don
 de véri�er la qualité des dérivéesobtenues.

Fig. 5.2 � E�ets du paramètre w sur les obje
tifs - paramétrisationComme on peut le 
onstater, on retrouve les bonnes tendan
es, même si pour ∆Ps et ∆Pt, lespentes au niveau du point de référen
e ne sont pas pleinement satisfaisantes :
• La variation de ∆Ps est surestimée.
• La variation de ∆Pt est sous-estimée.
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ond ordre sont i
i assez importants. On remarquera d'abord qu'ils génèrentune in�exion des 
ourbes 
ohérentes ave
 les é
hantillons de 
omparaison. Pour ∆Ps, les e�ets duse
ond ordre permettent de rattraper en partie l'erreur de pente. Pour w=10.8 mm, on a ainsi unbon a

ord entre la paramétrisation et le 
al
ul dire
t. A l'opposé, ils dégradent les résultats pourw<7.8 mm.Pour ∆Pt, le se
ond ordre n'améliore pas vraiment la solution. Les variations pour w<7.8 mmsont quasiment in
hangées par rapport au premier ordre. De l'autre 
�té, pour w>7.8 mm, on assisteplut�t à la dégradation de la solution. Cette dégradation se traduit en parti
ulier par la 
réationd'un optimum lo
al qui ne semble pas physique au regard de l'é
hantillon de 
omparaison.Pour ∆Vy, la 
on
ordan
e entre les 
ourbes est bien meilleure. On retrouve ainsi dire
tement labonne pente, et les e�ets du se
ond ordre permettent de se rappro
her en
ore plus des 
on�gurationstestées pour w<7.8 mm. Toutefois, pour w>7.8 mm, un optimum lo
al apparaît pour 
e 
ritère aussi.5.2.2.3 Nombre de rainures NOn dispose, là aussi, d'é
hantillons de 
omparaison obtenus par 
al
ul dire
t. Les résultats sontprésentés sur la �gure (Fig. 5.3).

Fig. 5.3 � E�ets du paramètre N sur les obje
tifs - paramétrisation
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ation du traitement de 
arterComme on peut le 
onstater, le résultat de la paramétrisation n'est pas très bon pour 
e para-mètre. Si les variations au premier ordre peuvent être satisfaisantes, 
elles au se
ond ordre sont enrevan
he assez mauvaises. On notera toutefois que les points obtenus dire
tement ave
 Turb'Flowsont à N=25,50 et 75. Ave
 une telle répartition, il est di�
ile de quanti�er pré
isément ave
Turb'Flow le 
omportement des obje
tifs autour de N=50, 
'est à dire sur la plage balayée par lare
onstru
tion Turb'Opty. Des 
al
uls dire
ts dans le pro
he voisinage de N=50 (N=52 par exemple)auraient été plus judi
ieux pour la 
omparaison.La sensibilité au se
ond ordre du 
ritère ∆Ps est beau
oup trop forte. Une faible variation dunombre de rainures, ±10% par exemple, génère un 
hangement de près de 7 Pa de ∆Ps, soit plusde 25%.De la même manière, on observe une variation assez 
urieuse de ∆Pt, ave
 une sorte de "vague"de part et d'autre du point de référen
e.Cette mauvaise qualité de la re
onstru
tion au se
ond ordre pourrait être due à de forts e�etsdu troisième ordre. Cette hypothèse reste néanmoins à 
on�rmer en 
al
ulant les dérivées troisièmesdu 
hamp par rapport à N.La paramétrisation est peut-être à reprendre pour 
e paramètre. En e�et, nous avons 
hoiside paramétrer dire
tement N, alors que les dimensions du rainurage sont proportionnelles à 1N . Ilen résulte une erreur de tron
ature sur les variations du maillage par rapport à N. Par exemple,l'abs
isse transversale y d'un point de maillage dépend dire
tement de la largeur l = 2πR0N . En
onséquen
e les dérivées ∂ny
∂Nn sont non nulles quel que soit l'ordre n de dérivation. Or, on ne retienti
i que les dérivées premières et se
ondes. A l'opposé, si on avait 
hoisi de paramétrer 1N , la relationentre l'abs
isse y et le paramètre 1

N aurait été linéaire, et seule la dérivée première ∂y
∂(1/N) aurait éténon nulle. Ce point devra faire l'objet d'une future véri�
ation.Il est aussi probable que les dérivées se
ondes soient simplement mauvaises, en raison des sim-pli�
ations faites (turbulen
e �gée notamment).Quelle que soit la raison véritable, on peut véri�er que la qualité de la re
onstru
tion en fon
tionde N est assez faible : pour les valeurs de paramètre éloignées de la référen
e, on remarque que ledébit ne se 
onserve plus, ave
 des variations atteignant quelques pour 
ent.En pratique, on limitera don
 la plage d'exploration de 
e paramètre au voisinage de la 
on�-guration de référen
e a�n de limiter les erreurs 
ommises. On prendra N dans l'intervalle [48-52℄.5.2.2.4 Angle αLe paramètre α est assez intéressant puisqu'il présente une valeur optimale. Les 
ourbes (Fig.5.4) permettent de valider les résultats du 
al
ul paramétrique. A�n d'obtenir une paramétrisationgéométrique exa
te à l'ordre 2, le paramètre traité ave
 Turb'Opty est 1

tanα . Les positions despoints de maillage sont liées linéairement à 
e paramètre "intermédiaire". On peut ensuite passersans au
un problème de 
e paramètre à l'angle α (la relation est bije
tive sur la plage 0�- 180�).Il y a i
i un très bon a

ord entre les re
onstru
tions et les points de 
omparaison. L'erreur laplus importante est observée pour ∆Ps. La pente n'est pas totalement 
orre
te à la référen
e, maisles e�ets du se
ond ordre viennent 
orriger en partie le problème puisque la re
onstru
tion à 90�estpresque exa
te.Pour les 
ritères ∆Pt et ∆Vy, la re
onstru
tion au premier ordre donne le bon 
omportement,ave
 de plus une variation quasi-linéaire. Les dérivées se
ondes permettent de retrouver la bonne
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Fig. 5.4 � E�ets du paramètre α sur les obje
tifs - paramétrisation
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arter
ourbure. On voit ainsi que la 
ourbe au se
ond ordre passe presque parfaitement par les points
α=115�, α=110�et α=90�.On peut don
 en 
on
lure que les e�ets aérodynamiques au niveau de l'optimum sont essentiel-lement du se
ond ordre.En parallèle, le 
al
ul paramétrique permet de déterminer plus �nement la position de l'optimum.Si on se base sur le 
ritère de vitesse, il semblerait que l'optimum soit à environ α=104�.5.2.2.5 Hauteur hOn ne dispose pour 
e paramètre que d'un seul point de 
omparaison 
ohérent ave
 la 
on�gu-ration de référen
e. Ce point est situé à h=4 mm. On rappelle que les variations observées en 3.4.7.5
orrespondaient à des 
as présentant une adhéren
e partielle dans les plénums. Ce 
hoix dis
utableavait été imposé par des problèmes de 
onvergen
e. Pour le 
al
ul paramétrique, on est revenu àune 
on�guration standard, 
'est à dire sans adhéren
e des plénums

Fig. 5.5 � E�ets du paramètre h sur les obje
tifs - paramétrisationLe point le plus remarquable sur la �gure (Fig. 5.5) est l'inversion de la pente pour ∆Ps parrapport aux 
as étudiés en 3.4.7.5. Toutefois, on avait vu dans 
es 
as que entre h=2 mm eth=3 mm, l'obje
tif de pression statique stagnait. Nous avions alors supposé que l'on se trouvait enprésen
e d'un optimum situé quelque part entre 2 et 3 mm. La variation observée i
i vient 
on�rmer
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alisation est à revoir. On sou�re 
ependant d'un problème de
ohéren
e entre les données, lié aux 
onditions d'adhéren
e imposées ou non dans le plénum amont.Ce point sera 
lari�é lors de l'étude de 
ouplage entre paramètres.Dans l'ensemble, l'observation de la �gure révèle des variations 
orre
tes. La pente est un peudi�érente de 
e qui est observé en 
al
ul dire
t, mais les variations du se
ond ordre viennent un peurattraper l'é
art ave
 les 
al
uls dire
ts. Toutefois, 
ompte-tenu du faible nombre d'é
hantillons de
omparaison, on évitera de 
on
lure pré
isément sur le degré de validité des dérivées.Pour 
e paramètre, les dérivées se
ondes jouent un r�le faible puisque les 
ourbes au premier etau se
ond ordre sont pro
hes. La majeure partie des variations 
onstatées résulte d'e�ets du premierordre.5.2.3 Couplages entre paramètresNous traiterons dans 
ette partie des e�ets de 
ouplage entre paramètres. Ave
 l'appro
he dere
onstru
tion 
hoisie, 
'est-à-dire les séries de Taylor, les e�ets de 
ouplage sont générés par leterme de dérivée 
roisée :
Q(x1 + ∆x1, x2 + ∆x2) =Q(x1, x2) +

[
∂Q

∂x1
∆x1 +

∂2Q

∂x2
1

(∆x1)
2

2

]
+

[
∂Q

∂x2
∆x2 +

∂2Q

∂x2
2

(∆x2)
2

2

]

+

[
∂2Q

∂x1∂x2

∆x1.∆x2

]Ces e�ets ne seront don
 per
eptibles que lorsque les deux paramètres s'é
arteront de leurs valeursde référen
e.Les e�ets de 
ouplage sont d'importan
e variable selon les doublets de paramètres et les obje
tifs
onsidérés. Les variations liées au nombre de rainures N sont ainsi pas ou très peu 
ouplées à tous lesautres paramètres. Par exemple, pour les obje
tifs ∆Ps et ∆Pt, les e�ets de 
ouplage se traduisentsouvent par une di�éren
e de quelques pour 
ent entre la re
onstru
tion n'utilisant pas les dérivées
roisées et la re
onstru
tion ave
 le 
ouplage.Ce dé
ouplage peut parfois être justi�é en 
onsidérant les di�érents mé
anismes aérodynamiquesen jeu. Pour le doublet (N,L), on a une séparation forte des mé
anismes a�e
tés par 
ha
un desparamètres : N va essentiellement agir sur les re
ir
ulations aval et le blo
age, tandis que L n'ad'e�et que sur l'a

élération transversale.Dans d'autre 
as, la faiblesse des 
ouplages est plus inattendue. Pour (N,w) par exemple, onpourrait attendre des e�ets plus forts puisque 
es paramètres sont pro
hes géométriquement, et ilsagissent tous deux par exemple sur ∆Ps.Malgré la faiblesse de 
es 
ouplages, on garde quand même une 
ohéren
e par rapport auxrésultats monoparamétriques observés. Ainsi, pour le doublet (w,N), le 
ouplage permet d'améliorer
∆Ps dans des 
on�gurations 
omportant "beau
oup" de rainures (N=52) �nes (w=4.8 mm). Al'opposé une 
on�guration ave
 beau
oup de rainures larges voit son obje
tif ∆Ps se dégrader pare�et de 
ouplage. Les e�ets sur ∆Pt et ∆Vy sont eux aussi 
ohérents.Parmi les paramètres dé
ouplés du point de vue des obje
tifs, on trouve :
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• α et L : 
'est assez logique dans la mesure où les e�ets de α sont visibles, entre autre, horizon-talement au niveau de la sortie de rainure. La longueur a�e
te pour sa part la re
ir
ulationméridienne en aval. Ce
i peut en outre suggérer que les e�ets de 
ouplage entre les stru
tureshorizontales et méridiennes en aval des obsta
les ne sont pas très importants du point de vuedes obje
tifs �xés.
• α et N : le dé
ouplage n'est valable que pour ∆Pt et ∆Vy. Les e�ets sont un peu plus importantspour le 
ritère de pression statique et ils sont 
ohérents ave
 les résultats monodire
tionnels.On privilégie ainsi des rainures peu nombreuses et fortement in
linées pour améliorer 
e 
ritère.
• h et N : 
es paramètres a�e
tent tous les deux la re
ir
ulation aval. On retrouve don
 que le
ouplage des di�érentes stru
tures dans la re
ir
ulation aval a�e
te peu les obje
tifs pour les
on�gurations étudiées.
• N et w (faiblement 
ouplés)
• N et L : dé
ouplage des mé
anismes aérodynamiques a�e
tés par les deux paramètresLe premier 
ouplage remarquable, qu'on puisse trouver, intervient entre α et h pour l'obje
tif depression ∆Ps. Ce 
ouplage est assez faible par essen
e mais il aboutit à une évolution intéressantedes lois de variation de l'obje
tif.

Fig. 5.6 � Couplage entre h et α - obje
tif ∆PsOn a tra
é sur la �gure (Fig. 5.6) les variations de ∆Ps en fon
tion de α et h. On représentesimultanément les surfa
es obtenues en utilisant ou non les dérivées 
roisées. On a aussi tra
é lesisobares pour aider la visualisation.Comme on peut le 
onstater, l'e�et du 
ouplage dégrade légèrement le niveau de pression pour αet h simultanément grands ou petits. Pour des 
on�gurations "
roisées" (petit angle/grande hauteurou vi
e versa), le 
ouplage améliore l'obje
tif ∆Ps. Il en résulte un vrillage de la surfa
e tra
ée ave
les dérivées 
roisées.
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e vrillage en rapport ave
 le 
omportement observé dans les analyses monodi-re
tionnelles pour h. Malgré les problèmes de 
ohéren
e entre les 
al
uls entraînés par l'utilisation ounon d'adhéren
e en amont, on peut tra
er le même type de surfa
e sur la base des 
al
uls Turb'Flow(Fig. 5.7). On a représenté sur 
ette �gure deux surfa
es distin
tes. La première, sans marque par-ti
ulière, 
orrespond aux 
as adhérents en amont. La se
onde, tra
ée ave
 des 
roix, 
orrespond au
as sans adhéren
e ; elle est don
 totalement 
ohérente ave
 la paramétrisation.

Fig. 5.7 � Couplage entre h et α - 
omportement optimal ave
 hOn voit d'abord sur 
ette �gure que les surfa
es obtenues ave
 ou sans adhéren
e sont trèspro
hes. Si on se base sur les isobares, on 
onstate de plus qu'il n'y a pas de forts 
hangements despentes : les isobares de l'une sont dans la 
ontinuité des isobares de l'autre. Hormis le léger dé
alageentre les 
ourbes, on pourra dans un premier temps supposer que les deux 
as (adhérent/glissant)se "prolongent" mutuellement.On voit dans 
es 
onditions qu'il existe un optimum en h dont la position varie selon α. Pour
α 690�, l'optimum est situé vers h=2 mm. Pour α=115�, il se positionne entre h=2 mm eth=3 mm. En revan
he, pour α=140�, on peut penser, faute d'un nombre su�sant de points, que
et optimum n'existe plus. On a en e�et ∆Ps(h=4,α=140)<∆Ps(h=3,α=140), 
e qui rend don
 lavariation de ∆Ps monotone par rapport à h.La disparition de l'optimum (ou au moins son dé
alage vers les très grandes valeurs de h) lorsde l'augmentation de α n'est pas totalement illogique en regard des 
omportements limites. Lesvariations de ∆Ps observées pour l'obsta
le 
ir
onférentiel sont monotones. Or, 
ette géométrie estla limite vers laquelle tend le rainurage quand α tend vers 180�. On devrait don
, in �ne, retrouverun 
omportement monotone relativement à h en augmentant α.Au �nal, le vrillage 
onstaté sur la 
ourbe paramétrisée est peut-être dû à 
e mé
anisme d'opti-mum. Cependant, la tendan
e d'évolution de l'optimum est alors inversée : si 
et optimum existe,la �gure (Fig. 5.6) le donne plut�t vers h=4 mm pour α=70�, et vers h=2 mm pour α=140�. Onpeut alors légitimement se demander si le 
hoix de l'adhéren
e sur les plénums amont n'est pasresponsable de 
ette di�éren
e.Pour 
es deux paramètres, les e�ets de 
ouplages sur ∆Pt et ∆Vy sont un peu plus 
onséquents.La di�éren
e maximale est d'environ 5 Pa entre les surfa
es de pression totale tra
ées ave
 et sansdérivées 
roisées. Le 
ouplage n'a�e
te que marginalement la position du minimum de ∆Pt et ∆Vy.Celui-
i reste vers α=110�.
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ation du traitement de 
arterUn autre 
ouplage remarquable est obtenu pour le doublet (α,w) sur les obje
tifs ∆Pt et ∆Vy.

Fig. 5.8 � Couplage entre h et α - 
omportement optimal ave
 hLa re
onstru
tion sur w seulement génère elle aussi des optima, très dis
utables, pour 
es deuxobje
tifs. En 
onséquen
e, la re
onstru
tion en fon
tion des deux paramètres va générer une 
uvetteen superposant 
es deux optima, 
omme on peut le voir sur la �gure (Fig. 5.8). L'introdu
tion desdérivées 
roisées vient limiter 
e défaut en "ouvrant" la 
uvette du 
�té des rainures larges et trèsin
linées. La vallée 
réée est oblique, 
e qui introduit don
 une dépendan
e de l'optimum en anglevis à vis de la largeur.Ce phénomène n'est pas aberrant dans la mesure où l'optimum en angle de ∆Pt est en grandepartie lié au problème de débit dans la rainure. En ouvrant de plus en plus la rainure, on peut espérerque les phénomènes de blo
age diminueront : 
ela permettra, à angle 
onstant, d'avoir une meilleurerépartition de débit en faveur de la rainure et au �nal une meilleure rédu
tion de la giration et dela pression totale en sortie. Cependant, 
omme l'ouverture des rainures s'a

ompagne d'une baissedu di�érentiel amont/aval de pression statique, il pourra être né
essaire d'augmenter l'angle pour
ompenser. On retrouve ainsi le dépla
ement de l'optimum observé sur les 
ourbes.Parmi les autres paramètres présentant des 
ouplages, on a :
• H et L : le 
ouplage est surtout sensible pour ∆Vy. Il favorise les rainures longues et hautes.
• H et w : le 
ouplage a�e
te ∆Pt et ∆Vy.
• w et L : les 
ouplages favorisent des 
on�gurations ave
 des rainures longues et �nes pourobtenir un bon ∆Ps. Ce
i est, une fois de plus, 
ohérent ave
 
e qu'on peut trouver surl'obsta
le 
ir
onférentiel. A l'opposé, pour réduire la giration, le 
ouplage indique des rainureslongues et larges. Une telle 
on�guration est e�e
tivement adaptée à 
et obje
tif puisque :1. des rainures larges permettront d'obtenir un é
oulement selon −~y important2. des rainures longues permettront un meilleur guidage dans la rainure. On peut espérergagner en
ore un peu plus sur le niveau de Vy en sortie de rainure et don
 sur la rédu
tion
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omme la sortie des rainures se rappro
he de la sortie du jeu,on diminue automatiquement les phénomènes de re-énergétisation du �uide en aval.5.3 Optimisation du traitement de 
arter modélisé5.3.1 Conditions de l'optimisationAprès les études dire
tes et paramétriques, nous avons pro
édé à une optimisation du traitementde 
arter modélisé sur la base de la paramétrisation Turb'Opty. L'optimisation a été e�e
tuée enutilisant l'algorithme NSGA-II présenté en 4.8, sur une population de 500 individus. Le but de 
etteoptimisation est de dégager un ensemble de géométries optimales, don
 e�
a
es, pour les adapterensuite à un ventilateur.Pour information, plusieurs optimisations di�érentes ont été e�e
tuées en variant les obje
tifs
onsidérés. Nous avons ainsi testé :
• un obje
tif de limitation de l'angle d'in
iden
e en sortie de jeu. Cet obje
tif est 
on
eptuelle-ment pro
he du ∆Vy, mais il est insensible aux e�ets de variation du débit puisque nous avons
hoisi de travailler ave
 une in
iden
e amont 
onstante
• un obje
tif de limitation de l'augmentation de la pression dynamique. Le 
ritère ∆Pd est i
iaussi assez pro
he de ∆Vy puisque l'é
oulement est faiblement 
ompressible et n'a presquepas de vitesse verti
ale en entrée et en sortie du jeu.En pratique, les di�érentes 
ombinaisons d'obje
tifs ont toutes abouti à des populations opti-males assez similaires. On se 
on
entrera don
 sur l'optimisation des 
ritères ∆Ps, ∆Pt et ∆Vy.Compte-tenu des limites observées ave
 les re
onstru
tions en sortie de paramétrisation, nousavons restreint la zone balayée de l'espa
e paramétrique. Les intervalles de re
her
he pour 
haqueparamètre sont : paramètre valeur min. valeur max.

α 90� 132�h 2 mm 4 mmw 7 mm 9 mmL 8 mm 10 mmN 48 52Tab. 5.2 � Plages de paramètres balayées par l'optimisationL'algorithme atteint très vite un niveau de remplissage élevé du premier front. En environquarante itérations, le front numéro 1 dans la population atteint presque 500 individus. On e�e
tuenéanmoins 100 itérations au total : la suite de la 
onvergen
e permet d'a�ner, en
ore un peu plus, lefront de Pareto trouvé en �nissant de remplir la population optimale et en étalant les 500 individussur la surfa
e optimale.
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ation du traitement de 
arter5.3.2 Résultats de l'optimisation5.3.2.1 Front de ParetoLe front de Pareto obtenu par 
ette paramétrisation est présenté sur la �gure (Fig. 5.9). Nousl'avons représenté en trois dimensions et aussi en le projetant sur les trois plans bi-obje
tifs de notre
as.

Fig. 5.9 � Front de Pareto dans l'espa
e obje
tifLe front de Pareto trouvé est prin
ipalement organisé autour d'une 
ourbe sur laquelle viennentse positionner nombre d'individus. Ce front reste néanmoins une surfa
e, du fait de la dispersionde quelques points/individus. La dispersion surfa
ique des points est essentiellement due au 
ritère
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∆Pt : dans le plan ∆Ps,∆Vy, le front de Pareto est 
on
entré sur une ligne.La forme du front est assez 
urieuse, puisqu'il y a une rupture de pente sur la ligne prin
ipale.Dans 
e type de visualisation, il n'est pas possible de déterminer les 
auses de 
e phénomène.5.3.2.2 Cartographie SOM de la population optimaleL'analyse de la population optimale est grandement fa
ilitée par l'utilisation d'une te
hniqueSOM. On a tra
é sur la �gure (Fig. 5.10) les 
artographies de paramètres et obje
tifs sur la po-pulation optimale. Les 
artes sont de taille (40×40). Il y a don
 plus de ve
teurs prototypes qued'individus optimaux.

Fig. 5.10 � Cartographie SOM de la population optimalePlusieurs points remarquables apparaissent ave
 
e type de visualisation :
• La plupart des 
artes présentent deux zones nettement séparées. On distingue ainsi une zonehaute et une zone basse. La forme et l'intensité de la frontière varient selon l'obje
tif ou le
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ation du traitement de 
arterparamètre 
onsidéré. Pour N, le dé
oupage est très marqué et il sépare le 
oin supérieur droitdu reste de la 
arte. Pour ∆Ps, le dé
oupage n'est marqué que sur la droite de la 
arte. Latransition sur la gau
he est beau
oup plus 
ontinue.
• On voit très 
lairement l'antagonisme entre d'une part l'obje
tif ∆Ps, et d'autre part lesobje
tifs ∆Pt et ∆Vy. Les zones 
orrespondant à un é
art de pression statique intéressant sontles zones pour lesquelles les deux autres obje
tifs sont les plus médio
res.
• Le paramètre L est bloqué sur sa valeur maximale. La petite po
he bleue dé
oule surtoutd'un problème de pré
ision d'é
riture. Toutes les 
on�gurations optimales sont don
 longuesde 10 mm. Ce point suggère qu'une poursuite de l'optimisation serait né
essaire. Dans 
etteoptique, il faudrait re
al
uler les dérivées sur la base d'une des 
on�gurations optimales etre
ommen
er l'optimisation. Nous avons 
hoisi de ne pas pro
éder à une telle opération pouré
onomiser du temps et passer dire
tement à la phase de 
ouplage du traitement de 
arterave
 le ventilateur.
• Dans l'ensemble, l'optimisation a privilégié des rainures plus larges ou plus �nes que la 
on�gu-ration de référen
e : le niveau w=7.8 mm est très peu représenté sur la 
arte 
orrespondante. Ilen va de même pour le nombre de rainures, qui varie brutalement entre 48 et 52. Cette variationest à mettre en rapport ave
 le 
omportement du se
ond ordre observé lors de l'exploitationdu 
al
ul paramétrique.On repère trois points remarquables sur 
ette 
artographie. Ces points 
orrespondent au mini-mum de 
ha
un des obje
tifs. Ils sont représentés sur la �gure (Fig. 5.11)

Fig. 5.11 � Position des minima de 
haque obje
tifCes trois 
on�gurations sont :Con�guration α [�℄ h [mm℄ w [mm℄ L [mm℄ N ∆Ps [Pa℄ ∆Pt [Pa℄ ∆Vy [m/s℄Min. ∆Ps 131.9 2 7.0 10 48 -56.8 11.9 4.62Min. ∆Pt 117.8 4 8.9 10 52 -28.7 -9.4 1.99Min. ∆Vy 108.4 4 8.9 10 51 -24.9 -7.8 1.79Con�g. Initiale 115.0 3 7.8 9 50 -31.6 1.7 2.89Tab. 5.3 � Con�gurations extrêmes de l'optimisationOn voit ainsi que les optima de ∆Pt et ∆Vy, quoique pro
hes, sont di�érents. Ils ne 
orrespondentpar exemple pas au même angle α, ni au même nombre de rainures.On a rappelé dans le tableau [5.3℄ la 
on�guration initiale ayant servi au 
al
ul des dérivées etdon
 à l'optimisation. Comme on peut le voir, 
ette 
on�guration n'est pas Pareto-optimale.
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artes SOM permettent de retrouver un 
ertain nombredes tendan
es observées jusqu'i
i pour des 
on�gurations non-optimales. Le meilleur ∆Ps est obtenupour des rainures fortement in
linées, �nes et peu nombreuses, mais aussi peu profondes 
e qui estun peu plus surprenant. Ce dernier point est à mettre sur le 
ompte des phénomènes de 
ouplageet d'optimum sur h vus pré
édemment. A l'opposé, les géométries e�
a
es du point de vue dela pression totale ou de la vitesse transversale sont 
ara
térisées par des rainures larges, hautes,nombreuses et pro
hes de α ≈113�.Il reste à expliquer la forme du front de Pareto. Pour 
ela, on utilisera une re
omposition dufront à partir de la SOM. On applique la 
arte de 
ouleur arbitraire suivante :

Cette 
arte a exa
tement la même topologie que les 
artes pré
édentes. Le front de Paretore
onstitué à partir des ve
teurs prototypes est 
oloré en utilisant 
ette 
arte de 
ouleur.

Fig. 5.12 � Front de Pareto re
onstruit à partir des ve
teurs prototypes de la SOMOn voit sur la �gure (Fig. 5.12) que la transition sur le front 
orrespond aux individus 
olorésen bleu turquoise, 
'est à dire 
eux en bas à gau
he des 
artes. Lorsqu'on observe attentivement la
arte de ∆Pt, on voit que 
ette zone marque une transition entre d'un 
�té la zone "supérieure" (au
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ation du traitement de 
artersens large) pour laquelle 
et obje
tif varie assez peu, et de l'autre la zone basse (le tiers inférieurdroit de la 
arte) où ∆Pt évolue plus vite. En parallèle, les obje
tifs ∆Ps et ∆Vy évoluent peu sur
ette zone inférieure. Cette di�éren
e de variation est uniquement due au paramètre h, le seul àvarier de manière 
onséquente sur 
ette zone.5.3.3 Choix d'une géométrieCette optimisation 
l�t l'étude du traitement de 
arter ave
 un modèle général. La phase suivanteest la mise en ÷uvre de 
e traitement de 
arter sur un ventilateur. Il nous a don
 fallu 
hoisir unesolution parmi les 
on�gurations optimisées a�n de l'adapter à la géométrie 
omplète. Notre 
hoixs'est porté sur une solution pro
he des optima de ∆Pt et de ∆Vy. Il a néanmoins été né
essairede modi�er légèrement 
ertains paramètres a�n de fa
iliter l'intégration dans un 
al
ul en roue
omplète : le nombre de rainures a ainsi été porté à 54 au lieu de 52 pour obtenir une 
oïn
iden
eave
 le nombre d'aubes du ventilateur (9 aubes dans notre 
as), et la hauteur a été limitée à 3 mm.Cette 
on�guration est la suivante :
α 112�h 3 mmw 8.5 mmL 10 mmN 54Tab. 5.4 � Con�guration retenue pour l'intégration sur un ventilateurLa re
onstru
tion d'une telle solution est déli
ate puisqu'on a vu pré
édemment que les dérivéespar rapport au nombre de rainures N n'étaient pas su�samment �ables pour avoir un résultat trèspré
is au delà de N=52. La re
onstru
tion donne toutefois :Con�guration ∆Ps [Pa℄ ∆Pt [Pa℄ ∆Vy [m/s℄Con�g. initiale -31.6 1.7 2.89Con�g. 
hoisie -32.8 -2.6 2.62gain absolu -1.2 -4.3 0.27gain relatif -3.8% -250% -9.3%Tab. 5.5 � Performan
es de la 
on�guration retenue5.4 Appli
ation du traitement de 
arter au ventilateur ValéoDans 
ette partie, on étudiera dire
tement l'e�et du rainurage proposé sur le ventilateur Valéode référen
e présenté au 
hapitre 3. Rappelons que 
ette partie de l'étude vise à démontrer la validitéet l'e�
a
ité du traitement de 
arter pour le 
ontr�le de l'é
oulement de jeu dans des 
onditions defon
tionnement réelles, et non à optimiser une turboma
hine parti
ulière.5.4.1 Conditions de l'étudeLa géométrie de l'ensemble [ventilateur+traitement de 
arter℄ est simulée numériquement. Il aété né
essaire de refaire le maillage du ventilateur a�n de garantir une bonne dis
rétisation spatiale



5.4. Appli
ation du traitement de 
arter au ventilateur Valéo 221dans le jeu. On a ainsi rajouté des plans de maillage dans les dire
tions azimutales et radiales. Lemaillage �nal 
omporte environ 5 millions de points (
f. annexe G).La simulation de l'ensemble a été réalisée en utilisant un s
héma temporel de Runge-Kutta à 5pas, 
ouplé à un s
héma spatial 
entré du se
ond ordre. Le modèle de turbulen
e est le k-ω de Kok,ave
 limiteur de turbulen
e.A�n de simuler la géométrie 
omplète, nous avons opté pour un 
al
ul ave
 le rotor �gé. Celasigni�e 
on
rètement que le maillage asso
ié au rotor reste �xe dans le repère absolu. Les e�etsmé
aniques liés à la rotation (for
e 
entrifuge, e�ets de Coriolis) sont pris en 
ompte en ajoutantdire
tement des termes sour
es 
orrespondants dans les équations sur les blo
s de maillage liés aurotor. A 
e stade de l'étude du 
ouplage entre le traitement de 
arter et le ventilateur, on supposeradon
 que les e�ets instationnaires sont négligeables.Dans toute la suite, on ne réintroduira pas les 
ongés au niveau des rainures. Cet e�et te
hno-logique parti
ulier ne sera pas pris en 
ompte en raison du ra�nement de maillage qu'il introduit,ra�nement qui aurait été in
ompatible ave
 la possibilité de simuler "rapidement". Tous les anglesau niveau des rainures seront don
 vifs.5.4.2 Intégration du traitement de 
arter - Con�guration 15.4.2.1 Des
riptionLa première simulation que nous avons e�e
tuée a porté sur le ventilateur équipé du traitementde 
arter 
hoisi en �n d'optimisation (tableau [5.4℄). Par la suite, nous désignerons 
ette 
on�gurationpar 
on�guration 1. Nous avons aussi 
hoisi de garder la géométrie ave
 notamment le 
oude dela virole in
hangé. Cela permet de quanti�er l'e�et du rainurage indépendamment de toute autremodi�
ation.

Fig. 5.13 � Appli
ation du traitement de 
arter issu de l'étude paramétriqueLes rainures ne faisant que 10 mm de long dans la dire
tion axiale, elles ne s'étendent pas surtout le 
arter. Nous avons 
hoisi de les positionner arbitrairement à 3.3 mm de l'entrée du jeu, 
equi laisse un espa
e de 2.1 mm entre la sortie des rainures et la partie verti
ale du jeu.
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ation du traitement de 
arterLors de la phase de maillage 
hez Valéo, le jeu entre le sommet des rainures et la virole a été�xé à 2.5 mm a�n de rester 
ohérent par rapport à la 
on�guration de référen
e Valéo. Ce jeu estun peu plus grand que le jeu utilisé lors de la modélisation des rainures (2 mm).5.4.2.2 E�ets du traitement de 
arter - Con�guration 1Cette 
on�guration s'avère très dé
evante, puisque le traitement de 
arter non seulement n'at-teint ni son obje
tif de rédu
tion du débit, ni son obje
tif de limitation de la giration, mais en plusil dégrade la situation.Con�guration ∆Ps (jeu) débit massique dans le jeu ṁj ∆Pt (jeu) ∆Vy (jeu)Référen
e -97.5 Pa 2.58 10−2 kg/s -18.9 Pa 5.02 m/sRainures Con�g. 1 -75.0 Pa 2.57 10−2 kg/s -15.0 Pa 7.15 m/sTab. 5.6 � Comparaison de la 
on�guration 1 ave
 le 
as de référen
e ValéoSur le tableau [5.6℄, on remarque que le 
ritère ∆Vy est nettement plus important (+42%) pourla 
on�guration 1. On soulignera que la vitesse Vy moyenne en entrée de jeu est la même pour lesdeux 
on�gurations : V entree
y =11.7 m/s. Le débit de jeu n'a en revan
he quasiment pas varié, bienque l'é
art de pression statique ∆Ps ait été dégradé (+23%). L'obje
tif de pression totale est luiaussi dégradé de 20%.On peut se demander d'où vient exa
tement le problème 
ar :

• la géométrie de rainure utilisée i
i semblait pertinente. Dans le 
adre de la modélisation gé-nérale du rainurage, 
ette géométrie améliorait sensiblement l'é
oulement dans le jeu.
• on a véri�é au 
hapitre 3 que le passage d'une géométrie plane à une géométrie 
ylindrique(de rayon équivalent à 
elui du ventilateur Valéo) ne modi�ait pas fondamentalement le fon
-tionnement des rainures.La solution de 
e problème vient de l'observation de l'é
oulement de jeu. On a représenté surla �gure (Fig. 5.14) le 
hamp de vitesse au niveau du jeu dans une 
oupe méridienne, ainsi que la
arte de vitesse axiale Ux.Comme on le voit fa
ilement sur la �gure (Fig. 5.14), la première 
on�guration de traitementde 
arter est asso
iée à un 
hamp de vitesse plut�t défavorable. Il existe ainsi deux phénomènes quiviennent perturber le fon
tionnement des rainures.1. Tourbillon en sortie des rainures (marque S1). Il s'agit d'une re
ir
ulation essentiellementméridienne se développant juste en aval des rainures. On retrouve ainsi la stru
ture observéeen aval des obsta
les dans la modélisation plane présentée au 
hapitre 3. Il y a 
ependant unegrosse di�éren
e ave
 la modélisation plane : 
ette fois, la re
ir
ulation en aval s'étend aussidevant la sortie des rainures, 
omme on le 
onstate en traçant l'iso-vitesse axiale nulle (Fig.5.15)La re
ir
ulation n'est plus limitée au sillage des obsta
les, elle se développe aussi devant lesse
tions de sortie des rainures. Ce
i a pour 
onséquen
e de fortement limiter le débit 
ir
ulantdans la rainure, puisque 
ette re
ir
ulation est asso
iée à une po
he de vitesse axiale faibles'étendant sur toute la hauteur des rainures, 
omme on peut le voir sur la �gure (Fig. 5.14).On peut s'interroger sur les 
auses d'un tel 
hangement de 
omportement de la re
ir
ulationméridienne en aval des rainures. Il semblerait que l'a

roissement de 
ette re
ir
ulation soit en
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Fig. 5.14 � Champ méridien de vitesse au niveau du jeu - Con�guration 1

Fig. 5.15 � Iso-surfa
e de vitesse axiale nulle dans le jeu
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ation du traitement de 
artertrès grande partie due au positionnement des rainures par rapport au 
oude dans le jeu. Du faitdu 
oude de la virole, une partie de la veine de jeu est verti
ale, longeant la lèvre radiale de lavirole. Dans 
ette portion verti
ale, le �uide est animé d'un mouvement essentiellement radialet as
endant. Le �uide 
ir
ulant dans le jeu 
onnaît don
 au niveau du 
oude une déviationassez brusque de 90�.On rappelle que dans 
ette 
on�guration, la sortie des rainures se trouve à environ 2.1 mm du
oude que fait le 
arter, et don
 de la partie verti
ale du jeu. Cet espa
e "vide" en aval desrainures est en fait situé à l'intérieur du 
oude. La re
ir
ulation méridienne 
lassique qui s'ydéveloppait est don
 ampli�ée par le mouvement global de rotation dans le 
oude. Il s'ensuitune stru
ture très marquée, su�samment énergétique pour venir barrer la sortie des rainures.2. Contournement en entrée des rainures. Le deuxième point remarquable est le 
ontourne-ment de la rainure par le �uide en entrée (point S2 sur la �gure Fig. 5.14). On peut ainsi voirque la vitesse axiale est assez faible au niveau de l'entrée des rainures. Elle est en revan
hebeau
oup plus forte dans l'espa
e entre les rainures et la virole.Ce 
ontournement des rainures peut être relié au phénomène de blo
age existant en sortiedes rainures, lié à la re
ir
ulation S1. Ce n'est 
ependant pas le seul fa
teur in�uençant ladéviation du �uide vers la virole. Comme on peut le 
onstater sur la �gure (Fig. 5.14), lamajeure partie du �uide entrant dans le jeu vient du haut. Ce �uide est animé d'un mou-vement radial des
endant qui est provoqué par une très grosse stru
ture tourbillonnaire sedéveloppant dans le plénum en aval du ventilateur (Fig. 5.16). Il faut noter que 
ette stru
-ture tourbillonnaire n'est pas propre à la 
on�guration 1 testée. On retrouve une stru
ture demêmes 
ara
téristiques dans le 
as du ventilateur sans traitement de 
arter.

Fig. 5.16 � Re
ir
ulation dans le plénum avalEn 
onséquen
e, l'é
oulement entrant dans le jeu se dirige naturellement vers la paroi de lavirole. L'espa
e existant entre l'entrée du jeu et l'entrée des rainures (3.3 mm) permet ledéveloppement d'une zone de basse vitesse pro
he du 
arter. Cette zone vient se superposerà l'entrée des rainures et limite don
 le débit 
ir
ulant dans les rainures.
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ombinaison des deux phénomènes présentés limite très fortement le débit 
ir
ulantdans les rainures. Pour la 
on�guration 1, la répartition de débit dans le jeu est la suivante (entréeet sortie des rainures dé�nies de la même manière qu'en Fig. 3.33 - p. 102) :Zone de mesure débit massique ṁ [kg/s℄ fra
tion du débit de jeu totalEntrée du jeu 2.565 10−2 100%Rainures - Entrée 3.15 10−3 12.3%Rainures - Sortie 6.30 10−4 2.4%Tab. 5.7 � Répartition de débit au niveau des rainures - Con�guration 1On rappellera qu'ave
 une modélisation isolée des rainures, les répartitions de débit mesuréespour 
e type de 
on�guration avoisinaient 30%, une valeur bien supérieure aux 12% et 2.4% mesuréssur la 
on�guration 1.De fa
to, la 
on�guration 1 est grossièrement équivalente à un obsta
le 
ir
onférentiel : tout sepasse 
omme si les rainures n'existaient pas. On perd ainsi la 
apa
ité de guidage du �uide dans ladire
tion azimutale, 
e qui est 
ritique du point de vue de l'obje
tif ∆Vy de limitation de la giration.Cette absen
e de guidage se 
ouple à une dégradation nette de l'é
oulement dans le 
oude. Ona représenté sur la �gure (Fig. 5.17) la 
arte méridienne de vitesse azimutale dans le jeu de la
on�guration 1 et dans le jeu de la 
on�guration de référen
e (sans rainure).

Fig. 5.17 � Vitesse azimutale Vy dans le jeu - Con�guration 1 et 
on�guration de référen
ePour la 
on�guration 1, on voit un épaississement important de la zone de haute vitesse Vy dansle 
oude, 
ara
téristique qu'on ne retrouve pas dans la 
on�guration de référen
e. Cet épaississementest à relier à l'augmentation de la se
tion du jeu immédiatement en aval des rainures. L'espa
e "vide"en aval des rainures permet, outre le développement de la re
ir
ulation S1, l'augmentation de lase
tion débitante du jeu et don
 la rédu
tion de la vitesse débitante. Il en résulte une augmentationdes 
ou
hes limites au niveau du 
oude, et notamment 
elle sur la paroi virole. Le �uide est don
plus e�
a
ement entraîné par la virole ; il en résulte une augmentation de la vitesse azimutale. Cettezone de haute vitesse est ensuite 
onve
tée jusqu'à la sortie du jeu. Le niveau moyen de Vy en sortiede jeu est ainsi d'environ 19.2 m/s, 
ontre 11.7 m/s en entrée. Les pro�ls de vitesse azimutale ensortie de jeu pour la 
on�guration 1 et le 
as de référen
e sont donnés en (Fig. 5.18).Sur la �gure (Fig. 5.18), la paroi de la virole se situe à z=162.6 mm, la paroi 
arter étant àz=165.1 mm.
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Fig. 5.18 � Pro�ls de vitesse azimutale Vy en sortie de jeu - Con�guration 1 et 
on�guration deréféren
eLes performan
es du ventilateur ave
 le traitement de 
arter de la 
on�guration 1 sont elles aussitrès dé
evantes :Con�guration E
art de pression aval-amont Couple RendementRéféren
e 198 Pa 0.499 N.m 0.641Con�guration 3 184 Pa 0.505 N.m 0.584Variation -7.1% +1.2% -8.9%Tab. 5.8 � Performan
es du ventilateur en 
on�guration 1On rappelle que les performan
es du ventilateur sont 
al
ulées sur la base des intégrales depression, de température et de débit réalisées sur la surfa
e de l'aube ainsi que sur deux plansd'intégration en amont et en aval du ventilateur. Les plans amont et aval sont représentés en rougesur la 
oupe méridienne (Fig. 5.19).

Fig. 5.19 � Position des plans d'intégration amont et aval
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arter au ventilateur Valéo 2275.4.2.3 Corre
tions proposéesOn vient de voir que le plus gros problème sur la 
on�guration 1 venait du développement destru
tures en dehors des rainures, notamment la re
ir
ulation S1 en aval des rainures. Pour 
ettedernière, il existe en plus un e�et de 
ouplage fort ave
 le mouvement radial du �uide généré par le
oude de la virole et du jeu.Nous avons envisagé deux 
orre
tions possibles à 
e problème :1. L'allongement des rainures. On étend les rainures sur le maximum de longueur possible, 
e quirevient de fait à supprimer les espa
es "vides" en amont et en aval des rainures. Ces espa
essont longs respe
tivement de 3.3 et 2.1 mm. De 
ette manière, on peut espérer supprimer, ouen tous 
as fortement limiter, le développement des stru
tures parasites. Le prolongement desrainures vers l'entrée vise à 
apter le �uide dès l'entrée du jeu et ainsi éviter le 
ontournementS2.Pour la zone aval le prolongement ne sera en pratique que de 1.6 mm, au lieu de 2.1 mm, a�nde 
onserver le 
ongé sur la paroi 
arter. Ce 
ongé permet par la suite de mailler beau
oupplus proprement le 
oude du jeu.2. La limitation du 
oude du jeu. Le prin
ipal problème ave
 la re
ir
ulation S1 est son entraî-nement par le �uide s'engageant dans la partie verti
ale du jeu. Si on utilise un 
arter "plat",
'est à dire tel que le jeu ne présente plus 
ette portion verti
ale, on peut espérer limiter l'ali-mentation de la re
ir
ulation S1. L'alignement du 
arter passe en pratique par la rédu
tionde la lèvre radiale sur la virole.Nous avons don
 testé deux 
on�gurations supplémentaires, notées 2 et 3 , 
onstruites sur labase de la 
on�guration 1 et des 
orre
tions proposées :Con�guration Allongement des rainures Carter "plat"Conf. 2 oui nonConf. 3 oui ouiCompte tenu des temps de 
al
ul assez importants pour les géométries de ventilateur ave
 trai-tement de 
arter, nous avons 
hoisi d'utiliser l'allongement des rainures dans les deux 
on�gurationsa�n de ne pas multiplier les 
as. Ce 
hoix nous permet en parti
ulier d'espérer le meilleur fon
tion-nement possible du traitement de 
arter pour la 
on�guration 3.La géométrie de rainurage pour les 
on�gurations est don
 :
α 112�h 3 mmw 8.5 mmL 14.9 mmN 545.4.3 Traitement de 
arter - Con�guration 2La 
on�guration 2 du traitement de 
arter est beau
oup plus e�
a
e que la pré
édente. Ellepermet de réduire sensiblement la giration en sortie, ainsi que le débit, tout en améliorant les é
artsde pression statique et totale :



228 Chapitre 5. Optimisation et appli
ation du traitement de 
arter

Fig. 5.20 � Con�gurations de rainurages proposées en 
orre
tionCon�guration ∆Ps (jeu) débit massique dans le jeu ṁj ∆Pt (jeu) ∆Vy (jeu)Référen
e -97.5 Pa 2.58 10−2 kg/s -18.9 Pa 5.02 m/sRainures Con�g. 2 -187.5 Pa 1.42 10−2 kg/s -120.6 Pa 3.39 m/sAmélioration 92% 42% 538% 32.5%Tab. 5.9 � Comparaison de la 
on�guration 2 ave
 le 
as de référen
e ValéoLa deuxième 
on�guration du traitement de 
arter permet don
 d'améliorer tous les obje
tifsque nous nous étions �xés. Pour 
e qui est de l'obje
tif de limitation de la giration ∆Vy, il estintéressant de noter que la vitesse azimutale Vy en entrée de jeu augmente pour la 
on�guration 2 :Con�guration ∆Vy (jeu) [m/s℄ Vy en entrée de jeu [m/s℄ Vy en sortie de jeu [m/s℄Référen
e 5.02 11.69 16.71Rainures Con�g. 2 3.39 13.6 17.05Tab. 5.10 � Vitesses azimutales dans le jeu - Con�guration 2En 
onséquen
e, malgré la limitation de Vy beau
oup plus importante ave
 le rainurage, le niveaumoyen de Vy en sortie de jeu pour la 
on�guration 2 est légèrement plus élevé que dans le 
as deréféren
e. On aborde 
ependant i
i la problématique du 
ouplage dire
t ave
 le ventilateur, qui seradé
rite en détail un peu plus loin.
5.4.3.1 E
oulement global dans le jeuL'allongement des rainures a été béné�que pour l'é
oulement dans le jeu. On a tra
é sur la�gure (Fig. 5.21) le 
hamp de vitesse axiale Ux et le 
hamp ve
toriel de vitesse dans le jeu pour la
on�guration 2, ainsi que le 
hamp de vitesse azimutale absolue Vy.
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Fig. 5.21 � Champ méridien de vitesse dans le jeu - Con�guration 2Comme on peut le 
onstater sur la �gure (Fig. 5.21), le 
hamp méridien de vitesse ne sembleplus présenter les stru
tures S1 et S2 dé
rites pour la 
on�guration 1. Il n'y a en parti
ulier pas dedé�
it majeur de vitesse axiale en sortie des rainures.La répartition de débit dans le jeu est la suivante :Zone de mesure débit massique ṁ [kg/s℄ fra
tion du débit de jeu totalEntrée du jeu 1.42 10−2 100%Rainures - Entrée 5.39 10−3 38.0%Rainures - Sortie 3.46 10−4 24.4%Tab. 5.11 � Répartition de débit au niveau des rainures - Con�guration 2Un part non négligeable du débit entre dans les rainures. En revan
he, 
ette part tend à diminuerau niveau de la sortie des rainures, 
e qui peut laisser supposer la présen
e d'e�ets de blo
age dansles rainures.La 
arte de Ux à mi-hauteur des rainures (Fig. 5.22) montre que la vitesse axiale varie d'unerainure à l'autre. Sur les six rainures simulées, on voit ainsi que la vitesse est nettement moins fortedans les rainures 4 et 5.Ce phénomène de variation est à relier au mode de simulation, qui fait intervenir, rappelons-le,un rotor arti�
iellement �xe par rapport au 
arter. Dans notre 
on�guration, le bord de fuite en têted'aube se situe azimutalement à peu près en entrée de la rainure 3. Le sillage qui s'en dégage vientensuite impa
ter le jeu. Il est 
ependant très di�
ile d'établir une relation 
laire entre l'é
oulementlié à l'aubage et 
elui dans le jeu. Les mé
anismes d'alimentation du jeu sont 
omplexes : on a vusur la �gure (Fig. 5.15) qu'il y avait des re
ir
ulations assez importantes en aval du ventilateur,re
ir
ulations qui alimentent en partie le jeu et qu'on retrouve ave
 
ette 
on�guration.Vitesse azimutale Vy Les rainures fon
tionnent parfaitement du point de vue du guidage puis-qu'on observe sur la �gure (Fig. 5.23) une po
he de vitesse azimutale Vy négative à la sortie des
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Fig. 5.22 � Champ vitesse axiale Ux à mi-hauteur de rainure - Con�guration 2rainures, 
ontrastant nettement ave
 le reste de l'é
oulement, animé d'une vitesse positive forte.Cette po
he disparaît ensuite assez progressivement par mélange ave
 le reste du �uide de jeu,abaissant le niveau général de vitesse en sortie.

Fig. 5.23 � Champ méridien de vitesse azimutale dans le jeu - Con�guration 2La 
arte à mi-rainure (Fig. 5.24) permet de retrouver 
e qui avait été 
onstaté pour la vitesseaxiale : les rainures 4 et 5 génèrent une vitesse azimutale inférieure aux autres rainures. Ce
i est
ohérent ave
 la faible vitesse Ux dans 
es rainures, puisque, du fait de l'alignement de la vitesseave
 la rainure, on a Vy = Ux tan(α− 90).5.4.3.2 Stru
tures tourbillonnaires dans le jeuOn peut se demander si le 
hamp aérodynamique possède les mêmes 
ara
téristiques que 
eluiobtenu ave
 une modélisation générale (
hapitre 3). On pense notamment aux di�érentes stru
turestourbillonnaires :
• le dé
ollement en entrée des rainures.
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Fig. 5.24 � Champ vitesse azimutale Vy à mi-rainure - Con�guration 2
• le tourbillon de rainure.
• les tourbillons en aval ave
 une re
ir
ulation méridienne et deux dé
ollements aux 
oins del'obsta
le.L'analyse du 
hamp de vitesse permet de 
onstater que, parmi 
es stru
tures, 
ertaines ontdisparu et d'autres se sont renfor
ées.Dé
ollement en entrée des rainures En observant le 
hamp de vitesse axiale à mi-rainure, on serend 
ompte que les re
ir
ulations d'entrée des rainures ont fortement diminué. On a représenté sur la�gure (Fig. 5.25) le 
hamp de vitesse axiale à mi-rainure. Les six rainures simulées sont numérotées.Puisqu'on travaille ave
 un rotor �gé, on a représenté la position azimutale approximative du bordde fuite en tête d'aube a�n de situer les rainures par rapport à l'aube. Le bord de fuite se situe àpeu près au niveau de l'entrée de la rainure 3.

Fig. 5.25 � Champ vitesse axiale Ux à mi-rainure - Con�guration 2On voit sur la �gure (Fig. 5.25) que les re
ir
ulations en entrée des rainures, marquées par des�è
hes sont assez petites : les po
hes de vitesse positive, 
orrespondant à l'é
oulement remontantvers les entrées, ne sont visibles que pour les rainures 2 à 6, et elles restent de petite dimension.La plus grosse re
ir
ulation est observée pour la rainure 3. La re
ir
ulation s'y étend sur environ5 mm. La variation de 
ette re
ir
ulation est liée à la présen
e de l'aube et surtout de son sillage.Toutefois, il est assez di�
ile de dé
rire pré
isément 
e qui se passe : l'analyse de l'angle d'in
iden
en'apporte pas de résultat 
ohérent.
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arterTourbillon de rainure Le tourbillon de rainure semble avoir été assez 
onsidérablement renfor
édans 
ette 
on�guration. Une fois de plus, du fait du 
ouplage ave
 le rotor, 
e tourbillon varie d'unerainure à une autre. On peut mesurer l'héli
ité moyenne sur la se
tion de sortie de la rainure :Rainure Héli
ité moyenne en sortie [m.s−2℄1 517072 334553 214644 204215 182986 39352On retrouve la faiblesse des mé
anismes tourbillonnaires (et de l'é
oulement) dans les rainures4 et 5.En faisant la moyenne sur les six rainures, l'héli
ité moyenne en sortie des rainures est d'environ30750 m.s−2, alors quu'elle n'était que d'environ 13000 m.s−2 pour la modélisation générale desrainures. Cette modi�
ation de l'héli
ité est essentiellement due à une augmentation de la vorti
itédans la rainure (de 1300 s−1 pour la modélisation, à 2700 s−1 dans la 
on�guration 1). Cela setraduit notamment par l'apparition de vitesses radiales as
endantes et des
endantes fortes sur les
�tés de la rainure (Fig. 5.26)
Fig. 5.26 � Champ vitesse radiale Vz à mi-rainure - Con�guration 2Ce renfor
ement du tourbillon de rainure est assez intéressant 
ar il permet de générer unevitesse très négative en fond de rainure. On obtient ainsi pour la rainure 1 un pi
 à Vy=-12.1 m/s,soit près de 24% de la vitesse de dé�lement de la paroi virole en regard de la rainure (48.57 m/s).Re
ir
ulation méridienne aval Compte tenu des 
orre
tions apportées sur la 
on�guration 2, lare
ir
ulation méridienne aval est maintenant très petite. On rappelle que 
'est 
ette re
ir
ulation qui
réait le plus de problèmes dans la 
on�guration 1. Les modi�
ations apportées dans la 
on�guration2 visent à réduire, voire à supprimer, 
ette re
ir
ulation.Cette re
ir
ulation n'est maintenant observable qu'en aval des obsta
les : elle ne s'étend plusdevant la sortie des rainures. Elle est petite et peu énergétique, 
e qui la rend assez di�
ile àdéte
ter. On peut la voir en traçant la 
arte de vitesse radiale en aval d'un obsta
le (Fig. 5.27). Ene�et la prin
ipale 
ara
téristique de 
e dé
ollement est de générer une vitesse radiale négative.
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Fig. 5.27 � Champ vitesse radiale Vz en aval d'un obsta
le - Con�guration 2Comme on le voit sur la �gure (Fig. 5.27), la re
ir
ulation méridienne aval est é
rasée 
ontrela paroi arrière de l'obsta
le. Elle semble se développer uniquement en raison du petit 
ongé dera

ordement sur la paroi 
arter.Re
ir
ulations aval aux 
oins Ave
 un modèle général des rainures, on avait pu observer deuxdé
ollements de l'é
oulement se développant dans un plan "aube à aube" au niveau des 
oinsgau
hes et droits des rainures (
f. page 122). Ces deux re
ir
ulations sont maintenant très faibles,voire inexistantes.
• Re
ir
ulation à droite (Ds) : Elle a totalement disparu. Ce point est assez 
ohérent ave
 latrès forte rédu
tion observée pour la re
ir
ulation méridienne aval : le �uide est plaqué sur laparoi de l'obsta
le, 
e qui limite les possibilités de dé
ollement.
• Re
ir
ulation à gau
he (Gs) : Elle est assez di�
ile à distinguer. En pratique, la stru
ture esttrès pro
he de 
e qui a été dé
rit sur la �gure (Fig. 3.57), 
'est a dire une stru
ture "ouverte"sur le 
�té droit de la rainure voisine.On 
onserve 
ependant une 
ara
téristique assez intéressante qui était liée à 
es re
ir
ulations(
elle en Gs prin
ipalement). Il s'agit de la présen
e d'une po
he de vitesse négative juste en avalde l'obsta
le. On peut déjà aper
evoir 
e phénomène sur la 
arte de vitesse azimutale (Fig. 5.24),reproduite plus en détail dans la �gure (5.28).
Fig. 5.28 � Po
hes de vitesse azimutale Vy < 0 en aval des obsta
les - Con�guration 2Cette po
he se retrouve en aval de tous les obsta
les, mais la vitesse est beau
oup plus forte enaval des obsta
les séparant les rainures 6, 1, 2 et 3.
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arter5.4.3.3 E�ets globaux du traitement de 
arter n�2L'analyse des performan
es globales du ventilateur ave
 la 
on�guration de traitement de 
arter2 est plus que dé
evante :Con�guration E
art de pression aval-amont Couple RendementRéféren
e 198 Pa 0.499 N.m 0.641Con�guration 2 192 Pa 0.501 N.m 0.626Variation -3.1% -0.4% -2.3%Tab. 5.12 � Performan
es du ventilateur en 
on�guration 2On peut voir que la mise en pla
e du traitement de 
arter en 
on�guration 2 se traduit par uneperte sur tous les obje
tifs globaux du ventilateur : l'é
art de pression statique est plus faible, lerendement est plus mauvais, et le 
ouple augmente.Ce résultat est assez surprenant dans la mesure où le nouveau traitement de 
arter permet uneamélioration notable de l'é
oulement de jeu. Nous reviendrons plus tard sur les 
auses de 
ettedégradation des performan
es globales, après avoir examiné la 
on�guration 3.5.4.4 Traitement de 
arter - Con�guration 3Dans 
ette 
on�guration, les rainures sont aussi longues que pour la 
on�guration 2, mais on aaussi privilégié un 
arter "plat", a�n d'éviter la présen
e d'un 
oude dans le jeu.
Pour 
ette 
on�guration, les 
ara
téristiques de l'é
oulement de jeu sont les suivantes :Con�guration ∆Ps (jeu) débit massique dans le jeu ṁj ∆Pt (jeu) ∆Vy (jeu)Référen
e -97.5 Pa 2.58 10−2 kg/s -18.9 Pa 5.02 m/sRainures Con�g. 3 -208.7 Pa 1.42 10−2 kg/s -183.6 Pa 1.04 m/sAmélioration 114% 42% 871% 79.3%Tab. 5.13 � Comparaison de la 
on�guration 3 ave
 le 
as de référen
e ValéoComme on peut le voir sur le tableau [5.13℄, la troisième 
on�guration de traitement de 
arter(et de forme du 
arter) améliore ex
eptionnellement les 
ara
téristiques de l'é
oulement de jeu.Le point le plus remarquable est l'é
art de vitesse azimutale ∆Vy qui n'est plus que de 1.04 m/s,
e qui signi�e que le �uide a
quiert en moyenne très peu de giration en traversant le jeu. Pré
isonsque les niveaux de vitesse ont beau
oup varié ave
 l'introdu
tion de la 
on�guration 3. :
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arter au ventilateur Valéo 235Con�guration ∆Vy (jeu) [m/s℄ Vy en entrée de jeu [m/s℄ Vy en sortie de jeu [m/s℄Référen
e 5.02 11.69 16.71Rainures Con�g. 3 1.04 13.86 14.90Tab. 5.14 � Vitesses azimutales dans le jeu - Con�guration 3Ave
 le traitement 
arter en 
on�guration 3, il est possible d'avoir un é
oulement en sortie dujeu qui possède une vitesse azimutale moyenne moins forte que dans le 
as de référen
e, malgré unelégère augmentation en entrée de jeu. De 
e point de vue, on a une preuve majeure de la validitéde 
e traitement de 
arter.5.4.4.1 Stru
ture générale de l'é
oulement dans le jeuLorsqu'on examine le 
hamp aérodynamique dans le jeu, on retrouve les 
ara
téristiques atten-dues en sortie des rainures. Les stru
tures gênantes S1 et S2 ne sont pas réapparues. On a don
 unevitesse axiale assez importante dans les rainures (Fig. 5.29).

Fig. 5.29 � Champ vitesse axiale Ux à mi-rainure - Con�guration 2L'analyse de la répartition de débit apporte quelques informations supplémentaires. Pour la
on�guration 3, la répartition de débit dans le jeu est la suivante :Zone de mesure débit massique ṁ [kg/s℄ fra
tion du débit de jeu totalEntrée du jeu 1.42 10−2 100%Rainures - Entrée 3.61 10−3 25.4%Rainures - Sortie 4.89 10−3 34.5%Tab. 5.15 � Répartition de débit au niveau des rainures - Con�guration 3A la di�éren
e de la 
on�guration 2, la fra
tion de débit 
ir
ulant dans les rainures de la 
on�-guration 3 est plus importante en sortie qu'en entrée des rainures. Ce point semble 
ohérent ave
l'é
oulement global dans le jeu : 
omme le 
oude dans le jeu n'existe plus, la sortie des rainures
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arterest en vis-à-vis de la sortie du jeu. Le �uide dans les rainures poursuit don
 sur une traje
toire àpeu près horizontale jusqu'à la sortie du jeu, 
e qui génère un blo
age assez faible. A l'inverse, le�uide 
ir
ulant entre les rainures et la virole/obsta
le remonte au niveau du reliquat de 
oude surla virole. Cette remontée s'opère su�samment t�t pour envoyer du �uide dans les rainures.Pour le 
hamp de vitesse azimutale Vy, le point le plus notable est le développement d'une po
heassez importante de vitesse très négative (maximum -8 m/s)en sortie des rainures (Fig. 5.30).

Fig. 5.30 � Champ méridien de vitesse azimutale dans le jeu - Con�guration 3Cette po
he est beau
oup plus étendue axialement que dans la 
on�guration 2, à 
ause del'é
oulement qui est plus axial dans 
e 
as.5.4.4.2 Stru
tures tourbillonnaires dans le jeuLa suppression du 
oude dans le jeu n'a�e
te presque pas la stru
ture tourbillonnaire au niveaudes rainures. On retrouve quasiment tout 
e qui a été dé
rit pour la 
on�guration 2. Seules deuxlégères variations apparaissent.
• Tourbillon de rainure : Le tourbillon de rainure est un peu moins énergétique. On peuts'en rendre 
ompte en 
al
ulant l'héli
ité moyenne en sortie de rainure. L'héli
ité moyenne surles six rainures est d'environ 18 000 m.s−2, 
ontre 30 750 m.s−2 pour la 
on�guration 2. Onremarquera que 
ette baisse permet de se rappro
her du niveau observé lors de la modélisationgénérale des rainures, 
'est à dire 13 000 m.s−2.
• Re
ir
ulation méridienne aval : Cette re
ir
ulation a un peu diminué dans la 
on�guration3. Sa taille axiale est à peu près la même : de l'ordre de 0.5h (h étant la hauteur de la rainure)dans les deux 
on�gurations. Elle est en revan
he un peu plus petite radialement pour la
on�guration 3. Comme on peut le voir sur la �gure (Fig. 5.31) montrant la 
arte de vitesseradiale en aval d'un obsta
le, la po
he de vitesse radiale des
endante (vert) asso
iée à 
ettere
ir
ulation ne s'étend que sur 60% de la hauteur de l'obsta
le en partant du 
arter.
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Fig. 5.31 � Champ vitesse radiale Vz en aval d'un obsta
le - Con�guration 3Ce point montre que la présen
e d'un 
oude pronon
é dans le jeu (i.e. 
on�gurations 1 et 2)est un fa
teur majeur d'entraînement de 
ette re
ir
ulation.5.4.4.3 E�ets globaux du traitement de 
arter n�3Les performan
es globales du ventilateur obtenues lors du 
ouplage ave
 la 
on�guration detraitement de 
arter 3 sont une fois de plus dé
evantes :Con�guration E
art de pression aval-amont Couple RendementRéféren
e 198 Pa 0.499 N.m 0.641Con�guration 3 185 Pa 0.491 N.m 0.615Variation -6.6% -1.6% -4.0%Tab. 5.16 � Performan
es du ventilateur en 
on�guration 3Dans la mesure où le traitement de 
arter en 
on�guration 3 donne le meilleur résultat possiblesur l'é
oulement de 
arter, on peut s'interroger sur les origines de 
ette dégradation des performan
esdu ventilateur, dégradation que l'on retrouve aussi pour la 
on�guration 2.5.4.5 E�ets de l'amélioration de l'é
oulement de jeu sur le ventilateurComme on vient de le montrer, l'appli
ation dire
te d'un traitement de 
arter e�
a
e sur leventilateur de référen
e Valéo n'est pas synonyme d'amélioration des performan
es globales de lama
hine. Par exemple, le rendement du ventilateur 
hute pour les 
on�gurations 2 et 3. La réponseà 
e problème se trouve dans l'observation du 
hamp aérodynamique au niveau de l'aube.On a tra
é sur la �gure (Fig. 5.32) la 
arte méridienne de pression totale relative Ptr au niveaude l'aube pour la 
on�guration de référen
e Valéo, ainsi que les 
on�gurations 2 et 3 du traitementde 
arter.Le point le plus remarquable est l'agrandissement (essentiellement radial) de la zone de Ptrfaible en tête d'aube lors de la mise en pla
e du traitement de 
arter. La 
on�guration 3 est 
elle qui
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Fig. 5.32 � Champ méridien de pression totale relative Ptrprésente la plus importante zone de basse Ptr. Cette po
he est synonyme de pertes aérodynamiquesa

rues, 
e qui est don
 bien 
ohérent ave
 les variations de performan
es observées.Cette évolution de la pression totale relative est à relier au 
hamp de vitesse en tête d'aube. Sion tra
e la 
arte méridienne de vitesse azimutale absolue Vy (Fig. 5.33), on s'aperçoit que la zoneà haute vitesse en tête d'aube s'agrandit en présen
e d'un traitement de 
arter.

Fig. 5.33 � Champ méridien de vitesse azimutale absolue VyPour le reste de l'aube, l'é
oulement est assez similaire dans les trois 
as, ex
eption faite dudé
ollement en pied observé dans le 
as de référen
e qui n'apparaît plus ave
 les traitements de
arter.On avait vu au 
hapitre 3 que le problème de vitesse en tête était lié à une désadaptationen tête d'aube et à un dé
ollement du pro�l. On a tra
é sur la �gure (Fig. 5.34) les 
hamps devitesse relative, dans une 
oupe aube à aube à 97% de la hauteur, pour le 
as de référen
e et les
on�gurations 2 et 3.
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Fig. 5.34 � Champ de vitesse relative à 97% de la hauteur
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ation du traitement de 
arterOn 
onstate qu'ave
 le traitement de 
arter en 
on�guration 3, le dé
ollement du pro�l au niveaudu bord d'attaque est énorme, il s'étend sur tout le pro�l. Pour la 
on�guration 2, le dé
ollementest plus modéré mais il reste plus important que pour le 
as de référen
e. On peut don
 en 
on
lureque l'introdu
tion du traitement de 
arter se traduit pré
isément par une désadaptation a

rue dela tête d'aube, 
e qui engendre au �nal la dégradation des performan
es de la ma
hine.En traçant sur la �gure (Fig. 5.35) les pro�ls des 
omposantes axiales Ux, azimutales absolues
Vy, azimutales relatives Wy en amont de l'aube, ainsi que le pro�l d'angle relatif β (
f. 3.2.2), onvoit 
lairement apparaître un dé�
it de vitesse axiale entre 80% et 100% de la hauteur de l'aubeen présen
e d'un traitement de 
arter. Le dé�
it de vitesse axiale est le plus important pour la
on�guration 3.

Fig. 5.35 � Pro�ls amont des 
omposantes Ux, Vy, Wy et d'angle relatif βDe même, on note une nette augmentation de la vitesse azimutale relative Vy pour la 
on�-guration 3, 
e qui se traduit par un dé�
it marqué de vitesse Wy dans le repère relatif. Pour la
on�guration 2, le niveau est sensiblement le même que le 
as de référen
e.Ces di�érentes variations se traduisent au �nal par une augmentation assez brutale de l'anglerelatif β amont entre 80% et 100% de la hauteur de l'aube. Pour β, l'é
art par rapport au 
as deréféren
e dans 
ette zone est d'environ 10�pour la 
on�guration 3, et 3�pour la 
on�guration 2.Il est assez surprenant de 
onstater que la vitesse axiale en tête d'aube diminue puisque letraitement de 
arter a permis de limiter la vitesse débitante (négative dans le repère asso
ié auventilateur) dans le jeu. De même, la variation de vitesse observée dans la 
on�guration 3 va àl'en
ontre de 
e qui a été observé dans le jeu : 
ette 
on�guration possède la giration en sortie de
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'est aussi 
elle qui a la plus forte giration en têted'aube.L'expli
ation de 
ette énigme vient de la stru
ture de l'é
oulement au niveau de la sortie du jeu.

Fig. 5.36 � Composantes de vitesse axiale Ux (haut), azimutale Vy (milieu) et radiale Vz (bas) ensortie de jeuOn a représenté sur la �gure (Fig. 5.36) les 
omposantes axiales, azimutales absolues et radialesen sortie de jeu pour le 
as de référen
e et les 
on�gurations 2 et 3. On superpose le 
hamp ve
torielde vitesse a�n de fa
iliter la visualisation des stru
tures de l'é
oulement. Les évolutions sont engénéral assez 
omplexes, mais quelques remarques majeures se dégagent :
• Dans toutes les 
on�gurations, on retrouve le tourbillon A qui avait été dé
rit en 3.2.2. Il est
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ependant très di�
ile à voir dans la 
on�guration 3. La position du 
entre tourbillonnaireévolue peu entre le 
as de référen
e et la 
on�guration 2. En revan
he, le 
entre tourbillonnairese dé
ale nettement vers l'aube sur la 
on�guration 3 en raison du ra

our
issement de la lèvresur la virole.Le tourbillon semble en outre un peu plus petit (dans la dire
tion axiale surtout) en présen
ed'un traitement de 
arter. Ce point est à relier à l'évolution de la vitesse axiale.
• Ave
 la rédu
tion du débit de jeu, le jet émergeant du jeu remonte moins vers l'amont duventilateur. Pour les 
on�gurations 2 et 3, la po
he de vitesse axiale vraiment négative restede taille modérée, logée dans la partie 
ourbe du 
arter. Dans la 
on�guration de référen
e, lejet provoque une déviation vers l'amont du �uide arrivant d'en haut (en longeant le 
arter)
• La vitesse radiale, notamment le long de la lèvre verti
ale, diminue en présen
e des traitementsde 
arter. Ce phénomène semble lié en première appro
he à la diminution de la vitesse dansle jet sortant du jeu. Plus 
e jet sera énergétique, plus le tourbillon A sera fort, et don
 plusla vitesse radiale montante le long de la virole sera importante.
• L'augmentation de Vy pour la 
on�guration 3 est essentiellement liée à une modi�
ation del'é
oulement au niveau du 
oude. Cela semble dû au tourbillon A.Au �nal, la synthèse de 
es di�érents éléments permet de 
omprendre les mé
anismes de dégra-dation de l'é
oulement en tête d'aube.1. Pour la 
on�guration de référen
e, le jet sortant du jeu est su�samment énergétique pour re-monter loin dans l'é
oulement amont. Il arrive en parti
ulier à perturber sensiblement l'é
oule-ment qui des
end le long du 
arter, 
e qui génère un tourbillon A assez intense. Ce tourbillonest assez développé dans la dire
tion axiale, mais il génère aussi un mouvement as
endantfort du �uide au niveau du 
oude extérieur de la virole. Cela permet de "re
oller" un peul'é
oulement in
ident sur la virole.2. Pour la 
on�guration 2, le tourbillon A est un peu moins important du fait de la diminutiondu débit dans le jeu. Cela se traduit, entre autre, par une petite diminution du mouvementas
endant au niveau du 
oude de la virole. La 
ou
he de faible vitesse débitante le long de lavirole est alors un peu plus épaisse.3. Pour la 
on�guration 3, non seulement le tourbillon A est a�aibli en raison de la diminutiondu débit de jeu, mais en plus il ne peut plus se développer le long de la lèvre verti
ale dela virole. Il déborde nettement vers le bas, et don
 vers la tête d'aube, 
e qui génère desperturbations a

rues. On retrouve à 
e niveau le r�le de la lèvre sur la virole : elle sert àé
arter le plus possible la sortie du jeu de la tête d'aube, a�n d'éviter justement 
e genre deproblème d'intera
tion.Le point prin
ipal semble être la modi�
ation du tourbillon A entraînée par la rédu
tion dudébit de jeu. Ce tourbillon est lié à la fois au �uide sortant du jeu et à la forme du 
arter. A�n devalider 
ette observation, nous avons e�e
tué une simulation en supprimant le jeu, 
e qui revient enparti
ulier à supprimer le jet sortant du jeu.
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Fig. 5.37 � Champ de vitesse amont sans jeuComme on le voit sur la �gure (Fig. 5.37), malgré la disparition du jet sortant du jeu, le tourbillonexiste en
ore. Il 
orrespond dans 
e 
as au dé
ollement, au niveau du 
ongé que présente la paroi
arter, de l'é
oulement longeant verti
alement le 
arter. En 
onséquen
e, quelle que soit la rédu
tionde débit opérée dans le jeu, il ne sera pas possible de supprimer 
e tourbillon tant que le 
arterprésentera 
e dé
ro
hement axial.L'analyse des performan
es de la 
on�guration sans jeu montre en
ore une fois une dégradationpar rapport au 
as de référen
e.Con�guration E
art de pression aval-amont Couple RendementRéféren
e 198 Pa 0.499 N.m 0.641Sans jeu 190 Pa 0.521 N.m 0.605Variation -4.0% +4.4% -5.6%Rappel Con�g. 2 192 Pa 0.501 N.m 0.626Rappel Con�g. 3 185 Pa 0.491 N.m 0.615Tab. 5.17 � Performan
es du ventilateur sans jeuComme on peut le voir dans le tableau [5.17℄, toutes les performan
es de la 
on�guration sansjeu sont dégradées par rapport à 
elles la 
on�guration de référen
e. La 
on�guration sans jeu estmême pire que les 
on�gurations 2 et 3 de traitement de 
arter.On démontre ainsi que l'amélioration de l'é
oulement de jeu se traduit, sur 
e ventilateur,par une dégradation des performan
es globales. Le traitement de 
arter reste toutefois valable :le problème vient de la modi�
ation des 
onditions d'alimentation de la tête d'aube. Ce problèmeest au �nal assez logique puisque le ventilateur de référen
e étudié a été optimisé par Valéo pourdes 
onditions amont résultant d'une perturbation du �ux in
ident par un é
oulement de jeu fort.En améliorant les 
ara
téristiques de 
et é
oulement de jeu, on 
hange les 
onditions en amont desaubes, et don
 on s'é
arte du point de dessin de la roue de référen
e. Il 
onvient à 
e niveau deréadapter la tête d'aube aux nouvelles 
onditions de fon
tionnement.
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ation du traitement de 
arter5.4.6 Synthèse sur l'appli
ation du traitement de 
arter au ventilateurComme on vient de le voir, l'appli
ation du nouveau traitement de 
arter sur un ventilateur deGMV n'apporte pas l'amélioration des performan
es es
omptée, même si l'é
oulement de jeu estsensiblement amélioré. Cependant, 
ette dégradation des performan
es est logique 
ompte tenu duventilateur qui a été utilisé. Ce dernier avait été optimisé pour un é
oulement in
ident dégradé par uné
oulement de jeu fort. En améliorant l'é
oulement de jeu, nous avons un peu modi�é l'é
oulementin
ident sur le ventilateur (dépla
ement de la re
ir
ulation parasite amont), mais de 
e fait, nousnous sommes éloignés des 
onditions de dessin de la roue. Cette dégradation des performan
es n'estdon
 pas inquiétante. Il faudrait avant toute 
hose réadapter la tête d'aube aux nouvelles 
onditionsamont.Au �nal, on retiendra que nous avons réussi à proposer un traitement de 
arter valide,puisqu'il nous a permis de réduire de près de 42% le débit dans le jeu, tout en limitant la girationdu �uide en sortie de jeu, 
e qui était le but de notre étude. Il reste 
ependant à �naliser l'étudeen prenant en 
ompte les 
ouplages entre le ventilateur et le traitement de 
arter. En e�et, on adémontré que l'amélioration de l'é
oulement de jeu modi�ait sensiblement l'é
oulement sur l'aube.De la même manière, la modi�
ation de l'é
oulement sur l'aube se traduit par un 
hangement des
onditions d'alimentation du jeu. Les variations de l'é
oulement autour de l'aube et du traitement de
arter sont 
ependant en
ore assez mal 
onnues. Elles méritent d'être analysées en détail. Cette étudedes 
ouplages sera l'o

asion d'optimiser simultanément le traitement de 
arter et le ventilateur. Ilserait aussi intéressant de modi�er la forme du 
arter a�n de limiter les phénomènes tourbillonnairesen amont de l'aube. En�n, il est parti
ulièrement souhaitable de valider l'étude (numérique) qui aété faite dans le 
adre de 
ette thèse par des mesures expérimentales.



Chapitre 6Con
lusions et perspe
tivesLe but de 
ette étude était de proposer, d'analyser et d'optimiser un nouveau type de traitementde 
arter au moyen d'outils numériques, et de l'appliquer à une turboma
hine basse vitesse.Dans le 
hapitre 2, nous nous sommes 
on
entrés sur le 
hoix et le développement de méthodesnumériques pré
ises pour la simulation des é
oulements. Ce point est important en raison de lapré
ision requise pour étudier de manière �able et détaillée le nouveau traitement de 
arter. Commeles simulations envisagées pour 
ette étude 
on
ernent des é
oulements stationnaires, notre attentions'est fo
alisée sur la dis
rétisation spatiale. Nous avons retenu une te
hnique de type "volumes �nis",asso
iée à un traitement des �ux pré
is au se
ond ou troisième ordre en espa
e.Par ailleurs, nous avons présenté dans 
e 
hapitre de nouveaux développements permettantde réduire l'erreur numérique dans le 
as de maillages non uniformes. On a pour 
ela séparé letraitement de la partie 
onve
tive des �ux de 
elui asso
ié à la partie di�usive.Pour la partie 
onve
tive :
• Pour les s
hémas dé
entrés amont, nous avons réalisé la généralisation des formules d'interpo-lation MUSCL du se
ond ordre (s
héma 
entré sur l'interfa
e, dé
entré amont et s
héma deFromm) ainsi que pour le s
héma partiellement dé
entré du troisième ordre. Les validationse�e
tuées sur des maillages présentant des dis
ontinuités fortes de tailles de mailles ont mon-tré une nette amélioration de la pré
ision ave
 l'emploi des formules généralisées. On a aussi
onstaté une 
ertaine équivalen
e entre s
hémas du se
ond et du troisième ordre.
• De nouveaux limiteurs, utilisés pour stabiliser les 
al
uls ave
 des s
hémas dé
entrés d'ordreélevé, ont été présentés. Nous avons testé et 
omparé 
es nouveaux limiteurs sur des maillagesnon uniformes pour véri�er leur 
omportement en présen
e de dis
ontinuités de tailles demailles. Nous avons ainsi pu établir une 
ertaine hiérar
hie entre 
es nouveaux limiteurs quantà la pré
ision spatiale de la simulation.
• Nous avons aussi travaillé sur la généralisation des s
hémas spatiaux 
entrés aux maillagesnon uniformes. Les interpolations du se
ond et quatrième ordre utilisées par 
es s
hémas pourdéterminer les variables aux interfa
es ont été modi�ées. Les tests, e�e
tués sur un 
as depropagation d'une onde sinusoïdale de pression, montrent que la généralisation permet delimiter fortement l'erreur numérique asso
iée à la non uniformité du maillage. On a aussi pumettre en éviden
e les e�ets de l'ordre d'interpolation sur la pré
ision du 
al
ul. Pour less
hémas 
entrés, la dissipation numérique arti�
ielle qu'il est né
essaire de rajouter a�n de245
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lusions et perspe
tivesstabiliser le 
al
ul n'a pas été dire
tement traitée. Nous avons proposé les pistes possiblesde généralisation aux maillages non uniformes ; les tests pourront faire l'objet d'une étudeultérieure.Pour le traitement de la partie di�usive des �ux, nous avons fait une présentation rapide deste
hniques utilisées, ainsi qu'une analyse su

in
te des possibilités de généralisation aux maillagesnon uniformes. Là aussi, la validation des pistes proposées pourra faire l'objet de travaux.Nous avons 
ommen
é l'étude du nouveau traitement de 
arter dans le 
hapitre 3. Il a d'abord éténé
essaire d'étudier pré
isément la stru
ture de l'é
oulement de jeu sur un ventilateur automobilea�n de dégager les prin
ipales 
ara
téristiques attendues pour le nouveau traitement de 
arter. Ilest apparu que le rainurage devait réaliser simultanément une rédu
tion du débit de jeu et de lagiration du �uide sortant du jeu.La géométrie du nouveau traitement de 
arter a ensuite été dé
rite et paramétrée a�n de pou-voir 
ara
tériser �nement son fon
tionnement. Nous avons 
hoisi un rainurage héli
oïdal du 
arter,destiné à limiter le plus possible le débit dans le jeu tout en guidant le �uide dans une dire
tionopposée au mouvement azimutal général imposé par la virole. Cinq paramètres géométriques sontutilisés : l'angle, la hauteur, la largeur, la longueur et le nombre des rainures.A�n de fa
iliter l'étude et la 
ompréhension de la stru
ture de l'é
oulement et des mé
anismesaérodynamiques au niveau des rainures, seul le traitement de 
arter est modélisé et étudié.
• Le prin
ipe même du traitement de 
arter est d'abord validé en 
omparant le 
hamp aéro-dynamique qu'il génère aux 
as de référen
es que sont le jeu sans traitement de 
arter et lejeu ave
 un simple obsta
le 
ir
onférentiel. On démontre à 
e niveau que le rainurage permetd'e�e
tuer un bon 
ompromis entre la limitation du débit et la limitation de la giration du�uide dans le jeu.
• On analyse ensuite en détail la stru
ture de l'é
oulement. Cette analyse fait ressortir plusieursstru
tures tourbillonnaires distin
tes qui interagissent plus ou moins fortement 
ompte tenude l'exiguïté de la géométrie :1. Un dé
ollement en entrée de rainure. Ce dé
ollement réduit la se
tion débitante desrainures. Il est don
 intéressant du point de vue de la limitation de débit.2. Un tourbillon dans 
haque rainure. Ce tourbillon permet une survitesse azimutale néga-tive utile pour l'obje
tif de limitation de la giration.3. Un ensemble de tourbillons en aval des rainures. Ces stru
tures sont responsables depertes élevées, utiles dans l'optique d'une rédu
tion de débit. Elles induisent aussi dessurdéviations lo
ales de l'é
oulement qui peuvent être béné�ques pour la limitation dela giration.Les di�érentes stru
tures tourbillonnaires viennent don
 améliorer le fon
tionnement des rai-nures. Elles sont néanmoins toutes sensibles à 
ertains paramètres 
omme l'angle de l'héli
e.Ce
i 
omplique un peu l'analyse de la sensibilité du traitement de 
arter aux paramètres dedessin.
• On analyse quantitativement l'in�uen
e de 
haque paramètre sur les trois obje
tifs �xés pour
ette étude. Ces obje
tifs ont été dé�nis 
omme le di�érentiel de pression statique entre l'amontet l'aval du jeu, le di�érentiel de pression totale et 
elui de vitesse transversale. L'étude des



247paramètres montre des évolutions majoritairement monotones pour les obje
tifs. On note enparti
ulier les faibles e�ets de la longueur, dans la plage étudiée, sur les trois obje
tifs.La largeur et le nombre des rainures présentent, sur la plage étudiée, des e�ets assez similaires.Tout d'abord, 
es deux paramètres agissent de manière opposée sur le di�érentiel de pressionstatique et sur 
eux de pression totale et vitesse azimutale : l'augmentation du di�érentiel depression statique se fait toujours au détriment des deux autres obje
tifs. Dans l'ensemble, lesmeilleures limitations de la giration sont obtenues pour des rainures larges ou nombreuses,alors que l'obje
tif de pression statique est amélioré par des rainures �nes et peu nombreuses.Le 
omportement des trois obje
tifs par rapport à la hauteur des rainures n'est en revan
hepas opposé. On remarque ainsi que l'augmentation de la hauteur des rainures permet simul-tanément d'améliorer les trois obje
tifs.Le point le plus remarquable de l'étude quantitative des paramètres est sans doute le 
omporte-ment des obje
tifs par rapport à l'angle des rainures. Le di�érentiel de pression statique évoluede manière monotone sur la plage étudiée, ave
 une amélioration pour les rainures fortementin
linées. Il est en revan
he très intéressant de 
onstater un optimum pour les di�érentiels depression totale et de vitesse transversale, situé vers 110�.Au �nal, 
ette étude doit porter sur l'appli
ation dire
te du nouveau traitement de 
arter à unventilateur automobile. Nous avons don
 
hoisi d'optimiser le rainurage avant de l'appliquer. Ce-pendant, il n'a pas été possible de mener 
ette optimisation en poursuivant dire
tement l'appro
headoptée pour la première partie de l'étude. Le nombre de simulations né
essaires à l'optimisationest trop important.Les di�érentes te
hniques a�érentes à la paramétrisation, l'optimisation et le post-traitementde l'optimisation ont été étudiées au 
hapitre 4. Dans un premier temps, nous avons établi le 
adremathématique des optimisations multi-paramétriques et multi-obje
tifs. Dans 
e 
adre, une desnotions les plus importantes est 
elle de la dominan
e au sens de Pareto, qui permet de 
lasserdes individus selon plusieurs 
ritères 
onsidérés simultanément. Ave
 la notion de dominan
e, onpeut aussi dé�nir la notion de front de Pareto, qui permet de dé
rire une population d'individusoptimaux.Le panorama des di�érentes grandes te
hniques d'optimisation a ensuite mis en éviden
e lesavantages et défauts de 
ha
une relativement au type d'optimisation envisagé pour le traitement de
arter. On a ainsi montré que les méthodes inverses et les méthodes dire
tes n'étaient pas adaptées àl'optimisation du traitement de 
arter, les premières en raison des hypothèses faites sur l'é
oulement(é
oulement non visqueux), les se
ondes à 
ause de leur in
apa
ité à traiter obje
tivement un 
asmulti-obje
tifs. Il ressort au �nal de l'étude que les te
hniques d'optimisation les plus performantessur une optimisation multi-obje
tifs et multi-paramétriques sont les méthodes métaheuristiques.Parmi 
es méthodes, les algorithmes génétiques sont les mieux adaptés à notre problème. Ils ont don
été retenus pour e�e
tuer l'optimisation du traitement de 
arter. Les prin
ipes de fon
tionnementde 
es algorithmes sont dé
rits de manière détaillée. Cette des
ription met en éviden
e une limitedes algorithmes génétiques au niveau du nombre de 
on�gurations à évaluer.A�n de 
ontourner 
e problème inhérent aux algorithmes génétiques, une des solutions est d'uti-liser une appro
he paramétrique. Cette appro
he permet de réduire 
onsidérablement le nombrede simulations dire
tes né
essaires pour la phase d'optimisation. Elle est basée sur le 
al
ul desdérivées du 
hamp aérodynamique autour d'un point de référen
e. Les 
on�gurations sont ensuite
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lusions et perspe
tivesextrapolées à partir de 
e point au moyen d'une te
hnique de re
onstru
tion adaptée. Dans 
ettepartie du 
hapitre 4 nous avons don
 :
• présenté de manière détaillée l'appro
he paramétrique. Le 
al
ul des dérivées d'ordre su

essiffait intervenir une relation de ré
urren
e intéressante.
• étudié la problématique de la re
onstru
tion. On a en parti
ulier montré que l'extrapolationdes seules variables 
onservatives aboutissait à générer une erreur numérique sur les variablesnon 
onservatives qui sont 
al
ulées ensuite. Une 
orre
tion possible à 
e problème a étéproposée, mais elle ne semble pas apporter d'amélioration notable dans le 
as du traitementde 
arter. Elle n'a don
 pas été retenue pour la suite de l'étude.L'algorithme génétique 
hoisi pour l'optimisation du traitement de 
arter est le NSGA-II, déve-loppé au sein du Kampur Geneti
 Algorithm Laboratory. Nous avons présenté 
et algorithme. Il aété 
ouplé ave
 le 
ode Turb'Opty pour fa
iliter l'évaluation des 
on�gurations.En�n, le 
hapitre 4 se termine par la présentation d'une te
hnique de visualisation et de post-traitement adaptée aux optimisations e�e
tuées ave
 un algorithme génétique. Ce type d'optimi-sation se 
ara
térise souvent par l'obtention d'un ensemble d'individus Pareto-optimaux qu'il estensuite très di�
ile de représenter 
lairement. Cette di�
ulté vient du nombre d'obje
tifs et deparamètres à visualiser simultanément. La te
hnique retenue, appelée Self-Organizing Map (SOM),permet de dé
rire graphiquement la population optimale de manière 
laire et stru
turée. Elle donneaussi a

ès à des informations supplémentaires, telles que la robustesse d'une 
on�guration.Le 
hapitre 5 a été dédié à l'optimisation du traitement de 
arter et à son appli
ation sur unventilateur automobile. Nous avons dans un premier temps 
omparé les variations des obje
tifs,relativement aux paramètres issus de l'appro
he dire
te (
ode Turb'Flow), aux variations obtenuesave
 la paramétrisation Turb'Opty. 
ette 
omparaison met en éviden
e, dans l'ensemble, un bona

ord entre les deux te
hniques, 
e qui valide don
 le résultat de la paramétrisation.Le traitement de 
arter a été optimisé en utilisant l'algorithme NSGA-II et le résultat de laparamétrisation Turb'Opty. Cette optimisation nous a permis de 
hoisir une 
on�guration optimale,pro
he de l'optimum sur l'é
art de pression totale. En parallèle, nous avons analysé la populationoptimale ave
 les SOM. Cela a permis de véri�er, entre autre, l'antagonisme fort entre l'obje
tif depression statique et 
eux de pression totale et de giration.La géométrie optimisée du traitement de 
arter a ensuite été appliquée au ventilateur automobilequi avait été étudié au 
hapitre 3. Nous avons ainsi montré que 
ette 
on�guration parti
ulière durainurage n'était pas satisfaisante du point de vue du 
ontr�le de l'é
oulement de jeu. On assisteainsi à une augmentation de la giration par rapport à la 
on�guration de référen
e, sans diminutiondu débit. En raison de la présen
e dans le jeu de nouvelles stru
tures tourbillonnaires défavorables,l'é
oulement ne 
ir
ule pas dans les rainures. Celles-
i ne remplissent pas don
 leur r�le. Nous avonsmontré que les nouveaux tourbillons néfastes résultent d'un mauvais positionnement et d'une tropfaible longueur des rainures.A�n de 
orriger 
e défaut, nous avons testé deux nouvelles 
on�gurations de rainurage.
• un traitement de 
arter sur lequel on a allongé les rainures. L'allongement permet de supprimerles tourbillons gênants. Il s'avère que dans 
e 
as on réduit très nettement le débit dans le jeu(-42%), tout en améliorant la limitation de giration (-32.5%).
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• une 
on�guration ave
 des rainures longues et un 
arter modi�é de manière à limiter le 
oudedu jeu et améliorer en
ore l'alimentation des rainures. Cette 
on�guration est la meilleure,tant du point de vue de la rédu
tion de débit (-42%) que de la limitation de la giration (-79%).Les performan
es globales du ventilateur en présen
e de 
es deux 
on�gurations de traitement de
arter ne sont pas améliorées, bien au 
ontraire. Nous avons démontré que 
e phénomène provenaitde la désadaptation de la tête d'aube. Cette désadaptation est liée à la modi�
ation de l'é
oulementde jeu. Sur le ventilateur de référen
e étudié, l'aube avait été optimisée pour tenir 
ompte d'uné
oulement de jeu fort et animé d'une grande giration, 
e qui n'est plus le 
as ave
 le traitementde 
arter. L'étude paramétrique du 
ouple [aubes - traitement de 
arter℄ reste à entreprendre. Ilest assez logique que la modi�
ation de l'é
oulement de jeu par le rainurage se traduise par unemodi�
ation de l'é
oulement sur les aubes, et vi
e versa. A�n de �naliser l'étude 
omplète dutraitement de 
arter, il est don
 né
essaire de prendre en 
ompte les 
ouplages entre le ventilateuret le rainurage.Au terme de 
ette étude, on a don
 démontré de manière 
laire que le traitement de 
arterproposé est pertinent du point de vue du 
ontr�le de l'é
oulement de jeu. Il permet une améliorationsensible de l'é
oulement de jeu en réduisant le débit et en limitant la giration du �uide.Dans la suite de l'étude, il pourrait être très intéressant de réadapter, dans un premier temps,l'aube aux nouvelles 
onditions de fon
tionnement générées par la mise en pla
e du traitement de
arter (et don
 par l'amélioration de l'é
oulement de jeu). Dans un se
ond temps, il 
onviendraitd'optimiser simultanément le ventilateur et le traitement de 
arter a�n de �naliser l'étude du trai-tement de 
arter. Nous n'avons pas eu l'o

asion d'étudier en détail les 
ouplages existant entre letraitement de 
arter et le ventilateur. Nous avons montré que la modi�
ation de l'é
oulement de jeuengendre 
elle de l'é
oulement sur l'aube, et vi
e versa. Cette optimisation simultanée de l'aube etdu traitement de 
arter né
essitera don
 au préalable l'analyse pré
ise de 
es 
ouplages au moyend'une appro
he paramétrique.Pour la poursuite de l'étude, il est important de pro
éder à la véri�
ation expérimentale dufon
tionnement du traitement de 
arter, notamment lors du 
ouplage ave
 un ventilateur automo-bile. Cette véri�
ation expérimentale pourra être e�e
tuée après avoir optimisé le ventilateur et letraitement de 
arter. Cela permettrait en parti
ulier de véri�er les mé
anismes de 
ouplage entre lerainurage et le ventilateur du point de vue des intera
tions instationnaires.
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Annexe AModélisation de l'é
oulementA.1 Equations de Navier-StokesLe mouvement d'un �uide 
ompressible visqueux est régi par les équations de Navier-Stokes.Elles traduisent les grands prin
ipes physiques de mé
anique et de thermodynamique, à savoir la
onservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l'énergie totale.On dé�nit en premier lieu l'espa
e et le temps par quatre variables, notées x1,x2,x3 et t, re-présentant respe
tivement les trois 
oordonnées 
artésiennes spatiales et la date. On asso
ie aux
oordonnées spatiales la base (~e1, ~e2, ~e3) qui est invariable en temps et en espa
e.A�n de dé
rire le 
hamp aérodynamique, on dé�nit aussi les variables 
onservatives qui sont lamasse volumique ρ, la quantité de mouvement ρ~V et l'énergie totale ρE. On notera par suite ui,
i = 1, ..., 3 les 
omposantes de la vitesse.Dans le 
adre d'une des
ription eulérienne, les équations de Navier-Stokes s'é
rivent sous formedi�érentielle 
omme suit :Conservation de la masse :

∂ρ

∂t
+ ~∇.

[
ρ~V
]

= 0 (A.1)Conservation de la quantité de mouvement :
∂ρ~V

∂t
+ ~∇.

[
ρ~V ⊗ ~V + p

⇒
I − ⇒

τ l

]
= ~0 (A.2)

⊗ est le produit tensoriel.Conservation de l'énergie :
∂ρE

∂t
+ ~∇.

[
(ρE + p)~V + ~Φ− ⇒

τ l .~V
]

= 0 (A.3)
• p est la pression statique. Pour un gaz parfait, on a de plus l'équation d'état bien 
onnue :

p = ρrT (A.4)251



252 Chapitre A. Modélisation de l'é
oulementoù r est la 
onstante spé
i�que des gaz parfaits, et T la température statique. Par ailleurs, onpeut dé�nir l'énergie interne e du �uide parfait au moyen de la température statique :
e =

(
E − 1

2
V 2

)
= CvT (A.5)ave
 Cv la 
apa
ité thermique volumique spé
i�que du �uide. On note par ailleurs Cp la
apa
ité thermique massique spé
i�que du �uide. En remarquant que Cp

Cv
= γ et r = Cp −Cv,on peut alors é
rire :

p = (γ − 1)

[
ρE − 1

2
ρV 2

] (A.6)
• τ est le tenseur des 
ontraintes visqueuses. Pour un �uide visqueux Newtonien isotrope, ils'é
rit :

⇒
τ l= λ~∇.~V

⇒
I +µ

(
~∇.~V + ~∇.~V T

) (A.7)
λ et µ sont les 
oe�
ients de Lamé. Selon l'hypothèse de Stokes :

3λ+ 2µ = 0 (A.8)Par ailleurs, µ, aussi 
onnu sous le nom de vis
osité dynamique du �uide, dépend formellementde la température statique. La relation la plus 
lassique est la loi de Sutherland :
µ

µref
=

(
T

Tref

) 3
2 Tref + S

T + S
(A.9)Les 
onstantes de référen
e sont pour l'air S = 110K, Tref = 293K, µref = 1.81 10−5kg.m−1.La vis
osité dynamique est néanmoins souvent 
onsidérée 
onstante. Seuls les 
as présentantdes gradients thermiques importants, du fait d'une paroi 
hau�ante (ou refroidie) ou bien de
ompressions importantes (onde de 
ho
 ...) requièrent le traitement d'une vis
osité variable.On appliquera don
 en parti
ulier 
ette loi pour les 
as supersoniques.

• ~Φ est le �ux de 
haleur, exprimé usuellement en fon
tion de la température statique T et dela 
ondu
tibilité thermique κ du �uide via la loi de Fourrier :
~Φ = −κ~∇T (A.10)Une ré-é
riture 
lassique de 
e terme est obtenue en introduisant le nombre de Prandtl

Pr = µCp

κ . En utilisant la relation (A.5), l'équation (A.3) devient alors :
∂ρE

∂t
+ ~∇.

[
(ρE + p)ρ~V +

µγ

Pr

~∇e− ⇒
τ l .~V

]
= ~0 (A.11)A.2 Equations moyennéesA.2.1 Equations pour les variables 
onservativesLes équations pré
édentes sont valables pour la des
ription d'un é
oulement ave
 une pré
isionsu�sante. En pratique, le 
ara
tère turbulent de l'é
oulement est responsable d'un 
omportement�u
tuant, en temps et en espa
e, des variables. La turbulen
e introduit en parti
ulier un 
ara
tère
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haotique. En 
onséquen
e, les di�érentes stru
tures présentes au sein de l'é
oulement sont trèsdispersées, tant du point de vue de l'é
helle spatiale que temporelle. On distingue généralementles stru
tures ma
ros
opiques, ayant un 
omportement globalement déterministe, des stru
turesmi
ros
opiques qui sont du domaine des �u
tuations turbulentes.A�n de 
apter toutes les stru
tures possibles par un 
al
ul numérique, il est né
essaire d'avoirdes maillages extrêmement ra�nés, la taille de maille minimale étant inférieure à l'é
helle de Kol-mogorov.L'appro
he, 
onnue sous le nom de DNS (Dire
t Numeri
al Simulation) n'est aujourd'hui possibleque sur des é
oulements simples en raison des besoins gigantesques en terme de mémoire et puissan
ede 
al
ul asso
iés à 
e type de résolution.La deuxième appro
he est la simulation des grandes é
helles (Large Eddy Simulation). Lesgrandes stru
tures tourbillonnaires sont 
al
ulées dire
tement, les petites stru
tures étant modéliséesanalytiquement. Cette méthode est de plus en plus 
ouramment employée mais demande toutefoisen
ore des ressour
es informatiques importantes qui limitent un peu l'utilisation.La dernière méthode est la modélisation 
omplète des stru
tures turbulentes. Cela implique ladé
omposition du 
hamp aérodynamique en une 
omposante moyenne et une 
omposante �u
tuante.Pour une grandeur A, on dé�nit ainsi
A(~x, t) = Ā(~x, t) +A′(~x, t) (A.12)ave
 la valeur moyenne Ā dé�nie au sens de Reynolds :

Ā(~x, t) =
1

τ

∫ τ/2

−τ/2
A(~x, t+ θ)dθ (A.13)où τ est une é
helle de temps 
ara
téristique des �u
tuations turbulentes. Pour un é
oulement
ompressible, il est possible de modi�er légèrement 
ette dé�nition en introduisant la moyenne deFavre qui fait intervenir la moyenne de masse volumique au sens de Reynolds.On note dans 
e 
as :

A(~x, t) = Ã(~x, t) +A′′(~x, t) (A.14)
Ã(~x, t) =

ρA(~x, t)

ρ̄(~x, t)
(A.15)Une fois la dé
omposition dé�nie pour 
haque variable 
onservative, on introduit les termes moyenset �u
tuants dans les équations de Navier-Stokes et les lois supplémentaires (A.1)-(A.11), lesquellessont ensuite à leur tour moyennées au sens de Reynolds en remarquant que l'opérateur de moyenne
ommute ave
 les opérateurs di�érentiels. La méthode présentée tire son nom de 
ette appro
he :Reynolds Average Navier-Stokes (RANS).Conservation de la masse :

∂ρ̄

∂t
+ ~∇.

[
ρ̄ ~̃V
]

= 0 (A.16)Conservation de la quantité de mouvement :
∂ρ̄~̃V

∂t
+ ~∇.

[
ρ̄ ~̃V ⊗ ~̃V + p̄

⇒
I −

{⇒
τ l − ρ~V ′′ ⊗ ~V ′′

}]
= ~0 (A.17)
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oulementConservation de l'énergie :
∂ρ̄Ẽ

∂t
+ ~∇.

[
(ρ̄Ẽ + p̄)~̃V −

{
γ̄µ̄

Pr

~∇ẽ+
⇒
τ l .~V − (ρE + p)~V ′′

}]
= 0 (A.18)De plus, on a les relations suivantes :

p̄ = (γ̄ − 1)

[
ρ̄Ẽ − 1

2

(
ρ̄ ~̃V 2 + ρ̄ ~̃V ′′2

)] (A.19)
⇒̄
τ l = λ̄ ~̃∇.~V

⇒
I +µ̄

(
~̃∇.~V + ~̃∇.~V T

) (A.20)Ces équations sont déterminées en supposant que µ et par extension λ sont proportionnels à lamasse volumique et à la vis
osité 
inématique ν, 
ette dernière étant supposée non �u
tuante. Ona ainsi :
µ̄ = ρν = ρ̄νPar ailleurs, on suppose aussi que les 
oe�
ients γ, Cp, Cv et Pr sont aussi non �u
tuants, leurmoyenne au sens de Reynolds étant don
 la valeur 
lassique.On introduit à 
e niveau l'énergie 
inétique turbulente ρk :
ρk =

1

2
ρ~V ′′2 (A.21)L'utilisation de l'énergie 
inétique turbulente permet de simpli�er l'é
riture de la loi d'état(A.19) :

p̄ = (γ − 1)

[
ρ̄Ẽ − 1

2

(
ρ̄ ~̃V 2 + ρ̄k̃

)] (A.22)La température statique est 
al
ulée à partir de l'expression de l'énergie totale moyenne :
Ẽ = CvT̃ +

1

2
~̃V 2 + k̃ (A.23)On remarque que 
ontrairement à la dé�nition thermodynamique 
lassique, les pressions et tempé-ratures statiques moyennes font intervenir l'énergie 
inétique turbulente.Le deuxième terme 
ritique est le tenseur −ρ~V ′′ ⊗ ~V ′′, aussi appelé tenseur de Reynolds ⇒

τ t. Ilpeut être déterminé par l'hypothèse de Boussinesq [11℄ qui stipule que ⇒
τ t est linéairement relié autenseur moyen des 
ontraintes ⇒

τ l :
⇒
τ t= λt

~∇.~̃V
⇒
I +µt

(
~̃∇.~V + ~̃∇.~V T

)
− 2

3
ρ̄k̃

⇒
I (A.24)Le dernier terme de l'équation est utilisé pour garantir que la tra
e du tenseur de Reynolds estproportionnelle à l'énergie 
inétique turbulente. En outre, les 
oe�
ients λt et µt sont supposésvéri�er l'hypothèse de Stokes :

3λt + 2µt = 0Cette relation suppose en parti
ulier [13℄ que l'on néglige tout e�et de mémoire au niveau de laturbulen
e. Cette approximation est très 
ritiquable, notamment dans des zones de dé
ollement de
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oulement, mais elle est souvent utilisée en raison de sa très grande simpli
ité. Dans la suite del'étude, 
'est 
ette hypothèse que l'on fera.Le troisième terme à traiter est le terme non-linéaire (ρE + p)~V ′′ apparaissant dans l'équationde l'énergie (A.18). Il est é
rit 
omme suit pour 
haque dire
tion :
(ρE + p)u′′i = (ρH)u′′i = ρ̄γCvTu

′′
i + ρ

3∑

j=1

ũju
′′
ju

′′
i +

ρ

2

3∑

j=1

u′′ju
′′
ju

′′
i (A.25)
e qui donne après distribution des moyennes :

(ρE + p)u′′i = ρ̄γCvT̃ u′′i + ρ
3∑

j=1

ũju′′ju
′′
i = ρ̄γCvT̃ u′′i +

3∑

j=1

ρu′′ju
′′
i ũj + ρ̄k̃u′′i (A.26)La reformulation a néanmoins fait apparaître un terme de 
orrélation entre vitesse et température.Celui-
i est 
lassiquement exprimé en fon
tion du gradient moyen de température pondéré par unnombre de Prandtl turbulent :

ρ̄T̃ u′′i = − µt

Prt

~̃∇T (A.27)De la même manière, le terme de 
orrélation triple ρ̄k̃u′′i est généralement exprimé :
ρ̄k̃u′′i = −µt

σk

~̃∇k (A.28)où σk est une 
onstante du modèle 
hoisi.Le dernier terme problématique est le travail ⇒
τ l .~V . Son développement fait apparaître un termede 
orrélation ⇒

τ l .~V ′′ qui traduit le travail des for
es visqueuses moyennes généré par le dépla
ementdû aux �u
tuations de vitesse. Cette dissipation étant très faible, le terme est négligé dans un modèlede turbulen
e au premier ordre.Un autre terme sensible est ⇒
τ
′′
l .~V ; il peut être modélisé par µ̄~∇k̃. Au �nal, on obtient don
 :

⇒
τ l .~V =

⇒
τ l
~̃V + µ̄~∇k̃ (A.29)En partique, on additionne le tenseur de Reynolds ⇒
τ t et le tenseur des 
ontraintes visqueuses ⇒

τ lpour ne former qu'un seul tenseur, noté ⇒
τ l+tEn prenant en 
ompte toutes les simpli�
ations possibles qui viennent d'être présentées, leséquations de Navier-Stokes moyennées pour un é
oulement turbulent s'é
rivent :Equations RANS :
∂ρ̄

∂t
+ ~∇.

[
ρ̄ ~̃A
]

= 0 (A.30)
∂ρ̄~̃V

∂t
+ ~∇.

[
ρ̄ ~̃V ⊗ ~̃V + p̄

⇒
I −⇒

τ l+t

]
= ~0 (A.31)

∂ρ̄Ẽ

∂t
+ ~∇.

[
(ρ̄Ẽ + p̄)~̃V −

{
γ

(
µ̄

Pr
+

µt

Prt

)
~∇ẽ+

⇒
τ l+t.

~̃V −
(
µ̄+

µt

σk

)
~̃∇k
}]

= 0 (A.32)
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oulementA.2.2 Modélisation de la turbulen
eIl existe de très nombreuses modélisations possibles au sein de la littérature ([195, 171℄ parmibeau
oup d'autres référen
es possibles). La 
omplexité du modèle est entre autre traduite par lenombre d'équations mises en jeu. De manière 
lassique, l'une des variables traitée par 
es modèlesest l'énergie 
inétique turbulente k : Dans le 
as où au moins une autre équation existe, le 
hoixde la nouvelle variable turbulente est plus libre. Dans le 
as des modèles à deux équations, notégénéralement k − Φ, Φ étant la deuxième variable, les plus 
ourants à l'heure a
tuelle sont lesmodèles k − ǫ, k − ω et k − l.Le modèle de turbulen
e qui a été retenu dans 
ette étude est le modèle k− ω de Kok [107℄. Lagrandeur Φ = −ω est la dissipation spé
i�que. On a alors :
µt =

ρ̄k̃

ω̃
(A.33)Ce modèle est réputé meilleur que le k − ω standard de Wil
ox [195℄, au sens où il est moinsdépendant des valeurs de ω dans l'é
oulement hors 
ou
hes-limites.Pour 
e modèle, les équations de transport des variables turbulentes sont les suivantes :Equation de transport sur k

∂ρ̄k̃

∂t
+ ~∇.

[
ρ̄k̃ ~̃V −

(
µ̄+

µt

σk

)
~∇k̃
]

=
⇒
τ t ÷ ~∇~̃V − Ckρ̄ω̃k̃ (A.34)où Ck=0.09 et σk = 3

2 . La notation ÷ est utilisée pour le produit tensoriel mixte. Pour deux tenseursd'ordre 2, 
e produit vaut ⇒
a ÷

⇒
b= aijbij .Dans 
ette équation, on fait apparaître trois termes jouant di�éremment sur l'énergie k :

• Produ
tion d'énergie 
inétique turbulente Pk :
Pk =

⇒
τ t ÷ ~∇ ~̃V

• Dissipation de l'énergie 
inétique turbulente Dk :
Dk = Ckρ̄ω̃k̃

• Di�usion de l'énergie 
inétique turbulente :
(
µ̄+

µt

σk

)
~∇k̃Il est possible de modi�er légèrement 
ette équation pour éviter les phénomènes de surprodu
tionde k. Ces phénomènes arrivent en parti
ulier quand ω tend vers 0, et que µt reste �ni. Le termede produ
tion peut devenir très grand pour des petites pertubations du tenseur de 
ontraintes. Lasolution proposée par Menter [130℄ est de limiter la produ
tion d'énergie en remplaçant le terme Pkdans (A.34) par le terme P̂k :

P̂k = min(Pk, 20.Dk) (A.35)
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∂ρ̄ω̃

∂t
+ ~∇.

[
ρ̄ω̃ ~̃V −

(
µ̄+

µt

σω

)
~∇ω̃
]

= Cω1

ω̃

k̃

(⇒
τ t ÷ ~∇ ~̃V

)
− Cω2 ρ̄ω̃

2 − Cd (A.36)où :
Cd = σd

ρ̄

ω̃
max

(
~∇k̃.~∇ω̃, 0

)et :
σω = 2.0
σd = 0.5

Cω1 =
Cω2−

K2√Ck
σω

Ck
≈ 5

9

Cω2 = 3
40

K = 0.41 Constante de Von KarmanLe terme Cd est introduit dans le modèle k − ω pour limiter la dépendan
e par rapport auxvaleurs de ω hors 
ou
hes limites. Ce terme vient d'une analogie ave
 les modèles k − ǫ [130, 107℄.A.3 Equations adimensionnéesA�n de garantir un traitement numérique pré
is, il est né
essaire de ramener les variables deséquations RANS (A.30-A.32 et A.34-A.36) à un ordre de grandeur assez pro
he de 1. On dé�nitpour 
ela 
inq é
helles de référen
e :
• L0 : longueur de référen
e
• ρ0 : masse volumique de référene
• V0 : vitesse de référen
e
• r0 : 
onstant des gaz parfait de référen
e
• µ0 : vis
osité dynamique de référen
eOn peut aisni dé�nir l'adimensionnement suivant :

t∗ = t
L0
V0

x∗i = x̄i

L0
ρ∗ = ρ̄

ρ0
u∗i = ūi

V0

E∗ =
eE

V 2
0

e∗ = ee
V 2
0

p∗ = p̄
ρ0V 2

0
T ∗ =

eT
V 2
0

r0

µ∗ = µ̄
µ0

k∗ =
ek

V 2
0

ω∗ = eω
V 3
0

L0

⇒
τ
∗
=

⇒̄
τ

µ0V0
L0On dé�nit par ailleur le nombre sans dimension de référen
e suivant :

Re =
ρ0L0V0

µ0On abandonne l'astérisque pour plus de fa
ilité d'é
riture. Les équation RANS qui servent àla simulation numérique d'un é
oulement turbulent 
ompressible s'é
rivent don
 en fon
tions desgrandeurs adimensionnées :Conservation de la masse :
∂ρ

∂t
+ ~∇.

[
ρ~V
]

= 0 (A.37)



258 Chapitre A. Modélisation de l'é
oulementConservation de la quantité de mouvement :
∂ρ~V

∂t
+ ~∇.

[
ρ~V ⊗ ~V + p

⇒
I − 1

Re

⇒
τ l+t

]
= ~0 (A.38)Conservation de l'énergie :

∂ρE

∂t
+ ~∇.

[
(ρE + p)~V − 1

Re

{
γ

(
µ

Pr
+

µt

Prt

)
~∇e+

⇒
τ l+t.~V −

(
µ+

µt

σk

)
~∇k
}]

= 0 (A.39)De plus, on a les relations suivantes :
p = (γ − 1)

[
ρE − 1

2

(
ρ~V 2 + ρk

)] (A.40)
⇒
τ l+t= (λ+ λt)~∇.~V

⇒
I +(µ+ µt)

(
~∇.~V + ~∇.~V T

)
− 2

3
Reρk

⇒
I (A.41)Equation de transport sur k

∂ρk

∂t
+ ~∇.

[
ρk~V −

(
µ+

µt

σk

)
~∇k
]

= Sk (A.42)Equation de transport sur ω
∂ρω

∂t
+ ~∇.

[
ρω~V −

(
µ+

µt

σω

)
~∇ω
]

= Sω (A.43)ave
 :
Sk = 1

Re
Pk − Ckρωk

Sω = Cω1
ω
k

1
Re
Pk − Cω2ρω

2 − L2
0

ρ0V 2
0
Cd

Cd = 1
2

ρ
ω

(
~∇k.~∇ω, 0

) (A.44)et
Pk =

⇒
τ t ÷~∇~V

σk = 3
2 σω = 2.0

Ck = 0.09 Cω1 =
Cω2−

K2√Ck
σω

Ck
≈ 5

9

Cω2 = 3
40

(A.45)



Annexe BMéthodes Numériques pour laSimulation - AnnexeB.1 Dis
rétisation temporelleOn détaillera dans 
ette se
tion les te
hniques possibles de dis
rétisations spatiales employéesau 
ours de notre étude. On rappelle qu'au 
ahpitre 2, seuls la dis
rétisation spatiale a été détaillée.La première remarque qui peut être faite en 
onsidérant l'expression générale des équations deNavier-Stokes en volumes �nis (2.35) est que 
ette dernière prend la forme :
∂

∂t
(
√
gq)

∣∣∣∣
ξ1,ξ2,ξ3

= − R|ξ1,ξ2,ξ3,t (B.1)
R étant appelé résidu de l'équation temporelle, dé�ni par :

R =
3∑

i=1

[
Fi(ξi +

1

2
) − Fi(ξi − 1

2
)

]
− √

gS|ξ1,ξ2,ξ3 (B.2)L'intégration de l'équation (B.1) permet de déterminer la solution qn+1, en se basant sur une ouplusieurs solutions 
onnues n, n− 1, et
. Plusieurs méthodes de 
al
ul sont alors possibles :
• Appro
he impli
ite : à l'instant n + 1, la solution en 
haque point du maillage dépend du
hamp dans le reste du maillage, exprimé (au moins) au même instant n + 1. On 
rée ainsipour 
haque instant une dépendan
e spatiale qui stabilise le 
al
ul et autorise des pas detemps très importants. En 
ontrepartie, le 
hamp ne peut être résolu qu'au travers d'unsystème linéaire de très grande dimension, 
e qui né
essite souvent des tailles de mémoire trèsimportantes et limite de fait l'appli
ation de la te
hnique aux 
as simples du point de vue dumaillage.
• Appro
he expli
ite : on fait l'hypothèse que le 
hamp, en un point, à l'instant n + 1 nedépend que des solutions antérieures, 
e qui a pour e�et de simpli�er fortement la te
hniquede résolution. En 
ontrepartie, 
ette te
hnique n'est pas toujours stable 
e qui limite les pasde temps a

eptables et peut don
 impliquer de faire beau
oup d'itérations avant d'arriver àun régime stable.Dans la suite, on se restreindra aux te
hniques expli
ites qui sont les seules à même de traitere�
a
ement des 
as spatialement bien résolus. 259



260 Chapitre B. Méthodes Numériques pour la Simulation - AnnexeB.1.1 S
héma d'Euler expli
iteCe s
héma est donné à titre d'exemple 
ar il permet d'introduire un 
ertain nombre de 
ara
-téristiques des s
hémas temporels expli
ites. Il n'est aujourd'hui pas très utilisé 
ar sou�rant de
ertaines faiblesses. Il s'agit simplement d'un développement en série de Taylor 
onstruit à partirde la formule (B.1).
∆(

√
gq)n = −Rn.∆t+ O((∆t)2) (B.3)Le s
héma est pré
is à l'ordre 1 en temps. Il ne requiert que la donnée de l'état n pour 
al
uler l'état

n + 1. Sa stabilité peut être exprimée sous la forme d'une 
ondition 
lassique de CFL (Courant,Friedris
hs, Levy) [4℄ en tout point du maillage :
CFL = (U + c)

∆t

∆x
≤ 1 (B.4)où U est une é
helle de vitesse 
ara
téristique de l'é
oulement lo
al, c est la vitesse du son et ∆x estune é
helle de longueur (généralement, la taille de maille) 
ara
téristique du maillage lo
al. Cetterelation permet de limiter le pas de temps ∆t possible. Classiquement, le CFL peut être vu 
ommele rapport entre :

• U + c qui représente le maximum de la vitesse physique de l'information. A 
e titre, la va-leur U+c est souvent rempla
ée par le rayon spe
tral de la ja
obienne des �ux, puisque laplus grande valeur propre de 
ette matri
e 
orrespond à la plus grande vitesse possible depropagation de l'information au point de 
al
ul.
• ∆x

∆t qui représente la vitesse de propagation de l'information sur le maillage.Si le CFL est inférieur à 1, 
ela signi�e que l'information physique se propage moins vite quel'information numérique, 
e qui se traduit de manière en
ore plus triviale par le fait que le 
hampen un point n'in�uen
era au bout d'un pas de temps que les voisins dire
ts. A l'inverse, si le CFLest supérieur à 1, l'information physique va "sauter" des n÷uds 
e qui génère bien évidemment deserreurs.Le réglage du pas de temps peut être assez déli
at. Dans le 
as d'un maillage ave
 un fort
oe�
ient d'aspe
t r (rapport de la plus grande dimension de la 
ellule sur la plus petite ; pourune maille re
tangulaire, il s'agit du rapport longueur sur largeur), il existe plusieurs é
helles ∆xpossibles selon la dire
tion 
onsidérée, et probablement plusieurs é
helles de vitesse. Ce 
as estnotamment observable dans le maillage d'une 
ou
he limite : 
e maillage présente une grande densitéde points dans la dire
tion normale à la paroi, et en raison du 
ara
tère di�usif de l'é
oulement dans
ette dire
tion, la vitesse 
ara
téristique normale est très faible.En 
onséquen
e il est pertinent de déterminer le pas de temps à partir des informations dispo-nibles pour les trois dire
tions. On peut ainsi poser [4, 171℄ :
∆t = min

i=1,2,3
∆ti (B.5)où ∆ti est le pas de temps asso
ié à la dire
tion ξi. On peut en parti
ulier é
rire ∆ti = CFL‖~ai‖

Vi+coù ~ai et Vi sont respe
tivement le ve
teur 
ovariant asso
ié à ξi et la vitesse 
ovariante dans 
ettedire
tion.Le s
héma d'Euler reste néanmoins limité par sa pré
ision temporelle restreinte et par sa lenteurinduite par la 
ondition (B.4). Pour 
e qui est de la pré
ision, la solution serait d'étendre la série deTaylor qui sert de base au s
héma, mais le problème est alors de déterminer les dérivées temporellesde qn d'ordre élevé.
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rétisation temporelle 261B.1.2 S
héma de Runge-KuttaLa solution la plus 
ourante pour obtenir une bonne résolution temporelle 
onsiste à utiliserun s
héma de Runge-Kutta. Dans 
ette te
hnique, l'état à l'instant n + 1 est évalué à partir de
qn en faisant intervenir plusieurs sous-instants entre 
es deux dates. Ce s
héma est dérivé de 
eluide Jameson [90, 86℄. On introduit de plus une dé
omposition du résidu basée sur la 
onstatationsuivante : il est possible de réduire la 
harge algorithmique en évitant de réévaluer les �ux visqueuxet la dissipation à 
haque sous-pas. De plus, les phénomènes 
onve
tifs et visqueux n'ont fondamen-talement pas le même e�et sur la stabilité du système ; la dissipation numérique qui tend à stabiliserle s
héma est 
onsidérée 
omme un terme visqueux [90℄. C'est pourquoi on génère une formulationdite hybride basée sur la dé
omposition du résidu en une parte 
onve
tive et une partie di�usive :

R = Rc + RvLe s
héma 
onstruit sur 
ette dé
omposition est appelé s
héma de Runge-Kutta hybride. On dé�nit
p sous-pas par la formule suivante :

qn+1
0 = qn...

qn+1
k = qn − αk

∆t√
g (Rc

k−1 + Rv
k−1)...

qn+1 = qn+1
p

(B.6)Les 
oe�
ients αk sont imposés et dépendent généralement du nombre de sous-pas 
hoisi. Les Rc
ksont les résidus intermédiaires de la partie 
onve
tive, dé�nis simplement 
omme :

Rc
k = Rc(qn+1

k )En revan
he, les Rv
k sont 
ara
térisés par :

Rv
0 = Rv(qn)...

Rv
k = βkR

v(qn+1
k ) + (1 − βk)R

v
k−1Les 
oe�
ients αk et βk sont optimisés pour a

élérer la 
onvergen
e des é
oulements station-naires. Les valeurs optimales pour un s
héma à 
inq sous-pas sont données dans la table [B.1℄ [9℄.

α1 = 1
4 β1 = 1

α2 = 1
6 β2 = 0

α3 = 3
8 β3 = 0.56

α4 = 1
2 β4 = 0

α5 = 1 β5 = 0.44Tab. B.1 � Coe�
ients optimaux pour les s
hémas de Runge-Kutta standard et hybrides à 
inq pasLes di�érents sous-pas peuvent être interprétés 
omme une série de prédi
tions et 
orre
tionse�e
tuées ave
 un s
héma d'Euler expli
ite. La formulation de Runge-Kutta est don
 p fois plus
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oûteuse que l'algorithme pré
édent, mais 
e défaut est 
ompensé par un plus fort 
ritère CFL :pour un s
héma à 
inq pas appliqué à des relations linéaires, la limite de CFL vaut 4.Néanmoins, 
ette dé�nition n'est pas totalement satisfaisante dans la mesure où elle introduitau niveau des sous-pas un déphasage entre les évolutions "
onve
tives" et "di�usives" qui n'estpas souhaitable dans le 
as d'un 
al
ul instationnaire et qui peut de plus né
essiter un traitementalgorithmique parti
ulier pour dé
omposer le résidu. Le 
hoix qui a été fait pour l'implémentationdu 
ode Turb'Flow est de négliger la dé
omposition, 
e qui revient à prendre βk = 1,∀k. On obtientde 
ette manière :
qn+1

0 = qn

qn+1
1 = qn − α1

∆t√
gR0...

qn+1
k = qn − αk

∆t√
gRk−1...

qn+1
p = qn − αp

∆t√
gRp−1

qn+1 = qn+1
p

(B.7)
On peut montrer ave
 
ette formulation [9℄ que αp = 1 ; pour obtenir un s
héma pré
is ause
ond ordre, il faut de plus que αp−1 = 1

2 . Ces deux 
ontraintes sont bien véri�ées par les 
oe�
ientsoptimaux donnés en [B.1℄. L'appro
he est en outre bien adaptée pour des s
hémas spatiaux dé
entrésamont. L'expérien
e montre en pratique que les s
hémas à trois et 
inq sous-pas sont très stables,dépassant largement 
e que permet un s
héma d'Euler expli
ite.Il 
onvient de faire une dernière remarque 
on
ernant le 
as des maillages déformables. Lorsque lemaillage est déformable, le ja
obien √
g dépend lui aussi du temps. En 
onséquen
e, il faut modi�erles équations (B.7) ave
 la formule de ré
urren
e suivante [171℄ :

√
g(t+ αk∆t)q

n+1
k =

√
g(t)qn − αk∆tRk−1 (B.8)B.1.3 Détermination du pas de temps ∆tIl existe deux manières prin
ipales de régler le pas de temps utilisé pour l'intégration temporelle :1. Soit on impose dire
tement la valeur de ∆t, en supposant que 
ette valeur soit 
ompatibleave
 la stabilité du s
héma temporel.2. Soit on laisse ∆t s'adapter automatiquement à l'é
oulement en imposant une 
ondition detype CFL.On ne s'étendra évidemment pas sur la première méthode, laquelle ne présente pas d'intérêt majeur,et on se 
on
entrera plut�t sur la se
onde. Comme 
ela a été introduit ave
 la relation (B.4), il estpossible (et même né
essaire pour des s
hémas expli
ites) de lier le pas de temps aux 
ara
téristiquesde l'é
oulement et du maillage. Pour l'équation linéaire de 
onve
tion, on dé�nit le pas de temps :

∆t = (CFL)
∆x

|Λc|
(B.9)où |Λc| est la vitesse de 
onve
tion, 
e qui peut aussi se per
evoir 
omme la valeur propre de lamatri
e ja
obienne du �ux 
onve
tif. Le nombre de Courant Friedris
hs Levy noté (CFL) dépend



B.1. Dis
rétisation temporelle 263pour sa part de la dis
rétisation spatiale et temporelle 
hoisie. On peut généraliser 
ette relationaux équations d'Euler puis de Navier-Stokes pour des maillages stru
turés. Blazek [9℄ propose ainsiles formulations suivantes :
• Pour les équations d'Euler :

∆t = (CFL)

√
g

(Λ1
c + Λ2

c + Λ3
c)

(B.10)où les Λi
c sont les rayons spe
traux des matri
es ja
obiennes des �ux 
onve
tifs Fi asso
iésaux dire
tions ξi.

• Pour les équations de Navier-Stokes :
∆t = (CFL)

√
g

(Λ1
c + Λ2

c + Λ3
c) + C(Λ1

v + Λ2
v + Λ3

v)
(B.11)où les Λi

v sont les rayons spe
traux des matri
es ja
obiennes des �ux di�usifs Fi asso
iées auxdire
tions ξi et C est une 
onstante, C = 4 habituellement.Un autre point intéressant asso
ié à la détermination de ∆t par une 
ontrainte de type CFLest la possibilité de �xer un pas de temps di�érent en tout point du maillage. Les relations (B.10)et (B.11) montrent 
lairement que le pas de temps dépend de 
ara
téristiques lo
ales, à savoir levolume de la 
ellule et les vitesses de 
onve
tion/di�usion. En 
onséquen
e, on peut attendre à unemême date une variation de ∆t d'une maille à une autre. De la même manière pour un 
hampinstationnaire, le ∆t en un point donné évoluera au 
ours des itérations.L'intérêt de �xer un pas de temps lo
al est simple à 
omprendre. Supposons que le pas de tempssoit le même pour tout le domaine, 
e domaine 
omportant à la fois des zones à faible vitesse ave
des gradients importants et un maillage dense, et aussi des zones beau
oup plus régulières 
ommepar exemple un plénum. On peut souhaiter, dans les dernières zones, éva
uer rapidement des ondesparasites en augmentant le pas de temps, 
e qui ne porte pas préjudi
e à la stabilité du s
hémadans 
es zones. Simultanément, on 
her
he aussi à limiter les possibles instabilités dans les zones
ritiques, 
e qui est revient à diminuer le pas de temps. Les deux a
tions étant 
ontradi
toires, onse situe fa
e à un dilemme.Ce problème est naturellement levé ave
 l'adoption d'un pas de temps lo
al. Cela permet d'a
-
élérer la 
onvergen
e d'un 
al
ul stationnaire. En 
ontrepartie, 
ette méthode n'a pas de sens pourun 
al
ul instationnaire puisque à 
haque itération temporelle, la date "vé
ue" par les points demaillage n'est pas uniforme dans l'espa
e. On parlera 
lassiquement de pas de temps lo
al ou global,les deux dé�nitions pouvant en revan
he être variables au 
ours des itérations.Pour le pas de temps lo
al, il peut être né
essaire d'e�e
tuer un lissage spatial a�n d'éviter detrop fortes disparités et ainsi stabiliser le 
al
ul. On spé
i�e don
 un 
oe�
ient de lissage clt tel quele rapport entre les pas de temps 
al
ulés en deux points voisins n'ex
ède pas 1 + clt. Le traitementalgorithmique réalisé dans le 
ode Turb'Flow revient à déterminer le plus petit pas de temps possiblesur toute la grille de 
al
ul et à lisser le reste des ∆t(i, j, k) en fon
tion de 
ette référen
e, 
e quilimite de fa
to la vitesse de 
onvergen
e pour l'ensemble du domaine.
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onnu et l'intégration terminée, on peut déterminer pour un 
al
ulstationnaire le résidu de l'évolution temporelle 
lassique (B.1) en tout point :
∆q(i, j, k) = qn+1(i, j, k) − qn(i, j, k)Ce résidu 
orrespond en fait à la 
orre
tion appliquée au point (i,j,k) pour passer à la date suivante.Cependant, les s
hémas temporels expli
ites sont 
onnus pour leur faible vitesse de 
onvergen
eliée à leur faible stabilité. Pour pouvoir augmenter le pas de temps possible, il faut stabiliser les
héma 
e qui peut être fait en modi�ant le résidu ∆q.On introduit un lissage spatial de 
e dernier qui peut prendre deux formes : un lissage expli
iteet un autre impli
ite.B.1.4.1 Lissage expli
ite du pas de tempsLe lissage expli
ite est 
onçu de manière à �ltrer les pi
s lo
aux de 
orre
tions entre deux dates.A l'instant n la 
orre
tion en un point est d'abord "moyennée" par la valeur du résidu des voisinsimmédiats :

∆q(i, j, k)∗ =

(
1 − βexp

12

)
∆q(i, j, k)

+
βexp

6 × 24




∆q(i+ 1, j, k) +∆q(i− 1, j, k) +
∆q(i, j + 1, k) +∆q(i, j − 1, k) +
∆q(i, j, k + 1) +∆q(i, j, k − 1) +
∆q(i+ 1, j + 1, k) +∆q(i− 1, j − 1, k) +
∆q(i+ 1, j, k + 1) +∆q(i− 1, j, k − 1) +
∆q(i, j + 1, k + 1) +∆q(i, j − 1, k − 1)




(B.12)
puis par 
elle des voisins d'ordre 2 :

∆q(i, j, k)LE =

(
1 − βexp

12

)
∆q(i, j, k)∗

+
βexp

6 × 36




∆q(i+ 2, j, k) +∆q(i− 2, j, k) +
∆q(i, j + 2, k) +∆q(i, j − 2, k) +
∆q(i, j, k + 2) +∆q(i, j, k − 2) +
∆q(i+ 2, j + 2, k) +∆q(i− 2, j − 2, k) +
∆q(i+ 2, j, k + 2) +∆q(i− 2, j, k − 2) +
∆q(i, j + 2, k + 2) +∆q(i, j − 2, k − 2)




(B.13)
0 6 βexp 6 1 est le pour
entage de lissage expli
ite. Les valeurs 
lassiques de 
e paramètre numériquesont 
omprises entre 0.05 et 0.5. La 
orre
tion lissée ∆q(i, j, k)LE est 
elle qui sera utilisée dans le
al
ul.Ce pro
essus n'est pas indépendant de l'ordre de par
ours des n÷uds. La même te
hnique debalayage des n÷uds dans le sens 
roissant puis dé
roissant a été adoptée pour les trois dire
tionsindi
ielles.
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rétisation spatiale des flux turbulents 265B.1.4.2 Lissage impli
ite du pas de tempsLe lissage impli
ite utilisé dans le 
ode Turb'Flow est 
onstruit à partir des formulations deLerat [114℄ et Liamis [115℄. La te
hnique 
onsiste à pondérer la 
orre
tion par les 
orre
tions desn÷uds voisins : [⇒
I +β∗imp.

⇒
op
]
.∆qimp = ∆qexp (B.14)où :

• β∗imp est le 
oe�
ient de lissage impli
ite.
• ⇒
op est un opérateur.

• ∆qexp est la 
orre
tion issue de la phase de lissage expli
ite.
• ∆qimp est la 
orre
tion de la phase de lissage impli
ite.Dans le 
as tridimensionnel, le lissage impli
ite de Lerat 
ouplé ave
 une méthode ADI (AlternateDire
tion Implit) s'é
rit :

[
∆q∗ + β∗impσ

2
i δi
{
(Λi)2δi(∆q∗)

}]
= ∆qexp (B.15)

[
∆q∗∗ + β∗impσ

2
j δj
{
(Λj)2δj(∆q∗∗)

}]
= ∆q∗ (B.16)

[
∆qimp + β∗impσ

2
kδk

{
(Λk)2δk(∆qimp)

}]
= ∆q∗∗ (B.17)où :

• σ2
i = ∆t

∆ξi est l'inverse de la vitesse de propagation de l'information numérique dans la dire
tion
i.

• Λi = |V i| + c ‖~ai‖ est le rayon spe
tral de la matri
e ja
obienne ∂Fi
c

∂q
.

• δi est un opérateur spatial 
entré dans la dire
tion i.
• β∗imp = −βimp

2p−1 est le 
oe�
ient de pondération impli
ite, p étant le nombre de sous-pas dus
héma de Runge-Kutta, et βimp étant le 
oe�
ient de lissage impli
ite imposé par l'utilisateur.Smati [171℄ rapporte que l'appro
he est in
onditionnellement stable pour des valeurs de βimp supé-rieures à 1.La résolution du système pré
édent est e�e
tuée ave
 un algorithme de Thomas, 
e qui permetd'avoir une 
harge informatique assez faible tant du point de vue du pro
esseur que de l'utilisationde la mémoire. De plus, le pro
essus ADI est e�e
tué en 
hangeant la dire
tion initiale à 
haquefois pour ne pas introduire de biais. Le lissage impli
ite est e�e
tué à 
haque sous-pas du s
hémade Runge-Kutta.B.2 Dis
rétisation spatiale des �ux turbulentsLe 
ode PROUST, devenu par la suite Turb'Flow, a été développé ave
 une modélisation de laturbulen
e qui n'a 
essé de se ra�ner au 
ours du temps. Les premières implémentations ne faisaientintervenir qu'un modèle de longueur de mélange pour déterminer les termes turbulents apparaissantdans les équations gérant les variables 
onservatives (ρ, ρ~V , ρE).L'apparition des modèles de turbulen
e plus sophistiqués, notamment 
eux à deux équations,a modi�é le 
ontexte. En e�et, les équations [(2.5),(2.11),(2.17)℄ et [(2.23),(2.29)℄ sont 
ouplées,
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ouplage entre les variables 
onservatives 
lassiques et les variables turbulentes est matérialisépar la pression statique p et le tenseur de Reynolds ⇒
τ t, lesquels font intervenir l'énergie 
inétiqueturbulente k.L'introdu
tion des variables turbulentes implique théoriquement de re
onstruire les formulationsutilisées pour le 
al
ul des �ux, toutes les variables traitées devant l'être de la même manière.Cependant, il est possible de nuan
er 
ette notion de 
ouplage en remarquant qu'il sera prépondérantuniquement dans les zones où la produ
tion d'énergie 
inétique turbulente et les e�ets purement
onve
tifs, liés au 
ara
tère "parfait" de l'é
oulement, seront simultanément importants, 
e qui estantinomique. On fait alors l'hypothèse que la résolution d'un système dé
ouplé, au sens où variablesturbulentes et 
onservatives sont traitées de manière di�érente, n'aura que peu de 
onséquen
es surles résultats [171℄.En pratique, 
ette hypothèse revient à 
onsidérer les variables turbulentes 
omme des s
alairespassifs du point de vue de la 
onve
tion. Elle est 
ependant assez 
ritiquable pour une simulationinstationnaire, puisque la turbulen
e a�e
te les valeurs propres du système 
onve
tif.Les variables turbulentes seront traitées de la même manière que les variables 
onservativespour 
e qui est de la dis
rétisation temporelle. En revan
he, on applique un 
al
ul di�érent pourl'évaluation des �ux 
onve
tifs et visqueux.B.2.1 Flux 
onve
tifIl existe trois possibilités prin
ipales pour traiter le �ux 
onve
tif turbulent.

• S
héma dé
entré : Les variables turbulentes étant 
onsidérées 
omme des s
alaires passifs dupoint de vue de la 
onve
tion, les �ux 
onve
tifs asso
iés s'expriment simplement en fon
tiondu �ux de masse F i
cρ à l'interfa
e. On notera 
anoniquement Y les variables turbulentes.

F i
cY (ξi − 1

2
) = F i

cρ(ξ
i − 1

2
)Y |L/R

ξi− 1
2

(B.18)Le 
hoix de l'état gau
he ou droit de Y est e�e
tué en se basant sur le signe du �ux 
onve
tifde masse. On obtient ainsi :
F i

cY (ξi − 1

2
) = F i

cρ(ξ
i − 1

2
)





ρY |L
ξi− 1

2

ρL

ξi− 1
2

si F i
cρ(ξ

i − 1
2 ) > 0

ρY |R
ξi− 1

2

ρR

ξi− 1
2

sinon (B.19)Le s
héma MUSCL utilisé pour interpoler ρY au niveau de l'interfa
e est souvent du premierordre. Cela permet de traiter de manière assez robuste et sans limiteur les zones ave
 des fortesvariations de pente, 
omme par exemple au niveau des 
ou
hes limites. Il est bien entendupossible de traiter les termes turbulents ave
 un ordre plus élevé, l'interpolation étant alorse�e
tuée de préféren
e ave
 le même dé
entrement que les variables 
onservatives. Toutefois,nous n'avons pas obtenu de gain signi�
atif sur les 
as traités par 
ette étude ave
 une méthoded'ordre élevé. Nous avons don
 
hoisi de garder un traitement au premier ordre des termesturbulents.
• S
héma 
entré : La deuxième appro
he est évidemment une appro
he 
entrée. On appliquei
i la même méthode que 
elle qui a été présentée pour les variables 
onservatives. On obtient
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 :
F i

cY (ξi − 1

2
) = F i

c(ρYξi− 1
2
) + F i

d(ρYξi− 1
2
) (B.20)où ρYξi− 1

2
est l'état de ρY à l'interfa
e, évalué par un s
héma 
entré au moins d'ordre deux,

F i
c (Yξi− 1

2
) = V i|ξi− 1

2
ρYξi− 1

2
(B.21)et F i

d(ρYξi− 1
2
) est un terme de dissipation arti�
ielle 
al
ulé de la même manière que pour lesvariables 
onservatives.

• S
héma 
entré + dé
entrement sur les variables turbulentes : Il peut parfois êtresouhaitable d'introduire un dé
entrement pour le traitement des variables turbulentes tout engardant un s
héma 
entré pour les variables 
onservatives. Ce
i est notamment le 
as pourintroduire une dissipation plus forte au niveau des grandeurs turbulentes. Dans 
es 
onditions,le �ux 
onve
tif est évalué au moyen de la formule (B.19), le �ux de masse à l'interfa
e étantpour sa part déterminé par le s
héma 
entré.B.2.2 Flux Di�usifLes �ux di�usifs pour les variables 
onservatives étant déterminés au moyen d'un s
héma 
entré,il est logique d'employer le même s
héma pour les variables turbulentes. On obtient don
 :
Fi

v(ξ
i − 1

2
) =

√
g



(
µ+ µt

σt

)
~∇k(

µ+ µt

σω

)
~∇ω


 .~ai (B.22)où :

~∇Y
∣∣∣
ξi− 1

2

= ~ai
∣∣
ξ1− 1

2
[Yξi − Yξi−1] +

3∑

j=1

j 6=i

~aj
∣∣
ξi− 1

2

Yξj − Yξj−1

2
(B.23)Pour �nir, il reste à traiter les termes sour
es Sk et Sω. Ils font apparaître la produ
tion d'énergie
inétique turbulente Pk =

⇒
τ t ÷~∇.~V .Ces sour
es sont volumiques et sont don
 traitées de manière 
entrée sur la 
ellule. Il est alorsné
essaire d'évaluer le gradient et la divergen
e du ve
teur vitesse. Pour 
ela, on utilisera la relationsuivante [13℄ :

~∇ul

∣∣∣
ξ1,ξ2,ξ3

=
∑

j=1

~aj
∣∣
ξ1,ξ2,ξ3

ul(ξ
j + 1) − ul(ξ

j − 1)

2
(B.24)Le gradient de la vitesse est généré par les (~∇ul)l=1,2,3 é
rits en ligne, et la divergen
e équivaut àla tra
e du tenseur gradient.B.3 Traitement des 
onditions aux limitesTous les résultats théoriques pré
édents ont été obtenus en supposant que l'on se trouvait assezloin des frontières du domaine de 
al
ul pour ne pas avoir de problème de dis
rétisation spatiale.Lorsqu'on se rappro
he de 
es frontières, il devient né
essaire d'e�e
tuer un traitement spé
ial pourprendre en 
ompte les 
onditions aux limites qui y sont imposées. On distingue usuellement deuxproblèmes dans le traitement des frontières :
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e de n÷uds en dehors du domaine de 
al
ul2. Les 
onditions aérodynamiques imposées pour pouvoir déterminer une solution unique.B.3.1 Extension du domaine de 
al
ulLe traitement des n÷uds au 
÷ur du domaine de 
al
ul est simple puisqu'on dispose normalementd'un nombre su�sant de voisins pour pouvoir utiliser une molé
ule de 
al
ul donnée. En revan
he,lorsqu'on arrive à la frontière, il est évident qu'il manque des n÷uds pour pouvoir utiliser la mêmemolé
ule de 
al
ul.Le remède le plus simple est de modi�er 
ette molé
ule dans les zones de frontières, notamment enréduisant son étendue ou en la dé
entrant vers l'intérieur du domaine. Cependant, 
ela revient aussià appliquer un traitement numérique di�érent qui sera préjudi
iable en terme d'erreur numérique.Une diminution de l'ordre spatial, 
omme un dé
entrement total, sont tous les deux responsablesd'une erreur forte. De plus, l'in
ohéren
e ave
 le s
héma utilisé à l'intérieur du domaine peut amenerà générer un parasitage du point de vue temporel pour un 
al
ul instationnaire, se traduisant enparti
ulier par un déphasage entre les points de maillage.En 
onséquen
e, on fait souvent le 
hoix de garder la même dis
rétisation spatiale qu'à l'intérieurdu domaine de 
al
ul, 
e qui implique d'étendre arti�
iellement 
e dernier. On 
onstruit don
 desplans supplémentaires de telle sorte que l'on puisse appliquer sans au
une distin
tion le mêmes
héma. Le nombre de plans supplémentaires est relié à la molé
ule de 
al
ul utilisée. Celle-
i estillustrée pour di�érentes 
on�gurations sur la �gure (Fig. B.1).

Fig. B.1 � Molé
ules de 
al
ul pour le premier et troisième ordre non visqueux et troisième ordrevisqueuxPour un s
héma spatial non visqueux du premier ordre, seuls les voisins dire
ts sont né
essaires.On peut alors se 
ontenter de 
réer un seul plan supplémentaire à 
haque frontière. A l'opposé, pourun s
héma d'ordre supérieur, il faut disposer de deux n÷uds voisins dans 
haque dire
tion. Pour un
al
ul visqueux, on a en outre besoin des points 
roisés du type (ξi +1,ξj +1,ξk). Cela 
onduit don
à dé�nir deux plans supplémentaires pour 
haque frontière plus une arête supplémentaire, utiliséeuniquement par les 
al
uls visqueux. La géométrie 
orrespondante est représentée sur la �gure (Fig.B.2).La position des plans supplémentaires par rapport au domaine est déterminée en fon
tion dutype de 
ondition appliquée sur la frontière traitée. Par exemple, pour un 
onta
t dire
t entre deux
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Fig. B.2 � Plans et arêtes supplémentairesblo
s de maillage, les deux plans supplémentaires au niveau du 
onta
t pour un des blo
s serontdire
tement re
opiés à partir de l'autre blo
. Pour une 
ondition de périodi
ité, on applique en plusune rotation ou une translation aux plans à re
opier a�n de positionner leur image au niveau del'interfa
e 
onsidérée. A l'inverse, pour des 
onditions telles que la symétrie ou l'adhéren
e, 
es planssont extrapolés à partir du maillage à l'intérieur du domaine.De la même manière, le 
hamp aérodynamique sur 
es plans est déterminé à la fois à partir du
hamp à l'intérieur du domaine et surtout en fon
tion des 
onditions imposées.Si le traitement des n÷uds au niveau des frontières est fortement simpli�é ave
 une telle ap-pro
he, la taille du maillage augmente en 
ontrepartie 
e qui implique une augmentations des res-sour
es né
essaires au 
al
ul.Cas des interpolateurs généralisés On peut se demander à 
e niveau 
omment traiter lesnouveaux interpolateurs géométriques. En e�et, à ordre 
onstant, 
eux-
i demandent un point sup-plémentaire dans 
haque dire
tion a�n de dé�nir les tailles de maille.On rappelle que pour l'interpolateur 
orrigé MUSCL du troisième ordre, on a par exemple :
q̄L
i−1/2,3emeordre = q̄i−1 +

∆xi−1

2
∂xqi−1 −

∆xi∆xi−1

2(∆xi−2 + ∆xi−1 + ∆xi)
(∂xqi−1 − ∂xqi−2) (B.25)où

∆xi = xi+ 1
2
− xi− 1

2De la même manière, l'interpolation d'ordre quatre utilisée par le s
héma 
entré fait elle aussiappel à des points extérieurs. Toutes les molé
ules de 
al
ul utilisées a
tuellement ne dépassentnéanmoins pas deux voisins dans 
haque dire
tion.Pour traiter la frontière ξi = 1− 1
2 , il est don
 né
essaire de 
onnaître les points ξi = 0, ξi = −1,de même que la position des interfa
es 0− 1

2 et −1− 1
2 . Cette dernière interfa
e n'existe 
ependantpas lorsqu'on utilise deux plans supplémentaires (le maillage s'arrête à ξi = −1). On doit don
extrapoler d'une manière ou d'une autre la taille de la 
ellule ∆x−1.Pour trouver une te
hnique valable, plusieurs essais ont été e�e
tués :

• Copie de la largeur pré
édente : ∆x−1 = ∆x0
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• Copie "symétrique" : ∆x−1 = ∆x1Au
une di�éren
e signi�
ative n'est apparue entre les deux appro
hes. Dans le futur, on se
ontentera don
 de re
opier simplement la valeur pré
édente.B.3.2 Conditions géométriques de frontièrePour 
es 
onditions, on n'impose pas de valeur pré
ise pour le 
hamp, mais plut�t une 
onditiongéométrique parti
ulière. Ce type de 
onditions aux limites ne requiert que le 
hamp à l'intérieur desdomaines et la position ~rint des n÷uds intérieurs. Il existe deux 
onditions géométriques prin
ipales :1. Plan de symétrie. La frontière est 
onsidérée 
omme un plan de symétrie pour l'é
oulement,
e qui implique en parti
ulier que l'é
oulement est, à 
onvergen
e, parallèle à 
ette paroi. Lesplans supplémentaires et le 
hamp a�érent sont simplement déterminés par symétrie des n÷udsinternes.On obtient en parti
ulier :Position : ~rsup.(i, j, k) = ~rint(i, j, k) − 2(~rint(i, j, k).~n)~nChamp : qsup. = qintoù ~rsup. est la position des n÷uds supplémentaires et ~n le ve
teur normal à la frontière orientévers l'extérieur. Cette 
ondition n'est don
 appli
able qu'à des frontières planes.2. Conta
t inter-domaine. Comme on l'a esquissé pré
édemment, le maillage et le 
hampaérodynamique sont dire
tement 
opiés à partir des domaines en 
onta
t. On notera I ledomaine pour lequel on 
al
ule les plans supplémentaires, et II le domaine en 
onta
t del'autre 
oté de l'interfa
e.On utilise les formulations suivantes :Position : { ~rsup.

I = Tr(~r
int
II )

~rsup.
II = T−1

r (~rint
I )Champ : { q

sup.
I = Tq(q

int
II )

q
sup.
I = T−1

q (qint
II )où Tr et Tq sont des transformations géométriques asso
iées aux 
onta
ts, appliquées respe
-tivement au maillage et au 
hamp.

• Pour un 
onta
t dire
t Tr = Tq =
⇒
I .

• Pour un 
onta
t périodique en translation (période t), Tr = translation(t) et Tq =
⇒
I

• Pour un 
onta
t périodique en angle (période θ), Tr == Tq = rotation(θ)La dernière possibilité est un 
onta
t instationnaire tournant (
onta
t entre des blo
s rotor etstator par exemple), les plans supplémentaires ne varient pas, seul le 
hamp est interpolé aumoyen de transformées de Fourier.B.3.3 Conditions aux limites physiquesA 
haque 
ondition aérodynamique imposée sur une frontière, on fait 
orrespondre une 
ontrainteexterne lors de la résolution du système d'équation di�érentielle RANS. La te
hnique adoptée dans
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ode Turb'Flow est l'utilisation des relations de 
ompatibilité [4℄. Cela fait en parti
ulier appelaux propriétés hyperboliques de la partie 
onve
tive du système d'équations.On réé
rit 
elui-
i sous la forme :
∂

∂t

√
gq +

∂Fi
c

∂ξi
+

3∑

j=1

j 6=i

∂Fj
c

∂ξj
+ S = 0 (B.26)où S est un terme sour
e qui regroupe tous les termes non 
onve
tifs des équations, et ξi est ladire
tion indi
ielle qui n'est pas tangente à la frontière. Les �ux 
onve
tifs exprimés dans la sommesont dé�nis le long de dire
tions tangentes à la frontière. Ils seront traités de la même manière queles points internes du domaine.On projette 
es équations sur la surfa
e 
ara
téristique asso
iée à ξi en les multipliant par lesve
teurs propres gau
hes Li de la matri
e ja
obienne Ki asso
iée au �ux Fi

c. On obtient :
Li ∂

∂t

√
gq + Li∂F

i
c

∂ξi
+ Li




3∑

j=1

j 6=i

∂Fj
c

∂ξj
+ S


 = 0 (B.27)où

Ki =

[
∂F i

ca

∂
√
gq

]

a=1,...,5

(B.28)On peut alors reformuler (B.27) :
Li ∂

∂t

√
gq + LiKi ∂

∂ξi

√
gq + Li




3∑

j=1

j 6=i

∂Fj
c

∂ξj
+ S


 = 0 (B.29)
e qui donne, en posant wi = Liq :

∂

∂t

√
gwi + Λi ∂

∂ξi

√
gwi + Li




3∑

j=1

j 6=i

∂Fj
c

∂ξj
+ S


 = 0 (B.30)où Λi est la matri
e diagonale regroupant les valeurs propres λi de Ki : ΛiLi = LiKi.Le système (B.30) dé
rit le transport des variables 
ara
téristiques wi dans la dire
tion ξi à lavitesse λi. Les valeurs propres de la matri
e ja
obienne Ki peuvent don
 être interprétées 
omme lesvitesses de propagation des ondes se déplaçant normalement à la surfa
e 
ara
téristique. De plus, si

λ est positif, l'onde sort du domaine, et il n'y a pas besoin de modi�er l'équation 
orrespondante. Si
λ 6 0, l'onde est rentrante et on doit alors in
lure de nouvelles informations apportées par l'onde.Le traitement temporel est e�e
tué de la même manière que pour le reste du domaine. Letraitement de l'information externe peut être fait en imposant à tout instant la variation temporelle
B∗(t) d'une grandeur physique B(q) :

B∗(t) = B(q) (B.31)
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B(n+1) −B∗(n+1) =

{
B(n) +

[
∂B

∂
√
gq

](n) [ ∂
∂t

√
gq

](n)

∆t+ O(∆t)

}
−B∗(n) (B.32)et don
, ave
 (B.31) : [

∂B

∂
√
gq

]
∂

∂t

√
gq = − 1

∆t
[B(q(n)) −B∗(tn+1)] (B.33)En 
ombinant les équations (B.30) et (B.33) qui sont similaires dans la forme, on peut é
rire :

∂

∂t

√
gq +

[
P 1i
]−1


[P 2i

]




3∑

j=1

[
Fj

c(ξ
j +

1

2
) − Fj

c(ξ
j − 1

2
)

]
+ S



−

[
P 3i
]

 = ~0 (B.34)où :

[P 1i] =



Li

λi>0

∂B
∂
√

gq


 [P 2i] =



Li

λi>0

0


 [P 3i] =




0

−B(q)−B∗(t)
∆t


 (B.35)Il existe un 
ertain nombre de 
onditions aux limites physiques appli
ables dans le 
ode Turb'Flow.1. Frontière libre. Il s'agit de la 
ondition d'entrée/sortie standard. On distingue plusieurs 
asde �gure possibles selon que l'é
oulement est supersonique ou non.

• Sortie supersonique : L'information ne peut pas dans 
e 
as se propager vers l'amont.Toutes les variables sont imposées au niveau du plan d'entrée. Au
un traitement n'estdon
 requis à 
e niveau.
• Sortie subsonique : Il n'existe qu'une seule valeur propre négative. L'équation 
orrespon-dante est rempla
ée par l'expression de la pression statique a�n d'imposer 
elle-
i sur leplan de sortie.

B(q) = Ps = (γ − 1)

[
ρE − 1

2
ρV 2

] et ∂B

∂
√
gq

=
γ − 1√
g




1
2V

2

−u1

−u2

−u3

1




(B.36)
• Entrée subsonique : Il existe quatre valeurs propres négatives. Il est don
 né
essaired'imposer quatre grandeurs sur le plan amont. On retient généralement le quadruplé (ρ,
u1, u2, u3) ou en
ore le quadruplé (Pt, Tt, v1, v2) où v1 et v2 sont des informations surle ve
teur vitesse, 
omme par exemple les angles.Pour Pt, on obtient :

∂Pt

∂
√
ggk

=

(
γ − 1

γ

) 1
γ−1
(

1 +
ρE

Ps

) 1
γ−1
[
1 − 1

γ

(
1 +

ρE

Ps

)
∂p

∂
√
ggk

+
δk5√
g

] (B.37)
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∂Tt

∂
√
ggk

=
1

γCvρ

[
∂p

∂
√
ggk

1√
g

(
−1

ρ
[p+ ρE]δk1 − δk5

)] (B.38)
• Entrée supersonique : Toutes les valeurs propres sont négatives. Par 
onséquent, on ra-joute aux quatre 
onditions pré
édentes la 
ondition de pression (B.36)2. Paroi glissante adiabatique. Ave
 
ette 
ondition, on impose que le ve
teur vitesse restetangent à la surfa
e et que le �ux de 
haleur, soit en
ore le gradient de Ts, reste nul. Le 
asest assez spé
ial dans la mesure où trois valeurs propres sont nulles, une seule étant négative.On ne peut alors imposer qu'une 
ondition. C'est la vitesse qui est 
hoisie. L'adiabati
itéest indire
tement assurée par le fait qu'il n'existe pas de transfert de 
haleur dans un �uideparfait.

B(q) = B∗(t) = V i = 0 et ∂V i

∂
√
gq

=
1√
gρ




−(V i + ∂ξi

∂t )
∂ξi

∂x1
∂ξi

∂x2
∂ξi

∂x3

0




(B.39)
3. Paroi adhérente adiabatique. Toutes les 
omposantes de vitesse sont annulées, de mêmeque le �ux de 
haleur.4. Frontière non-ré�e
tive. Il s'agit d'une 
ondition un peu spé
iale, utilisée essentiellementpour éva
uer des ondes parasites générées à l'intérieur du domaine. Toute onde asso
iée àune valeur propre négative est transformée en une onde stationnaire en annulant sa vitesse.Cette 
ondition n'est pas équivalente à une frontière libre, 
ar dans 
e dernier 
as, il existetoujours une ré�exion partielle des ondes venant de l'intérieur du domaine, générant un retourd'information vers le domaine.En terme formel, la méthode est similaire à toutes les autres. On prend simplement i
i B = 0et ∂B

∂
√

gq = 0. En 
onséquen
e, les matri
es [P 1i] et [P 2i] sont 
onstruites uniquement ave
 lesve
teurs gau
hes Li asso
iés aux valeurs propres positives, le ve
teur [P 3i] est nul.Cette 
ondition aux limites permet d'éliminer assez rapidement les ondes numériques appa-raissant en 
ours de 
onvergen
e et aussi d'éviter d'avoir des ondes rentrantes si la 
onditionaérodynamique est mal 
onnue à la frontière. Elle est don
 parti
ulièrement utile pour un
al
ul instationnaire. En 
ontrepartie, l'in
onvénient d'une telle 
ondition est qu'on ne peutimposer de grandeur au niveau de la frontière traitée.5. Frontière perméable. La dernière 
ondition 
ouramment employée est la frontière poreusequi permet de limiter les ré�exions d'ondes tout en autorisant une 
ontrainte sur une grandeur.Cette 
ondition est développée 
omme une 
ombinaison linéaire du 
ode de frontière libre et
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tive. On introduit une perméabilité χ telle que :
[P 1i] = (1 − χ)



Li

λi>0

∂B
∂
√

gq


+ χ(Li)

[P 2i] = (1 − χ)



Li

λi>0

0


+ χ(Li)

[P 3i] = (1 − χ)




0

−B(q)−B∗(t)
∆t


La perméabilité doit être 
hoisie pour obtenir le meilleur 
ompromis possible entre une 
ondi-tion physique et une non-ré�exion. Bron [13℄ rapporte que la valeur χ = 50% est en pratiquesu�sante pour réduire 
onsidérablement les ondes ré�é
hies.



Annexe CCon
epts généraux d'optimisationC.1 Généralisation de la dominan
eC.1.1 Dominan
e généraliséeLa notion de dominan
e de Pareto, forte ou faible, est de loin la plus pratique à utiliser pourune optimisation. La dominan
e faible présente l'in
onvénient de ne pas favoriser l'optimisationsimultanée de tous les 
ritères et peut à 
e titre se révéler assez limitante en 
ours d'optimisation.Il existe toutefois une dé�nition plus générale de la notion de dominan
e basée sur l'utilisationde 
�nes [199℄. On dé�nit ainsi une dominan
e relativement à un 
�ne D. On rappelle la dé�nitionmathématique la plus générale d'un 
�ne :Dé�nition C.1 : [C�ne℄Soit D un ensemble. D est un 
�ne si
∀x ∈ D, ∀λ > 0, λx ∈ DOn dé�nit alors la dominan
e relativement à un 
�ne D de Eobj par :Dé�nition C.2 : [Dominan
e de 
�ne℄

x domine y au sens du 
�ne D si et seulement si
x− y ∈ D − 0L'analogie la plus parlante est peut-être 
elle de la zone d'in�uen
e d'un point sur un é
oulement,déterminée par la méthode des 
ara
téristiques. Cette zone se réduit à un 
�ne en aval pour unnombre de Ma
h supersonique. Le point non dominé étant à l'extrémité du 
�ne. Cette dé�nitionest bien entendu tributaire de la dé�nition du 
�ne D de référen
e. Cette notion de dominan
e n'est
ependant pas très employée. Elle est souvent restreinte aux méthodes dans lesquelles les préféren
esde l'utilisateur sont prises en 
ompte dès le départ.Il existe aussi d'autres 
on
epts d'équilibres mathématiques, basés notamment sur la théorie desjeux. Les deux 
as suivants sont donnés pour assurer une 
ertaine exhaustivité à la présentation,dans la mesure où ils n'ont fait l'objet que de très peu d'exemples d'emploi dans la littérature
onsa
rée à l'optimisation. 275



276 Chapitre C. Con
epts généraux d'optimisationC.1.2 Equilibre de NashCette théorie, proposée par Nash [144℄, fait intervenir la notion d'équilibre entre I joueurs
her
hant tous à optimiser leur gain, tout en tenant 
ompte du 
omportement des autres joueurs.La notion de joueur dé
oule naturellement du 
adre de la théorie des jeux et sera don
 
onservéepar la suite. En termes informels, le problème peut être posé 
omme suit : 
haque joueur 
her
heà optimiser un 
ritère qui lui est propre (son gain) en 
hoisissant une 
ertaine stratégie, les autres
ritères étant imposés par les autres joueurs. Quand tous les joueurs ne peuvent plus optimiser leursobje
tifs, l'état d'équilibre est atteint. Historiquement, les variables utilisées par 
ette appro
he sontdes stratégies, mais on peut sans trop de di�
ultés traduire 
es ensembles de stratégies en ensemblesd'individus paramétrés.On 
ommen
era par présenter formellement 
et équilibre dans le 
as où il n'existe que I=2joueurs. Soit le problème : minimiser fi(x,y), i = 1, 2 (C.1)où x (respe
tivement y) est un élément de l'espa
e Ex (resp. Ey) On suppose par ailleurs quela minimisation de f1 (resp. f2) est e�e
tuée par le joueur 
orrespondant en n'optimisant que lesindividus de l'espa
e Ex (resp. Ey).Dé�nition C.3 : [Equilibre de Nash℄Le 
ouple (x̄, ȳ) (ou "pro�l de stratégies") est dit à l'équilibre au sens de Nash si et seulementsi :
f1(x̄, ȳ) = miny∈Ey f1(x̄,y)
f2(x̄, ȳ) = minx∈Ex f2(x, ȳ)Les individus (x̄, ȳ) à l'équilibre au sens de Nash ne sont pas Pareto-optimaux dans un 
adregénéral. L'existen
e d'un équilibre de Nash peut être fa
ilement démontrée selon [66℄, mais la dé-termination de 
es équilibres est en revan
he beau
oup plus 
omplexe, notamment dans le 
as oùles 
ritères ne sont pas dérivables. L'une des méthodes les plus e�
a
es est le 
ouplage de 
etteappro
he ave
 un algorithme évolutionnaire. Cette démar
he est s
hématisée dans la �gure (Fig.C.1).

Fig. C.1 � Pro
essus de 
onvergen
e vers un équilibre de NashLa notion d'équilibre de Nash fait don
 intervenir une séparation entre les di�érents paramètresen 
orrespondan
e ave
 les fon
tions 
ritères utilisées. Dans le 
as le plus simple à traiter il existe
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hniques pour l'optimisation mono-obje
tif 277autant de paramètres que de fon
tions 
ritères (i.e. P = I), Ainsi 
haque joueur a en 
harge unparamètre à optimiser par rapport à un 
ritère. On remarquera que 
ette théorie n'est appli
ableque dans le 
as où I 6 P , dans le 
as 
ontraire plusieurs joueurs doivent optimiser simultanémentle même paramètre par rapport à des obje
tifs di�érents.Dans les 
as li
ites, la répartition des paramètres entre joueurs se fait de manière arbitraire etpeut amener à un biais sur le résultat de l'optimisation. Par exemple, dans le 
as ou I = P = 2, uneoptimisation où le joueur 1 traite x et f1 ne donnera pas la même solution qu'une optimisation où
e même joueur traite x et f2. Le dé
oupage doit être fait de la manière la plus 
ohérente possible enfon
tion de la dé�nition et de la sensibilité de 
haque 
ritère aux paramètres, 
e dernier point étanta priori, rappelons-le, in
onnu dans un 
adre général. De 
e fait, 
ette appro
he reste d'usage trèslimité dans le domaine de l'optimisation multi-
ritères sur des 
as pratiques. Pour plus de détailssur l'appli
ation de 
es méthodes, on se reportera à [66℄ et [65℄.C.1.3 Equilibre de Sta
kelbergDans le 
adre général de la théorie des jeux, une autre théorie d'équilibre a été dé�nie par [190℄et reprise par [124℄. Dénommée équilibre de Sta
kelberg, 
ette appro
he hiérar
hique fait intervenirune stru
ture asymétrique en introduisant une relation de prééminen
e entre les di�érents joueurs.Par exemple, dans un 
as à I=2 joueurs, on dé�nit un "leader" et un "suiveur". Le problème estidentique à 
elui dé�ni en C.1. En parti
ulier, on établit i
i aussi un partage des fon
tions obje
tifs etdes paramètres entre les joueurs. Par 
onvention, le joueur 1 est 
onsidéré 
omme leader, travaillantsur f1 et x.Dé�nition C.4 : [Equilibre de Sta
kelberg℄Le 
ouple (x∗, y∗) est dit à l'équilibre au sens de Sta
kelberg si et seulement si :
f1(x

∗,y∗) = minx∈Ex f1(x, ȳ
∗(x))où ȳ∗(x) est le résultat de l'optimisation :

f2(x, ȳ
∗) = miny∈Ey f2(x,y), x imposé par le leaderCette dé�nition fait 
lairement ressortir la subordination du paramètre y à x. En parti
ulier, on
omprend aisément que, si l'ordre des paramètres ou des fon
tions obje
tifs est inversé, la solutionà l'équilibre sera modi�ée. Cette appro
he est de fait très rarement employée.C.2 Te
hniques pour l'optimisation mono-obje
tifComme 
ela a été montré pré
édemment, le 
as le plus général de l'optimisation est un 
asmulti-obje
tifs ave
 des 
ritères 
on�i
tuels. Néanmoins, 
ette 
on�guration ne permet en généralque d'obtenir un ensemble de solutions qui sont toutes optimales au sens de Pareto, et 
e en raisonde l'existen
e même de plusieurs 
ritères. Pour des raisons pratiques de 
hoix ou d'utilisation deméthodes, il peut parfois être utile de ne 
onsidérer qu'un seul 
ritère a�n de ramener 
ette popula-tion Pareto-optimale à un seul individu (ou au moins un nombre très limité), 
e qui est réalisable enrestreignant le nombre de 
ritères 
onsidérés à un. On dispose alors d'un problème d'optimisationmono-obje
tif, 
e qui 
onstitue un 
as parti
ulier des optimisations. C'est de loin l'un des 
as lesplus intuitifs et fa
ilement 
ompréhensibles parmi les di�érents problèmes d'optimisation. Il permeten outre de montrer plusieurs te
hniques de rédu
tion de la dimensionnalité ave
 leurs avantages etin
onvénients.



278 Chapitre C. Con
epts généraux d'optimisation
(Pmono)

∣∣∣∣∣∣∣∣

minimiser f(x)tel que gj(x) > 0, j = 1, ..., J
hk(x) = 0, k = 1, ...,Kave
 xL

p < xp < xR
p p = 1, ..., P

(C.2)On ne s'attardera pas sur les solutions de 
e genre de problème, qui revient simplement à trouverles extrema d'une fon
tion mathématique, mais on soulignera toutefois la possibilité de trouver plu-sieurs solutions optimales, 
omme 
'est par exemple le 
as pour f(x) = x4−x2, x ∈ R. De la mêmemanière, on é
artera le problème des optima lo
aux en remarquant que 
es solutions parti
ulièresne sont Pareto-optimales que sur des sous-ensembles de l'espa
e paramétrique réalisable. Comme
ela a été montré dans la se
tion 4.2.2, un problème multi-obje
tifs peut naturellement dégénérervers un problème mono-obje
tif si l'ensemble des 
ritères 
onsidérés ne présente pas de variations
ontradi
toires. On peut presque parler dans 
ette situation de problème mal posé dans la mesureoù la donnée d'une seule fon
tion 
ritère aurait su�.Le 
as le plus intéressant se présente lorsqu'il est né
essaire, en raison de l'utilisation de 
ertainesméthodes d'optimisation (traitées plus tard), de réduire arti�
iellement le nombre de 
ritères d'unproblème réellement multi-obje
tifs. Cette démar
he a fait l'objet des nombreux développementsqui suivent.C.2.1 Fon
tion obje
tif agrégéeL'idée la plus simple dans un tel 
as de �gure est de 
réer une nouvelle fon
tion obje
tif par
ombinaison linéaire des fon
tions initiales. On dé�nit ainsi
fagrégée(x) =

∑

i

ωifi(x)Les 
oe�
ients de pondérations ωi sont �xés par l'utilisateur de manière arbitraire. Cette pratiqueprésente 
ependant plusieurs in
onvénients majeurs.Le premier point sur lequel 
es méthodes a
hoppent vient de leur 
onstru
tion même : on
onsidère dans une même relation des fon
tions obje
tifs qui peuvent être d'ordres de grandeur trèsdi�érents. A�n de 
onstruire une fon
tion agrégée pertinente, il est don
 né
essaire de normaliser
es fon
tions au travers de la pondération. Cependant, il est rare de 
onnaître dès le début d'uneoptimisation les plages sur lesquelles varieront les 
ritères, 
e qui rend la normalisation a priori trèsdi�
ile pour l'utilisateur.La deuxième limite à l'utilisation de 
ette méthode est liée au 
ara
tère arbitraire de la pon-dération 
hoisie. En e�et, on 
omprend fa
ilement qu'une modi�
ation de la pondération amènela modi�
ation de la solution optimale trouvée pour un même problème initial. On montre enparti
ulier [28℄ que, pour un problème P tel que dé�ni en (4.1), la pondération doit véri�er :
∀i, ωi > 0 (C.3)a�n de garantir que la solution soit Pareto-optimale. Cette 
ontrainte supplémentaire déterminela position de la (des) solution(s) optimale(s) dans l'espa
e obje
tif. La solution étant par essen
e
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tif 279Pareto-optimale, elle se situe quelque part sur le front de Pareto. La lo
alisation pré
ise est donnéepar le 
onta
t entre 
e front et une surfa
e tangente déterminée par la pondération. Par exemple,dans un 
as initialement bi-obje
tifs, on peut é
rire
f2(xoptimal) = −ω1

ω2
f1(xoptimal) +

1

ω2
fpond(xoptimal) (C.4)Comme on 
her
he à minimiser fpond, on voit que la re
her
he d'un individu optimal revient àdépla
er dans le plan (f1,f2) une droite de pente −ω1

ω2
dont l'ordonnée à l'origine vaut fpond. Comme

ω1 et ω2 sont tous deux positifs, 
ela revient don
 à dé
aler la droite vers les faibles valeurs de f1. Lalimite basse, 
'est à dire la valeur optimale, est atteinte quand 
ette droite est tangente à la frontièrede l'ensemble réalisable en un nombre �ni de points. On note au passage que la solution trouvéepar 
ette méthode est une solution Pareto-optimale dans la mesure où 
et élément de frontière estle front de Pareto. Ce résultat est illustré sur la �gure (Fig. C.2).

Fig. C.2 � Lo
alisation de la solution - Fon
tion obje
tif pondéréeDe 
ette manière, la prin
ipale remarque que l'on puisse faire est qu'il faut mener un grandnombre d'optimisations en 
hangeant à 
haque fois la pondération a�n d'espérer dé
rire de manière�dèle le front de Pareto en faisant "rouler" la tangente sur la frontière. Dans un e�ort pour 
orriger
e défaut, [70℄ propose d'utiliser la pondération 
omme paramètre dans une appro
he de typegénétique a�n de trouver les meilleurs 
ouples (pondération + individus) possibles. Cette appro
hen'a néanmoins pas 
onnu de développements importants par la suite.Le troisième point sensible est l'impossibilité de re
onstruire des fronts ayant des parties 
on
aves.En e�et, la relation (C.4) n'a vraiment de sens que lorsque la surfa
e dé�nie par la pondération aatteint une position de tangen
e ave
 l'ensemble des solutions réalisables Eobj . Dans le 
as 
ontraire,i.e. si la surfa
e interse
te 
et ensemble, des points intérieurs au domaine, non optimaux par dé�ni-tion, et des points sur le front de Pareto sont représentés par une même valeur fagrégée qui n'a don
pas de signi�
ation quant à l'optimalité. On ne pourra don
 utiliser 
ette appro
he géométriqueque dans le 
as parti
ulier de la tangen
e. Dans 
es 
onditions, il faut ex
lure toute zone de 
on
a-vité dans la mesure où la 
ourbure de la frontière implique alors que la tangente soit intérieure audomaine.La �gure (Fig. C.3) illustre 
e phénomène dans un 
as bidimensionnel I=2. La déterminationd'une solution de la zone 
on
ave du front de Pareto 
omprise entre les points A et B est impossible,puisque toute tangente en un point situé entre 
es deux repères interse
tera l'ensemble Eobj . Cesméthodes ne sont en parti
ulier pas adaptées à des fronts de Pareto dis
ontinus 
omme 
eux illustrés
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Fig. C.3 � Re
onstru
tion d'une zone 
on
ave - Fon
tion Obje
tif Pondéréeen �gure (Fig. 4.3). Or il est en général impossible de prédire à l'avan
e la forme du front dans un
as pratique.En�n, 
es méthodes sont aussi limitées aux 
as où la dimension de l'espa
e obje
tif initial estfaible, la donnée d'une pondération pouvant se révéler très fastidieuse pour des espa
es de grandesdimensions.Cette appro
he, simple et intuitive, doit par 
onséquent être restreinte dans la mesure du pos-sible à des 
as d'optimisation assez réguliers pour lesquels la 
onvexité de l'ensemble des solutionspossibles dans l'espa
e obje
tif est à assurer. Il est en outre souhaitable de disposer dès le départd'une bonne notion des plages de variation des obje
tifs.C.2.2 Méthode par 
ontrainte εPour éviter les nombreuses limitations induites par l'agrégation des fon
tions obje
tifs, Haimeset al. [69℄ proposent une autre te
hnique basée sur la transformation de 
ritères en 
ontraintes. Dans
ette appro
he, le problème devient :
(Pε)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

minimiser fc(x)tel que fi(x) 6 εi, i = 1, ..., I i 6= c
gj(x) > 0, j = 1, ..., J
hk(x) = 0, k = 1, ...,Kave
 xL

p < xp < xR
p p = 1, ..., PLes 
ontraintes ε sont bien évidemment imposées par l'utilisateur. Cela revient à partitionner lazone de re
her
he dans l'espa
e des obje
tifs. On montre i
i aussi ([28, 132℄) que, lorsqu'elle existe,la solution d'un tel problème est Pareto-optimale quel que soit le ve
teur ε = {εi} utilisé. La �gure(Fig. C.4) illustre le résultat obtenu par 
ette méthode pour plusieurs valeurs de ε1, f2 étant gardée
omme seul obje
tif.Cette méthode ne pose pas de problème parti
ulier, même en 
as de 
on
avité de l'ensembledes 
on�gurations dans l'espa
e des obje
tifs, 
e qui 
onstitue une avan
ée notable par rapport auxfon
tions agrégées. Cette appro
he permet même de 
apturer des fronts de Pareto dis
ontinus. On
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Fig. C.4 � Détermination des optima - Méthode par 
ontraintevoit sur la �gure (Fig. C.4) que pour 
ertains optima parti
uliers, 
eux marquant une limite à droitedu front (i
i le point D), il existe une in�nité de valeurs de ε pour lesquelles ils seront solutionsde l'optimisation : ∀ε > f1(xD). A l'inverse, pour les optima marquant la limite à gau
he du front(point A), il n'existe qu'une seule valeur de ε permettant de les 
apturer. Ce problème est dû àl'asymétrie introduite par la relation de supériorité liée aux nouvelles 
ontraintes. Une alternativee�
a
e pour le 
ontourner est de faire à la fois des optimisations en ne gardant que f1 
ommeobje
tif, et d'autres en ne gardant que f2.Cependant, 
ette méthode né
essite aussi un grand nombre d'optimisations en faisant varier leve
teur ε a�n de pouvoir 
apturer plus ou moins �dèlement le front de Pareto. S'il n'existe pasde problème de normalisation 
omme dans la méthode par agrégation, il 
onvient néanmoins de
onnaître plus ou moins grossièrement les plages de variations des obje
tifs a�n de fournir des
ontraintes pertinentes ; un ε trop grand donnera toujours la même solution 
e qui ne présente pasvraiment d'intérêt. En outre, 
ette appro
he ne garantit pas l'existen
e d'une solution, notammentpour des valeurs trop petites de 
ontraintes.En�n, 
omme la méthode pré
édente, 
ette appro
he n'est e�
a
ement appli
able qu'aux 
asave
 une faible dimension dans l'espa
e obje
tif, a�n de limiter la phase de saisie du ve
teur
ontrainte par l'utilisateur.C.2.3 Méthode des distan
es pondéréesIl s'agit d'une méthode un peu parti
ulière dans la mesure où elle fait intervenir la distan
eentre les individus évalués et un individu de référen
e spé
i�é par l'utilisateur. On 
onsidère ainsile problème :
(Pdistpond)

∣∣∣∣∣∣∣∣

minimiser (
∑I

i=1 ωi(fi(x) − fi(xref ))
e)1/etel que gj(x) > 0, j = 1, ..., J

hk(x) = 0, k = 1, ...,Kave
 xL
p < xp < xR

p p = 1, ..., Pave
 les ωi et e des 
onstantes imposées par l'utilisateur.
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epts généraux d'optimisationA�n d'obtenir une solution optimale, il est né
essaire de prendre un point de référen
e xref endehors de la zone réalisable, le 
as 
ontraire se soldant par la dé
ouverte de l'individu de référen
e,non Pareto-optimal par essen
e.Remarque Il existe une version un peu plus spé
i�que de 
ette appro
he, 
onnue sous le nom de
ritère global qui peut être formulée 
omme suit :
(PCG)

∣∣∣∣∣∣∣∣

minimiser (
∑I

i=1 |fi(x) − fi(xref )|e)1/etel que gj(x) > 0, j = 1, ..., J
hk(x) = 0, k = 1, ...,Kave
 xL

p < xp < xR
p p = 1, ..., PDans 
e 
as, les seules valeurs 
ritiques fournies par l'utilisateur sont l'individu de référen
e etl'exposant e. Pour e = 2, il s'agit ni plus ni moins d'un problème de minimisation de distan
eeu
lidienne dans l'espa
e des obje
tifs. Dans le 
as e = +∞, le problème se réduit à :minimiser max

i
|fi(x) − fi(xref )|La formulation la plus 
lassiquement utilisée dans la littérature pour l'appro
he en distan
espondérées fait intervenir la solution idéale, soit en
ore l'individu réalisant pour 
haque obje
tif lemeilleur niveau relevé au sein de la population Pareto-optimale. De fa
to, 
ette dernière dé�nitionne peut s'appliquer qu'à un post-traitement de la population Pareto-optimale, interdisant ainsi uneutilisation en 
ours de 
onvergen
e.En outre, une fois de plus la présen
e d'une pondération arbitrairement �xée et le 
hoix del'individu de référen
e sont la sour
e de possibles biais. Ces méthodes sont 
ependant réputées
apables de 
apter (dans des 
onditions adéquates de 
hoix des paramètres) n'importe quel frontde Pareto [12℄.On peut en dernier lieu remarquer que la méthode de fon
tion agrégée n'est qu'un 
as trèsparti
ulier de 
es méthodes (sous 
ertaines 
onditions), à savoir le 
as où xref est 
hoisi de manière à
e que toutes les fon
tions obje
tifs asso
iées soient nulles (l'existen
e d'un tel point n'est absolumentpas garantie ave
 les hypothèses utilisées : elle suppose en parti
ulier que les fi puissent e�e
tivementêtre nulles en un 
ertain nombre de points) et l'exposant e = 1.C.2.4 Con
lusion sur les te
hniques mono-obje
tifLes méthodes présentées i
i donnent un aperçu des grandes appro
hes utilisées pour réduire lesdimensions de l'espa
e obje
tif et/ou réduire le nombre de solutions obtenues en �n d'optimisation.Il existe 
ependant d'autres méthodes (
f. [12, 28℄), qui dé
oulent en partie des pré
édentes, maisau
une de 
es méthodes n'est pleinement satisfaisante dans la mesure où toutes introduisent desbiais, plus ou moins importants, dans l'optimisation et peuvent limiter la déte
tion des optima à
ertaines parties du front de Pareto. Il 
onvient don
 d'éviter, autant que possible, d'utiliser de tellesméthodes, pour garder le 
ara
tère général de l'optimisation. Les problèmes de 
hoix peuvent êtretraités de manière séparée au moyen de te
hniques de visualisation et de post-traitement adaptées.



Annexe DMéthodes d'optimisation dire
tesD.1 Méthodes de des
ente usuellesOn présentera i
i deux des méthodes dire
tes les plus 
lassiques aujourd'hui. Ce panorama n'est
ependant pas exhaustifs. Il existe de nombreuses autres te
hniques dans la litérature [1℄.D.1.1 Méthode de la plus forte pente (steepest-des
ent)Il s'agit de la méthode la plus simple. La dire
tion de des
ente est déterminée de façon à maxi-miser le gain sur la fon
tion obje
tif. Au voisinage d'un point x, on peut é
rire le développementen série de Fourier suivant :
f(x + ~δ) = f + ∆f ≈ f(x) + ~∇f.~δ +O(‖~δ‖2)Lorsque ‖~δ‖ tend vers 0, on a alors

∆f ≈ ~∇f.~δEn 
onséquen
e, pour un pas de taille ‖~δ‖ donné, la des
ente sera maximale lorsque
~δ = −λ~∇foù λ est un réel positif.La méthode de la plus forte pente se base sur une dire
tion de re
her
he 
olinéaire au gradient dela fon
tion obje
tif, mais de sens opposé. Dans sa version la plus générale, l'algorithme de re
her
heen plus forte pente peut s'é
rire sous la forme itérative suivante, où l'indi
e k désigne le numéro del'itération :

xk+1 = xk − λ ~∇f
∣∣∣
xkIl reste alors une 
onstante λ à spé
i�er. Plusieurs points de vue existent dans la littérature. Selon[91, 185℄, λ peut être imposé par l'utilisateur 
omme une 
onstante. Cette valeur doit néanmoinsêtre réglée a�n d'assurer (1) une 
onvergen
e (2) en des temps raisonnables. A titre d'exemple, si

λ est trop petit, la progression se fera ave
 de petits pas, 
e qui demandera don
 un grand nombred'itérations et don
 d'évaluations. A l'opposé, si λ est 
hoisi trop grand, on peut par
ourir trèsrapidement l'espa
e paramétrique ave
 le risque de sauter un optimum dans le 
as d'un problèmemultimodal, 
omme s
hématisé sur la �gure suivante (
as I=P=1).283
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tes

Fig. D.1 � E�et d'une des
ente trop forte - méthode de la plus forte penteEn 
onséquen
e, il peut être né
essaire de faire des essais préalables et potentiellement 
oûteuxen temps.A l'inverse, [1℄ pré
onise de traiter λ via un sous problème d'optimisation au sein d'une appro
heitérative :
xk+1 = xk − λk

~∇f
∣∣∣
xk

ave
 λk qui minimise f(xk − λk
~∇f
∣∣∣
xk

)En pratique, la re
her
he du λk optimum à 
haque itération peut se faire ave
 une appro
he enlignes : le sous-problème pré
édent revient en e�et à trouver la valeur de λk telle que le point
xk − λk

~∇f
∣∣∣
xk

soit à la tangen
e entre une iso-surfa
e de f et la droite de dire
tion ~∇f
∣∣∣
xk

passantpar xk. En utilisant 
ette méthode, on peut démontrer que la traje
toire de re
her
he dans l'espa
eparamétrique est un ensemble de segments orthogonaux. Cette méthode est plus pratique du pointde vue de l'utilisateur puisqu'elle ne demande pas de réglage. En revan
he, la résolution du sous-problème visant à trouver λk peut s'avérer 
oûteuse en temps.La re
her
he par lignes peut être évitée si on dispose de la matri
e Hessienne H de f (matri
eformée par les dérivées se
ondes de f). On peut alors é
rire que :
f(xk − λk

~∇f) ≈ f(xk) − (λk
~∇fT

).~∇f +
1

2
λ2

k
~∇fT

Hk
~∇f (D.1)soit en
ore, en dérivant par rapport à λk :

df(xk − λk
~∇f)

λk
≈ −~∇fT

.~∇f + λk
~∇fT

Hk
~∇fComme on 
her
he à minimiser f(xk − λk

~∇f) par rapport à λk, l'égalité pré
édente vaut don
 0 eton peut alors é
rire :
λk =

~∇fT
.~∇f

~∇fT
Hk

~∇fLe problème s'est reporté sur la détermination de la matri
e Hessienne qui n'est pas for
émentévidente. [1℄ propose une solution qui évite le 
al
ul de 
ette matri
e. On prend λ̄ 
omme uneestimation de λk, pour laquelle on évalue f̄ = f(xk − λ̄~∇f). En remplaçant f(xk − λk
~∇f) par f̄dans la relation (D.1), on peut ainsi trouver une approximation du terme ~∇fT

Hk
~∇f . La prin
ipalelimite pratique est que l'approximation né
essite l'évaluation de l'obje
tif en un autre point, 
e qui,pour des problèmes en mé
anique des �uides, peut s'avérer parti
ulièrement long.
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ente usuelles 285Il existe aussi des appro
hes "mixtes" qui utilisent un λ imposé par l'utilisateur mais augmentéd'une relaxation variable introduite via une redé�nition du gradient. Ces méthodes ne 
onviennent
ependant qu'à 
ertains problèmes d'optimisation assez spé
i�ques (prin
ipalement une re
her
hede traje
toire) et ne seront don
 pas développées i
i. On se référera à [91℄ pour plus de détails.D.1.2 Méthode de NewtonLa méthode pré
édente se basait sur un développement de la fon
tion obje
tif en série de Taylorlimité à l'ordre 1, justi�ant par la même le nom de méthode du premier ordre. La méthode deNewton, qui se 
lasse parmi les méthodes du se
ond ordre, fait intervenir aussi les dérivées se
ondesdu 
ritère. On é
rit don
 le développement en série de Taylor suivant :
f(x + ~δ) ≈ f(x) +

P∑

p=1

∂f

∂xp
δp +

P∑

p=1

N∑

q=1

∂2f

∂xp∂xq
δpδq (D.2)On suppose alors que ~δ minimise f(x + ~δ). En 
onséquen
e, l'expression pré
édente dérivée parrapport à ~δ est nulle. On peut alors é
rire :

∀k ∈ [1, ..., P ],
∂f

∂δk

∣∣∣∣
x+~δ

≈
P∑

p=1

∂f

∂xp

∂δp
∂δk

+

P∑

p=1

P∑

q=1

∂2f

∂xp∂xq
(
∂δp
∂δk

δq +
∂δq
∂δk

δp)

=
∂f

∂xk
+

P∑

p=1

∂2f

∂xp∂xk
δp

= 0

(D.3)
L'équation (D.3) peut aussi s'é
rire sous forme matri
ielle 
omme :

~δ = −H−1~∇f (D.4)où H est la matri
e Hessienne de f évaluée en x. Cette matri
e est dé�nie par :
H =




∂2f
∂x2

1
. . . ∂2f

∂x1∂xP... . . . ...
∂2f

∂xP ∂x1
. . . ∂2f

∂x2
P


Cette méthode tire son nom de l'appro
he proposée par Newton pour la re
her
he des ra
inesd'une fon
tion F. Elle équivaut en e�et à déterminer les points en lesquels le gradient s'annule.Canoniquement, l'appro
he itérative proposée par Newton se dé�nit par :

xit+1 = xit − F (xit)/F
′(xit)Dans un 
as monodimensionnel (P=1), xit+1 est déterminée 
omme l'interse
tion de la tangente àla 
ourbe F (x) en xit ave
 l'axe des abs
isses. En parti
ulier, dans le 
as où F est linéaire, xit+1
orrespond bien à la ra
ine de la fon
tion. En 
onséquen
e, pour les problèmes d'optimisation mono-paramétrique, l'utilisation de la méthode de Newton permet de trouver l'optimum d'une fon
tionobje
tif quadratique en une seule itération. On notera de plus que les relations (D.2) et (D.3) sont
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tesexa
tes dans 
e 
as pré
is. Plus généralement, 
es appro
hes ont la propriété de trouver l'optimumd'une fon
tion quadratique en P pas, 
e qui les rend parti
ulièrement attra
tives.La plus grosse di�
ulté émergeant à 
e niveau est la détermination de la matri
e H. On supposerad'abord que f est une fon
tion 
ontinue et deux fois dérivable. Dans nombre de 
as, 
ette matri
epeut être très di�
ile d'a

ès. Il existe un grand nombre de te
hniques basées sur une approximationde H. On parle alors de méthodes quasi-Newton. En premier lieu, H peut être singulière. Il fautalors user de te
hniques parti
ulières a�n de disposer d'une matri
e appro
hée H∗ qui soit dé�niepositive. Une alternative proposée par [1℄ 
onsiste à rempla
er H, lorsqu'elle est singulière, par lamatri
e identité IP . On obtient ainsi une dégénéres
en
e de la méthode vers 
elle de la plus fortepente, insensible à 
e genre de problème.Un autre problème dé
oule des dimensions de 
ette matri
e (P × P ) qui peut être un handi
apsérieux, notamment lors des 
as fortement multi-paramétriques. L'évaluation et l'inversion de Hdeviennent alors les phases limitantes en terme de vitesse de 
al
ul et de puissan
e informatiquerequise.D.2 Gestion des 
ontraintesNous allons maintenant détailler la manière de prendre en 
ompte les 
ontraintes du problèmed'optimisation ave
 une méthode dire
te. On notera d'abord que la pro
édure déterministe permetun traitement �n des 
ontraintes, puisqu'il est toujours possible de 
al
uler une dire
tion et uneamplitude de 
hangement qui soient 
ohérentes ave
 les di�érentes 
ontraintes du problème, desorte que le résultat du 
e 
hangement véri�e 
es 
ontraintes. Il résulte de 
ette appro
he trèsmathématique du problème un 
ertain nombre de te
hniques utilisées pour "bien poser" le 
asd'optimisation. Une fois la reformulation e�e
tuée, le problème 
ontraint est ensuite traité par unete
hnique adaptée.D.2.1 Classi�
ation des 
ontraintes et des problèmesDans le problème général mono-obje
tif (C.2), il existe deux types de 
ontraintes possibles,é
rites respe
tivement 
omme des égalités (hk) et des inégalités (gj). Quelles que soient les "vraies"
ontraintes γj(x) > bj et θk(x) = ck du problème , il est toujours possible de les reformuler sousforme 
anonique gj(x) > 0 et hk(x) = 0.Si le traitement d'une égalité ne pose pas de di�
ulté parti
ulière, les inégalités doivent être
onsidérées plus prudemment. Pour une solution x quel
onque, on distinguera ainsi les deux 
assuivants [1℄ :
• La 
ontrainte est "a
tive", 
'est à dire que gj(x) = 0. Dans 
e 
as, le pas de la méthode dedes
ente devra dire
tement prendre en 
ompte 
ette 
ontrainte.
• La 
ontrainte est "ina
tive", gj(x) > 0. La 
ontrainte n'in�ue pas dire
tement sur le pas dedes
ente puisqu'il est toujours possible de trouver un δ tel que gj(x + δ) > 0. On peut enrevan
he véri�er a posteriori que la modi�
ation n'induit pas une violation de la 
ontrainte,auquel 
as il faut alors modi�er légèrement la des
ente.On 
lassera aussi les problèmes en fon
tion de leur 
omplexité. En e�et, selon que la fon
tionobje
tif et les 
ontraintes sont de plus ou moins haut degré, on utilisera des te
hniques di�érentes. On
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ontraintes 287parle ainsi de programmation linéaire (linear programming) quand toutes les fon
tions traitées sontdes expressions linéaires des paramètres. De même, on parlera de programation quadratique pourdes fon
tions quadratiques. La programmation linéaire a fait l'objet de développements spé
i�ques.La méthode du simplexe de Dantzig [24℄ est 
onnue pour donner de très bons résultats dans 
e 
as.Pour les 
on�gurations quadratiques, ou des 
as qui peuvent être appro
hés par une modélisationquadratique, les algorithmes du type "sequential quadrati
 programming" (SQP) [1℄ sont aussi
ouramment utilisés.D.2.2 Reformulation des 
ontraintesOn traitera i
i des di�érentes te
hniques permettant de bien poser le problème d'optimisationsous 
ontraintes. Dans un premier temps, on s'appliquera au traitement des inégalités. Ces dernières
réent une di�
ulté de traitement évidente en raison de la dualité de 
omportement selon leur niveaud'a
tivité. Pour uni�er leur traitement, la solution la plus 
ourante 
onsiste à les transformer en
ontraintes égalitaires. On utilise pour 
e faire des variables annexes ("sla
k variables") y :
gj(x) > 0 ⇔ gj(x) − (yj)

2 = 0

⇔ ĝj(x, yj) = 0De 
ette manière, toutes les inégalités peuvent être rempla
ées et le problème (C.2) peut alorss'é
rire :
(Pmono−2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

minimiser f(x̂) = f(x1, ..., xP )tel que ĝj(x̂) = 0, j = 1, ..., J
hk(x̂) = 0, k = 1, ...,Kave
 xL

p < xp < xR
p p = 1, ..., P

x̂ = [x1, ..., xP , y1, ..., yJ ]T

(D.5)Il reste en
ore à modi�er les 
ontraintes portant dire
tement sur la dé�nition des paramètres. Ce sontdes 
ontraintes 
orrespondant à un intervalle ou à une demi-droite. Dans le premier 
as, la solution
onsiste à rempla
er le paramètre xp 
on
erné par une fon
tion analytique χp d'une variable epquel
onque. Par exemple, on a :
xL

p < xp < xR
p ⇔ xp = xL

p + 0.5(xR
p − xL

p ) [1 + tanh(ep)] , ep ∈ RLa fon
tion tanh est bien adaptée mais n'est pas ex
lusive. Des fon
tions de type atan et plusgénéralement toute fon
tion variant 
ontinûment à valeur dans un espa
e borné sera a

eptable.Pour une 
ontrainte de type demi-droite, la modi�
ation est en
ore plus simple. On a par exemple :
xL

p < xp ⇔ xp = e(ep) + xL
pAu �nal, le problème mono-obje
tif reformulé peut s'é
rire :

(Pmono−3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

minimiser f(x̆) = f(x1, ..., xP )tel que ĝj(x̆) = 0, j = 1, ..., J
hk(x̆) = 0, k = 1, ...,Kave
 x̆ = [e1, ..., eP , y1, ..., yJ ]T

xp = χp(ep), p = 1, ..., P

(D.6)
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tesAinsi posé, le problème ne 
omporte plus une seule inégalité. Dans la suite, pour simpli�er la notationles ĝj ne seront plus distinguées des hk. Le problème peut alors être représenté symboliquement sousforme de système matri
iel.
(Pmono−3)

∣∣∣∣
minimiser F.x̆tel que H.x̆ = 0

(D.7)Une fois le problème des inégalités éva
ué, on peut 
her
her à simpli�er l'optimisation, le 
as li-mite étant bien entendu une optimisation sans 
ontrainte. La seule méthode utilisée est l'éliminationdes paramètres au travers des di�érentes relations de 
ontrainte.Si par exemple on a :
hk(x) = 2x1 + x3 = 0on peut éliminer de l'optimisation le paramètre x3 en imposant que x3 = −2x1, la 
ontrainte étantalors naturellement assurée. Si les 
ontraintes sont toutes linéaires et si H est non singulière, il estpossible de supprimer 
omplètement les 
ontraintes du problème. Néanmoins dans le 
as général,
ette reformulation doit se faire au 
as par 
as, elle peut même être impossible.D.2.3 Multipli
ateurs de LagrangeDans le 
as où des 
ontraintes subsisteraient, la méthode la plus 
lassique pour mener l'optimi-sation reste l'utilisation de multipli
ateurs de Lagrange. Cela revient à é
rire le problème d'optimi-sation sous la forme : minimiser fLagrange(x, λ) = f(x) +

∑

K

λkhk(x) (D.8)On peut s'assurer de l'équivalen
e ave
 (D.7) en remarquant que pour la population faisable, ona bien hk(x) = 0, don
 le minimum de la fon
tion obje
tif sera bien trouvé. On re
her
he alorsl'optimum parmi les solutions de l'équation dérivée :
~∇(x,λ)fLagrange(x, λ) = 0

⇔





~∇xf(x) = −∑K λk
~∇xhk(x)

~∇λfLagrange = {0} +





h1(x)...
hK(x)





= ~0

(D.9)
On retrouve i
i aussi que l'optimum, s'il existe, véri�era les 
ontraintes imposées. L'intérêt desmultipli
ateurs de Lagrange est la simpli�
ation extrême du problème. Si on 
onsidère l'optimisationau travers du lagrangien fLagrange, le problème devient alors non-
ontraint et on peut don
 appliquersans restri
tion les te
hniques de re
her
hes pré
édentes. L'optimum 
ontraint x∗ est alors asso
iéà un optimum non 
ontraint [x∗, λ∗].Il y a deux manières d'obtenir un point 
ritique pour le lagrangien.
• Soit ~∇f et tous les ~∇hk sont linéairement indépendants, 
e qui implique que les λk sont tousnuls et don
 ~∇f = ~0.
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• Soit il existe au moins un hκ tel que le gradient de f et de hκ sont 
olinéaires. Dans 
e 
as,un point 
ritique (et don
 un optimum) sera 
ara
térisé par la tangen
e entre une iso-surfa
ede f et l'hypersurfa
e normale à la 
ombinaison linéaire des ~∇hκ. Cette deuxième version estla plus souvent utilisée dans la littérature pour illustrer les multipli
ateurs de Lagrange.Le ve
teur nul ~∇f = ~0 étant "
olinéaire" à tout autre ve
teur, le deuxième 
as peut faire o�
e dereprésentation générale.D.2.4 Conditions de Karush-Kuhn-Tu
ker (KKT)Les multipli
ateurs de Lagrange permettent de dé�nir un 
ertain nombre de 
onditions né-
essaires à l'existen
e d'un optimum. La version la plus générale, appli
able aux optimisationsprésentant des inégalités est 
onnue sous le nom de 
onditions de Karush-Kuhn-Tu
ker (KKT).Dé�nition D.1 : [Karush-Kuhn-Tu
ker℄Soit un problème d'optimisation dé�ni 
omme (C.2). Si x∗ est un optimum de 
e problème,on a :

hk(x
∗) = 0 ∀k ∈ [1, ...,K]

gj(x
∗) > 0 ∀j ∈ [1, ..., J ]il existe des λk , k ∈ [1, ...,K] et µj, j ∈ [1, ..., J ] tel que

~∇f(x∗) = −∑K λk
~∇hk(x

∗) −∑J µj
~∇gj(x

∗)ave
 :
λkhk(x∗) = 0 ∀k ∈ [1, ...,K]
µjgj(x

∗) = 0 ∀j ∈ [1, ..., J ]et
µj > 0 ∀j ∈ [1, ..., J ]Les dernières 
onditions permettent de traiter de manière identique les 
ontraintes a
tives etina
tives. Cependant rappelons, une fois en
ore, que 
es 
onditions sont né
essaires mais pas suf-�santes pour obtenir un optimum. L'utilisation de 
es 
onditions n'est pas restreinte aux seulesméthodes dire
tes puisqu'il existe des appli
ations sur des méthodes d'ordre 0, les 
onditions KKTétant utilisées à 
e moment là pour véri�er a posteriori que les individus trouvés soient bien opti-maux.D.3 Cal
ul des gradientsComme illustré pré
édemment, les méthodes dire
tes s'appuient toutes sur (au moins) le gradientde la fon
tion obje
tif. Cependant, il est rare de disposer de l'expression analytique de 
ette dernièreet le gradient doit don
 être 
al
ulé numériquement au 
ours de la 
onvergen
e. A l'heure a
tuelle,on peut utliser plusieurs te
hniques pour e�e
tuer 
e 
al
ul.
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tesD.3.1 Evaluation par di�éren
es �niesComme pour la résolution des équations du mouvement d'un �uide, il s'agit de l'une des ap-pro
hes les plus naturelles du 
al
ul de gradient. On retrouve don
 la formule usuelle :
∂f

∂xp
≈ f(x + ~δp) − f(x)

‖~δp‖où ~δp = [0, ..., 0, δp, 0, ...0] est une perturbation élémentaire portant uniquement sur le pi−ème para-mètre. Le prin
ipal in
onvénient de 
ette formulation est le besoin de disposer de P+1 évaluationsa�n de 
al
uler le gradient. Dans un problème standard de mé
anique des �uides, le temps de 
al
ulné
essaire pour e�e
tuer 
haque évaluation est généralement long, de quelques heures à quelquesjours, rendant de fait 
ette appro
he inenvisageable pour des 
as 
omportant beau
oup de para-mètres.Dans la plupart des optimisations, il existe au moins un 
ritère dé�ni au moyen d'une intégralespatiale. A titre d'exemple, on peut évoquer un rendement, un 
oe�
ient de traînée ou de portan
e,et
. La dérivation de 
e 
ritère est alors assez déli
ate et peut être e�e
tuée de deux manières.D.3.2 Cal
ul du gradient par état adjointLe 
al
ul du gradient par adjoint tire son origine de la théorie du 
ontr�le de systèmes régis pardes équations di�érentielles. Il s'agit d'une appro
he assez mathématique permettant de 
al
uler legradient d'une fon
tion dé�nie sur un tel système ave
 un 
oût informatique marginal 
omparative-ment à l'évaluation de 
e même gradient en di�éren
es �nies. Historiquement, 
ette méthode a étéintroduite par Jameson [85℄ puis développée prin
ipalement par son équipe [154, 185, 91, 88℄.On suppose en premier lieu que la fon
tion obje
tif dépend du ve
teur des variables aérodyna-miques q en tout point de l'espa
e et du ve
teur paramètre x.
f = f(q,x) (D.10)En parti
ulier, si x 
orrespond à une paramétrisation géométrique et que f est une intégrale volu-mique ou surfa
ique, f peut dépendre dire
tement de x. En 
onséquen
e, toute variation de x et qimplique une variation de f ave
 :

δf =
∂f

∂q

T

δq +
∂f

∂x

T

δx (D.11)Or, q et x sont impli
itement liés par les équations de Navier-Stokes. En 
onséquen
e, a�n depouvoir 
al
uler le gradient de f relativement aux paramètres sans évaluer la variation du 
hampaérodynamique pour 
haque 
omposante de x, il est né
essaire d'éliminer le terme δq de la relationpré
édente. Le terme ∂f
∂x

est quant à lui beau
oup plus simple à obtenir 
ar il dé
oule dire
tementde la dé�nition analytique de la fon
tion f .Pour un 
hamp aérodynamique supposé stationnaire, les équations de Navier-Stokes se réduisentà :
F(q,x) = 0 (D.12)



D.3. Cal
ul des gradients 291où F est le résidu de l'équation, 
'est à dire la somme des �ux 
onve
tifs et di�usifs. On peut alorsdéterminer δq à partir de la version dérivée de l'équation pré
édente :
δF =

∂F

∂q
.δq +

∂F

∂x
.δx = 0 (D.13)On introduit alors un multipli
ateur de Lagrange ψ

δf =
∂f

∂q

T

δq +
∂f

∂x

T

δx − ψT

(
∂F

∂q
.δq +

∂F

∂x
.δx

) (D.14)On remarquera à 
e niveau que ψ peut véritablement être quali�é de multipli
ateur de Lagrangepuisque l'équation pré
édente (D.14) n'est ni plus ni moins que la version dérivée d'un problèmed'optimisation sous 
ontrainte (
e pour quoi les multipli
ateurs de Lagrange sont 
onçus) : on 
her
heà minimiser la fon
tion f ave
 pour 
ontrainte F(q,x) = 0, 
e qui se traduit mathématiquementpar la minimisation de la fon
tion
J = f(q,x) − ψF(q,x)ave
 i
i δf = δJLa relation (D.14) peut se reformuler un peu di�éremment pour faire apparaître des termesintéressants :

δf =

(
∂f

∂q

T

δq − ψT ∂F

∂q
.δq

)
+

(
∂f

∂x

T

δx − ψT ∂F

∂x
.δx

) (D.15)La relation (D.15) est valide quel que soit ψ. En parti
ulier, si on prend ψ 
omme la solution del'équation adjointe :
∂F

∂q

T

ψ =
∂f

∂q
(D.16)l'équation (D.14) devient :

δf =
∂f

∂x

T

δx − ψT ∂F

∂x
.δx

= GT .δx

(D.17)Le gradient G de la fon
tion obje
tif f par rapport aux paramètres apparaît ainsi naturellement.De 
ette manière, le 
al
ul du gradient ne demande qu'un seul 
al
ul long, 
elui de l'état adjoint ψ.Pourquoi parle-t-on i
i d'état adjoint ? Du point de vue mathématique, le gradient de f relativementà x peut s'é
rire généralement, selon l'ex
ellent arti
le de Giles et Pier
e [59℄ :
df

dxp
=
∂f

∂q
.
dq

dxp
+

∂f

∂xp

= (gT , u) +
∂f

∂xpave
 ∂F
∂q

.
dq

dxp
= − ∂F

∂xp
qu'on notera A.u = b



292 Chapitre D. Méthodes d'optimisation dire
tesLe problème est que le produit (gT , u) a besoin d'être évalué pour 
haque xp, b et don
 u variant à
haque fois et né
essitant la résolution du système linéaire. En utilisant la dé�nition adjointe de 
eproduit ave
 l'opérateur A, on obtient :
(gT , u) = (ψT , b) = (ψT , Au)où on dé�nit ψ 
omme la solution de AT .ψ = g.Dans 
ette dernière relation, au
un des termes intervenant dans le système linéaire ne dépendde xp. Le système n'a besoin d'être résolu qu'une seule fois, seul le produit (vT , b) devant êtrere
al
ulé, au prix d'un e�ort algorithmique très inférieur (il ne s'agit que d'un produit de matri
e,in�niment moins 
oûteux qu'une inversion matri
ielle). En général, le 
al
ul de ψ demande à peuprès autant de temps que le 
al
ul du 
hamp aérodynamique, mais il peut être ra

our
i en utilisantdes te
hniques mathématiques adaptées à la résolution de systèmes linéaires de grandes dimensions.Le problème ainsi posé n'é
arte 
ependant pas toutes les di�
ultés. La 
omplexité de l'évalua-tion du gradient de f s'est reportée sur la détermination de l'état adjoint ψ. Ce dernier né
essiteen parti
ulier des solveurs spé
iaux, dits solveurs adjoints, pour être 
al
ulé. Il existe deux ma-nières di�érentes de 
al
uler l'état adjoint en raison de la dis
rétisation imposée par le traitementnumérique.D.3.2.1 Adjoint dis
retComme on l'a esquissé auparavant, la fon
tion obje
tif f peut résulter d'un 
al
ul d'intégralessur le 
hamp aérodynamique. Cependant, si on se base uniquement sur un 
hamp aérodynamiquedéjà dis
rétisé, 
es intégrales doivent elles aussi être dis
rétisées. On a alors de manière génériqueune é
riture linéarisée de la fon
tion obje
tif
fdiscret =

1

VΩ

∑

Ω

fo(q,x)où Ω est un ensemble �ni de points et fo les mesures lo
ales 
onduisant par sommation à la valeurde l'obje
tif global. On notera i
i que les fo tiennent naturellement 
ompte de la géométrie, neserait-
e que pour des raisons d'homogénéité. Du fait de la linéarité de la relation pré
édente, onpeut alors transposer dire
tement les relations (D.11) à (D.17) à 
e 
as en remplaçant les variableset les di�érents opérateurs par leurs versions dis
rétisées sur un maillage.La 
onstru
tion et l'utilisation d'un 
al
ul par adjoint dis
ret sont des plus simples en CFD,dans la mesure où on dispose déjà naturellement d'un maillage sur lequel est 
al
ulé un 
hampaérodynamique. On dispose ainsi naturellement de 
odes numériques implémentant les équations deNavier-Stokes. Dans 
e 
ontexte, obtenir les matri
es et ve
teurs A et g peut se faire très simplementen utilisant un dérivateur automatique appliqué au 
ode de 
al
ul 
lassique [55℄. On dispose ainsifa
ilement du solveur adapté à son 
as.On fera i
i une 
omparaison rapide entre les méthodes de 
al
ul du gradient par adjoint dis
retet le 
ode paramétrique Turb'Opty. Dans les deux 
as, on dispose d'une méthode permettant de
al
uler un état dérivé du 
hamp aérodynamique de référen
e. On remarque en premier lieu quetous les deux font intervenir l'expression dérivée des équations de Navier-Stokes stationnaires et
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rétisées, via les équations (4.4) et (D.13) identiques. De la même manière, le 
al
ul de l'étatadjoint et de la dérivée du 
hamp par rapport aux paramètres sont relativement semblables. Ils nedi�èrent que par le se
ond membre de l'équation.Dans le tableau suivant, on donne les systèmes linéaires résolus pour les deux méthodes, où Xest l'in
onnue. Paramétrisation Turb'Opty Etat Adjoint
∂F
∂q

.X = −∂F
∂x

∂F
∂q

.X = − ∂f
∂xTab. D.1 � Comparaison des systèmes résolus : Paramétrisation dire
te vs. Adjoint dis
retOn voit que pour Turb'opty, on a XTbo = dq

dx = q(1) et pour l'adjoint, XAdj = df
dx = ψ. Onretrouve i
i le fait que la méthode adjointe est 
onstruite pour éliminer la dépendan
e de f parrapport aux variations de q induites par les paramètres. Une méthode adjointe dis
rète n'est au�nal qu'un 
as parti
ulier de la paramétrisation dire
te. En e�et, il est naturellement possibled'exprimer f 
omme une fon
tion analytique des variables 
onservatives. On peut alors di�éren
ier
ette fon
tion pour exprimer la dérivée de f en fon
tion des variations des variables aérodynamiques.Ce
i peut en parti
ulier être fait en utilisant un dérivateur automatique. Pour re
onstruire XAdj ,on 
al
ule alors le produit matri
iel :

XAdj =
df

dx
= (

∂f

∂q
).(
dq

dx
)A l'inverse, une méthode par adjoint peut aussi se 
on
evoir 
omme une paramétrisation, à 
onditionque la fon
tion obje
tif traitée soit dé�nie 
omme une variable 
onservative. Il est alors né
essairede répéter le 
al
ul en modi�ant à 
haque fois f pour traiter une autre variable aérodynamique.Dans les deux méthodes, on 
omprend fa
ilement que 
'est la résolution du système linéairedonné dans le tableau (D.1) qui va être le point 
ru
ial. Sur 
e point les méthodes di�èrent don
assez peu en terme d'e�
a
ité, la matri
e à inverser étant la même.D.3.2.2 Adjoint 
ontinuDans 
e 
as de �gure, on 
hoisit de ne pas dis
rétiser immédiatement les di�érentes variablesren
ontrées. On rempla
e i
i les produits matri
iels par des produits s
alaires dé�nis au moyend'intégrales [58℄. La fon
tion obje
tif est dé�nie 
omme une intégrale surfa
ique ou volumique dequantités aérodynamiques. Pour 
ette raison, le terme (gT , u) intervenant dans le 
al
ul de f est enparti
ulier dé�ni 
omme une intégrale, 
e qui implique que les opérateurs adjoints impliqués dans leséquations (D.11) à (D.16) sont eux aussi dé�nis analytiquement via des intégrales. On trouvera unexemple de 
onstru
tion d'un opérateur adjoint dans [59℄. Les 
onditions aux limites sont elles aussi
al
ulées pour l'état adjoint. Une fois les di�érents termes déterminés analytiquement, le problèmeest alors dis
rétisé pour être résolu numériquement et ainsi trouver la valeur du gradient de f .Bien que les adjoints 
ontinus soient très majoritairement appliqués à des problèmes d'optimi-sation géométrique en turboma
hines, il est possible de traiter des 
as où les 
onditions d'entrée etde sortie du �uide sont paramétrées [58, 162℄.
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tesLe 
al
ul du gradient par adjoint 
ontinu génère un problème majeur. La détermination desdi�érents opérateurs intervenant dans les équations n'est pas fa
ilement généralisable. Elle dépenden parti
ulier de la modélisation de l'é
oulement 
hoisie (Euler ou Navier-Stokes) et de la dé�nitiondes fon
tions obje
tifs. En 
onséquen
e, 
haque modi�
ation du problème demandera la réé
rituredes équations et don
 la réé
riture 
omplète de l'algorithme de 
al
ul de l'état adjoint. Cette dernièremodi�
ation est parti
ulièrement gênante 
ar elle doit être faite manuellement et demande souventbeau
oup de temps humain, ave
 un risque non négligeable d'introduire des erreurs en programmant.En 
omparaison, le solveur adjoint dis
ret peut être fa
ilement régénéré en utilisant un dérivateurautomatique, 
e qui est rapide et limite 
onsidérablement le risque d'erreur.Malgré 
e défaut, les adjoints 
ontinus sont utilisés dans de nombreux 
as. Pour Nadarajah etJameson [142℄, la méthode 
ontinue est légèrement plus e�
a
e et pré
ise que la méthode dis
rète.Un des avantages de la méthode par adjoint, quelle que soit l'implémentation 
hoisie, est que le
al
ul de l'état adjoint n'a pas besoin d'être e�e
tué très pré
isément, au moins pour les premièresitérations de l'optimisation, 
ar l'erreur résultante sur le gradient de f peut être négligée. De 
ettemanière, on peut réduire arti�
iellement le temps de la 
onvergen
e entre 
haque itération.



Annexe EOpérateurs des algorithmes génétiquesE.1 Pro
essus de séle
tionAvant toute génération de nouveaux individus, il est obligatoire de 
hoisir les futurs parents.Comme 
ela se fait dans la nature, on passe alors par une phase de séle
tion basée sur l'adaptationdes individus, les meilleurs sont retenus. On distingue 
ependant di�érentes grandes te
hniques deséle
tion.E.1.1 Tournoi à n individusLa séle
tion se fait au travers de la 
ompétition entre n individus, n étant spé
i�é par l'utilisateur.Cette opération s'e�e
tue en deux phases su

essives :
• Une préséle
tion aléatoire de n individus
• Le 
lassement des individus préséle
tionnés selon leur adaptation. Seul(s) le(s) meilleur(s)est(sont) ensuite retenu(s).On répète la pro
édure de tournoi autant de fois que né
essaire a�n de 
réer le groupe repro-du
teur. Il faut noter que, selon 
ette dé�nition, le groupe reprodu
teur peut 
ontenir plusieurs foisle même individu. A 
e titre, la taille du groupe préséle
tionné pour le tournoi est déterminantedans le fon
tionnement de l'algorithme génétique. Une séle
tion trop grande peut en parti
ulier
onduire à une 
onvergen
e prématurée de l'optimisation. Supposons que l'on dispose de N indi-vidus au total dans la population ; plusieurs tournois e�e
tués sur n ≈ N individus vont 
onduireà séle
tionner trop fréquemment l'individu dominant le reste de la population, 
ar il existe alorsune probabilité non négligeable de préséle
tionner 
e dernier à 
haque fois, appauvrissant ainsi ladiversité du groupe reprodu
teur et don
 les possibilités d'évolution. En pratique, les tournois sontpour la plupart des algorithmes e�e
tués entre deux individus. On perd ainsi un peu de séle
tivitéquant à l'optimalité des individus séle
tionnés, au pro�t d'une plus grande 
apa
ité d'explorationde l'espa
e paramétrique.E.1.2 RouletteIl s'agit d'un autre 
on
ept de séle
tion introduit par Goldberg [62℄. Le prin
ipe est pro
hede 
elui du jeu du même nom, à savoir la séle
tion d'un individu par tirage aléatoire sur uneroue Roulette Wheel Sele
tion. Cependant, on introduit dans 
e pro
essus un niveau d'information295
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orrespondant au degré d'adaptation de 
haque individu. En e�et, la séle
tion estréalisée de manière à privilégier les meilleurs individus au sein de la population en leur a�e
tantune probabilité de tirage supérieur. Cette méthode de séle
tion est représentative de la 
lasse desséle
tions proportionnelles. Dans son implémentation la plus simple, la méthode de la roulette sebase sur une probabilité de séle
tion d'un individu proportionnelle à son adaptation. Soit pk laprobabilité de séle
tion du ki-ème individu de la population. Cette probabilité est dé�nie par :
pk =

Fk

Fmoyenoù Fk est la valeur mesurant l'adaptation de l'individu, et Fmoyen est une représentation de la valeurmoyenne de l'adaptation de l'ensemble de la population.
Fmoyen =

N∑

n=1

FnAve
 
ette dé�nition, on trouve en parti
ulier que la probabilité de séle
tion 
umulée totale est :
ptotale =

N∑

k=1

pk = 1En pratique, une telle dé�nition équivaut à e�e
tuer le tirage aléatoire sur une population danslaquelle existent non seulement les individus de base, mais aussi des 
opies de 
es derniers, lenombre de 
opies étant proportionnel à l'adaptation de 
haque individu. De 
ette manière, plusl'individu est adapté, plus il est représenté dans l'ensemble de tirage et don
 plus il a de 
han
ed'être séle
tionné.
Fig. E.1 � Séle
tion par roulette 
lassiqueCette appro
he a néanmoins deux défauts prin
ipaux. Tout d'abord, en présen
e d'individus quidominent très fortement le reste de la population, la séle
tion 
onduit à un tirage trop fréquentde 
es individus, induisant une 
onvergen
e prématurée de l'algorithme génétique. De plus, elleest réputée être "bruitée" au sens où il existe une large varian
e entre les di�érentes réalisationsd'un même tirage. La première 
orre
tion apportée sur 
e point 
onsiste à modi�er la populationutilisée pour le tirage par roulette en introduisant une appro
he plus déterministe [28℄. On parle deSto
hasti
 Remainder Roulette Wheel Sele
tion (SRWS). On 
ommen
e par multiplier la probabilité

pk par la taille de la population traitée N . On assigne ensuite à 
haque individu autant de 
opies
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ette manière on aboutit à une population de tirage de taille :
N∑

k=1

E(pk.N) 6 NIl se peut que la population de tirage soit plus petite que la population à traiter. On la 
omplètealors en e�e
tuant un tirage RWS 
lassique en se basant sur des probabilités de séle
tion p′k égalesaux parties dé
imales des pk.N . Une fois la population de tirage 
omplétée, on e�e
tue alors letirage de manière 
lassique.Il existe une troisième variante de tirage par roulette, appelée Sto
hasti
 Universal Sampling(SUS) et introduite par Baker [6℄. Elle propose de pallier l'ine�
a
ité de la phase de tirage etde 
ontourner les biais présentés pré
édemment. En e�et, pour des populations reprodu
tri
es degrande taille, il est né
essaire de multiplier les tirages, 
e qui peut poser un problème d'e�
a
itéalgorithmique. En se basant sur une population de tirage identique à 
elle de la RWS, on 
hoisitaléatoirement un angle r 
ompris entre 0 et 1, puis on séle
tionne simultanément les individus
orrespondant aux positions angulaires 2πr, 2π(r + 1/M), 2π(r + 2/M), ..., 2π(r + (M − 1)/M),où M 6 N est la taille de la population reprodu
tri
e.

Fig. E.2 � Sto
hasti
 Universal SamplingDu fait du 
ara
tère simultané de la séle
tion, on laisse ainsi une 
han
e supplémentaire auxindividus peu adaptés d'être séle
tionnés. On limite ainsi un peu le biais introduit ave
 la présen
e de"super-individus" dans la population à traiter. Ce biais reste 
ependant présent, 
omme dans toutesles séle
tions proportionnelles, et peut demander un traitement spé
i�que pour être éliminé. Lasolution la plus utilisée est de ne pas travailler sur la valeur d'une fon
tion d'adaptation, mais plut�tsur un numéro de rang issu d'un 
lassement de la population en fronts. C'est l'un des prin
ipauxdésavantages des méthodes de séle
tion proportionnelle par rapport aux tournois.E.2 Opérateurs génétiques - 
odage binaireLes te
hniques présentées jusqu'à présent ne sont pas spé
i�ques d'un traitement "génétique" del'information. Il s'agit simplement de séle
tionner un 
ertain nombre d'individus dans le but de leurfaire subir des transformations. La puissan
e et l'originalité des algorithmes génétiques reposent surles opérations que l'on va dé
rire.



298 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesIl s'agit de 
réer de nouveaux individus en imitant les mé
anismes évolutionnaires qui prévalentdans le monde biologique au niveau de la reprodu
tion. On utilise ainsi des é
hanges de matériel"génétique" et des mutations de 
e dernier pour aboutir à des individus nouveaux, si possibledi�érents de la génération pré
édente. On portera dans la suite une attention parti
ulière à lamanière dont les individus sont dé
rits, 
ette des
ription ayant un r�le majeur sur les 
hoix etl'utilisation des opérateurs.Dans 
ette se
tion, on se 
on
entrera sur un 
odage binaire des 
ara
téristiques de 
haqueindividu. On rappelle à 
e niveau que 
haque individu est dé�ni de manière générale par un 
ertainnombre de paramètres, 
haque paramètre étant un "gène" (et la valeur de 
e paramètre un "allèle"),les gènes étant regroupés dans un ou plusieurs 
hromosomes. L'appro
he binaire représente lesdi�érents gènes ave
 un 
odage binaire sur b bits. Historiquement, 
'est l'une des plus an
iennesappro
hes en algorithmique génétique, motivée par sa forte ressemblan
e ave
 le domaine biologiqueoù 
haque gène est 
onstitué d'une série de bases.Dans 
es 
onditions, le 
odage est restreint à des paramètres à valeurs entières, mais il estpossible d'étendre 
ette méthodologie à des paramètres réels. Le paramètre est alors représenté parune 
haîne binaire s à valeur entière dont on déduit la valeur réelle du paramètre via la formulesuivante :
x = xmin +

xmax − xmin

2b − 1
.val(s)où xmin et xmax sont les valeurs extrêmes de la plage de paramètre envisagée, et val(s) est la valeurentière 
odée par la 
haîne binaire s.Le prin
ipal défaut de 
ette 
orre
tion est lié au fait que l'espa
e de re
her
he des paramètresreste dis
ret, 
e qui limite don
 la portée de l'optimisation. Cette dis
rétisation peut être ra�néeen augmentant le nombre de bits de 
odage.Une fois les di�érents gènes 
odés, les 
haînes binaires asso
iées sont 
on
aténées pour formerle 
hromosome

Fig. E.3 � Représentation d'un individu - 
odage binaireIl est à noter qu'il existe aujourd'hui des méthodes plus dire
tes et élégantes pour traiter le 
asde paramètres à valeurs réelles, elles seront dé
rites dans la suite. Cependant, les algorithmes baséssur un 
odage binaire ne sont pas à rejeter, dans la mesure où ils restent parfaitement adaptés à desproblèmes utilisant un espa
e de re
her
he dis
ret, en parti
ulier 
eux qui font intervenir 
ommeparamètre une variable booléenne.E.2.1 Opérateur de 
roisementUne fois les individus de la population 
orre
tement représentés et séle
tionnés pour la reprodu
-tion, on applique alors l'opérateur de 
roisement ("
rossover") pour é
hanger le matériel génétique
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ombinaisond'informations est essentielle pour garantir l'exploration de la plage paramétrique et la progressionvers des solutions en
ore meilleures. On espère en parti
ulier que la re
ombinaison du matériel gé-nétique des deux parents permettra de 
réer des enfants possédant les qualités des deux parents.Sans 
ette phase, l'algorithme génétique risque de stagner autour des mêmes individus. Il existe denombreuses versions de 
rossover pour le 
odage binaire (on en trouvera quelques exemples dans[173℄), mais toutes reviennent à é
hanger des mor
eaux de 
haînes binaires entre deux individus. Le
roisement est appliqué entre deux individus ave
 une probabilité pc. En l'absen
e d'autres opéra-teurs, si pc = 1, toutes les opérations de reprodu
tion seront sujettes à 
roisement. A l'inverse, si
pc = 0, tous les enfants seront obtenus par simple 
opie des parents. La mise en pla
e d'une pro-babilité de 
roisement se justi�e par l'intérêt existant à transmettre dire
tement quelques individusd'une génération à une autre a�n de préserver, quoi qu'il advienne, 
ertaines 
ara
téristiques.L'opérateur de 
roisement le plus simple est un 
roisement à un site. On appelle site une positiondans un 
hromosome de part et d'autre de laquelle des traitements di�érents peuvent être appliqués.On dé�nit don
 un site de 
oupure de manière aléatoire mais identique sur les deux 
hromosomesà 
roiser. On pro
ède ensuite à l'é
hange des deux sous-
haînes ainsi dé�nies selon une probabilité
pc2. La �gure (Fig. E.4) illustre un 
roisement de 
e type.

Fig. E.4 � Opérateur de 
roisement à un siteLa probabilité de 
roisement pc2 joue un r�le majeur dans l'évolution de la population. Uneprobabilité pc2 = 1 implique que toutes les sous-
haînes seront é
hangées, 
e qui ne présente au
unintérêt puisque les enfants seront identiques aux parents. De la même manière, une probabilité nullerevient à n'e�e
tuer au
un 
roisement. En général, les di�érentes études de la littérature semblents'a

order sur la valeur médiane pc2 = 0.5.Le nombre et la position des sites 
onstituent d'autres paramètres numériques importants. Onsoulignera dès à présent que la position du site de 
oupure du 
hromosome peut être aléatoire [28℄ etne respe
te don
 pas for
ément l'intégrité des gènes ; l'é
hange de 
haînes binaires, représentant unou plusieurs gènes dans leur intégralité, n'est alors qu'un 
as parti
ulier de 
e type de 
roisement. De
ette manière on peut 
réer une 
ertaine diversité par la reprodu
tion, puisqu'il existe des paramètrespour lesquels les enfants ont une valeur di�érente de 
elles des parents. Néanmoins, une 
oupure
hoisie aléatoirement permet de 
onserver dans une 
ertaine mesure les 
ara
téristiques importantesen terme de valeur des paramètres. Ce
i est plus fa
ilement illustré par un exemple.Supposons que l'on dispose d'un problème mono-obje
tif mono-paramètre (I=P=1), pour lequell'obje
tif est f(x) = |x2 − 81|. La solution est trivialement x = 9, 
e qui se traduit en binaire parla 
haîne {1001}. Supposons qu'on dispose maintenant d'une population de taille N = 2 ave
 lesindividus suivants : x = 8 = {1000} et x = 3 = {0011}. Où que soit le site de 
oupure, on est assuréqu'il existera au moins un enfant ayant un génome du type {1 ∗ ∗∗}, don
 par essen
e assez pro
hede la valeur optimale.



300 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesOn retrouve 
e mé
anisme quels que soient les nombres de gènes et de 
oupures pratiquées.Cette propriété vient de l'organisation du 
odage en bits de poids 
roissant ; en préservant 
ertainsbits, ou ensembles de bits, on est assuré de rester au voisinage d'une 
ertaine valeur de paramètre.Cette notion de 
onservation des 
haînes binaires a été introduite en premier par Holland [76℄ sousle nom de "s
hemata" puis reprise et développée par Goldberg [61℄ sous le nom de "hyperplanes"ou "building blo
ks". Il existe des démonstrations mathématiques [28℄ prouvant que de 
ourtes
haînes 
ara
téristiques et au-dessus de la moyenne en terme d'adaptation sont favorisées par lesmé
anismes de séle
tion et de 
roisement pré
édemment dé
rits, et représentent don
 au grès desgénérations de plus en plus d'individus au sein de la population.Pour 
e qui est du nombre de sites, il n'existe pas de 
onsensus général sur la valeur à retenir,
ette dernière étant liée de manière impli
ite au nombre de paramètres et à la longueur de 
odageenvisagée. On relèvera toutefois des 
as parti
uliers 
omme l'opérateur de 
roisement uniforme, ave
lequel 
haque bit fait l'objet d'un 
roisement (ave
 une probabilité pc2). Il est intéressant de noter
ependant que plus le nombre de sites est élevé, moins il y a de 
onservation des 
haînes binaires etdon
 potentiellement transmission de valeurs pré
ises de paramètres. On retrouve i
i la notion de
onservation de "s
hemata" introduite peu avant.Quel que soit le réglage 
hoisi, 
et opérateur garantit que la moyenne de la population reste
onstante. En e�et, on a la relation suivante :
xparent−I

p + xparent−II
p

2
=
xenfant−I

p + xenfant−II
p

2
(E.1)Cette relation est fa
ilement démontrée en remarquant que 
haque paramètre xp peut être exprimé
omme :

xp =
b∑

k=1

2k−1.δkoù δk est la valeur du ki−ème bit dans la 
haîne binaire représentant xp. En 
onséquen
e, la per-mutation de tout ou partie des 
haînes binaires n'a au
une in
iden
e sur la moyenne de 
haqueparamètre ; la somme totale
(

b∑

k=1

2k−1δk

)

individu I

+

(
b∑

k=1

2k−1δk

)

individu II

=
b∑

k=1

2k−1(δI
k + δII

k )est in
hangée.Cette propriété de 
onservation de la moyenne est très importante 
ar elle garantit que le 
roi-sement ne 
hange pas fondamentalement la topologie de la population reprodu
tri
e pour 
réer lesnouveaux individus et n'introduit pas de dire
tion de re
her
he parasite. La nouvelle populationhérite ainsi du bary
entre des individus séle
tionnés à la génération pré
édente. Ave
 
et opéra-teur, la progression de 
e bary
entre vers le front de Pareto est don
 soumise à deux mé
anismes
omplémentaires :
• la phase de séle
tion permet à 
haque génération de déterminer un nouveau bary
entre quine tient 
ompte que des "meilleurs" individus au sein de la population.
• la phase de 
roisement génère des individus dominant idéalement toute la génération pré
é-dente, qui vont enri
hir la population et être à leur tour séle
tionnés.
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ours de l'espa
e paramétrique est en partie assuré par la phase de reprodu
tion vial'utilisation d'un opérateur de 
roisement. Cependant, 
e dernier tend à générer des enfants ave
des valeurs de paramètres pro
hes ou égales à 
elles des parents, restreignant ainsi l'explorationde l'espa
e de 
on
eption. Il est souhaitable de ne pas se limiter à 
ette appro
he, a�n d'éviterles travers induits par une re
her
he "de pro
he en pro
he". Pour 
ela, on introduit un nouvelopérateur, dit opérateur de mutation, qui permet de générer des individus en dehors de zones déjàbien peuplées (zones traitées par 
roisement). Une fois en
ore, 
et opérateur est dire
tement inspirédes mé
anismes biologiques. Comme pour l'opérateur de 
roisement, l'appli
ation d'une mutationest régie par la probabilité pm.Le traitement d'une mutation est très simple pour un 
odage binaire : on 
hoisit aléatoirementun bit de la 
haîne binaire d'un individu et on l'inverse, passant de 0 à 1 et vi
e versa. Il est aussipossible de modi�er très légèrement 
ette première dé�nition en introduisant une probabilité demutation de bit à bit pm2, généralement égale à 0.1. Ave
 
ette deuxième dé�nition, la mutationn'est plus restreinte à un seul bit, mais il est aussi possible de n'avoir au
un 
hangement.E.2.3 Limites du 
odage binaireComme on l'a vu au-dessus, les di�érents opérateurs binaires portent sur des représentations desdi�érents paramètres sous forme d'une 
haîne de 0 et de 1. En parti
ulier, les opérations pratiquéesne tiennent pas 
ompte dire
tement de la signi�
ation de 
ette 
haîne, le 
as le plus expli
ite étant
elui de la mutation qui modi�e un ou plusieurs bits pris au hasard. Les 
onséquen
es de 
es
hangements, mineurs dans une représentation binaire, peuvent être majeures pour la vraie valeurdes paramètres. Par exemple, passer de la 
haîne "01000" à la 
haîne "11000" fait varier le paramètre
orrespondant de 8 à 24. Tous les algorithmes basés sur un 
odage binaire seront par nature assezsensibles et fa
ilement bruités, 
e qui peut 
onstituer un frein sérieux à la 
onvergen
e.La prin
ipale alternative à 
e problème est l'utilisation d'un 
ode Gray au lieu du 
ode binairea�n de réduire la distan
e de Hamming entre deux individus. Ce dernier est 
onstruit de manière àne modi�er qu'un seul bit pour le 
odage de deux entiers su

essifs.Code Binaire Code Gray Entier000 000 0001 001 1010 011 2011 010 3100 110 4101 111 5Tab. E.1 � Codage Binaire et GrayLa deuxième problématique asso
iée à un 
odage, binaire ou Gray, vient de la nature dis
rète de
e type de représentation. En e�et, le 
odage s'adapte très bien à des paramètres à valeur entière.On a vu qu'il est malgré tout possible de traiter des 
as à paramètres réels, moyennant la dé�nitionde plages de variation. Cependant, l'espa
e de re
her
he reste fondamentalement dis
ret et on nepeut en parti
ulier pas e�e
tuer une optimisation ave
 une pré
ision arbitraire sur les paramètres.Le seul moyen d'augmenter la pré
ision est d'allonger les 
haînes binaires, 
e qui ne va pas sans



302 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesposer de problèmes en terme d'utilisation de ressour
es informatiques, et ne résout de toute façonpas le problème de dis
rétisation.En�n, 
e type d'appro
he est limité du point de vue e�
a
ité algorithmique par la né
essité de
oder et dé
oder les valeurs des paramètres pour 
haque individu à 
haque génération. Pour despopulations de grandes tailles, 
ette appro
he peut vite s'avérer rédhibitoire en terme de tempsutilisateur requis.E.3 Opérateurs génétiques - 
odage réelLe 
odage binaire a été l'un des premiers développements réalisés pour les algorithmes génétiqueset demeure à 
e titre l'un des plus 
onnus aujourd'hui. Néanmoins, en raison de ses limitationsintrinsèques, notamment le problème du traitement d'un espa
e paramétrique 
ontinu et réel, il estvite apparu né
essaire de mettre en pla
e des opérateurs qui puissent s'a�ran
hir du 
odage pourtravailler dire
tement sur la valeur des paramètres. Ces nouveaux algorithmes prennent aujourd'huide plus en plus d'importan
e, tant pour leur fa
ilité d'emploi que pour la grande variété d'opérateursdisponibles et éprouvés.On retrouve don
 deux 
atégories prin
ipales : les opérateurs 
hargés du 
roisement et de lare
ombinaison d'informations entre parents, et 
eux induisant une mutation. De manière générale,on retiendra que, au sein d'un algorithme génétique, les mé
anismes d'appli
ation des opérateursde 
roisement et de mutation en 
odage réel restent globalement les mêmes que 
eux dé�nis pourles opérateurs en 
odage binaire. L'utilisateur règle généralement la fréquen
e d'appli
ation de 
estransformations au moyen de deux probabilités pc et pm.E.3.1 Opérateur de 
roisementIl existe dans la littérature une multitude de formulations di�érentes pour les opérateurs de
roisement appli
ables à des paramètres réels. Dans un sou
i de 
larté, on restreindra la présen-tation aux 
as les plus représentatifs et e�
a
es. Le 
hoix de l'opérateur devra ensuite être faitsimultanément ave
 
elui de la méthode de séle
tion a�n de réaliser la meilleure balan
e possibleentre amélioration de la population et exploration de l'espa
e paramétrique.Le premier opérateur auquel on puisse penser est dire
tement dérivé de 
elui à n sites établien 
odage binaire. Le problème de la lo
alisation des sites de 
oupure est i
i fortement simpli�é,dans la mesure où la séparation intervient for
ément entre deux paramètres (la dé
oupe aléatoired'une 
haîne n'a plus de sens). En 
onséquen
e, 
e premier opérateur assure que 
haque enfanthérite 
haque paramètre de l'un ou l'autre des parents. Il s'agit là de la tradu
tion la plus �dèle dumé
anisme biologique de transmission des gènes lors de la reprodu
tion. Graphiquement, parentset enfants sont aux sommets d'un hyper
ube, 
omme illustré sur la �gure (Fig. E.5).Cet opérateur de 
roisement ne permet 
ependant pas d'explorer le voisinage immédiat desparamètres fournis par les parents, au 
ontraire des opérateurs en 
odage binaire présenté pré
é-demment. Dans le 
as (limite) d'un problème mono-paramétrique, 
et opérateur est totalementinutile puisqu'il n'e�e
tue qu'une simple permutation.Blend Crossover Pour 
orriger 
ette limitation, des formulations plus élaborées ont été propo-sées. La première d'entre elle, dénommée "Blend Crossover" (BLX-α), a été introduite par Goldberg
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Fig. E.5 � Croisement Simple[63℄. Pour 
haque paramètre xp, le prin
ipe est de 
hoisir au hasard une valeur dans la plage :
[
xI

p − α(xII
p − xI

p), x
II
p + α(xII

p − xI
p)
]où xI

p et xII
p sont les valeurs du paramètre 
onsidéré pour les deux parents, α étant une 
onstantenumérique imposée par l'utilisateur.De 
ette manière, on élargit le domaine a

essible par les enfants générés par 
e 
roisement ;on favorise ainsi une exploration lo
ale autour des valeurs parentales. De plus, 
et opérateur tient
ompte de la dispersion des parents puisque la plage autorisée est dire
tement proportionnelle àl'é
art entre les géniteurs. On montre en parti
ulier [14℄ que

xI,e
p − xI

p = γp(−xI
p + xII

p ) (E.2)
xII,e

p − xII
p = γp(x

I
p − xII

p ) (E.3)où
γp = (1 + 2α)up − α

up : nombre aléatoire ∈ [0, 1]

xY,e
p : valeur du paramètre pour l'enfant YLes deux enfants sont liés par l'utilisation du même γp. Cette 
ontrainte a été introduite par Eshel-man et S
ha�er [47℄ pour respe
ter la notion de "interval s
hemata". Cette notion traduit, enparti
ulier pour les opérateurs à 
odage réel, la 
onservation de la moyenne par le 
roisement. Ontrouve en e�et à partir des deux équations pré
édentes que xI,e

p + xII,e
p = xI

p + xI
p.Comme l'illustrent les relations (E.2) et (E.3), la distan
e des paramètres enfants par rapportà 
eux des parents est proportionnelle à l'é
art entre 
es derniers. On est don
 en mesure d'at-tendre que pour une population reprodu
tri
e très dispersée, la population d'enfants le sera aussi.A l'inverse, pour une population reprodu
tri
e très resserrée, les enfants seront 
réés au voisinageimmédiat de leurs parents. On dispose ainsi d'un outil qui permet d'explorer la plage paramétriqueet de 
onserver une 
ertaine diversité, mais aussi d'assurer une re
her
he lo
alisée à partir d'unepopulation elle-même très 
on
entrée.
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et opérateur se réduit à un 
hoix dans la plage délimitée par les deux parents.En règle générale, le 
hoix α = 0.5 est rapporté 
omme étant 
elui 
onduisant à la plus grandee�
a
ité possible dans l'optimisation. L'exploration autour des parents est su�sante pour trouverrapidement de meilleurs individus, sans toutefois être sour
e d'un bruit trop important.Simulated Binary Crossover Le BLX-α présente l'in
onvénient de 
onduire à des solutionsparfois très di�érentes des parents, notamment dans le 
as où 
eux-
i sont dispersés, 
e qui peut poserproblème en terme d'amélioration au �l des générations. La méthode ne permet pas de 
ontr�lerplus �nement la position des enfants au sein de la plage paramétrique à 
ause de l'utilisation d'unedistribution de probabilité uniforme pour 
hoisir 
es derniers. Deb et Agrawal [29℄ ont imaginéun nouvel opérateur permettant de répondre à 
ette la
une. Le "Simulated Binary Crossover"(SBX) permet en outre de reproduire plus �dèlement les mé
anismes observés ave
 les opérateurs de
roisement en 
odage binaire. Il vise en e�et à transmettre aux enfants les prin
ipales 
ara
téristiquesde la génération pré
édente et la variété existant entre les parents tout en limitant les explorationstrop lointaines.La prin
ipale 
ara
téristique de 
et opérateur est de mettre en pla
e une distribution de pro-babilité non-uniforme pour le 
hoix des enfants. Cet opérateur se dé�nit 
omme suit. Pour 
haqueparamètre xp1. Choisir un nombre aléatoire up entre 0 et 12. Cal
ul d'un 
oe�
ient βp tel que l'intégrale de 0 à βp d'une distribution de probabilité P soitégale à up ∫ βp

0
P (s)ds = up (E.4)ave
 P dé�nie par

P (s) =

{
0.5(ηc + 1)sηc si s ≤ 1
0.5(ηc + 1) 1

sηc+2 sinon (E.5)et ηc un paramètre numérique que l'on prendra 
onstant dans un premier temps. De 
ettemanière, ave
 (E.4) et (E.5) on obtient :
βp =





(2up)
1

ηc+1 si up 6 0.5(
1

2(1−up)

) 1
ηc+1 sinon (E.6)3. Cal
ul des deux enfants via les deux versions (- et +) de la formule :

xI/II,e
p = 0.5

[
(xI

p + xII
p ) ∓ βp|xII

p − xI
p|
] (E.7)La distribution P (s) est 
onçue de manière à imiter le plus possible les 
ara
téristiques du 
roisementbinaire en un point. Ave
 la relation (E.7), on véri�e en parti
ulier que βp satisfait la relation :

βp =

∣∣∣∣∣
(xII,e

p + xI,e
p )

(xII
p + xI

p)

∣∣∣∣∣ (E.8)
βp 
orrespond don
 au fa
teur d'expansion (ou de 
ontra
tion) de la diversité résultant de l'appli-
ation de l'opérateur de 
roisement.
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• Si βp < 1, le 
roisement sera dit 
ontra
tant : les enfants sont en
adrés par les parents.
• Si βp = 1, le 
roisement sera dit stationnaire : enfants et parents sont identiques.
• Si βp > 1, le 
roisement sera dit étalant : les enfants en
adrent les parents.Le paramètre numérique ηc 
ontr�le pour sa part la variation autorisée autour des valeurs de pa-ramètres fournies par les parents. La �gure suivante (Fig. E.6) montre la fon
tion P ainsi que ladensité de probabilité de 
réation des enfants pour plusieurs valeurs de ηc

Fig. E.6 � Distribution de probabilité P & Probabilité de 
réation des enfants (Deb,2001)On voit que sur 
ette �gure plus ηc est élevé, plus les enfants auront statistiquement des valeursde paramètres pro
hes de 
elles de leurs parents (i
i 2 et 5). A l'inverse, un ηc faible autorise uneexploration assez large autour des parents.Une 
ara
téristique intéressante de 
et opérateur vient de la dé�nition de βp 
omme rapportd'expansion. Pour un ηp et un up �xés, βp sera 
onstant. En 
onséquen
e, plus les parents serontdistants, plus l'espa
e de re
her
he sera large et inversement. Ce
i est illustré dans la �gure (Fig.E.7) qui montre la densité de probabilité de 
réation des enfants pour deux distan
es entre lesparents.A l'éviden
e, l'opérateur renfor
e l'exploration au sein des populations déjà disparates, alorsqu'il se 
on
entre plut�t sur les 
ara
téristiques parentales pour des populations denses. Cettepropriété peut être intéressante en 
ours de 
onvergen
e : au début de l'optimisation, on disposegénéralement d'une population assez disparate, et on attend de l'algorithme qu'il explore asseze�
a
ement l'espa
e. A l'inverse, en �n de 
onvergen
e, la population s'est normalement 
on
entréevers le front de Pareto, et on attend alors de l'algorithme qu'il e�e
tue des "petits pas" pour serappro
her en
ore plus du front. A 
e moment pré
is, une variation brutale des paramètres n'estpas souhaitable, il 
onvient de rester autour des valeurs héritées des parents.Par 
onstru
tion, 
et opérateur 
onserve la moyenne pour 
haque paramètre. A partir de larelation (E.7), on montre fa
ilement que
xI,e

p + xII,e
p = xI

p + xII
pComme on peut l'imaginer, le paramètre numérique ηc est assez sensible à régler, 
ar il peutinduire une exploration trop forte qui va limiter la 
onvergen
e ou, à l'inverse, limiter l'exploration
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Fig. E.7 � Distribution de probabilité de 
réation des enfants pour deux é
artements entre lesparents (Deb,2001)et risquer là aussi de perturber la 
onvergen
e. Il n'existe pas dans la littérature de règle bien dé�nie,dans la mesure où le 
hoix de ηc dépend plus ou moins impli
itement des autres opérateurs (séle
tionet mutation) utilisés. Néanmoins, Deb et al. [34℄ ont ré
emment proposé une variante de l'opérateurdans laquelle ηc évolue en 
ours de 
onvergen
e pour renfor
er ou non l'exploration, selon le gainou la perte d'adaptation des enfants relativement à leurs parents. Dans l'ensemble, 
ette méthodesemble donner une meilleure 
onvergen
e que la méthode standard.On pourra noter que dans la dé�nition donnée du SBX, il n'est à au
un moment fait mention despossibles bornes pour 
haque paramètre. L'opérateur peut don
 générer naturellement des valeursde paramètres qui soient inadmissibles. L'opérateur a don
 fait l'objet d'un développement ultérieurpar ses 
réateurs [30℄ pour traiter spé
i�quement le problème. En pratique, on 
al
ule βp ave
 laformule suivante :
βp =





(upα)
1

ηc+1 si up 6
1
α(

1
2−upα)

) 1
ηc+1 sinon (E.9)ave


α = 2 − κ(ηc+1)

κ = 1 + 2min

(
xI

p − xL
p

xII
p − xI

p

,
xR

p − xII
p

xII
p − xI

p

)Par exemple, si xI
p = xL

p ou xII
p = xR

p , il vient βp = (up)
1

ηc+1 < 1 : on est assuré que le 
roisementest 
ontra
tant et don
 que les enfants resteront dans la plage autorisée.La littérature fournit un grand nombre de variantes du SBX. Dans leur très grande majorité,elles se distinguent essentiellement par une dé�nition de la densité de probabilité P di�érente. Onretiendra 
elle de Raghuwanshi et al. [150℄ qui propose une loi lognormale. La possibilité d'un
roisement fortement 
ontra
tant est réduite, au pro�t de 
roisement étalant. Les auteurs de laméthode rapportent qu'elle est légèrement plus e�
a
e que le SBX sur quelques 
as tests analytiques.
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roisement possibles, 
ependant
ertains se distinguent par une stru
ture plus originale notamment en utilisant plus de deux parents.L'intérêt d'une telle opération est, selon A. Eiben [43℄, un gain en performan
e au fur et à mesureque le nombre de parents augmente. Parmi les méthodes multi-parentales, on 
itera en exemple 
ellede Tsutsui et al. [181℄, baptisée "Simplex".On 
ommen
e par séle
tionner m parents, où m est 
ompris entre 2 et P + 1. De 
ette manière,pour 
haque paramètre on dé�nit un simplexe, i.e. un triangle, un tétraèdre, et
. On dé�nit ensuitele 
entre de gravité G de 
e simplexe. Le simplexe est ensuite étendu par homothétie de rapport
ǫ > 1 en prenant G 
omme 
entre. Finalement, on détermine aléatoirement m enfants dans lesimplexe �nal.

Fig. E.8 � Méthode du SimplexeLa �gure (Fig. E.8) illustre 
ette méthode dans le 
as où P = 2 et m = 3. Le problème detoutes les méthodes multi-parentales est qu'elles né
essitent la donnée du nombre m qui doit êtreau préalable réglé pour améliorer signi�
ativement la 
onvergen
e. De plus, pour la méthode dusimplexe, il est aussi né
essaire de donner le paramètre ǫ qui règle les 
apa
ités exploratoires del'opérateur.On remarquera aussi que la méthode du simplexe ne 
onserve pas la moyenne pour 
haqueparamètre, 
ar les enfants sont séle
tionnés au hasard dans le volume (ou la surfa
e) dé�ni. Il peutdon
 sporadiquement introduire un biais dans la re
her
he.En pratique, les méthodes multi-parentales sont aujourd'hui peu utilisées en 
omparaison desopérateurs à deux parents  : elles sont en
ore trop limitées.E.3.2 Opérateur de mutationA�n de garantir que l'algorithme génétique ne se laissera pas piéger dans 
ertaines zones del'espa
e paramétrique, on dé�nit pour le 
odage réel des opérateurs de mutation. Comme pour le
odage binaire, il s'agit d'appliquer une transformation permettant de faire un grand dépla
ementselon une dire
tion aléatoire.La solution la plus simple est de dé�nir au hasard un paramètre en se basant sur les bornesexistantes xL
p et xR

p . On a ainsi
xmutation

p = xL
p + up(x

R
p − xL

p )ave
 up un nombre aléatoire pris entre 0 et 1.



308 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesCependant, l'emploi d'une telle formule peut se révéler problématique dans le 
as où au moinsune borne n'est pas dé�nie. L'alternative 
onsiste à e�e
tuer une perturbation d'amplitude semi-aléatoire à partir d'un individu :
xmutation

p = xinitial
p + (up − 0.5) ∗ ∆p (E.10)ave
 ∆p une amplitude de perturbation maximum dé�nie par l'utilisateur. En 
ontrepartie de sasimpli
ité, 
et opérateur peut être di�
ile à régler quand on travaille sur un espa
e paramétriqueborné : le réglage de ∆p doit alors s'adapter pour éviter de fran
hir les limites admissibles. Cettedeuxième formulation présente l'avantage d'introduire la notion de distan
e par rapport à l'individuavant la mutation. En établissant une analogie ave
 la mutation standard du 
odage binaire, 
ertainsauteurs ont utilisé une distribution non uniforme de probabilité pour la détermination de up dansla formule (E.10). En e�et, le 
ode binaire impose que la mutation d'un individu 
rée une nouvelleentité dans un voisinage pro
he ou au 
ontraire dans un voisinage éloigné. Pour s'en 
onvain
re,examinons l'exemple suivant : le paramètre de référen
e est 
odé par la 
haîne {010110} = 22. Enne 
hangeant qu'un seul bit de 
ette 
haîne, il est possible d'obtenir les individus suivants :

{010111} = 23
{010100} = 20
{010010} = 18
{011110} = 30
{000110} = 6
{110110} = 54On 
onstate que 3 des 6 possibilités sont à moins de 4 unités (18% d'é
art maximum) de l'individude référen
e, et 4 des 6 possibilités sont à moins de 8 unités (36% d'é
art maximum). Seuls deuxindividus sont notablement éloignés ; ils 
orrespondent aux deux individus pour lesquels les bits depoids dominant ont muté (5ème et 6ème bits). On 
omprend intuitivement ainsi que la probabilitéde 
réation d'individus par mutation est une fon
tion non-linéaire, ave
 un maximum 
entré autourde l'individu de référen
e.La première formulation remarquable, faisant intervenir une distribution de probabilité non-linéaire pour une mutation en 
odage réel, est la mutation normalement distribuée ("normallydistributed mutation").Elle est dé�nie par la formule suivante :

xmutation
p = xinitial

p +N(0, σp) (E.11)où N(0, σp) est une valeur tirée aléatoirement de la Gaussienne 
entrée sur 0 et d'é
art type σp.L'é
art type pour 
haque paramètre est fourni par l'utilisateur. Cet opérateur est 
ourammentemployé pour les algorithmes de type stratégies évolutionnaires.La deuxième formulation remarquable est 
elle proposée par Deb et Goyal [33℄. La formulation,
onnue sous le nom de mutation polynomiale, fait intervenir une loi de probabilité polynomiale Pmpdéterminant l'amplitude de la mutation à partir d'un nombre aléatoire up. Cet opérateur est trèssimilaire dans son mode de fon
tionnement au SBX.
Pmp(s) = 0.5(ηm + 1)(1 − |s|)ηm (E.12)



E.4. Elitisme 309La probabilité P est dé�nie sur l'intervalle [-1,1℄, ηm étant un paramètre de réglage. De la mêmemanière que pour le SBX, on 
al
ule un terme δp tel que ∫ δi

−1 Pmp(s)ds = up. Ce terme est donnépar les relations suivantes :
δp =

{
(2up)

1
ηm+1 − 1 si up 6 0.5

1 − [2(1 − up)]
1

ηm+1 sinon (E.13)A partir de 
es valeurs, on détermine la valeur du paramètre muté ave
 la formule :
xmutation

p = xinitial
p + δp(x

R
p − xL

p ) (E.14)Comme le montre la �gure suivante (Fig. E.9), plus le fa
teur ηm est élevé, plus il est probabled'obtenir une mutation de faible amplitude.

Fig. E.9 � Probabilité de mutationCet opérateur a fait l'objet d'un développement supplémentaire [30℄ a�n de prendre en 
omptela présen
e de bornes pour 
haque paramètre. Cela passe par une modi�
ation de l'expression de
δp.

δp =

{ [
2up + (1 − 2up)(1 − γ)ηm+1

] 1
ηm+1 − 1 si up 6 0.5

1 −
[
2(1 − up) + 2(up − 0.5)(1 − γ)ηm+1

] 1
ηm+1 sinon (E.15)ave


γ = min[(xinitial
p − xL

p )/(xR
p − xL

p ), (xR
p − xinitial

p )/(xR
p − xL

p )]E.4 ElitismeBeau
oup d'algorithmes génétiques sont 
onstruits en in
luant une stratégie élitiste. En e�et, laseule utilisation d'opérateurs fortement sto
hastiques (tous les opérateurs présentés qui induisentun 
hangement des 
ara
téristiques d'un individu utilisent un nombre aléatoire) ne garantit abso-lument pas que la population puisse s'améliorer de génération en génération. Par mal
han
e, unegénération peut ainsi voir tous les individus régresser par rapport à la population pré
édente. A�nde préserver un 
ertain nombre de bonnes 
ara
téristiques et ainsi favoriser une 
onvergen
e mo-notone de l'algorithme, on introduit des mé
anismes élitistes qui vont 
opier dire
tement quelquesbons individus d'une génération à une autre.
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onsiste à utiliser un opérateur 
opiant dire
tementles ǫ% meilleurs individus de la génération pré
édente dans la nouvelle, les (100-ǫ)% autres étant
réés ave
 les opérateurs génétiques pré
édemment étudiés. Bien évidemment, le 
hoix du paramètre
ǫ est très in�uent sur les 
apa
ités de 
onvergen
e de l'algorithme. Un ǫ trop fort revient à 
opier tropd'individus d'une génération à une autre, limitant ainsi les 
apa
ités d'exploration de l'algorithme,au risque de générer une 
onvergen
e prématurée. A l'inverse, un ǫ trop faible revient à ne paspratiquer d'élitisme. Il n'existe apparemment pas de 
onsensus général sur la valeur de ǫ, 
elui-
iétant fortement lié au 
as traité. En 
onséquen
e, l'utilisation de 
et opérateur né
essite de passerpar une phase de réglage qui s'avère peu pratique.Il existe une deuxième appro
he de l'élitisme qui ne repose plus sur un opérateur arbitrairementréglé, mais plut�t sur un traitement parti
ulier de la population au passage d'une génération. Ene�et, l'élitisme 
onsiste simplement à supprimer les enfants qui sont moins bien adaptés que lesparents, les parents étant les individus les mieux adaptés de la génération pré
édente.La généralisation de l'élitisme 
onsiste don
 à e�e
tuer normalement les phases de reprodu
tionet de mutation a�n de générer les enfants, puis de 
omparer 
es derniers aux parents. Se posentalors trois 
as de �gure :

• Les enfants sont meilleurs que les parents : ils sont gardés dans la nouvelle génération audétriment des parents.
• Les parents sont meilleurs que leurs enfants : ils survivent dans la nouvelle génération audétriment des enfants.
• Parents et enfants sont équivalents : on privilégie alors généralement les enfants, ou on faitappel à des 
ritères supplémentaires pour les départager.En pratique, il existe deux niveaux pour e�e
tuer 
ette séle
tion. L'appro
he la plus intuitiverevient à 
omparer les x enfants et y parents 
orrespondant à un appel de l'opérateur de 
roisement(et de mutation immédiatement après sur les enfants). Par exemple, pour l'opérateur SBX, on
ompare les deux parents ave
 leurs deux enfants, et on en tire �nalement deux individus qui serontpla
és dans la population �nale. C'est une appro
he simple et dire
te qui pratique un élitisme "lo
al"au sens où il ne tient 
ompte que de quelques individus ayant des relations de parenté dire
te.Le deuxième niveau 
lassique 
onsiste à générer les N enfants et à les 
omparer ave
 l'intégralitédes N individus de la génération pré
édente. On ne garde au �nal dans la nouvelle génération queles N meilleurs individus parmi les 2N 
onsidérés. Cette méthode pratique un élitisme plus "global"au sens où elle fait intervenir tous les individus. En parti
ulier, on est vraiment assuré de garderles meilleurs individus de la population pré
édente -à 
ondition qu'ils soient éligibles- même si 
esderniers n'ont (malheureusement) pas été séle
tionnés pour se reproduire ; dans la version lo
ale,seuls les individus séle
tionnés pour la reprodu
tion ont une 
han
e de survivre au 
hangement degénération. A 
e titre, 
ette deuxième version est la plus employée dans les algorithmes modernes.E.5 Pareto-e�
a
itéUne autre méthode potentiellement a

élératri
e existe. Il s'agit de la Pareto-e�
a
ité introduitepar Di Pierro et al. [38℄ dans un algorithme similaire au NSGA-II de Deb. On dé�nit 
ette notionau sein de la population Pareto-optimale Ppareto 
omme :
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a
ité 311Dé�nition E.1 : [Pareto-effi
a
ité d'ordre k℄Soit un individu x ∈ Ppareto. Cet individu est dit Pareto-e�
a
e d'ordre k si quel que soit lesous-espa
e de dimension k de l'espa
e des obje
tifs Eobf , il est non dominé dans 
e sous-espa
e.En termes plus 
on
rets, la Pareto-e�
a
ité traduit le degré de "non dominan
e" des individusPareto-équivalents : plus les individus seront dominés par le reste des optima sur un grand nombred'obje
tifs, moins ils seront e�
a
es. La Pareto-e�
a
ité d'ordre I est trivialement équivalente àla Pareto-optimalité 
lassique, 
e qui permet don
 d'a�rmer que l'e�
a
ité 
onstitue une générali-sation du 
on
ept de Pareto-dominan
e. L'e�
a
ité d'ordre 1 n'est pas dé�nie, le niveau minimumétant 2. Elle n'est don
 dé�nie que pour I > 3.Le tableau [E.2℄ donne un exemple pour quatre obje
tifs . Les niveaux d'e�
a
ité sont partiel-lement 
ontraints : pour au moins I = 4 ou I = 5 la présen
e d'un seul individu e�
a
e d'ordre 2implique né
essairement que les autres individus sont au mieux e�
a
es d'ordre 4.Individu i f1(xi) f2(xi) f3(xi) f4(xi) Pareto-e�
a
itéI 5 1 1 2 2II 6 6 6 0 4III 0 2 3 4 4Tab. E.2 � Exemple de Pareto-e�
a
itéL'algorithme POGA (Pareto Ordering Geneti
 Algorithm) donné dans [38℄ fait intervenir laPareto-e�
a
ité lors des phases de séle
tion, mais uniquement pour les individus du front dominant.En supprimant, ou au moins en é
artant, les individus optimaux mais fortement dominés, on se
on
entre sur les "meilleurs parmi les meilleurs" et on peut ainsi espérer a

élérer le pro
essusde 
onvergen
e. Les individus peu e�
a
es peuvent être perçus 
omme un bruit au sens de la
onvergen
e puisqu'ils n'introduisent qu'une amélioration assez faible. De 
e point de vue, l'e�
a
itéreprend les mêmes prin
ipes généraux que l'élitisme mais les deux appro
hes restent 
ependantfondamentalement di�érentes.La te
hnique est apparue assez ré
emment et, selon ses inventeurs, semble prometteuse pourles 
as ave
 beau
oup d'obje
tifs. Cependant, elle peut introduire un biais non négligeable dansl'optimisation. Imaginons qu'il existe un individu optimum qui soit dominé sur tous les 
ritères saufun noté fk, 
elui-
i étant en revan
he largement meilleur que pour les autres individus optimaux.On peut dans l'absolu souhaiter garder 
et individu, 
ar il o�re une tendan
e intéressante tant dupoint de vue de l'optimisation que de l'analyse de la physique sous-ja
ente (
ela peut être le signed'une dis
ontinuité forte dans l'obje
tif, ouvrant peut-être sur une zone en
ore meilleure de l'espa
eparamétrique). Or en utilisant le 
on
ept de Pareto-e�
a
ité, 
et individu sera probablement négligé
ar il sera moins bien 
lassé que les individus optimaux e�
a
es mais "moyens" au sens de la fon
tionoje
tif fk. En supposant qu'il n'existe pas d'individu très e�
a
e (ordre 2 ou voisin), la méthodetendra à privilégier les individus "moyens" dans l'espa
e obje
tif.Cette te
hnique n'est vraiment pertinente que pour des 
as présentant beau
oup (≫ 5) de
ritères. Dans le 
as 
ontraire, les algorithmes 
lassiques 
onstruits sur la Pareto-optimalité sont àpeu près équivalents en terme de prin
ipe et don
 de 
onvergen
e. Compte tenu de toutes les limitesévoquées, on laissera de 
�té 
ette te
hnique.



312 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesE.6 Préservation de la diversitéComme on vient de l'introduire ave
 l'élitisme, il est parfois né
essaire de faire des 
hoix entre lesindividus puisqu'on travaille ave
 des populations de tailles 
onstantes. Le premier 
ritère est bienévidemment l'adaptation de 
haque individu. Cependant, on ne peut ex
lure que deux individusmis en 
on
urren
e soient équivalents du point de vue de 
e 
ritère, notamment dans le 
as où lesindividus sont rangés par fronts, don
 par groupes similaires. Il 
onvient alors de dé�nir des 
ritèressupplémentaires pour les départager. On évitera d'ores et déjà d'utiliser le numéro de la génération,pour 
hoisir par exemple les individus les plus ré
ents, puisque le même problème peut se poser.Pour fa
iliter la 
onvergen
e et l'exploration opérées par l'algorithme, on a introduit un ensembled'opérateurs visant à assurer une 
ertaine diversité des individus. On 
her
he en e�et une populationoptimale dé
rivant le mieux possible le front de Pareto, 
'est à dire une population :
• qui soit sur le front de Pareto (
'est une éviden
e) et non pas sur un optimum lo
al.
• qui soit su�samment dispersée pour qu'une grande région du front soit peuplée d'individus.Ainsi, plus la population sera variée, plus il sera fa
ile d'obtenir 
es deux 
onditions. La diversitéest une notion essentielle surtout pour les problèmes d'optimisation multimodaux.On a déjà vu que la diversité était en grande partie assurée pas la mutation, néanmoins uti-lisée ave
 beau
oup de par
imonie a�n de ne pas perturber la 
onvergen
e, et dans une moindremesure par le 
roisement. La varian
e de la population est en revan
he réduite par la séle
tionpré-reprodu
tri
e.L'idée de 
ritère supplémentaire la plus naturelle dans 
e 
ontexte est don
 
elle d'une mesurede la diversité.E.6.1 Appro
he de ni
he - SharingLe 
on
ept qui inspire 
ette première appro
he est assez simple : si un individu du front dePareto a beau
oup de voisins pro
hes, il existe quelque part sur le front un autre individu ayant peude voisins. On distingue ainsi des "ni
hes" dans la population, 
ertaines étant densément peuplées,d'autres pas. Il faut don
 privilégier les se
ondes pour espérer avoir une meilleure des
ription dufront. En pratique, 
ela passe par une dégradation de la �tness des individus dans les zones den-sément peuplées. Le "sharing" est une version de ni
he introduite par Goldberg et Ri
hardson [64℄pour traiter 
e problème. Les auteurs 
ommen
ent par dé�nir une adaptation partagée ("shared �t-ness") 
omme étant le rapport entre la �tness fi d'un individu au nombre de voisins ("ni
h 
ount")

mi présents dans la ni
he de 
et individu. Ils avan
ent qu'à l'équilibre, les ni
hes sont 
ara
tériséespar :
fi

mi
=

fj

mj
,∀i, j (E.16)On dé�nit le nombre mi 
omme :

mi =

N∑

j=1

Sh(d(i, j)) (E.17)où
Sh(d(i, j)) =

{
0 si d(i, j) > σs

1 −
(

d(i,j)
σs

)α
sinon

(E.18)
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d(i, j) étant la distan
e eu
lidienne entre les individus i et j, 
al
ulée dans l'espa
e paramétrique, et
σs un rayon de ni
he de référen
e, imposé par l'utilisateur, de même que l'exposant α. Ce derniern'a semble t-il pas beau
oup d'e�et [27℄ et il est dans la plupart des appli
ations pratiques pris égalà 1. De 
ette dé�nition on déduit que pour une "�tness" identique, l'algorithme assigne une "shared�tness" plus faible aux individus présents dans les ni
hes très peuplées.Cette dé�nition ne doit pas se substituer au partage selon l'adaptation, mais seulement interveniren 
omplément. En e�et, ave
 la relation (E.16), on 
omprend que deux fronts su

essifs tendraient,par 
ette seule séle
tion, à disposer d'un nombre di�érent d'individus. En parti
ulier, le front dePareto qui peut être 
onsidéré 
omme la ni
he d'adaptation fpareto = 1 se verrait dépeuplé au pro�tdes autres fronts de rangs fj supérieurs. De 
e fait, le sharing n'a vraiment de sens que dans la
omparaison d'individus d'égale adaptation.La valeur de σs est 
ritique et 
onstitue à 
e titre une limitation pour l'emploi de 
ette méthode.La dé�nition de la taille des ni
hes revient impli
itement à dé�nir un nombre de ni
hes et don
 dezones optimales possibles. Si le front de Pareto est dis
ontinu, et si on dispose a priori du nombre desous-ensembles, le réglage est fa
ile. A l'inverse, dans le 
as général il faudrait idéalement disposerdu rayon moyen d'attra
tion des optima, mais 
ette valeur n'est pas 
onnue à l'avan
e, sauf dansles 
as tests. Deb et Goldberg [32℄ proposent une dé�nition 
orrespondant à q ni
hes équirépartiesdans l'espa
e paramétrique :

σs =
0.5
√∑P

p=1 (xR
p − xL

p )2)

P
√
q

(E.19)Une autre dé�nition est donnée par Horn et Nafpliotis [79℄ pour tenir 
ompte de la représentation�nale du front de Pareto. Ils 
her
hent à répartir le plus possible les individus sur la surfa
e du frontde Pareto. Pour 
e, ils dé�nissent :
(σs)

P−1 =
Spareto

N
(E.20)

Spareto étant une mesure de la surfa
e du front de Pareto dans l'espa
e paramétrique. Cette deuxièmeméthode présente néanmoins l'énorme in
onvénient de demander des informations sur le front dePareto qui est généralement in
onnu. Suivant le même type de démar
he, Fonse
a et Flemming [51℄proposent une troisième règle pour un 
al
ul de σ à 
haque génération. Il n'existe apparemment pasde 
omparaison �able des di�érentes méthodes.E.6.2 Crowding Distan
eLa deuxième "mesure" de la diversité a été introduite par DeJong [35℄ sous le nom de 
rowdingdistan
e. La di�éren
e la plus remarquable par rapport au sharing réside dans le fait que 
ettemesure est dé�nie dans l'espa
e des obje
tifs. On dé�nit ainsi une distan
e dcrowding d'un individu
k 
omme :

dcrowding(k) =
I∑

i=1

(f
(k−Sup)
i − f

(k−Inf)
i ) (E.21)où f (k−Sup)

i et f (k−Inf)
i sont les valeurs des obje
tifs pour les plus pro
hes voisins en
adrant l'individu

k dans l'espa
e obje
tif, pour 
haque dire
tion.Graphiquement (et algorithmiquement), 
ela revient à déterminer quels sont les deux pluspro
hes voisins de part et d'autre de l'individu 
onsidéré dans l'espa
e obje
tif et à additionnerles dimensions des hyper
ubes dé�nis par 
es voisins. Le 
as bi-obje
tifs est illustré sur la �guresuivante (Fig. E.10).
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Fig. E.10 � Crowding distan
eOn remarquera à 
e niveau que pour I > 3, il n'y a au
une obligation que les individus voisins eten
adrants soient les mêmes dans 
haque dire
tion. Le 
as général est illustré sur la �gure suivante(Fig. E.11) pour I = 3. Les individus k, I, II et III sont tous équivalents au sens de Pareto.

Fig. E.11 � Crowding distan
e - 
as généralAu �nal, la "
rowding distan
e" représente une mesure de la densité lo
ale de la population surle front de Pareto, une petite distan
e 
orrespondant à une grande densité. A 
e titre, le traitementpar 
ette méthode d'une optimisation vise surtout à obtenir rapidement une bonne dis
rétisationdu front de Pareto, la plus équirépartie possible. Elle est employée 
omme un 
ritère supplémentairepour e�e
tuer un tri et une séle
tion parmi les individus équivalents en terme d'adaptation.Fondamentalement, elle privilégie la diversité dans l'espa
e obje
tif, mais on peut logiquementespérer que 
ela se traduise aussi par une diversité dans l'espa
e paramétrique : à 
ondition que leproblème étudié ait une 
ertaine robustesse (i.e. une sensibilité réduite des obje
tifs relativementaux paramètres), la diversité dans l'espa
e obje
tif implique plus fa
ilement la diversité dans l'es-pa
e paramétrique que la relation inverse (deux 
on�gurations paramétriques nettement di�érentespeuvent 
onduire au même résultat 
ar les obje
tifs peuvent être des fon
tions surje
tives).Son prin
ipal avantage par rapport à une appro
he de type "sharing" est qu'elle ne né
essiteau
un réglage par l'utilisateur. On notera que par sa dé�nition, 
ette méthode est impli
itementliée au traitement d'individus appartenant à un même front au sens de Pareto. L'appliquer à desindividus appartenant à plusieurs fronts introduit une erreur de mesure qui tient 
ompte de la
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e entre fronts, 
e qui n'est évidemment pas un 
ritère très pertinent dans un pro
essusitératif d'optimisation, notamment en �n d'optimisation quand les fronts sont assez resserrés.Pour les individus de bord, qui n'ont par dé�nition pas de voisins les en
adrant, on attribue unedistan
e arbitraire, généralement prise à +∞.E.6.3 Limites d'utilisation de 
es méthodesCes deux méthodes de préservation de la diversité sou�rent d'un défaut majeur. En e�et, ellesfont intervenir, simultanément et sans distin
tion, tous les paramètres ou tous les obje
tifs. Or,selon le problème 
onsidéré, il peut exister des é
arts 
onsidérables entre 
es derniers, amenant unproblème d'homogénéité en terme d'ordre de grandeur. Une fois de plus, il est né
essaire d'adimen-sionner les grandeurs traitées pour éliminer 
e problème. Pour la "
rowding distan
e", la solutionproposée par [31℄ est d'adimensionner 
haque fon
tion obje
tif par la valeur maximum ren
ontréesur le front traité. Pour le "sharing", le problème est un peu plus 
omplexe à résoudre dans la mesureoù on ne 
onnaît pas for
ément de valeurs limites des paramètres. On peut néanmoins utiliser unevaleur moyenne de 
haque paramètre.E.7 Traitement des 
ontraintesLa gestion des 
ontraintes par les algorithmes génétiques n'a pas en
ore été abordée. Or 
etaspe
t peut être assez problématique ave
 les algorithmes génétiques (et plus généralement ave
 lesméthodes évolutionnaires) dans la mesure où 
es derniers ne sont pas limités dans leur re
her
he.Comme on l'a vu pré
édemment, quelques essais ont été faits au niveau des opérateurs pour éviterde générer une solution qui soit en dehors de la plage paramétrique autorisée, mais il n'existeen revan
he au
une méthode pour prendre en 
ompte les 
ontraintes de type inégalités/égalitésdé�nies par les relations gj et hk dans le problème général (4.1). Il est don
 né
essaire de modi�erou d'ajouter des étapes dans le traitement algorithmique pour traiter le problème.On parlera alors d'individus faisables ou infaisables (ou bien irréalistes) selon qu'ils satisfont ounon à toutes les 
ontraintes imposées. Pour les individus infaisables, on désignera par violations de
ontraintes les é
arts observés par rapport au 
ritère. Quel que soit le type de 
ontrainte 
onsidéré,
'est à dire égalité ou inégalité, la violation de la 
ontrainte Γ peut s'é
rire selon les 
onventionsdonnées en (4.1) : violationΓ(x) = |Γ(x)|Insistons sur le fait que pour les inégalités, on a Γ(x) = g(x) si et seulement si g(x) < 0, soit uneviolation e�e
tive, sinon Γ(x) = 0. On peut 
onsidérer que les inégalités 
onstituent des 
ontraintes"faibles", au 
ontraire des égalités. On remarquera que toute égalité peut se traiter exa
tement viadeux inégalités ou bien de manière appro
hée via une seule inégalité.La première possibilité de traitement des 
ontraintes par un algorithme génétique est fort simple :elle 
onsiste à rejeter toute solution infaisable. Cette séle
tion est faite prin
ipalement au niveau dela phase de reprodu
tion [22℄. En pratique, si un enfant est jugé infaisable, il est éliminé au pro�td'un de ses parents. Cette appro
he pose néanmoins une di�
ulté majeure : dans un problème pourlequel il existe beau
oup de 
ontraintes, trouver un individu qui les satisfasse toutes peut être arduet ave
 une telle appro
he, la population risque de ne jamais évoluer. Il est don
 né
essaire d'utiliserune appro
he plus �exible pour traiter e�
a
ement une grande variété de problèmes.



316 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesLa deuxième voie envisageable est une réé
riture du problème. En e�et, pour les 
ontraintesdé�nies analytiquement par une relation d'égalité, on peut éliminer 
ertains paramètres : supposonsque la ki-ème 
ontrainte soit dé�nie par :
hk(x) = 3x1 + x2

2 − x3x1 = 0De manière évidente, en imposant que x2 =
√
x3x1 − 3x1, on est assuré que x véri�era 
ette
ontrainte. Pour k 
ontraintes exprimées, on peut éliminer de l'espa
e de re
her
he k paramètres.Pour 
haque individu non faisable, une fois que les k valeurs 
orre
tes ont été déterminées, il existedeux possibilités de traitement :

• Soit l'individu est réparé dire
tement, 
'est-à-dire que les paramètres défe
tueux sont rempla-
és. On parle alors de réparation "lamar
kienne". Les individus 
orrigés sont alors remis dansla population
• Soit il ne subit pas de modi�
ation de son génome. En revan
he, les valeurs 
orrigées sontutilisées pour le 
al
ul des di�érents obje
tifs et 
ritères [123℄. L'appro
he, quali�ée de "bald-winienne" établit une analogie biologique ave
 les gènes ré
essifs : la mauvaise valeur duparamètre est 
onsidérée 
omme ré
essive. Lo
alisée dans les 
hromosomes de l'individu, elleest dominée par la bonne valeur, 
odée dans un 
hromosome virtuel (il n'est physiquementpas é
rit) et elle ne s'exprime don
 pas. En revan
he, 
e paramètre peut être modi�é par lesdi�érents mé
anismes évolutionnaires et peut (on l'espère) 
onduire à une valeur admissible.Selon [28℄, l'appro
he lamar
kienne est moins e�
a
e que son homologue, malgré sa simpli
itéd'implémentation.Quel que soit le mode de réparation 
hoisi, 
ette te
hnique présente 
ependant deux in
onvé-nients majeurs. En premier lieu, elle est in
apable de traiter des 
ontraintes exprimées sous formed'inégalités. De fait, le 
hamp d'appli
ation est plut�t réduit 
ar 
e type de 
ontrainte est le plusrépandu.En deuxième lieu, l'élimination de paramètres peut aussi être di�
ile. En e�et, dans l'exempledonné pré
édemment, on suppose que x2 est positif, 
e qui n'est pas for
ément le 
as. Du point devue mathématique, on se limitera don
 aux paramètres exprimables sans équivoque en fon
tion desautres. D'autre part, il est né
essaire de faire des 
hoix si jamais plusieurs paramètres sont éligibles.En 
onséquen
e, 
e type de te
hnique ne peut être appliqué qu'au 
as par 
as, ave
 un soinparti
ulier apporté à la reformulation qui demandera un travail de la part de l'utilisateur.La troisième appro
he, et sûrement la plus populaire, est l'utilisation d'une pénalité liée à laviolation de 
ontrainte. En prin
ipe, 
ela revient à pénaliser un individu qui ne respe
terait pas les
ontraintes, 
et individu étant ensuite moins fa
ilement séle
tionné et don
 potentiellement éliminéde la population. La méthode est à 
e titre généralement appliquée avant les phases de séle
tion.Cette te
hnique est dérivée de l'agrégation de fon
tions obje
tifs. Comme généralement il n'existepas de relation hiérar
hique ni de similitude évidente entre 
ontraintes et obje
tifs, il est né
essairede 
ondenser toutes les violations dans un seul s
alaire. On dé�nit ainsi la pénalisation des di�érentsobje
tifs :

fpénalitéi (x) = fi(x) − ri
∑

j

|g(x)| (E.22)Le ve
teur de pondération r = (ri) est spé
i�é par l'utilisateur. Il sert à assurer une 
ohéren
een ordre de grandeur entre les obje
tifs et les violations. On remarquera la similitude de l'équa-tion (E.22) ave
 une appro
he de type Lagrangienne pour un problème 
ontraint. I
i, le terme de



E.7. Traitement des 
ontraintes 317
ontrainte présent dans le Lagrangien est rempla
é par le terme de violation des 
ontraintes, le mul-tipli
ateur de Lagrange variable étant rempla
é par la 
onstante r. Sous 
ette forme, on supposeraen outre que les termes de violation gj sont adimensionnés pour ne pas introduire de disparité parmiles 
ontraintes.Le réglage de r est 
ritique, et 
e à deux niveaux.
• Au premier niveau, si on 
hoisit r tel que |r| est faible, la pénalité sera globalement faibleau risque de négliger les 
ontraintes. A l'opposé, un r trop fort va sur-pénaliser les solutionsinfaisables et on risque de retrouver les problèmes inhérents à la première appro
he.
• Au se
ond niveau, la donnée de 
haque ri est elle aussi problématique. La disparité entre
es 
oe�
ients va générer une di�éren
e de traitement pour les obje
tifs, le risque étant d'enprivilégier 
ertains. Le front de Pareto obtenu à 
onvergen
e se basant sur les fpénalitéi , on
omprend que de 
ette manière il est possible d'introduire un biais réduisant ou déformant le"vrai" front de Pareto.Le paramètre r doit don
 être réglé �nement en fon
tion du problème traité, 
e qui né
essite un
ertain nombre de tests préparatoires. Dans 
es 
onditions, la méthode perd un peu d'intérêt.Certains auteurs [78, 131℄ ont proposé des variations sur 
ette te
hnique pour in
lure un réglagedynamique de r, faisant é
ho au 
as où un des obje
tifs 
hangerait notablement. Dans l'ensemble,les méthodes dynamiques restent peu appliquée dans la plupart des études.La dernière grande 
lasse de traitement des 
ontraintes 
her
he à éviter les défauts pré
édents.Pour 
ela, il est né
essaire de dé
oupler violation des 
ontraintes et obje
tifs. En faisant 
ela, onrend l'utilisation du ve
teur r inutile, et il est même possible de se passer de l'agrégation desviolations. Con
rètement, il su�t de rempla
er les opérateurs de séle
tion 
lassique par des versionsplus évoluées prenant en 
ompte la satisfa
tion des 
ontraintes. S
hématiquement, on peut résumerles di�érents opérateurs proposés dans la littérature par les règles suivantes. Pour 
omparer deuxindividus :1. Si les deux entités sont faisables, on fait un appel à un 
ritère 
lassique, généralement le rangde Pareto.2. Si l'un des deux individus est infaisable il est rejeté.3. Si les deux sont infaisables, on fait appel à une 
omparaison sur la violation de 
ontraintes.Les di�éren
es qui apparaissent ensuite entre les méthodes de 
e type résident essentiellementdans la dé�nition pré
ise des 
ritères de 
hoix pour les 
as 1 et 3. La méthode de Jiménez et al.[93℄ fait par exemple intervenir des ensembles annexes de solutions faisables (
as 1) ou infaisables(
as 3) pour 
omparer ave
 les deux individus séle
tionnés pour le tournoi. Si 
es derniers s'avèrentéquivalents au regard de 
ette 
omparaison, on utilise alors un 
ritère supplémentaire 
omme lesmesures de sharing pour faire le 
hoix �nal.Le tournoi de Ray et al. [152℄ fait quant à lui intervenir un triple 
lassement de tous les in-dividus : un 
lassement de Pareto sur les obje
tifs, un 
lassement de Pareto sur les violations de
ontraintes (les individus faisables étant de rang 1), et en�n un 
lassement de Pareto sur les ob-je
tifs et les violations simultanément. Dans 
ette dernière appro
he, il n'est même pas né
essaired'adimensionner les violations pour e�e
tuer les 
lassements. On trouvera un aperçu assez 
ompletdes di�érentes méthodes dans l'ouvrage de Deb [28℄.La for
e de 
ette dernière 
lasse de traitement réside dans sa généralité. Elle ne né
essite en e�etpas de réglage parti
ulier de la part de l'utilisateur et peut don
 être appliquée sans trop d'e�ortsà nombre de problèmes.



318 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesE.8 Algorithmes distribués, hiérar
hiques et multi-niveauxIl est 
onnu que le plus gros frein à l'utilisation des algorithmes génétiques en ingénierie est leur
onsommation importante de ressour
es. En e�et, les algorithmes génétiques travaillent en généralsur des populations de l'ordre de quelques 
entaines d'individus. Cha
une des solutions doit fairel'objet d'une évaluation pour que le pro
essus puisse 
ontinuer. Or, dans 
ertains domaines et plusparti
ulièrement en mé
anique des �uides, le 
al
ul de la solution est très 
oûteux en temps et enressour
e informatique. Il n'est pas rare d'avoir des 
al
uls longs de plusieurs jours pour obtenirun 
hamp aérodynamique raisonnablement 
onvergé. Multiplié par le nombre d'individus et degénérations, le problème devient vite insurmontable.La première te
hnique utilisable est l'appro
he distribuée [99℄. Elle est 
alquée sur le développe-ment du 
al
ul s
ienti�que parallèle. En pratique, on ne 
onsidère plus une seule grosse population,mais un ensemble de sous-populations reliées entre elles par un graphe à dé�nir. Chaque sous-population est soumise à évolution pendant un 
ertain laps de temps, généralement appelé époque.A la �n de 
haque époque, les sous-populations é
hangent des informations ave
 leurs voisines,en transmettant par exemple les meilleurs individus trouvés. L'avantage de la méthode est qu'elleutilise des populations plus petites, et elle semble demander moins d'évaluation qu'un algorithmegénétique 
lassique pour 
onverger [187℄. Un autre point intéressant émergeant de 
ette méthodeest la possibilité d'employer di�érents algorithmes génétiques pour traiter les sous-populations :en réglant spé
i�quement 
ha
un relativement à la population traitée, on peut ainsi optimiser la
onvergen
e.A�n de gagner en e�
a
ité, Sefrioui et Périaux [165, 66℄ ont imaginé de 
onstruire des algo-rithmes ave
 une stru
ture hiérar
hisée. Le 
÷ur de leur méthode est d'utiliser plusieurs niveauxd'approximation pour l'évaluation des individus. I
i aussi, on 
onsidère plusieurs sous-populationsévoluant indépendamment pendant des périodes puis subissant des phases d'é
hanges. Ces sous-populations sont maintenant 
lassées par niveaux selon un arbre binaire. En bas de l'arbre, onutilise des solveurs très approximatifs pour évaluer les individus. Au fur et à mesure qu'on montedans l'arbre, les solveurs sont a�nés, le dernier niveau ayant idéalement le solveur le plus pré
ispour pro
éder à une optimisation �ne. Dans le 
adre du 
al
ul numérique, on peut parfaitementutiliser plusieurs niveaux de ra�nement de maillage pour 
réer plusieurs niveaux d'évaluation.La �gure suivante (Fig. E.12) montre un algorithme à trois niveaux pour lequel on a 
hoisi degarder des sous-populations de tailles égales.

Fig. E.12 � Algorithme à stru
ture hiérar
hiquePendant les phases d'é
hanges, les meilleurs individus sont 
opiés vers les niveaux supérieurs où
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hiques et multi-niveaux 319ils sont alors réévalués pour avoir une meilleure estimation de leur adaptation. Les pires individussont aussi transmis vers les niveaux inférieurs.De 
ette manière, on e�e
tue en bas de l'arbre une exploration de l'espa
e : la population desniveaux inférieurs est beau
oup plus importante, don
 plus à même de re
ouvrir l'intégralité de lasurfa
e. Pour autant, grâ
e aux solveurs appro
hés, 
ette exploration n'est pas très 
oûteuse. De
ette exploration, on ne retient que les zones semblant optimales, lesquelles sont transmises auxniveaux supérieurs. Ces zones, qui représentent un nombre plus restreint d'individus, sont alorsévaluées et optimisées plus �nement. Dans le niveau �nal, seuls les individus sur le front de Paretosont traités et optimisés très �nement, 
e qui demande un e�ort de 
al
ul global assez faible enraison de la faible taille de la population. C'est bien évidemment la population de 
e dernier niveauqui 
onstitue le résultat de l'optimisation.Les auteurs ont en outre proposé une petite modi�
ation de leur méthode. Ils reprennent l'idéed'algorithmes distin
ts apparue dans les méthodes distribuées. De 
ette façon, on peut alors renfor
erle 
ara
tère exploratoire des niveaux inférieurs, en introduisant une probabilité de mutation forte parexemple, et privilégier uniquement l'optimisation dans les étages supérieurs. De manière générale, onremarquera que 
ette appro
he hiérar
hique est 
on
eptuellement pro
he de la te
hnique multigrilleen 
al
ul 
lassique.Les algorithmes hiérar
hiques font partie d'une 
lasse plus générale, 
elle des algorithmes multi-niveaux [57, 97℄. Les algorithmes multi-niveaux se partagent selon trois "modes" prin
ipaux :
• évaluation : les algorithmes hiérar
hiques tels que présenté pré
édemment
• méthode de re
her
he : les algorithmes hybrides
• paramétrisation : les algorithmes à paramétrisation multiple

Fig. E.13 � Algorithmes Multi-niveaux (Reproduit de Kampolis,2008)Dans les deux derniers modes, on soulignera qu'il est possible de garder une notion de hiérar
hie.Les algorithmes hybrides font intervenir à la fois une optimisation de type génétique et une appro
hedire
te. L'appro
he dire
te assure la 
onvergen
e rapide de quelques individus vers un optimum, lesmé
anismes génétiques permettant de ne pas rester piégé par les optima lo
aux.Dans l'appro
he à paramétrisation multiple, on 
hoisit de supprimer 
ertains paramètres enfon
tion du niveau. Ce
i est surtout valable quand le problème présente beau
oup de paramètres.En 
onséquen
e, 
ertains niveaux ne traitent que quelques variables, d'autre traitent tous les pa-ramètres. Les premiers niveaux génèrent don
 des optima sur des problèmes restreints, lesquels



320 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquessont ensuite repris sur des problèmes de plus en plus 
omplets pour aboutir à la solution du vraiproblème. Cette te
hnique est généralement appliquée au problème d'optimisation de forme.E.9 Evaluation des individusDans les parties pré
édentes, on a toujours supposé qu'il était possible d'obtenir simplementune évaluation des individus 
onsidérés a�n de poursuivre l'optimisation. On se restreindra i
ivolontairement aux 
as impliquant une simulation numérique pour e�e
tuer l'évaluation, mais onpourrait généraliser sans erreur la problématique aux 
as expérimentaux. Cette hypothèse est valabletant que le problème traité est simple, tant du point de vue de la physique que de la pré
ision requise.Cependant, en mé
anique des �uides, et plus généralement dans les domaines faisant appelà la résolution d'équations non linéaires pour la simulation des phénomènes physiques, le termesimple n'est pas de mise. La résolution des équations de Navier-Stokes se fait itérativement, ave
un temps de 
onvergen
e plus ou moins long selon la 
omplexité de l'é
oulement 
onsidéré. De plus,les exigen
es a
tuelles sur la �délité de la modélisation impliquent l'utilisation de maillages de plusen plus �ns et don
 lourds, 
e qui ralentit en
ore plus la simulation. Pour une simulation RANSsur une géométrie "industrielle" (aube de 
ompresseur ou turbine, vanne, inje
teur, et
...), il n'estaujourd'hui pas rare de devoir attendre plusieurs jours avant d'atteindre un niveau de 
onvergen
eautorisant une exploitation �able, 
e qui représente un 
oût non négligeable.Selon la méthode d'optimisation utilisée, on peut ou non se permettre d'envisager une simulationdire
te. Par exemple, pour une méthode dire
te e�
a
e, et en supposant que la 
on�guration initialene soit pas trop éloignée d'un optimum, l'optimisation se fera idéalement en quelques pas. Si la
on�guration ne né
essite que quelques heures de simulation, la te
hnique reste réaliste. A l'inverse,s'il est né
essaire de faire beau
oup d'itérations, la simulation dire
te de 
haque individu devientvite utopique.Bien que méthodes dire
tes et évolutionnaires soient toutes soumises à 
e problème, les dernièresy sont les plus sensibles. On se rappellera que les méthodes métaheuristiques en général, et lesalgorithmes génétiques en parti
ulier, font appel à des populations de plus ou moins grandes tailles.Des groupes de plusieurs 
entaines d'individus ne sont pas ex
eptionnels et sont de plus re
ommandéspour garantir la 
onvergen
e de l'optimisation vers le front de Pareto. A 
haque itération, on peutdon
 
réer plusieurs 
entaines de nouveaux individus, et il est souvent (toujours) né
essaire de traiterun grand nombre de générations. Pour une seule optimisation, un algorithme génétique performanttraitera plusieurs milliers d'individus avant d'aboutir à la population optimale. Pour 
ette raison,il est aujourd'hui bien 
onnu que les algorithmes génétiques sont inexploitables en mé
anique des�uides s'ils n'ont pas fait l'objet d'une modi�
ation sur la phase d'évaluation.Il n'y a pas beau
oup de solutions au problème posé par la phase d'évaluation. Soit on a

eptede simpli�er le problème en adoptant par exemple une modélisation plus simple (Euler au lieu deNavier-Stokes, maillage beau
oup plus grossier, ...) 
e qui n'est souvent pas possible, soit on utiliseune méthode appro
hée pour évaluer les individus. C'est 
ette deuxième voie que l'on présentemaintenant.E.9.1 Appro
he paramétriqueDans 
ette te
hnique d'évaluation, on déterminera les 
ara
téristiques des individus au moyend'un modèle donnant les variations de 
haque obje
tif autour d'un point de référen
e. Il s'agit de la



E.9. Evaluation des individus 321mise en ÷uvre et de l'exploitation du résultat de la paramétrisation tel qu'il peut être obtenu ave
un solveur 
omme Turb'Opty. Il s'agit fondamentalement d'une extrapolation puisque toutes lesdonnées né
essaires à la re
onstru
tion sont déterminées en un point, 
e point étant le seul faisantl'objet d'une évaluation pré
ise dire
te. On ne reviendra pas sur les di�érentes te
hniques de re
ons-tru
tion présentées auparavant, 
ha
une présentant des avantages 
ertains selon le 
omportementdes obje
tifs à re
onstruire.En émettant l'hypothèse que la physique simulée ait un 
omportement polynomial d'ordre faible,
ette te
hnique permet de re
onstruire ave
 une série de Taylor une approximation de 
haque obje
-tif. Si on suppose par exemple que tous les obje
tifs ont un 
omportement quadratique relativementaux paramètres, il est possible d'obtenir une re
onstru
tion exa
te de 
es 
ritères via une série deTaylor à l'ordre 2. Dans le 
as général, l'erreur sera d'autant plus grande que l'individu testé seraéloigné du point de référen
e.Comparativement aux interpolations présentées ensuite, l'avantage de l'extrapolation est bienévidemment de ne né
essiter qu'un seul point de référen
e, ave
 plus ou moins de dérivées. Laquestion de l'é
hantillonnage né
essaire à l'interpolation ne se pose pas i
i, 
e qui réduit de faitl'intervention humaine et les biais qu'elle peut engendrer dans la re
onstru
tion. La seule limitationest alors le nombre d'informations disponibles au point de référen
e ou plus prosaïquement le nombrede dérivées, lequel détermine la pré
ision de la re
onstru
tion en tout point de l'espa
e paramétrique.E.9.2 Modélisation interpolatri
e de la populationDans 
ette deuxième 
lasse générale, l'évaluation des individus se fait sur la base d'un modèlesur plusieurs individus. En e�et, on supposera qu'on dispose au départ d'un ensemble d'individusde référen
e (aussi appelés é
hantillons) pour lesquels les di�érents obje
tifs sont 
onnus de manièrepré
ise. On 
onstruit ensuite une modélisation analytique de la population à partir de 
et ensemble.Cette 
lasse est désignée génériquement dans la littérature par le terme métamodèle.Les métamodèles relèvent tous d'une interpolation, plus ou moins 
omplexe et pré
ise : puisqu'onne 
onnaît que la valeur des obje
tifs pour 
haque individu, une modélisation pertinente ne pourraêtre mathématiquement déterminée qu'ave
 une fon
tion imitant quelques individus de référen
e.La problématique de la 
onstru
tion de l'é
hantillonnage initial ne sera pas abordée en détail i
i.On supposera dans le 
as général que l'é
hantillonnage est aléatoire, mais il est parfois obligatoired'imposer des 
ontraintes de répartition a�n de garantir une bonne approximation.E.9.2.1 Surfa
e de réponseLe modèle interpolatoire le plus simple et le plus 
ourant est bien évidemment la surfa
e deréponse [141, 170℄. De manière 
lassique, on reproduit les fon
tions obje
tifs f par des polyn�mes
f̃(x). Si on 
hoisit une re
onstru
tion 
ubique, on a ainsi :

f̃SR(x) =a0 + a1x1 + a2x2 + ...+ aPxP

+ a11x
2
1 + a12x1x2 + ...+ a1Px1xP

+ ...+ aPPx
2
P

+ a111x
3
1 + a112x

2
1x2 + ...+ aPPPx

3
p

(E.23)Les 
oe�
ients ai, aij et aijk étant déterminés par rapport à une population de référen
e pourlaquelle on dispose déjà d'évaluations. Le 
al
ul des 
oe�
ients est généralement e�e
tué par unerégression aux moindres 
arrés, 
'est à dire en minimisant ∥∥∥f̃(x) − f(x)
∥∥∥

2
.



322 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesL'utilisation d'une surfa
e de réponse soulève plusieurs problèmes. Tout d'abord, il est né
es-saire du point de vue mathématique de disposer au moins d'autant d'é
hantillons de référen
e quede 
oe�
ients a�n d'éviter une indétermination. Cette 
ontrainte est très vite limitante puisquepour P paramètres, une modélisation linéaire utilise par exemple P + 1 
oe�
ients, une appro
hequadratique 1 + 2P + (P − 1)!. Quand P augmente, on doit ainsi fournir très vite un grand nombred'é
hantillons : la seule 
onstru
tion de la population de référen
e demande alors un nombre nonnégligeable de 
al
uls par solveur 
lassique et on perd ainsi l'intérêt de l'utilisation d'un métamodèle.Le deuxième in
onvénient de 
ette méthode est qu'elle implique une hypothèse sur la 
omplexitéde la vraie physique. Il est évident qu'une surfa
e de réponse linéaire appliquée à une fon
tion globa-lement quadratique va générer une erreur d'évaluation 
onséquente, l'erreur s'ampli�ant en
ore si lafon
tion est 
ubique. Or, 
es deux 
omportements sont assez représentatifs de 
e qu'on peut obser-ver en mé
anique des �uides (ave
 bien évidemment des 
omportements d'ordre en
ore plus élevé).Cette remarque, 
ouplée à l'observation pré
édente relative au nombre d'é
hantillons né
essaires,montre 
lairement que 
ette te
hnique n'est pas adaptée à un 
as d'optimisation en mé
anique des�uides : le 
as d'optimisation général étant fortement multi-paramétrique ave
 une physique nonlinéaire, on doit soit privilégier la fa
ilité de mise en ÷uvre au détriment de la pré
ision, soit laré
iproque.En revan
he, les surfa
es de réponse présentent un gros avantage lors de l'utilisation de méthodesdire
tes. De par leur 
onstru
tion analytique, il est possible d'obtenir fa
ilement des informationstelles que le gradient en tout point en dérivant dire
tement l'expression. De 
ette manière, onobtient les dérivées su

essives du modèle sans l'erreur de tron
ature introduite, par exemple, parune di�éren
e �nie.E.9.2.2 KrigingLa deuxième 
lasse de métamodèle 
ouramment utilisée est 
elle du Kriging (Krige,[109℄). Al'origine utilisée en géologie pour prédire les 
on
entrations de minerai à partir de prélèvementspon
tuels, la méthode a été étendue aux problèmes d'interpolation généraux et elle est aujourd'huitrès répandue en optimisation [110, 187, 56℄.La te
hnique du kriging est fondamentalement assez pro
he d'une surfa
e de réponse mais sedistingue par deux points essentiels :
• En premier lieu, les é
hantillons de référen
e sont re
onstruits de manière exa
te.
• La méthode fournit aussi une évaluation de l'in
ertitude de re
onstru
tion en 
haque point.La te
hnique du kriging vise à appro
her 
haque obje
tif selon la formule suivante :

f̃(x) =
∑

j

ajgj(x) + h((x) (E.24)L'approximation est ainsi dé
omposée en deux parties distin
tes.La première partie est une régression linéaire 
omposée de j fon
tions, j étant arbitrairement�xé. La somme peut être rempla
ée sans erreur par un polyn�me de degré arbitraire. Cette partieest utilisée pour 
apter les grandes tendan
es de la population modélisée. A 
e titre, on peut utiliserune appro
he de type surfa
e de réponse pour déterminer les fon
tions. Toutefois, [126℄ et [170℄rapportent que la fon
tion 
onstante g = 1 est quasiment toujours utilisée. Dans 
e dernier 
as, ditkriging ordinaire, on ne retient alors que la valeur moyenne de l'obje
tif traité.La deuxième partie de la dé
omposition est un modèle de pro
essus aléatoire Gaussien à moyennenulle. Ce "bruit" est utilisé de manière à 
e que, pour 
haque é
hantillon de référen
e, on ait
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f̃(x) = f(x). La 
ovarian
e de h est supposée être de forme gaussienne [170℄. La 
onstru
tion dumodèle qui s'en suit est assez 
omplexe, tant du point de vue mathématique qu'algorithmique et nesera pas détaillée i
i. On se réfèrera aux di�érents arti
les 
ités pour des exemples de 
onstru
tion.On pré
isera seulement que f̃ est 
onçue pour être le meilleur estimateur linéaire, non biaisé de f .Ce
i implique notamment les relations suivantes :

∃wj tels que f̃(x) =
∑

= jwj(x)f(x)il n'existe pas de biais en moyenne : E(f̃(x) − f(x)) = 0le meilleur estimateur véri�ant E [(f̃(x) − f(x))2
]

= 0Une des 
ara
téristiques intéressantes du kriging est qu'elle fournit à l'utilisateur une estimationde l'in
ertitude pour 
haque individu traité. Cette dernière est de la forme [56℄ σ(1−cT (x)C−1c(x)),où les c et C sont respe
tivement le ve
teur d'auto-
orrélation de la population de référen
e et lamatri
e de 
orrélation de 
ette même population. Pour les individus de référen
e, 
ette in
ertitudeest bien évidemment nulle. On peut alors tra
er la 
ourbe interpolée et l'enveloppe 
orrespondantà l'in
ertitude 
omme sur la �gure (Fig. E.14).

Fig. E.14 � Re
onstru
tion par KrigingLe fait de disposer de 
ette in
ertitude permet, au sein d'une appro
he mixte faisant intervenir àla fois des solveurs standard et un métamodèle, d'établir si le nouvel individu doit faire l'objet d'uneévaluation pré
ise. Si un individu prometteur est par exemple trouvé au maximum d'in
ertitude, ilest pertinent de véri�er que le résultat prédit est �able. De manière plus générale, le kriging peutservir pour redé�nir l'obje
tif en posant la fon
tion de mérite [179℄ :
m(x) = f̃(x) − ρp(x) (E.25)où p est l'in
ertitude et ρ un 
oe�
ient. En optimisant le mérite, on séle
tionne alors les individusprésentant une faible approximation de l'obje
tif ou une très grande in
ertitude. On se base alorssur l'idée (optimiste) que les individus in
ertains seront généralement meilleurs que la prédi
tionqui en est faite. On peut ainsi retrouver des zones optimales qui auraient été perdues par la simpleinterpolation. Ce 
as est illustré sur la �gure (Fig. E.15) où la fon
tion exa
te est représentée entrait plein, l'approximation et l'enveloppe étant en pointillés. L'optimum lo
al A est bien dé
rit parles deux fon
tions, mais du fait d'un manque de points, la zone B n'est pas optimum du point devue de l'approximation. Si on 
onsidère en revan
he le mérite, et don
 l'enveloppe d'in
ertitude, onpeut retrouver un optimum en B, même si 
e dernier reste alors lo
al, 
ontrairement à la réalité.
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Fig. E.15 � Déte
tion d'un optimum par une appro
he au mériteL'optimisation par le mérite n'est totalement pertinente que si elle entraîne de temps à autrel'évaluation pré
ise de quelques individus pour re
aler l'interpolation. Dans le 
as 
ontraire, onrestera indé�niment soumis à l'in
ertitude et il peut apparaître de faux optima uniquement généréspar l'utilisation optimiste de l'in
ertitude.Outre les limites inhérentes à une te
hnique d'interpolation, la plus grosse di�
ulté limitantl'emploi du kriging reste la détermination de la fon
tion d'interpolation. Le 
al
ul des di�érents
oe�
ients peut s'avérer extrêmement 
oûteux en temps pour 
haque obje
tif, d'autant plus que lenombre de paramètres est élevé. Cette te
hnique est don
 généralement utilisée pour des optimisa-tions simples.E.9.2.3 Réseaux de neurones arti�
ielsLes réseaux de neurones les plus 
lassiques (parfois appelés "multilayer per
eptrons") sont une
lasse d'interpolateurs 
onstruits initialement pour imiter le fon
tionnement du 
erveau, notammentpour des appli
ations telles que l'analyse d'image ou de son. Comme leur nom le suggère, ils sont engrande partie 
alqués sur la stru
ture du 
erveau. L'unité de base des réseaux est don
 le neurone.Les neurones sont organisés en 
ou
hes su

essives. Dans un réseau à propagation des
endante (lesplus 
ourants), 
haque neurone reçoit des informations des neurones de la 
ou
he pré
édente, 
esinformations étant additionnées en un signal unique. Selon une loi dé�nie, le neurone va ensuitepropager ou non une version modi�ée de 
e signal.On distingue prin
ipalement trois niveaux dans la stru
ture :1. la 
ou
he d'entrée sur laquelle sont spé
i�ées les P valeurs des paramètres d'un individu2. une ou plusieurs 
ou
hes "
a
hées"3. la 
ou
he de sortie délivrant les approximations des I obje
tifs.La première 
ou
he 
a
hée reçoit dire
tement les paramètres, la dernière émettant des signauxqui en se 
ombinant donne les valeurs des obje
tifs. La stru
ture 
lassique d'un réseau de neuronesest représentée sur la �gure suivante (Fig. E.16) pour deux niveaux 
a
hés.Le premier point important pour le fon
tionnement du réseau de neurones est l'agrégation dessignaux. Le signal reçu par 
haque neurone est en fait une somme pondérée de tous les signauxissus de la 
ou
he pré
édente. La justi�
ation de la pondération est évidente si on 
onsidère qu'unobje
tif est par exemple fi(x) = x1. Pour obtenir le traitement le plus simple possible, il doit exister
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Fig. E.16 � Stru
ture d'un réseau de neuronesune 
haîne de neurones qui ne prenne en 
ompte que le seul signal x1. De manière plus générale,la pondération wij permet de 
ara
tériser la plus ou moins grande dépendan
e de 
haque obje
tifrelativement à 
haque paramètre. Il est aussi possible d'in
lure un biais bi sur 
haque neurone a�nd'introduire des variables de réglages supplémentaires. Dans le 
as le plus général, 
haque neurone
j re
evra don
 le signal :

sj =
∑

k∈
ou
he amontwjkSk + bj (E.26)où Sk est le signal émis par le neurone k.Il existe d'autres formules de 
onnexions, notamment le sigma-pi de Feldman et Ballard [49℄où les signaux entrants se multiplient entre eux, mais 
ette règle ne donne pas toujours de bonsrésultats dans le 
as général.Le deuxième point important est la fon
tion de transfert des neurones qui permet la modi�
ation
Sj = H(sj). Il existe une multitude de fon
tions de transfert possibles [111, 8℄ 
omme un é
helon,une fon
tion linéaire ou la fon
tion sigmoïde :

Hsigmoïde(s) =
1

1 + e−s.C

C étant une 
onstante réglable par l'utilisateur (Fig. E.17). Le 
onsensus général semble s'être établiautour de 
ette dernière fon
tion 
ar elle permet de générer un traitement assez voisin de l'é
helontout en assurant une variation 
ontinue.
Fig. E.17 � Stru
ture d'un neurone et fon
tion de transfert sigmoïdeIl est possible de montrer que les réseaux de neurones sont en théorie 
apables de reproduiren'importe quelle fon
tion 
ontinue de RP dans RI grâ
e au théorème de superposition de Kolmo-gorov [113℄. Selon 
e théorème [187, 73℄, toute fon
tion 
ontinue peut être représentée de manière
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te par un réseau de neurones à trois niveaux 
a
hés, 
haque niveau 
omprenant 2p+1 neuronesave
 des fon
tions de transfert non-linéaires. L'utilisation d'une fon
tion sigmoïde est i
i 
onseilléepuisqu'elle introduit un 
omportement en puissan
e symbolisé par la 
omposition des exponentiellesdes niveaux su

essifs.Une fois les dimensions du réseau dé�nies par l'utilisateur et par le problème étudié, il reste à�xer les poids wjk et, le 
as é
héant, les bj. Cette étape est souvent e�e
tuée itérativement par unpro
essus d'apprentissage supervisé qui voit la 
omparaison entre la prédi
tion du réseau et la vraievaleur pour l'ensemble des é
hantillons de référen
e. Bien évidemment, la taille de la populationde référen
e doit être en adéquation ave
 le nombre d'in
onnues du problème pour éviter touteindétermination. La te
hnique de propagation inverse est la plus utilisée : s
hématiquement, 
haqueindividu est soumis au modèle, l'information se propageant de l'entrée vers la sortie pour générerles valeurs des obje
tifs. L'erreur d'estimation est ensuite propagée en sens inverse, entraînant aupassage la modi�
ation des 
oe�
ients. Il existe néanmoins un grand nombre d'algorithmes possiblespour e�e
tuer la phase d'apprentissage, ave
 un traitement plus ou moins progressif de la mise àjour des poids [57, 56℄. L'apprentissage est souvent e�e
tué préalablement à l'optimisation, mais ilest aussi possible d'y pro
éder en 
ours de 
onvergen
e. On utilise alors plusieurs populations deréféren
e, 
ertaines ne servant que pour le test du réseau et non pas pour l'apprentissage.Les réseaux de neurones sont bien adaptés à la modélisation de fon
tions 
ontinues. On remarqueen outre qu'ils sont 
apables de fournir simultanément tous les obje
tifs, à la di�éren
e d'une surfa
ede réponse. Il est aussi possible d'extraire les valeurs des dérivées de 
haque obje
tif appro
hé pourdes réseaux ave
 peu de niveaux, la tâ
he devenant 
ependant très fastidieuse au fur et à mesureque le réseau grossit. Ces interpolateurs se prêtent de plus assez bien à une 
onstru
tion "en ligne",
'est-à-dire à un apprentissage en parallèle du pro
essus d'optimisation. En 
ontrepartie, ils peuventparfois être déli
ats à régler, demandant une 
ertaine qualité de la population d'é
hantillons. Unautre défaut possible vient de la multipli
ité des sorties : il n'existe pas de moyen simple de 
orrigerspé
i�quement une seule sortie. Si une des approximations est par exemple notablement erronée (lesautres étant 
orre
tes), 
ompte tenu de la stru
ture en 
ou
hes su

essives ave
 une interdépendan
eforte des neurones entre 
haque niveau, la 
orre
tion de l'erreur risque de dégrader les autres sorties.Pour remédier à 
e dernier problème on utilise plusieurs réseaux de neurones, 
ha
un ne traitantqu'un obje
tif, mais 
ela va à l'en
ontre de la simpli
ité et de l'e�
a
ité algorithmique.E.9.2.4 Radial Basis Fun
tionIl existe une autre 
atégorie d'interpolateurs reprenant les prin
ipes généraux des réseaux deneurones baptisés Radial Basis Fun
tion [72, 187, 56℄. Ils se distinguent des pré
édents par unegestion di�érente des transferts d'informations entre niveaux, basée sur une notion de distan
e à unpoint de référen
e.Pour 
ommen
er, les RBF adoptent une stru
ture à plusieurs niveaux dans laquelle on retrouveun niveau d'entrée et un niveau de sortie. En revan
he, il n'existe plus qu'un seul niveau 
a
héde neurones. A 
ha
un de 
es neurones est asso
ié un individu de référen
e cj , lequel est ensuite
omparé ave
 l'individu à évaluer. La fon
tion de transfert de 
haque neurone s'é
rit alors :
Hj(x) = gj(‖x − cj‖) (E.27)où gj est une fon
tion de R, 
ouramment dé
rite dans la littérature 
omme la gaussienne e− (x−cj )2

σ2
j .Dans 
e 
as, on fait intervenir un rayon σj pour déterminer la zone d'in�uen
e. Plus σi sera grand,
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tif quant aux individus traités. La sortie de l'interpolateur est alorsobtenue en e�e
tuant une 
ombinaison linéaire des signaux émis par les neurones :
f̃i(x) = bi +

∑

j

wije
− (x−cj )2

σ2
j (E.28)les bi étant des 
oe�
ients de réglage. Au �nal, le 
alage de l'interpolateur s'e�e
tue au moyen des

wij , bi et cj . La stru
ture globale est illustrée sur la �gure (Fig. E.18).

Fig. E.18 � Stru
ture d'un réseau RBFHormis le nombre de neurones qui doit être spé
i�é à l'avan
e, le réglage de l'interpolateurs'e�e
tue globalement 
omme un réseau de neurones standard [98℄. On retrouve parti
ulièrement lanotion de propagation inverse de l'erreur pour 
orriger les di�érents 
oe�
ients.En 
omparant 
ette appro
he ave
 le réseau de neurones 
lassique, on perçoit le 
ara
tère pluslo
alisé du traitement e�e
tué par 
haque neurone. Si un individu est trop éloigné de l'individude référen
e, il sera ignoré par le neurone 
orrespondant. On voit aussi que les RBF e�e
tuent unpartitionnement naturel de la population. Le nombre de neurones étant �xé, l'apprentissage du RBFrevient :1. à grouper les individus similaires du point de vue des paramètres. Le réglage porte alors surle positionnement des cj et des rayons σi.2. à dé�nir le mieux possible la valeur des obje
tifs asso
iés à 
haque groupe via les wij . Il y alà un e�et de moyenne lié au partitionnement.La phase d'apprentissage des RBF est 
ritique, notamment dans la dé�nition de la populationde référen
e. Imaginons que l'interpolation ne porte que sur un seul obje
tif, et que la population deréféren
e xr soit très dispersée dans l'espa
e paramétrique. Si de plus il y a autant d'individus quede neurones, il existe une solution triviale et exa
te pour le réglage : cj = xr et σj quel
onque. Dans
ette 
on�guration, un nouvel individu qui tomberait entre deux individus de référen
e pourraitalors être ignoré purement et simplement par tous les neurones, aboutissant ainsi à une valeur nullepour l'obje
tif.Ce dernier exemple montre que les RBF doivent être éduqués dans la mesure du possible sur despopulations nettement plus importantes que le niveau 
a
hé. En outre, il 
onviendra de s'assurer
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entre cj et de rayon σj se re
oupent et re
ouvrent par lamême la plus grande partie de l'espa
e paramétrique : dans l'exemple illustré en �gure (Fig. E.18),une grande partie de l'espa
e de dessin n'est pas dé
rite par les zones d'a
tivation.L'intérêt des RBF est d'établir un traitement similaire pour deux individus similaires, 
e qui peutlimiter les erreurs dans le 
as d'un phénomène physique variant peu. En revan
he, si le phénomèneest extrêmement sensible à l'un des paramètres, une petite variation de 
e dernier induira un grosé
art dans l'obje
tif réel, mais pas dans son approximation. Cette 
ara
téristique de lissage devraêtre 
onsidérée soigneusement selon l'algorithme d'optimisation souhaité : on peut supprimer lebruit, 
e qui est béné�que pour les méthodes déterministes, mais on perd alors en pré
ision.E.9.3 Lien ave
 les te
hniques d'a

élération distribuées et multi-niveauxNous avons déjà présenté un 
ertain nombre de te
hniques d'a

élération utilisées par les algo-rithmes génétiques. Ces te
hniques sont globalement 
onstruites sur une dé
omposition en niveauxsu

essifs de l'algorithme, que se soit au niveau des paramètres traités, de la méthode de 
onvergen
eou de l'évaluation. On peut légitimement s'interroger sur le 
ouplage existant entre 
es te
hniqueset les métamodèles présentés.Pour 
e qui est d'une appro
he simplement distribuée, 
'est-à-dire dans laquelle on 
rée arti-�
iellement un 
ertain nombre de sous-groupes qui évoluent indépendamment pendant quelquespériodes, la �nalité est de réduire le nombre d'individus né
essaires à la 
onvergen
e globale del'algorithme. Il n'existe pas à proprement parler de lien évident ave
 les interpolateurs, si 
e n'estque les deux 
ontribuent à réduire le temps de 
al
uls, le premier en diminuant le nombre d'éva-luations, et les se
onds en simpli�ant l'évaluation. L'utilisation simultanée de la distribution et desmétamodèles peut logiquement apporter un gain de temps par rapport aux deux te
hniques prisesséparément.De la même manière, les appro
hes hybrides ou ave
 plusieurs niveaux de paramétrisation nesont pas dire
tement liées aux métamodèles. Cependant, pour les appro
hes hybrides, il peut êtreintéressant d'utiliser plusieurs niveaux d'évaluation. En général, les méthodes dire
tes ne sont appli-quées qu'aux meilleurs individus, peu nombreux, et peuvent don
 être 
ouplées ave
 des évaluationspré
ises. L'exploration large de l'espa
e, assurée par la partie génétique de l'algorithme peut, quantà elle, être 
ouplée ave
 un métamodèle puisqu'il n'est pas né
essaire dans 
e 
as d'être pré
is. Pourles paramétrisations à plusieurs niveaux, le 
ouplage ave
 les métamodèles intervient plut�t dans lesméthodes a

essibles. On a vu par exemple que le kriging n'était pas bien adapté aux optimisationsave
 beau
oup de paramètres. Dans 
ette optique, le kriging pourrait être restreint aux paramé-trisations grossières, les niveaux supérieurs étant par exemple traités ave
 un réseau de neuronesstandard.Pour une appro
he hiérar
hique, le lien est en revan
he évident. Comme les di�érents niveaux sedistinguent par leur modèle d'évaluation, on 
omprend i
i très bien qu'ils puissent faire appel à desmétamodèles ou à une appro
he extrapolée. Cette dernière appro
he se prête parti
ulièrement bienà l'implémentation des réseaux de neurones (
lassique et RBF) et du kriging. Pour les premiers,on a vu qu'il était possible de poursuivre la phase d'apprentissage en 
ours de 
onvergen
e. Pourfaire 
ela, on utilise une appro
he à deux niveaux : le niveau inférieur est o

upé par le réseaude neurones, et le niveau supérieur par un évaluateur "pré
is" (un solveur Euler ou Navier-Stokespar exemple). Les meilleurs individus trouvés par le réseau sont transmis au-dessus, et peuvent par



E.9. Evaluation des individus 329retour servir à mieux éduquer le réseau. Gonzalez et al. [67℄ montrent que l'apprentissage dynamiquepermet une amélioration notable de l'optimisation. Le 
ouplage du kriging et d'un solveur s'e�e
tuede la même manière, mais il est spé
ialement important si on utilise une optimisation au mérite surla base du métamodèle. On a vu que le mérite favorisait les individus ave
 un bon obje
tif ou unegrosse in
ertitude, équivalente à un éloignement des points de référen
e. Dans 
e deuxième 
as de�gure, il est intéressant de véri�er si l'individu présente e�e
tivement un bon obje
tif et de modi�erle kriging en 
onséquen
e, 
e qui permettra in �ne de mieux interpoler 
et obje
tif et, en éliminantl'in
ertitude, de 
on
entrer la notion de mérite sur la re
her
he des bons obje
tifs uniquement.La re
onstru
tion des individus par extrapolation ne présente pas les mêmes spé
i�
ités. Ellepeut être employée sans distin
tion dans tous les 
as, l'évaluation initiale des 
hamps dérivés n'étantpas soumise à un quel
onque 
hangement au fur et à mesure de l'optimisation. Le seul 
ouplageenvisageable repose sur une réévaluation pon
tuelle des dérivées, notamment quand la zone dere
her
he e�e
tive se dé
ale vers les limites de la zone initialement envisagée. On obtient alors unenouvelle référen
e permettant de limiter les erreurs de re
onstru
tion dans son voisinage. Cette miseà jour s'apparente à l'apprentissage progressif des réseaux de neurones.
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Annexe FMéthodes pour la résolution de systèmeslinéaires 
reuxOn 
onsidère i
i les te
hniques de résolution de systèmes linéaires qui sont très utiles pour laparamétrisation. En e�et, le 
al
ul des dérivées par Turb'Opty fait intervenir un système linéairede grande dimension, souvent très 
reux. Dans 
ette partie, on abordera plus spé
i�quement lesméthodes employées pour résoudre 
e type de systèmes.Dans la suite, on 
onsidérera le système linéaire générique suivant :
A.X = B

A ∈ Rn×n, B ∈ Rn (F.1)où l'in
onnue est X.On supposera dans un premier temps que la matri
e A est inversible. On a 
hoisi i
i de restreindrela présentation aux systèmes réels, mais il est important de noter que les méthodes de Krylov peuventaussi être 
onstruites dans le 
as où A ∈ Cn×n, B,XCn, les résultats qui vont maintenant êtreprésentés étant alors fa
ilement transposables au 
as 
omplexe.On remarquera qu'il existe deux appro
hes 
on
eptuellement di�érentes pour résoudre un telsystème linéaire :
• L'appro
he dire
te : on 
al
ule A−1 l'inverse de la matri
e, et on e�e
tue ensuite le produit
A−1.B. C'est l'appro
he la plus naturelle, mais elle demande un e�ort numérique 
onsidérable,notamment pour déterminer l'inverse. En pratique, pour des systèmes linéaires de très grandetaille, le 
oût informatique est tout simplement rédhibitoire et la méthode ne peut don
 êtreappliquée. En outre, 
ette appro
he peut né
essiter de disposer physiquement de la matri
e A(à opposer à un programme 
al
ulant le produit A.X et ne né
essitant don
 pas la 
onstru
tionexpli
ite de A) 
e qui peut là aussi poser des problèmes au niveau de la taille mémoire requisepour le sto
kage de la matri
e.

• L'appro
he indire
te : il su�t de noter que le problème (F.1) peut aussi s'é
rire sous la forme
A.X−B = 0. Il s'agit typiquement d'un problème d'optimisation portant sur un "paramètre"
X et un obje
tif à minimiser dé�ni par la "fon
tion" f(X) = A.X − B. Pour résoudre 
eproblème, on peut alors utiliser des méthodes de des
ente : on passe alors par une série de
orre
tions/évaluations de X pour aboutir à l'optimum qui est i
i la solution du système331
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reuxlinéaire. De 
ette manière, il n'est besoin ni de 
al
uler l'inverse de la matri
e, ni de disposerde 
ette matri
e dans son intégralité. On se 
ontente d'e�e
tuer des produits matri
es-ve
teursqui sont moins 
oûteux informatiquement.La deuxième appro
he est 
elle sur laquelle se fondent les méthodes de Krylov. Pour illustrer lesprin
ipaux mé
anismes entrant dans les méthodes de Krylov et introduire la notion d'espa
e deKrylov, on 
onsidérera l'exemple de la méthode du gradient 
onjugué.F.1 Méthode du gradient 
onjugué - espa
e de KrylovLa méthode du gradient 
onjugué est une méthode bien 
onnue en optimisation et qui s'appliqueaux systèmes linéaires ave
 des matri
es dé�nies positives et symétriques. On 
ommen
era par dé�nirla notion de ve
teurs 
onjugués (par rapport à une matri
e) [1℄.Dé�nition F.1 : [Ensemble de ve
teurs 
onjugués℄Soit un ensemble �ni de k ≤ n ve
teurs distin
ts vm. L'ensemble est dit 
onjugué par rapport àune matri
e A réelle symétrique si :
vT
i Avj = 0 ∀i 6= j (F.2)On montre en outre que des ve
teurs 
onjugués sont linéairement indépendants, i.e. ∑i αi.vi =

0 ⇒ αi = 0. Ils forment don
 une base d'un sous-espa
e spank(vi) (en gardant à l'esprit que
k ≤ n) de Rn. Supposons que l'on 
her
he la solution X̄ ∈ spank(vi) du problème (F.1). Si ondispose e�e
tivement d'un ensemble {vi}i=0,..,k−1 de ve
teurs 
onjugués relativement à A, puisque
es derniers forment une base, on peut alors é
rire que :

X̄ =

k−1∑

i=0

αivi (F.3)soit en
ore ave
 (F.2) et (F.1), pour tout j ≤ k − 1 :
vT
j .A.X̄ =

k−1∑

i=0

αiv
T
j Avi = αjv

T
j Avj = vT

j .(−B) (F.4)On trouve ainsi que les αi s'expriment 
omme :
αi = − vT

i B

vT
i Avi

= − BTvi

vT
i Avi

(F.5)Pour pouvoir aboutir à la solution du système linéaire, il su�t don
 de 
onstruire un ve
teur X̄ selonles formules pré
édentes. La formule (F.3) pouvant notamment s'é
rire sous forme d'une relationré
ursive :
X0 = 0

X1 = X0 + α0v0

...

X̄ = Xk = Xk−1 + αk−1vk−1 =
k−1∑

i=0

αivi +X0

(F.6)



F.1. Méthode du gradient 
onjugué - espa
e de Krylov 333où les αi sont dé�nis par (F.5). Il est possible de reformuler les αi pour mettre en valeur le résidude l'équation(F.1) noté ri = A.Xi −B.A partir de (F.6), on peut ainsi é
rire que :
(X̄ −X0) =

∑k−1
i=0 αivi ⇔ vT

j A(X̄ −X0) = αjv
T
j .A.vj ∀j ≤ k

(Xj −X0) =
∑j−1

i=0 αivi ⇔ vT
j A(Xj −X0) = 0 ⇔ vT

j AXj = vT
j AX0En 
onséquen
e, puisque AX̄ = B = −rj +AXj , on peut don
 a�rmer :

αj =
vT
j A(X̄ −X0)

vT
j Avj

=
vT
j [(−rj +AXj) −AXj ]

vT
i .A.vj

αj = −
vT
j rj

vT
j .A.vj

(F.7)Cette appro
he peut s'interpréter 
omme une optimisation itérative en k pas, 
haque pas étantpris selon la dire
tion vi, la taille du pas étant proportionnelle à l'erreur résiduelle pour (F.1). A 
eniveau, le problème semble presque résolu. Il ne "reste plus qu'à" trouver l'ensemble {vi}i=0,..,k−1.Ce problème est résolu en appliquant la méthode du gradient 
onjugué [74, 1, 36℄ dé�nie 
ommesuit.Pour tout X0,
v0 = −r0

∀i = 0, ..., k − 2




αi =
vT

i .ri

vT
i Avi

Xi+1 = Xi + αivi

βi =
rT
i+1Avi

vT
i Avi

vi+1 = −ri+1 + βivi

(F.8)
Il est possible de montrer que les vi ainsi dé�nis sont bien 
onjugués. On trouve en outre queles ri sont orthogonaux. Ce
i permet de simpli�er les expressions de α et β :

αi =
rT
i .ri

vT
i Avi

βi =
rT
i+1ri+1

rT
i ri

(F.9)On peut justi�er l'emploi du terme gradient en remarquant que l'équation (F.1) n'est que la formedérivée par rapport à X de l'expression C −XT .B + 1
2X

T .A.X où C est une 
onstante. Dans 
es
onditions, le résidu ri de l'équation 
orrespond don
 à la valeur du gradient de la fon
tion 
al
uléen Xi.Il est très intéressant de 
onstater qu'ave
 
ette méthode, toutes les dire
tions vi utilisées dé-
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reuxpendent des pré
édentes. En é
rivant les premières itérations, on trouve :



v0 = −r0
⇒ X1 = X0 − α0r0

⇒ r1 = A(X0 − α0r0) −B
= r0 − α0A.r0

⇒ v1 = −r1 + β0v0
= −(1 + β0)r0 + α0Ar0

⇒ X2 = X1 + α1v1
= X0 − [α0 + α1(1 + β0)] r0 + α1α0Ar0

⇒ r2 = r0 − [α0 + α1(1 + β0)]Ar0 + α1α0A
2r0

⇒ ...En pratique, on peut don
 générer tous les ve
teurs de des
ente vi ainsi que la solution à partirde {r0, Ar0, ..., Ak−1r0
}. On introduit ainsi Kk(r0, A) l'espa
e de Krylov généré par r0 et A. Onsoulignera qu'il existe des espa
es de Krylov pour A quel
onque.F.2 Méthodes de Krylov généralesDe manière plus générale, on quali�era de méthode de Krylov tout algorithme s'appuyant sur unespa
e de Krylov pour 
onverger par approximations su

essives vers la solution du système linéaire(F.1) à partir d'une estimation initiale X0 quel
onque. Les méthodes de Krylov peuvent aussi êtreenvisagées en terme de méthodes basées sur un ensemble "d'espa
es de 
orre
tion" su

essifs et
roissants Ck ⊂ Ck+1 [44℄, la k-ième approximation de la solution du système linéaire étant dé�niepar :

Xk = X0 + ck, ck ∈ CkLa 
onstru
tion des espa
es de 
orre
tion su

essifs 
omme des espa
es de Krylov permet une bonnee�
a
ité des méthodes. En e�et, on peut montrer à partir du polyn�me minimal [83℄ que pour toutematri
e A non singulière, il est possible d'é
rire :
A−1 =

m∑

i=1

αiA
ioù m est le degré du polyn�me minimal et les αi sont des 
oe�
ients dé
oulant de 
e dernier.En parti
ulier, si on é
rit que la solution du système est X = A−1.B, on voit sans peine que Xappartient à l'espa
e de Krylov Km(B,A). Le 
hoix le plus 
ourant est don
 de générer 
es espa
esà partir du se
ond membre B. Si de plus m est faible, 
e qui équivaut à une matri
e ayant peu devaleurs propres distin
tes, on 
omprend que la méthode est assurée de 
onverger en peu d'itérations.Il existe deux grandes 
atégories de méthodes basées sur des espa
es de 
orre
tion et par exten-sion de méthodes de Krylov :

• les méthodes à résidu minimum : Cette 
atégorie repose sur une dé
roissan
e de la normedu résidu du problème linéaire au 
ours des itérations. On 
her
he ainsi une 
orre
tion cktelle que ‖rk‖ = ‖A(X0 + ck) −B‖ = ‖r0 +Ack‖ = minc∈Ck
‖r0 +Ac‖. A la limite, on trouve
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 la solution du problème. C'est à 
ette 
atégorie qu'appartiennent lesalgorithmes de type GMRES dé
rits dans la suite. On peut montrer en parti
ulier que laphase de minimisation vise à 
onstruire un rk qui est le "reste" de r0 en dehors de l'espa
e
Wk = A(Ck). Quand k atteint la taille n du système linéaire A(Cn) = Rn, 
e qui impliqueque r0 ∈ Cn, et don
 que la solution exa
te est alors trouvée.

• les méthodes à résidu orthogonal : Cette deuxième 
lasse est 
elle à laquelle appartient legradient 
onjugué. Comme leur nom le suggère, 
es méthodes progressent vers la solution dusystème linéaire en orthogonalisant le résidu de la k-ième itération par rapport à tous lespré
édents. On peut s'assurer de la 
onvergen
e de la méthode en remarquant que pour unproblème de dimension n, don
 dé�ni dans Rn, les n premiers résidus ainsi 
onstruits formentune base orthogonale de l'espa
e. En 
onséquen
e, il n'existe qu'un seul résidu rn+1 qui soitorthogonal à tous les autres : le résidu nul.En résumé, on peut fa
ilement montrer dans les deux 
as que si r0 ∈ A(Ck), alors la solutionexa
te est atteinte puisqu'on peut alors trouver une 
orre
tion c ∈ Ck telle que Ac+ r0 = 0.Jusqu'à présent, on a toujours supposé que la matri
e A était non singulière. Cette hypothèseest en pratique très souvent valable puisque les matri
es traitées sont la plupart du temps 
al-
ulées de manière numérique 
e qui, en raison des erreurs d'arrondi, limite le risque d'une valeurpropre réellement nulle. En 
ontrepartie, 
es matri
es peuvent être extrêmement mal 
onditionnéeset présenter de nombreuses valeurs propres, 
ertaines étant très faibles. Dans le 
as où A seraitmathématiquement singulière, [83℄ propose une méthode basée sur l'inverse de Drazin (dé�nitionplus générale et tolérante de l'inverse) pour arriver tout de même à une solution.F.2.1 Algorithme GMRESL'algorithme du gradient 
onjugué n'est appli
able qu'à des systèmes linéaires pour lesquels Aest symétrique dé�nie positive. Ce n'est 
lairement pas le 
as le plus général. On préfèrera l'algo-rithme GMRES ("Generalized Minimal Residual") [161℄ qui n'est pas soumis à de telles restri
tions.L'algorithme est le suivant :Algorithme 1 GMRES1: Initialiser X0 = 0, β = ‖B‖, et v1 = B
β2: Pour tout k > 1 faire3: Pour tout i 6 k faire4: hik = vT

i Avk5: Fin pour6: ṽk+1 = Avk − (h1kv1 + ...+ hkkvk)7: Normaliser vk+1 =
ṽk+1

‖ṽk+1‖8: Trouver Xk ∈ Kk(B,A) = span(v1, ..., vk+1) tel que :
‖rk‖ = ‖AXk −B‖ = minX∈Kk

‖AX −B‖9: k = k + 110: Fin pour
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reuxLes premières étapes (2 à 7) 
orrespondent à la génération d'une base orthonormale pour l'espa
ede Krylov Kk en utilisant le pro
essus d'Arnoldi. On montre en e�et ré
ursivement que pour tout
i < k + 1 :

vT
i .ṽk+1 = vT

i Avk − (h1kv
T
i v1 + ...+ hkkv

T
i vk)

= hik −
∑

hjkδij

= hik − hik

= 0L'intérêt de la 
onstru
tion d'une telle base est que le problème de minimisation de la norme durésidu se simpli�e dans 
ette base. En e�et, en posant Vk la matri
e dont les 
olonnes sont les vk,la relation suivante apparaît :
AVk = Vk+1Hk (F.10)où Hk est une matri
e supérieure de Hessenberg (matri
e triangulaire supérieure ave
 une lignediagonale non nulle sous la diagonale) 
onstituée par les 
oe�
ients hij . Cette matri
e a k+1 ligneset k 
olonnes.Si on 
onsidère maintenant le problème de minimisation dans Kk(B,A), par dé�nition de Vk ontrouve que la solution s'é
rit Xk = Vk.y, don


AXk = AVky = Vk+1Hky ave
 B = βv0 = β(Vk+1.e1)d'où
AXk −B = Vk+1(Hky − βe1)En 
onséquen
e, le problème de minimisation se réduit à :

min
X∈Kk(B,A)

‖AX −B‖ = min
y

‖Hky − βe1‖Le problème traité porte ainsi sur des matri
es de dimensions beau
oup plus restreintes : ontravaille sur un système de taille k+ 1× k au lieu de n× n, ave
 k << n. De plus, 
ela n'exige pasla donnée expli
ite de A, 
es deux points garantissant au �nal une plus grande vitesse de résolutionpour un 
oût mémoire moindre.En toute rigueur, la 
onvergen
e est obligatoirement atteinte quand l'algorithme a e�e
tué nitérations, n étant la taille de la matri
e A. Pour des systèmes de grandes dimensions ave
 beau
oupde valeurs propres, 
et obje
tif est hors de portée. Cependant, la méthode génère par essen
e unedé
roissan
e monotone du résidu. On se 
ontentera don
 d'attendre que le résidu diminue su�sam-ment pour obtenir une bonne approximation de la solution. On remarquera qu'il n'est en parti
ulierpas né
essaire de 
al
uler la solution et le résidu pour 
haque itération, le pro
essus d'Arnoldi sepoursuivant sans information extérieure.F.2.2 Restarted GMRESLe prin
ipal in
onvénient du GMRES est qu'il né
essite le sto
kage des k ve
teurs orthonormauxde la base dé�nissant l'espa
e de Krylov utilisé pour la résolution. Une fois de plus, on retrouve unelimite physique au 
al
ul, puisque dans le 
as de systèmes de grandes dimensions et mal 
onditionnés,
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teurs à sto
ker pour obtenir une solution a

eptable dépasse de loin les 
apa
ités desma
hines les plus modernes. Il est don
 impératif de modi�er la stru
ture du GMRES pour limiter
ette 
onsommation de ressour
es informatique. L'idée la plus simple est de 
onstruire un GMRESré
ursif ("restarted GMRES" usuellement noté GMRES(m)), basé sur deux bou
les imbriquées. Ilse dé
rit 
omme suit [44, 17℄ :Algorithme 2 GMRES(m)1: Initialiser Xinit = 0, β = ‖B‖, et vinit = B
β2: Pour tout i > 1 faire3: v1 = vinit4: Pour k = 1 à m faire5: E�e
tuer une itération ave
 l'algorithme GMRES standard (Alg. 1)On obtient en parti
ulier Xk6: Fin pour7: Xinit = Xm8: β = ‖AXinit −B‖9: vinit=A.Xinit−B

β10: Fin pourUn des fa
teurs prin
ipaux de réglage est la dimension m de 
haque restart. Il n'existe pas derègle expli
ite, mais en général, plusm sera petit et plus la 
onvergen
e sera di�
ile. Cette démar
henaïve donne de bons résultats pour des systèmes "fa
iles", ave
 des matri
es A su�samment bien
onstruites pour pouvoir être inversées fa
ilement, mais dans le 
as général, la 
onvergen
e stagneassez rapidement. Le problème vient en grande partie des petites valeurs propres de la matri
e A.On montre pour 
et algorithme [17℄ que le résidu rm est borné par le résidu initial et une valeurdépendant des plus petites valeurs propres de la matri
e A.F.2.3 De�ated GMRESComme on vient de le voir, le problème de 
onvergen
e du GMRES(m) est lié aux petitesvaleurs propres de A. Les informations 
on
ernant 
es valeurs sont perdues en partie ou en totalitélors du redémarrage du GMRES standard. La solution qui a don
 été adoptée pour 
ontrer 
ettedéfaillan
e est de transmettre 
es valeurs propres au restart suivant. On parlera en général de"De�ated GMRES" pour les méthodes faisant appel à la préservation de 
es valeurs. De manière
on
rète, on préfèrera souvent l'utilisation de la méthode de Rayleigh-Ritz pour déterminer desapproximations des valeurs propres de A a�n de gagner en rapidité [139℄.Il existe deux te
hniques majeures pour tenir 
ompte des petites valeurs propres :1. l'augmentation de l'espa
e de 
orre
tion en introduisant dire
tement les ve
teurs propres.2. la prise en 
ompte des valeurs propres 
ritiques au travers d'un pré
onditionneur.Dans la première 
atégorie, on peut ranger les algorithmes "GMRES-E" [136, 17℄ et "GMRES-DR" [137℄. Dans le premier par exemple, on 
onstruit la solution à partir de l'espa
e obtenuen 
ombinant l'espa
e de Krylov Kk(vinit, A) ave
 l'espa
e généré par l ve
teurs propres Ck =
Kk(vinit, A) + {z1, ..., zl}. Les ve
teurs propres zi utilisés sont régulièrement mis à jour en utilisant
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reuxla matri
e Hk. La formulation du 
al
ul des nouveaux ve
teurs propres (ou de leur approximation)est assez 
omplexe et on se réfèrera aux arti
les introduisant les méthodes pour plus de pré
ision.Dans la deuxième 
atégorie, on travaille non plus sur A mais sur A.M−1 (ou M.A) pour générerl'espa
e de Krylov, le pré
onditionneur M faisant l'objet de nombreuses implémentations possiblesselon le traitement des valeurs propres [45, 17, 5℄.F.3 Autres méthodesOn se souviendra que la séparation entre les méthodes de type GMRES est souvent beau
oupplus �oue, l'emploi d'un pré
onditionneur étant bien évidemment 
ourant dans le traitement deproblèmes mal 
onditionnés. Parmi les di�érentes méthodes à résidu minimum, on retiendra en par-ti
ulier le FGMRES de Saad [158, 159℄ qui s'appuie sur un pré
onditionnement à droite variable. Lepré
onditionnement peut être fait de multiples façons, plus ou moins pré
isément ave
, par exemple,une te
hnique ILU(t) [160℄ a�n d'assurer un 
ompromis entre vitesse de 
al
ul et 
onvergen
e.On n'oubliera pas non plus les te
hniques basées sur une orthogonalisation du résidu. La plus
onnue d'entre toutes est le BiCGStab (Bi Conjugate Gradient Stabilized) ([160℄ par exemple) quipropose une extension de la méthode du gradient 
onjugué à un système linéaire quel
onque danslequel A n'est en parti
ulier pas symétrique. I
i aussi, il existe de nombreuses versions disponiblesdans la littérature. On peut 
iter en exemple les versions proposées par Morgan et Wil
ox [138℄ quiintroduisent dé�ation et restart.



Annexe GMaillages utilisésG.1 Maillage des rainuresDans le 
adre de la modélisation des rainures, le maillage 
omporte 553 000 points répartis en18 domaines (Fig. G.1). Les 
onta
ts entre domaines sont 
oïn
idents. Sur le maillage �n et auvoisinage des rainures, le rapport de taille entre mailles voisines est limité à 1.4 au maximum pouréviter d'induire trop d'erreur numérique. L'utilisation des s
hémas spatiaux généralisés permet des'a�ran
hir de 
ette 
ontrainte et notamment de 
al
uler sur une grille déra�née où les rapport detaille peuvent atteindre 2.

Fig. G.1 � Maillage �n au niveau de la rainure - modélisation de la rainureCompte-tenu de la présen
e de parois adhérentes dans les trois dire
tions de l'espa
e, on re-339



340 Chapitre G. Maillages utiliséstrouve partout des distributions de points de type "
ou
he limite". Par simpli
ité de maillage, 
esdistributions reste valables dans le �uide loin des parois, 
e qui permet de limiter les distorsions demaillage. Ces distributions ne sont modi�ées qu'au niveau des plénums a�n de disposer de distri-butions uniformes sur les plans d'entrée et de sortie de la veine (Fig. G.2).

Fig. G.2 � Maillage �n au niveau des plénums - modélisation de la rainure
G.2 Maillage du ventilateur et du jeu/rainuresLe maillage du ventilateur et du traitement de 
arter appliqué est dé
oupé en 23 domaines,dont 14 pour la veine, le rotor et les plénums d'entrée et de sortie. Le maillage 
omporte environ 5millions de points. Sur 
e maillage, le rapport de taille maximum est de 2 (Fig. G.3 et G.4).
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Fig. G.3 � Maillage méridien du ventilateur - vue globale
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Fig. G.4 � Maillage du ventilateur - 
oupe aube à aubeEn 
e qui 
on
erne plus spé
i�quement le maillage du jeu et des rainures, les dimensions 
ara
-téristiques (taille de première maille, rapports de taille...) du maillage utilisé pour la modélisationpré
édente ont été à peu près reprises (Fig. G.5 et G.6). Cela implique en parti
ulier de ra�nerfortement le maillage dans la dire
tion azimutale. A�n de ne pas alourdir le maillage globale, seulsles blo
s de jeu ont été ra�né dans 
ette dire
tion. Ce
i induit don
 des 
onta
ts non-
oïn
identsentre les blo
s de jeu et les autres blo
s de la veine (Fig. G.7).

Fig. G.5 � Maillage méridien au niveau du jeu - 
on�gurations 1 et 3
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Fig. G.6 � Maillage du jeu dans le plan aube à aube - 
on�guration 3

Fig. G.7 � Exemple de maillage non-
oïn
ident en azimuth
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