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MUSY Fran�cois mâ�tre de conf�erence MAPLY ECL

N NICOLAS Alian professeur CEGELY ECL

NICOLAS Laurent directeur de recherche CEGELY CNRS

P PERKINS Richard professeur LMFA ECL
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SANDRI Dominique mâ�tre de conf�erence MAPLY UCBL

SCHATZMAN Michelle directeur de recherche MAPLY CNRS

SCOTT Julian professeur LMFA ECL

SIDOROFF Fran�cois professeur LTDS ECL

SIMOENS Serge charg�e de recherche LMFA CNRS

SOUTEYRAND Eliane directeur de recherche IFOS CNRS

STREMSDOERFER Guy professeur IFOS ECL

SUNYACH Michel professeur LMFA UCBL

T TARDY Jacques directeur de recherche LEOM CNRS

THOMAS G�erard professeur LAGEP UCBL ECL

THOUVEREZ Fabrice mâ�tre de conf�erence LTDS ECL

TREBINJAC Isabelle mâ�tre de conf�erence LMFA ECL

TREHEUX Daniel professeur IFOS ECL

V VANNES Andr�e-Bernard professeur IFOS ECL

VIKTOROVITCH Pierre directeur de recherche LEOM CNRS

VINCENT L�eo professeur IFOS ECL

VOLPERT Vitaly directeur de recherche MAPLY CNRS

Z ZAHOUANI Hassan professeur LTDS ENISE

direction de la recherche

mise �a jour le 13 mai 2004

{ vi {



RESUME

R�esum�e

Ce travail aborde l'identi�cation des structures anisotropes et de leur comportement dy-

namique large bande. Aux basses fr�equences, les mod�eles pr�evisionnels font couramment appel

�a une description modale des ph�enom�enes. Les techniques d'identi�cation portent alors sur la

construction des triplets modaux (!m; �m; �m). Aux moyennes et hautes fr�equences, pour les-

quelles cette approche s'av�ere inop�erante, la plupart des mod�eles pr�evisionnels fait appel �a une

vision propagative des comportements dynamiques. L'identi�cation concerne alors les param�etres

de la propagation des ondes, en particulier l'�equation de dispersion et l'amortissement spatial.

L'identi�cation des �equations de dispersion pour des structures anisotropes dans le domaine

de fort recouvrement modal est la principale contribution de ce travail. Apr�es l'abandon d'un

premier axe de recherche, bas�e sur des techniques de Prony, qui s'av�ere inop�erant dans le domaine

fr�equentiel souhait�e, une deuxi�eme approche est mise en place. Elle se base sur la projection d'un

champ vibratoire sur des ondes inhomog�enes. Un indice de corr�elation, d�enomm�e IWC (Inhomo-

geneous Wave Correlation), fonction des param�etres de propagation, est alors optimis�e, ce qui

permet d'extraire dans chaque direction les param�etres de la propagation, tout en �eliminant les

champs singuliers li�es �a la source, aux conditions de bords, . . . On constitue ainsi une m�ethode

d'identi�cation dans l'espace des nombres d'ondes (k-space).

La m�ethode IWC est ensuite test�ee aussi bien sur des �eprouvettes virtuelles que sur des bancs

d'essais. Ces utilisations de la m�ethode montrent la dualit�e approche modale/approche propa-

gative, le comportement isotrope tr�es amorti d'un bicouche acier/mat�eriau poreux, l'orthotropie

fortement variable avec la fr�equence d'un sandwich �a base de nid d'abeilles, le comportement

orthotrope des parois raidie �a basses fr�equences (orthotropie structurale). Dans ce dernier cas, la

m�ethode IWC permet de �xer une limite de validit�e de cette orthotropie structurale et de mettre

en �evidence, �a plus haute fr�equence, la propagation multimodale guid�ee dans ce type de struc-

ture. Les courbes de dispersion ainsi obtenue sont compar�ees avec succ�es avec les r�esultats d'une

m�ethode pr�edictive de mise en �uvre tr�es simple appel�ee m�ethode �el�ements �nis propagative.

Les r�esultats des investigations entreprises dans ce travail sont appliqu�ees �a une table d'har-

monie de piano �a queue. Celle-ci est coupl�ee aux vibrations des cordes et sert de \rayonnateur"

d'�energie. C'est une structure anisotrope et raidie, dont le comportement dynamique a�ecte di-

rectement la signature acoustique de l'instrument de musique. Une �etude large bande (modale

pour les basses fr�equences et propagative pour les moyennes fr�equences) est op�er�ee, montrant

l'application �a une structure r�eelle des techniques d�evelopp�ees dans le m�emoire.

Mots clefs : comportement dynamique large bande, �equations de dispersion, anisotropie,

identi�cation, acoustique musicale
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ABSTRACT J. BERTHAUT

Abstract

This work adresses anisotropic structures identi�cation and their dynamics on a large fre-

quency range. For low frequencies, predictive models employ a modal description (!m; �m; �m),

as being at the core of identi�cation techniques. This approach fails in the medium and high

frequency domain. Propagative approaches are hence preferred. Identi�cation is then based on

wave propagation parameters, like dispersion curves and spatial wave decay.

Wave dispersion curves identi�cation for anisotropic structures in the high modal overlap

domain is the main contribution of this work. First, an extension of Prony's method is investiga-

ted. However, this approach gives poor results in the frequency band of interest. For that purpose

the Inhomogeneous Wave Correlation method (IWC) has been developed. This latter is based

on the projection of the wave�eld on inhomogeneous waves. Once optimized, the correlation

between the wave�eld and the referred inhomogeneous wave provides propagation parameters

for each direction in the plate. Singularities, implied by the source and the bounded domain,

are automatically rejected. As a consequence, this k-space method is not sensitive to boundary

and excitation conditions.

IWC method is then tested on virtual wave�elds as well as on experimental data. Numerous

phenomena are exhibited : the wave/mode duality ; the highly damped isotropic behaviour of a

multilayered steel/porous material ; the strongly frequency dependent orthotropy of a honeycomb

assembly ; the orthotropic behaviour of ribbed-panels in the low frequency domain. In this last

case, IWC method shows a frequency limit of this structural orthotropy, which is replaced by

a multi-modal wave-guided propagation. The experimental dispersion curves obtained with an

extension of the IWC method are successfully compared with numerical results of a simple

numerical method based on classical Finite Element tools.

The results of all the investigations of this work are applied to a piano soundboard. This

piece of wood is coupled with the strings motion and radiates energy in the air. This is an

anisotropic ribbed structure, and it is shown that this latter in
uences directly the musical tone

of the instrument. A broad-band analysis, modal in the low frequency domain and propagative

in the medium frequency domain, is carried out as an example of all the identi�cation techniques

described earlier.

Keywords : broad-band dynamical behaviour, dispersion curves, anisotropy, identi�cation,

musical acoustics
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Variables g�en�erales

r; � : Coordonn�ees polaires (m,rad)

x; y; z : Variables d'espace (m)

x0; y0 : Rep�ere align�e sur les raidisseurs (m)

u; v; w : Champ de d�eplacement (m)

t : Temps (s)

� : Fr�equence (Hz)

!;$ : Pulsation (rad/s)

Caract�eristiques d'un milieu

E : Module d'Young (Pa)

~E : Module d'Young modi��e par le coeÆ-

cient de Poisson ( ~E = E
1��2

)

G : Module de cisaillement (Pa)

� : CoeÆcient de Poisson (-)

� : Densit�e volumique (kg/m3)

� : Densit�e surfacique (kg/m2)

Mtot : Masse totale (kg)

D : Moment d'inertie lin�eique en 
exion

(Nm)eD : Moment d'inertie dynamique en 
exion

( eD = D
�h
, m4/s2)

Variables modales

K ; | : Raideur (matrice, op�erateur) (N/m)

M ; �m : Masse (matrice, op�erateur) (kg)

!m : Pulsation modale (rad/s)

�m : Amortissement modal (-)

�m;�m;	m : D�eform�ee modale (kg�
1

2 )

Variables propagatives

c' : Vitesse de phase (m/s)

cg : Vitesse de groupe (m/s)

k : Nombre d'onde r�eel (rad/m)

|� : Nombre d'onde complexe (rad/m)

K : Pseudo nombre d'onde pour un milieu

orthotrope (rad/m)


 : Amortissement spatial (-)

g : Noyau de Green in�ni (m2)

Variables Energ�etiques

n(�) : Densit�e modale (modes/Hz)

� : Amortissement �energ�etique (-)

� : Recouvrement modal (-)

W : Densit�e d'�energie (J/m�)

E : Energie modale (J/mode)

�inj : Puissance inject�ee (W/m�)

T60 : Temps de r�everb�eration �a 60 dB (s)

Notations math�ematiques

i : Nombre imaginaire pur (i2 = �1)

Æ : - Symbole de Kronecker (0 ou 1)

- Distribution de Dirac (-)

_ : D�erivation partielle par rapport au

temps (s�1)b : Transform�ee de Fourier d'un signal tem-

porel (s)
t : Transpos�ee d'une matrice (-)
� : Conjugu�e d'une grandeur complexe (-)

arg : Argument d'un nombre complexe (rad)

< : Partie r�eelle d'un nombre complexe (-)

= : Partie imaginaire d'une grandeur com-

plexe (-)

Abr�eviations

CFT : Continuous Fourier Transform

CP : Conditions P�eriodiques

DFT : Discrete Fourier Transform

EF : El�ements Finis

FFT : Fast Fourier Transform

FRF : Frequency Response Function, Fonc-

tion de transfert

ITD : Ibrahim Time Domain

IWC : Inhomogeneous Wave Correlation

MAC : Modal Assurance Criterion

MES : M�ethode Energ�etique Simpli��ee

NAH : Near�eld Acoustical Holography

PIM : Power Injected Method

SEA : Statistical Energy Analysis

SFSD : Single Frequency Space Domain

SSTD : Single Station Time Domain
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INTRODUCTION

Introduction

Le comportement vibratoire des structures suscite l'int�erêt de la communaut�e scienti�que

et technique depuis la r�evolution industrielle et la g�en�eralisation de la machine dans tous les

secteurs d'activit�e. Le fonctionnement des machines repr�esente en e�et une source vibratoire qui

induit une r�eponse dynamique des structures, et un rayonnement acoustique souvent ind�esirable.

Or, pendant longtemps la conception et le dimensionnement des structures ne r�epondaient qu'�a

des crit�eres de tenue statique. Les contraintes de conception dynamique sont apparus suite a

la manifestation d'ampli�cations importantes entrâ�nant fatigue, endommagement, rupture et

nuisances acoustiques. La pr�evision et la mâ�trise des vibrations solidiennes se r�ev�ele donc une

n�ecessit�e pour am�eliorer la conception des machines.

Les ph�enom�enes vibratoires peuvent être appr�ehend�es selon deux approches ph�eno-m�eno-

logiques : l'approche modale et l'approche propagative. D'une part, on assiste �a un ph�enom�ene

d'ampli�cation dynamique et de stockage d'�energie ; c'est l'approche modale pour laquelle le

formalisme d'ondes stationnaires est appropri�e. D'autre part, on assiste �a un ph�enom�ene de

propagation et de transfert d'�energie ; c'est l'approche propagative ou ondulatoire, bas�ee sur

un formalisme et une vision propagatifs. Les deux approches ne sont nullement en opposition

mais o�rent une compl�ementarit�e dans la description des ph�enom�enes vibratoires et vibroacous-

tiques. Elles pr�esentent donc une dualit�e qu'il convient d'exploiter. En e�et, certains ph�enom�enes

physiques s'expliquent plus facilement avec l'approche modale tandis que d'autres sont mieux

appr�ehend�es avec le formalisme propagatif. Cependant, il convient de noter que toutes les \pas-

serelles" math�ematiques qui relient les deux approches ne sont pas parfaitement �etablies, et que

certaines interpr�etations physiques mutuelles restent obscures.

Les outils d'aide �a la conception dont les industries ont besoin doivent permettre de

mod�eliser les comportements dynamiques des structures a�n de les dimensionner. Cependant,

la qualit�e de leurs r�esultats d�epend �etroitement de la pertinence du mod�ele utilis�e. Il convient

donc de valider ces mod�eles �a travers des confrontations entre les pr�edictions des mod�eles et les

comportements r�eels des structures. C'est le rôle de l'identi�cation, qui permet d'interpr�eter des

donn�ees exp�erimentales sous l'�eclairage d'un mod�ele donn�e. L'identi�cation a deux buts : valider

un mod�ele au vu de donn�ees exp�erimentales, et quanti�er les valeurs des param�etres pertinents

auquel le mod�ele fait appel.

La m�ecanique des vibrations s'int�eresse en premier lieu aux r�epartitions de la raideur et

de la masse inertielle qui caract�erisent les oscillations des r�eponses observ�ees. Une vibration est
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un �echange permanent entre une �energie cin�etique (li�ee �a la masse) et une �energie potentielle

de d�eformation (li�ee de la raideur). Ce principe physique simple est le c�ur de la plupart des

mod�eles, aussi bien dans une approche modale qu'avec un formalisme propagatif. Il permet entre

autre de pr�evoir les fr�equences particuli�eres pour lesquelles les syst�emes stockent de l'�energie {

on parlera de fr�equences de r�esonance, ou fr�equences modales. De même, il permet de connâ�tre

les caract�eristiques de propagation des ondes au sein d'un milieu, comme la vitesse de phase

et la vitesse de groupe. Dans la r�ealit�e, aux e�ets inertiels et �elastiques s'ajoutent des e�ets

dissipatifs li�es aux divers m�ecanismes d'amortissement (visco�elasticit�e, frottement, rayonnement

acoustique, . . .). La dissipation de l'�energie permet de contrôler les niveaux vibratoires dans les

structures et constitue �a ce titre un enjeu important dans la conception dynamique des machines.

N�eanmoins, l'amortissement est beaucoup plus diÆcile �a appr�ehender que la masse et la raideur.

Les mod�eles qui d�ecrivent les m�ecanismes de dissipation sont souvent imparfaits. Aujourd'hui

encore, l'analyse des ph�enom�enes d'amortissement des structures constitue un pan important de

la recherche en m�ecanique des vibrations.

Dans de nombreuses situations de chargement, le comportement vibratoire des struc-

tures pr�esente un caract�ere fr�equentiel large bande. Or, la mont�ee en fr�equence s'accompagne

in�eluctablement de ph�enom�enes particuliers dans lesquels l'amortissement joue un rôle capital.

En e�et, la mont�ee en fr�equence provoque une densi�cation des spectres qui rend inop�erante la

notion de fr�equence de r�esonance isol�ee �a laquelle l'approche modale fait appel. L'appr�eciation

de cette densi�cation se fait alors par l'interm�ediaire du concept de densit�e modale n(�). En

outre, cette densi�cation des modes accompagn�ee de l'amortissement cr�ee un ph�enom�ene de

recouvrement (not�e � = n����) qui limite l'approche modale aux basses fr�equences (domaine
de tr�es faible recouvrement modal). Ainsi il apparâ�t clairement que l'amortissement p�enalise

plus l'approche modale que l'approche propagative.

D'un point de vue fr�equentiel, l'approche propagative semble o�rir des avantages aussi bien

en basses fr�equences qu'en moyennes et hautes fr�equences (domaines de fort recouvrement mo-

dal). L'identi�cation des param�etres de propagation pr�esente deux avantages majeurs. Elle peut

apporter une alternative �a l'identi�cation des param�etres modaux a�n de caract�eriser sur un

large spectre fr�equentiel le comportement vibratoire. Elle peut �egalement fournir les param�etres

n�ecessaires �a certains mod�eles pr�evisionnels adapt�es aux hautes et moyennes fr�equences. A titre

d'exemple, la SEA (Statistical Energy Analysis) pr�edictive, outil largement employ�e dans l'indus-

trie, fait appel a une vision purement propagative dans l'�etablissement des mod�eles de simulation.

Force est de constater que la litt�erature scienti�que actuelle est largement fournie en termes

d'identi�cation modale. Elle est cependant pauvre en techniques d'identi�cation des param�etres

de propagation, plus particuli�erement en ce qui concerne les structures planes et les milieux

bidimensionnels. L'une des motivations de cette th�ese est d'apporter une contribution dans ce

domaine.

Les sujets d'application de ces techniques sont tr�es vari�es. Ils vont du plus simple

(poutre d'Euler Bernoulli, plaque plane homog�ene isotrope) aux plus complexes (mat�eriaux

visco�elastiques, anisotropie, assemblages complexes comme les parois raidies, les sandwichs ou

les nids d'abeilles). La �nalit�e des �etudes associ�ees est tr�es g�en�eralement orient�ee vers la r�eduction
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des niveaux vibratoires et la limitation des �emissions vibroacoustiques. Une application plus ori-

ginale est celle qui consiste a �etudier des instruments de musique. En e�et, ils pr�esentent pour la

plupart une tr�es grande complexit�e structurale et donc ph�enom�enologique : mat�eriaux exotiques,

comme le bois, �a la fois l�eg�erement h�et�erog�ene, orthotrope, et visco�elastique ; formes et assem-

blages peu communs, avec de fortes discontinuit�es comme les ou��es des violons ou les barrages

des tables de guitare ; tr�es large bande de fr�equences d'excitation, qui est syst�ematiquement non

lin�eaire. Comme on le voit, l'analyse des instruments de musique pr�esente une grande quantit�e

de d�e�s scienti�ques, notamment en m�ecanique des vibrations. L'originalit�e de cette application

vient du fait qu'elle prend �a contre-pied la �nalit�e habituelle des �etudes vibratoires, puisqu'ici la

fonction même des structures est de vibrer. Il ne faut plus limiter les vibrations mais au contraire

les provoquer tout en les contrôlant.

Les travaux pr�esent�es dans ce m�emoire, fruit d'une th�ese �nanc�ee par le Minist�ere de la

Recherche et des Nouvelles Technologies, e�ectu�ee au Laboratoire de Tribologie et Dynamique

des Syst�emes �a l'Ecole Centrale de Lyon, participent �a l'appr�ehension du comportement dyna-

mique des structures complexes. L'accent est mis sur le d�eveloppement de nouvelles techniques

d'identi�cation avec une approche propagative des vibrations.

Le premier chapitre fait un tour d'horizon des di��erentes techniques d'identi�cation d�ej�a

existantes. L'approche modale, dont le formalisme est tr�es rapidement rappel�e, a permis le

d�eveloppement d'un grand nombre de techniques, aussi bien temporelles que fr�equentielles, o�-

line que on-line. Les plus r�ecentes de ces techniques, temporelles et on-line, sont la base de cer-

taines techniques de contrôle actif. En ce qui concerne les formalismes propagatifs, les techniques

d'identi�cation sont beaucoup moins nombreuses, et se limitent bien souvent �a des structures

de type guide d'ondes monodimensionnels et �a l'identi�cation d'un seul param�etre �a la fois.

Le chapitre II tente de compl�eter ces techniques d'identi�cation dans le cadre propagatif,

en en proposant de nouvelles. Le domaine spatial, direct, permet une extension ondulatoire

d'une m�ethode d'identi�cation modale tr�es classique et tr�es performante. On adapte ainsi la

m�ethode ITD (Ibrahim Time Domain) en rempla�cant la discr�etisation temps-espace par une

discr�etisation espace-espace. La faisabilit�e de la m�ethode est test�ee, et ses limitations mises

au jour. D'autres techniques sont propos�ees �a travers l'exploration du plan d'onde, qui est

au domaine spatial ce que le domaine fr�equentiel est au domaine temporel. La derni�ere de ces

m�ethodes, la Inhomogeneous Wave Correlation (IWC), int�egre l'utilisation d'ondes inhomog�enes

r�ef�erenc�ees et propose une strat�egie d'�elimination des champs d'ondes singuliers bas�ee sur la

partie imaginaire du nombre d'onde (li�ee �a l'amortissement spatial de l'onde). La technique ainsi

�elabor�ee traite un champ spatial et aboutit �a l'identi�cation de la courbe de dispersion associ�ee.

Cette m�ethode caract�erise les nombres d'onde de 
exion dans les structures bidimensionnelles,

ind�ependamment de la forme de l'�echantillon trait�e, des conditions aux limites de l'essai, et de

l'excitation utilis�ee. On rappelle ensuite les mod�eles classiques de plaque plane, et leurs �equations

de dispersion, ce qui permet de construire le mod�ele d'une plaque homog�ene �equivalente �a la

structure d'origine.

{ 3 {



INTRODUCTION J. BERTHAUT

Le chapitre suivant d�ebute par une �etude de la validit�e de la m�ethode IWC dans le cas

monodimensionnel, aussi bien pour l'identi�cation du nombre d'onde que celle de l'amortisse-

ment. On y propose ensuite une s�erie d'applications des deux nouvelles m�ethodes (m�ethode IWC

d'identi�cation des nombres d'onde et de l'amortissement, puis m�ethode d'identi�cation de la

plaque homog�ene �equivalente) �a des �ns de validation. La premi�ere confrontation s'op�ere sur

un champ obtenu par synth�ese modale, et permet de comparer deux mod�eles d'amortissement,

en mettant en lumi�ere la dualit�e approche modale/approche propagative. La seconde confron-

tation s'appuie sur des r�esultats exp�erimentaux acquis par v�elocim�etrie laser �a balayage. Deux

cas de structures complexes sont test�es. Le premier concerne une plaque d'acier recouverte d'un

mat�eriau poro�elastique. Cet assemblage pr�esente un comportement fortement amorti. La courbe

de dispersion correspondant �a cette structure bicouche est alors nettement identi��ee. Le second

cas de validation exp�erimentale s'int�eresse au comportement complexe d'une structure sandwich

de type nid d'abeille. Les r�esultats de l'identi�cation montrent des comportements particuliers

rarement d�ecrits dans la litt�erature scienti�que d�edi�ee { avec notamment une orthotropie dont

les rigidit�es d�ependent de la fr�equence. Ainsi la m�ethode propos�ee s'av�ere un outil simple et

performant, capable de rendre compte de la richesse de la dynamique d'une structure complexe

anisotrope sur un large spectre fr�equentiel.

Le chapitre IV est d�edi�e aux structures raidies. Il d�ebute par une application num�erique

de la IWC �a partir d'un champ synth�etis�e par �el�ements �nis sur un �echantillon de taille r�eduite

(possibilit�e de monter assez haut en fr�equence). Ceci constitue un principe d'identi�cation de

type �eprouvette virtuelle. Les r�esultats des investigations op�er�ees montrent que le comportement

propagatif basses fr�equences des plaques raidies est celui d'une plaque orthotrope, que l'on

d�esigne par le nom d'orthotropie structurale. A plus hautes fr�equences, un comportement original

apparâ�t, con�rm�e par des mesures sur un assemblage r�eel. L'interpr�etation des ph�enom�enes

observ�es sur l'�eprouvette num�erique et sur les essais est alors entrepris. On montre clairement

que l'orthotropie structurale s'e�ace pour laisser place au concept de propagation multimodale

guid�ee, concept d�etaill�e dans les deux derni�eres sections du chapitre. On introduit et on rappelle

alors une m�ethode spectrale pr�evisionnelle des ondes structuralement guid�ees. Cette m�ethode

est bas�ee sur un nouveau sch�ema spectral coupl�e �a une mod�elisation r�eduite �el�ements �nis

de la structure1. La m�ethode est appliqu�ee aux �echantillons de parois raidies test�es, et permet

d'extraire les courbes de dispersion dans la direction parall�ele aux raidisseurs. Ces pr�evisions sont

ensuite compar�ees aux r�esultats de l'identi�cation exp�erimentale, dont la m�ethode est adapt�ee �a

l'aspect multimodal de la propagation. La confrontation calcul/essais montre une concordance

inesp�er�ee o�rant des possibilit�es d'interpr�etation et d'optimisation large bande de ce type de

structures.

Le dernier chapitre de cette th�ese constitue une synth�ese applicative des techniques d'identi-

�cation modale et propagative �etudi�ees auparavant, sur un cas concret : la table d'harmonie d'un

piano �a queue. Quelques �el�ements d'appr�eciation de la dynamique de la table dans le cadre de la

signature acoustique des pianos sont d'abord propos�es. Il est montr�e alors que la table d'harmo-

nie contribue d'une mani�ere signi�cative dans la qualit�e sonore du piano. En basses fr�equences,

1Cette m�ethode est d�evelopp�ee depuis quelques ann�ees au sein de l'�equipe Dynamique des Structures et des

Syst�emes du Laboratoire de Tribologie et Dynamique des Syst�emes, Ecole Centrale de Lyon, France.
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une identi�cation modale et une tentative d'homog�en�eisation sont op�er�es. Les limites de cette

derni�ere sont ainsi constat�ees. Puis l'identi�cation des param�etres de propagation est men�ee. Les

courbes de dispersion associ�ees sont fournies et interpr�et�ees. L'ensemble des r�esultats obtenus

peuvent servir �a des mod�eles de rayonnement acoustique �a des �ns d'optimisation de la qualit�e

sonore du piano.
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CHAPITRE I. TECHNIQUES D'IDENTIFICATION DES STRUCTURES

Chapitre I

Techniques d'identi�cation des

structures

Ce chapitre dresse un �etat de l'art concernant les m�ethodes d'identi�cation des structures.

L'accent y est mis respectivement sur les techniques d'identi�cation des param�etres modaux et

des param�etres de propagation. La pr�esentation de ces techniques s'appuie �egalement sur une

vision large bande du comportement dynamique des structures. En e�et, certaines techniques

perdent leur pertinence dans le domaine de fort recouvrement modal.

FREQUENCE

REPONSE
DYNAMIQUE

BF MF HF

Approches modales

Approches ondulatoires

Fig. I.1: Sch�ema de r�eponse dynamique d'une structure

En basses fr�equences, la dynamique d'une structure est largement domin�ee par un caract�ere

modal. Les modes cr�eent des r�esonances (i.e. des maxima dans la courbe de r�eponse fr�equentielle,

c.f. �gure I.1) tr�es marqu�ees. L'identi�cation des structures revient donc �a d�e�nir les ca-

ract�eristiques de ces modes : d�eform�ees, fr�equences et amortissements modaux. La litt�erature

scienti�que o�re alors un grand nombre de techniques de natures diverses : temporelles ou

fr�equentielles.

En moyennes et hautes fr�equences, le comportement modal des structures est moins pro-

nonc�e (�gure I.1). Il convient alors d'aborder la dynamique des structures sous un angle di��erent.

Dans ce domaine, plusieurs mod�eles pr�evisionnels sont �etudi�es et font l'objet de recherches

intensives de la part de la communaut�e scienti�que. Contrairement au domaine des basses
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fr�equences, o�u les approches modales font l'unanimit�e, le domaine de fort recouvrement mo-

dal est appr�ehend�e tantôt par des approches modales appropri�ees, tantôt par des approches

propagatives. Les techniques de condensation en moyennes et hautes fr�equences (Ohayon [27])

rel�event de la premi�ere doctrine. Les m�ethodes �energ�etiques pr�edictives globales (comme l'ana-

lyse statistique de l'�energie, SEA) ou locales (comme la M�ethode Energ�etique Simpli��ee, MES)

font appel quant �a elles �a une description fortement propagative. Ces derni�eres n�ecessitent la

connaissance de param�etres de propagation particuliers, comme l'amortissement et l'�equation de

dispersion. Force est de constater que les techniques d'identi�cation de ces param�etres n'ont pas

b�en�e�ci�e du même engouement que celles du domaine modal. Tr�es peu de r�ef�erences abordent

ce sujet.

Le chapitre d�ebute par un bref rappel sur le formalisme modal suivi d'un expos�e succinct

des techniques classiques d'identi�cation modale. En particulier la m�ethode ITD, la m�ethode de

la fraction rationnelle complexe et la m�ethode du lissage global sont d�evelopp�ees. La premi�ere

fera l'objet d'une extension au domaine spatial dans le chapitre II. La seconde partie du cha-

pitre se focalise principalement sur certains mod�eles pr�evisionnels de la dynamique moyennes et

hautes fr�equences et passe en revue les quelques techniques d'identi�cation des param�etres de

propagation existantes. La question de l'amortissement, variable essentielle pour ces mod�eles,

est �egalement abord�ee.

I.1 Identi�cation des param�etres modaux

I.1.0 Formalisme modal

Soit une structure 
 continue soumise �a un champ de force F et aux conditions aux limites

C:L:. Les op�erateurs d'inertie, d'amortissement, et de raideur, suppos�es lin�eaires, s'�ecrivent

�m(�u), cc( _u) et |(u). Le probl�eme �a r�esoudre est alors :(
�m(�u) + cc( _u) + |(u) = F

C:L:
(I.1)

La premi�ere �etape consiste �a construire la base modale. Les propri�et�es de lin�earit�e des

op�erateurs, la nature d�e�nie positive de �m et la positivit�e de |, permettent de trouver une

in�nit�e d�enombrable de fonctions �m de l'espace, qui v�eri�ent une propri�et�e d'orthogonalit�e :Z


�m

0

�m(�m) = Æmm0Z


�m

0

|(�m) = Æmm0!
2
m

(I.2)

Math�ematiquement, (�m) est la base de co-diagonalisation de �m et de |, norm�ee par �m. De

plus, on fait l'hypoth�ese de Basile, qui suppose qu'on a :Z


�m

0

cc(�m) = Æmm02�m!m (I.3)
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CHAPITRE I. TECHNIQUES D'IDENTIFICATION DES STRUCTURES

Ainsi, on a construit des triplets (�m; !m; �m), appel�es modes. Chaque mode m est d�e�ni par

sa d�eform�ee �m, sa pulsation !m et son amortissement �m. On peut alors d�ecomposer tout

mouvement u(x; t) sur la base modale :

u(x; t) =
X
m

qm(t)�
m(x) (I.4)

En injectant I.4 dans I.1, on obtient :

�m

 X
m

�qm�
m

!
+ cc

 X
m

_qm�
m

!
+ |

 X
m

qm�
m

!
= F (I.5)

et par lin�earit�e des op�erateurs :X
m

h
�qm�m(�

m) + _qmcc(�m) + qm|(�
m)
i
= F (I.6)

Puis en utilisant l'op�erateur
R

 �

m0� (projection sur le mode m0), on obtient :

X
m

�
�qm

Z


�m

0

�m(�m) + _qm

Z


�m

0

cc(�m) + qm

Z


�m

0

|(�m)

�
=

Z
S
�m

0

F (I.7)

Et, grâce �a l'orthogonalit�e des modes (�equation I.2) et l'hypoth�ese de Basile (�equation I.3),

l'�equation I.7 devient un syst�eme d�ecoupl�e selon tous les modes m :

�qm + 2�m!m _qm + !2mqm =

Z


�mF (I.8)

Pour une excitation ponctuelle au point xe, F (x; t) = Fxe(t)Æxe(x), le syst�eme pr�ec�edent

s'�ecrit :

�qm + 2�m!m _qm + !2mqm = Fxe�
m(xe) (I.9)

Par transform�ee de Fourier, not�ee b, il vient :
�!2q̂m + 2i�m!m!q̂m + !2mq̂m = bFxe�m(xe) (I.10)

Soit :

q̂m =
bFxe�m(xe)

�!2 + 2i�m!m! + !2m
(I.11)

D'o�u, apr�es avoir utilis�e la transform�ee de Fourier sur uxe (�equation I.4) :

ûxe(x; !) =
X
m

q̂m(!)�
m(x)

=
X
m

bFxe(!)�m(xe)
�!2 + 2i�m!m! + !2m

�m(x) (I.12)

Si la force est quelconque, on la d�ecrit comme une distribution de forces ponctuelles :

F (x; t) =

Z


Fxe(t)Æxe(x)dxe (I.13)
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I.1. IDENTIFICATION DES PARAM�ETRES MODAUX J. BERTHAUT

Par lin�earit�e, on obtient la solution :

u(x; t) =

Z


uxe(x; t)dxe

û(x; !) =

Z


ûxe(x; !)dxe (I.14)

soit, �nalement :

û(x; !) =
X
m

Z



bFxe(!)�m(xe)dxe
�!2 + 2i�m!m! + !2m

�m(x) (I.15)

bFm(!) = Z



bFxe(!)�m(xe)dxe est appel�e e�ort modal g�en�eralis�e, ou encore contribution modale

de la force.

Il est courant d'utiliser la notion de fonction de transfert entre deux points de la structure.

En formalisme modal, celle-ci s'�ecrit donc, pour une mesure en xi et une excitation en xj :

Hij(!) =
ûxj (xi; !)bFxj (!) (I.16)

Hij(!) =
X
m

�m(xi)�
m(xj)

�!2 + 2i�m!m! + !2m
(I.17)

La pr�esentation ci-dessus e�ectu�ee reste valide avec un syst�eme discr�etis�e (l'op�erateurZ


�m

0� devient t�m:, et la multiplication par Æxi est remplac�ee par l'�evaluation de la coordonn�ee

i). Le r�esultat est alors :

Hij(!) =
X
m

�mi �
m
j

�!2 + 2i�m!m! + !2m
(I.18)

On retrouve le principe de r�eciprocit�e en constatant que l'�equation I.17 est sym�etrique en

i et j. La caract�erisation des fonctions de transfert consiste �a identi�er les param�etres pr�esents

dans l'expression I.17. Il s'agit respectivement de d�eterminer la d�eform�ee modale, la fr�equence

du mode, et son amortissement.

I.1.1 Les m�ethodes d'identi�cation modale

L'identi�cation modale consiste comme on vient de la voir �a d�eterminer les triplets

(�m; !m; �m) �a partir de mesures exp�erimentales. Il existe de nombreuses m�ethodes d'identi-

�cation modale (Ewins, [16] et Norton [26]). Norton classe dans la r�ef�erence [26] ces m�ethodes

d'identi�cation en deux grands groupes : celles bas�ees sur la forme des fonctions de transferts

{ ou m�ethodes fr�equentielles { et celles bas�ees sur le d�ecr�ement logarithmique { ou m�ethodes

temporelles.
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CHAPITRE I. TECHNIQUES D'IDENTIFICATION DES STRUCTURES

Les m�ethodes temporelles

De nombreuses m�ethodes d'identi�cation modale temporelles existent, et de nombreux ou-

vrages les recensent ([2], [10], [25], [29]). Plus particuli�erement, il convient de citer Ewins [16],

qui met en place toutes les m�ethodes pr�ecit�ees ; Budiwantoro [13], qui propose l'utilisation de la

transform�ee en z (syst�eme ARMA { AutoR�egressif �a Moyenne glissAnte {, �ltre de Kalman), la

m�ethode de la variable instrumentale et celle de la matrice d'autocorr�elation ; Pontoizeau [54],

dont la classi�cation s'op�ere en s�eparant les m�ethodes o�-line (ITD, SSTD, Polyr�ef�erence, Ei-

gensystem Realisation Algorithm { ERA {, variable instrumentale, maximum de vraisemblance)

et les m�ethodes on-line (mod�ele ARMAX { AutoRegressive Moving Average with eXogenous

inputs {, moindres carr�es r�ecursifs, Least Mean Square, m�ethode de Burg, �ltre de Kalman

�etendu). Dans cette lign�ee, de nombreuses techniques d'identi�cation sont associ�ees au contrôle

actif, qu'il soit adaptatif ou optimal.

Les m�ethodes temporelles sont bas�ees sur le fait que chaque mode r�epond en temps comme

un syst�eme lin�eaire �a un degr�e de libert�e, c'est-�a-dire avec une d�ependance temporelle exponen-

tielle. Zaghlool [65] propose une m�ethode qui minimise l'instrumentation �a un unique capteur :

la Single Station Time Domain method (SSTD). Sa formulation matricielle donne acc�es aux

fr�equences propres et amortissements propres { que ceux-ci soient faibles ou non. La m�ethode

d'Ibrahim Time Domain [53] (not�ee par la suite ITD) est beaucoup plus lourde, puisqu'elle met

en jeu un nombre important de points de mesure, mais elle identi�e les d�eform�ees modales �m

inaccessibles avec la SSTD. La section I.1.2 de ce m�emoire s'�etendra plus largement sur cette

m�ethode ITD, dont s'inspire une nouvelle m�ethode d'identi�cation propagative pr�esent�ee au

chapitre II.2. Alors qu'ITD utilise une excitation et un grand nombre de points de mesure, la

m�ethode Polyr�ef�erence [38] met en jeu une mesure et un grand nombre d'excitations. L�a encore,

l'ensemble des triplets modaux sont identi��es.

Gade [44] pr�ecise certaines diÆcult�es li�ees �a l'utilisation des r�eponses impulsionnelles dans

l'analyse modale. En e�et, il est courant d'obtenir ces r�eponses impulsionnelles par transform�ees

de Fourier inverses des fonctions de transferts entre : un point de mesure et la force d'excitation1.

Or, cette fa�con d'obtenir les r�eponses impulsionnelles induit syst�ematiquement des erreurs. En

premier lieu, le spectre n'�etant pas connu sur l'ensemble de la bande de fr�equence 0! +1, on

assiste �a un probl�eme de \fenêtrage inverse". Celui-ci limite les variations brutales des signaux.

Une autre diÆcult�e peut être engendr�ee par la discr�etisation spectrale. En e�et, le spectre

n'est connu que sur un peigne de Dirac (i.e une suite arithm�etique de fr�equences). Dans le

cas d'une r�esonance tr�es aigu�e (amortissement tr�es faible, bande passante �a 3 dB tr�es �etroite),

la discrimination en fr�equence peut être insuÆsante. C'est ce point particulier, qui a motiv�e

l'utilisation d'une m�ethode fr�equentielle lors de l'analyse modale de la table d'harmonie (c.f.

chapitre V, page 125).

1Pour plus d'informations sur ces concepts (transform�ees de Fourier, r�eponse impulsionnelle, spectre, . . .), voir

l'ouvrage de J. Max [22] : \M�ethodes et techniques de traitement du signal".
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I.1. IDENTIFICATION DES PARAM�ETRES MODAUX J. BERTHAUT

Les m�ethodes fr�equentielles

Les m�ethodes fr�equentielles (r�ef�erenc�ees dans tous les ouvrages g�en�eraux [16], [25], ) tra-

vaillent dans l'espace de Fourier, le plus souvent sur des fonctions de transfert du syst�eme. La

plus classique est celle du pic. Sous l'hypoth�ese que les modes sont bien isol�es et peu amortis, les

fonctions de transferts pr�esentent des pics dont les caract�eristiques { position, hauteur, largeur {

sont li�ees simplement aux triplets modaux. Cette m�ethode est d�etaill�ee page 17. Une seconde

m�ethode est celle du lissage du cercle : sous les mêmes hypoth�eses, on peut montrer que le dia-

gramme de Nyquist (fonction de transfert trac�ee de fa�con param�etrique dans le plan complexe)

forme un cercle sur chaque r�esonance (chaque pic vu sur la fonction de transfert se transforme

en cercle). L'analyse g�eom�etrique de ce cercle donne les caract�eristiques modales. Cependant,

les hypoth�eses sur lesquelles ces deux m�ethodes se basent (modes isol�es et peu amortis) sont tr�es

restrictives. A�n d'�elargir les possibilit�es des m�ethodes fr�equentielles, des m�ethodes globales ont

�et�e d�evelopp�ees (m�ethode de la fraction rationnelle complexe, m�ethode du lissage global). Elles

seront explicit�ees aux sections I.1.3 et I.1.4. L'arsenal math�ematique ne cessant de s'�elargir, on

utilise d�esormais aussi la transform�ee en ondelettes pour l'analyse modale ([48, 49]). Le princi-

pal int�erêt des ondelettes est de permettre une repr�esentation temps-fr�equence des ph�enom�enes.

Ainsi, si les caract�eristiques d'un mode �evoluent avec le temps { comme c'est le cas pour des

syst�emes non-lin�eaires {, cette m�ethode est capable de suivre la fr�equence instantan�ee et l'am-

plitude instantan�ee de celui-ci.

Toutes ces m�ethodes travaillent sur une s�erie de fonctions de transfert en di��erents points

de la structure. Les d�eform�ees modales �m sont obtenues par lecture des r�esultats de fa�con

\horizontale", c'est-�a-dire sur un mode donn�e en faisant varier le point de lecture. Une alternative

pour la mesure des d�eform�ees est actuellement d�evelopp�ee par Stanbridge [58, 59]. Il utilise un

vibrom�etre laser �a balayage dont la fonction balayage s'e�ectue en continu. En balayant un

trajet donn�e de fa�con sinuso��dale, la r�eponse du syst�eme est multipli�ee par la fonction balayage.

Dans le domaine fr�equentiel, ceci se traduit par une convolution de la r�eponse modale par une

fonction li�ee �a la d�eform�ee le long du trajet parcouru. Ainsi, les pics modaux apparaissent avec

des \rebonds" dont les amplitudes forment une s�erie qui correspond �a la d�eform�ee du mode le

long du trajet balay�e. Ces amplitudes sont obtenues par analyse modale fr�equentielle classique

(m�ethode du pic par exemple).

R. Randal [55] fait une comparaison de l'eÆcacit�e des principales m�ethodes appliqu�ees �a

l'identi�cation modale : m�ethode de la fraction rationnelle complexe, m�ethode de l'exponentiel

complexe, m�ethode du cepstre complexe, m�ethode de l'enveloppe de Hilbert et m�ethode d'Ibra-

him Time Domain (ITD). Ses conclusions sont que les meilleurs r�esultats sont obtenus avec

la m�ethode de la fraction rationnelle complexe et la m�ethode ITD. C'est pourquoi les sections

suivantes d�etaillent pr�ecis�ement ces deux m�ethodes, ainsi qu'une extension de la m�ethode de la

fraction rationnelle.

Remarque : La seule m�ethode d'identi�cation normalis�ee est celle de la poutre d'Oberst qui identi�e les

premiers modes d'une poutre nue, puis ceux de la même poutre recouverte d'un mat�eriau �a caract�eriser. L'analyse

de la modi�cation des param�etres modaux permet de d�eterminer les caract�eristiques du mat�eriau ajout�e �a la

poutre. Cependant, cette m�ethode est plus une m�ethode d'identi�cation des param�etres m�ecaniques d'un mat�eriau

qu'une m�ethode d'identi�cation des modes d'une structure.
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La comparaison de mod�eles modaux

La comparaison des mod�ele modaux est n�ecessaire pour juger la qualit�e d'une identi�cation

modale. La premi�ere d�emarche simple mais insuÆsante consiste �a comparer les fr�equences mo-

dales des deux mod�eles. Cependant, les fr�equences de deux modes proches, dans deux mod�eles

modaux di��erents, peuvent être rang�ees dans des ordres di��erents. On assiste �a un croisement

des modes. Par exemple, pour une plaque libre libre en 
exion, la fr�equence du premier mode

de torsion (1,1) peut être inf�erieure ou sup�erieure �a celle du premier mode de 
exion (0,2).

Il convient alors de classer les modes non plus selon leur fr�equence, mais selon leur d�eform�ee.

L'outil classiquement utilis�e est le Modal Assurance Criterion (MAC) [16]. Cet indice juge de la

ressemblance entre deux d�eform�ees quelconques �m et �m
0

:

MAC(m;m0) =

����Z �m(x):�m
0

(x)dx

����rZ
�m(x)2dx:

rZ
�m

0

(x)2dx

=

�����m; �m0����
jj�mjj:jj�m0 jj (I.19)

Un MAC proche de 0 indique que les d�eform�ees sont tr�es distinctes tandis qu'un MAC

proche de 1 signi�e une forte ressemblance entre deux d�eform�ees. Ainsi, on peut comparer les

fr�equences de deux modes semblables. Si on ne connâ�t les d�eform�ees que sur un ensemble discret

de points, l'expression I.19 devient :

MAC(m;m0) =
j t�m:�m0 j
jj�mjj:jj�m0 jj (I.20)

On a vu qu'il existe un grand nombre de m�ethodes d'identi�cation modale. Les paragraphes

suivants sont consacr�es plus pr�ecis�ement �a la description de trois de ces m�ethodes : la m�ethode

ITD, la m�ethode de la fraction rationnelle complexe, et la m�ethode du lissage globale. Ces

techniques seront employ�ees dans la suite de ce travail.

I.1.2 Ibrahim Time Domain method [53]

C'est une m�ethode d'identi�cation temporelle qui fait appel �a la r�eponse impulsionnelle de

la structure. Celle-ci n'est autre que la transform�ee de Fourier inverse de la fonction de transfert

Hij(!) (�equation I.17). On choisit un point xj d'excitation, avec j quelconque et invariant. On

r�ecrit alors Hij(!) sous la forme :

Hij(!) =
X
m

rim
i! � �m

(I.21)

avec 8<: ri2m = �i �mi �
m
j

2!m
p
1��2m

; �2m = !m

�
�m + i

p
1� �2m

�
ri2m+1 = �ri2m ; �2m+1 = !m

�
�m � i

p
1� �2m

� (I.22)
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L'expression I.21 permet de revenir au domaine temporel, avec une r�eponse impulsionnelle qui

prend la forme :

hi(t) =
X
m

rime
�mt (I.23)

De plus, il est n�ecessaire de faire une troncature modale au mode n, en supposant que les modes

tronqu�es n'interviennent pas dans la r�eponse impulsionnelle :

hi(t) '
2nX
m=1

rime
�mt (I.24)

La m�ethode ITD utilise un point d'excitation et N1 points de mesure, avec un �echantillonnage

temporel (t1 t2 � � � tN2). Deux \jeux" de mesures X et Y d�ecal�es de �T sont faits :

X =

266664
h1(t1) h1(t2) � � � h1(tN2)

h2(t1) h2(t2) � � � h2(tN2)
...

. . .
...

hN1(t1) hN1(t2) � � � hN1(tN2)

377775 (I.25)

et

Y =

266664
h1(t1 +�T ) h1(t2 +�T ) � � � h1(tN2 +�T )

h2(t1 +�T ) h2(t2 +�T ) � � � h2(tN2 +�T )
...

. . .
...

hN1(t1 +�T ) hN1(t2 +�T ) � � � hN1(tN2 +�T )

377775 (I.26)

Il est naturel de penser que les deux matrices X et Y sont li�ees l'une �a l'autre par une relation

lin�eaire. Si tel �etait le cas, on aurait une matrice A (N1 �N1) v�eri�ant :

A :X = Y (I.27)

A�n de calculer A , la formule des moindres carr�es double peut être utilis�ee :

A =
1

2

�
(Y tX)(X tX)�1 + (Y tY)(X tY)�1

�
(I.28)

Il faut noter �a ce stade que N2 doit être sup�erieur �a N1, c'est-�a-dire que l'on doit consid�erer un

nombre d'instants de mesure plus important que le nombre de points de mesure pour valider

cette m�ethode. X et Y peuvent être r�ecrites di��eremment :

X = R� ; Y = R0� (I.29)

avec

R =

264 r11 � � � r1n
...

. . .
...

rN1
1 � � � rN1

n

375 ; R0 =

264 r11e
�1�T � � � r1ne

�1�T

...
. . .

...

rN1
1 e�n�T � � � rN1

n e�n�T

375 ; � =

264 e�1t1 � � � e�1tN2
...

. . .
...

e�nt1 � � � e�ntN2

375
(I.30)

De plus, en notant Rm la m�eme colonne de R, on remarque que :

R0m = e�m�T :Rm (I.31)
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En combinant les �equations I.29 et I.31 avec l'�equation I.27, on obtient :

A :Rm = e�m�T :Rm (I.32)

L'identi�cation se pose alors en terme spectral (calcul aux valeurs propres). Connaissant

les solutions propres de A , on aura donc directement les d�eform�ees aux points de mesure et

les fr�equences propres, en inversant le syst�eme I.22. L'application de cette m�ethode se heurte

cependant au probl�eme de choisir a priori le nombre N1 de points de mesure, qui doit être

sup�erieur au double du nombre n de modes participants. Il existe quelques m�ethodes ([13],

[16]) pour lever ce probl�eme, qui consistent �a faire plusieurs identi�cations en faisant varier le

nombre de modes identi��es N1, en suivant l'�evolution d'un indicateur de validit�e de la r�eponse.

Cet indicateur subit un saut au moment o�u N1 est optimal. Un autre probl�eme de la m�ethode

ITD vient du fait que l'algorithme trouve exactement N1
2 modes, nombre qui est g�en�eralement

sup�erieur �a n. Cet �ecart entre le nombre de modes participants du mod�ele n et le nombre de

modes identi��es N1
2 est n�ecessaire pour mod�eliser le bruit de mesure in�evitable. Alors comment

faire la di��erence entre un mode e�ectif du syst�eme et un mode dû au bruit de mesure ? Cette

question est �a ce jour sans r�eponse claire et pr�ecise.

I.1.3 M�ethode de la fraction rationnelle complexe

Cette m�ethode { pr�esent�ee ici �a titre d'exemple de m�ethode fr�equentielle { pr�esente un

avantage sur les autres m�ethodes fr�equentielles : elle ne n�ecessite pas d'avoir des modes bien

s�epar�es, car elle travaille directement sur les fonctions de transfert Hij compl�etes, sans isoler les

modes. Elle n�ecessite cependant une troncature modale, et met la fonction de transfert sous la

forme :

Hij(!) =
nX

m=1

�m(xi)�
m(xj)

�!2 + 2i�m!m! + !2m
(I.33)

Puis cette fraction rationnelle est r�ecrite sous la forme :

Hij(!) =

2n�1P
p=0

Ap(i!)
p

(�!2)n +
2n�1P
p=0

Bp(i!)p
=

PA(i!)

PB(i!)
(I.34)

PA et PB sont des polynômes de C . On calcule alors la fonction d'erreur :

"2 =

Z
jPA(i!)�Hmes

ij (!)PB(i!)j2d! (I.35)

o�u Hmes
ij (!) est la fonction de transfert mesur�ee. On peut ajouter une pond�eration sur le spectre,

telle la coh�erence par exemple, pour tenir compte de la qualit�e de la mesure. L'expression I.35

est quadratique en PA et PB . On pourra donc trouver directement, par annulation du gradient,

les param�etres ((Ap)p62n�1; (Bp)p62n�1) :

8q 2 [[0; 2n� 1]];
@"2

@Aq
= 0
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)
Z

Hmes
ij (!)(i!)2n+qd! =

2n�1X
p=0

Ap

Z
(i!)p+qd! �

2n�1X
p=0

Bp

Z
Hmes
ij (!)(i!)p+qd! (I.36)

R�ecrit matriciellement, ceci donne :

M =

266664
R
(i!)0d! � � � R (i!)2n�1d! R

Hmes
ij (!)(i!)0d! � � � R Hmes

ij (!)(i!)2n�1d!R
(i!)1d! � � � R

(i!)2nd!
R
Hmes
ij (!)(i!)1d! � � � R

Hmes
ij (!)(i!)2nd!

...
. . .

...
...

. . .
...R

(i!)2n�1d! � � � R (i!)4n�2d! R
Hmes
ij (!)(i!)0d! � � � R Hmes

ij (!)(i!)4n�2d!

377775
P = t[ A0 � � � A2n�1 B0 � � � B2n�1 ]

P =M�1:

266664
R
Hmes
ij (!)(i!)2nd!R

Hmes
ij (!)(i!)2n+1d!

...R
Hmes
ij (!)(i!)4n�1d!

377775 (I.37)

Ainsi, la construction et l'inversion de la matrice M permettent de trouver directement les

polynômes PA et PB . Ensuite, une d�ecomposition en �el�ements simples dans C (X) donne direc-

tement un mod�ele de la forme :

Hmes
ij (!) '

2nX
i=1

ri
i! � �i

(I.38)

avec, th�eoriquement, ri 2 iR, r2i = �r2i�1 et �2i = conj (�2i�1). On retrouve les param�etres

modaux, comme pr�ec�edemment, en inversant le syst�eme I.22. Cependant ces relations entre

pôles et r�esidus associ�es ne sont pas toujours v�eri��ees. Il arrive que :

{ ri =2 iR : c'est toujours le cas, �a cause du bruit de mesure. En fait, il suÆt de v�eri�er

l'approximation modes r�eels en constatant que <(ri) � =(ri). Mais il arrive que ce ne

soit pas le cas.

{ 9 i0 = r2i0 6= �r2i0�1 : on constate alors que �2i0 6= conj (�2i0�1). L'algorithme a trouv�e

un pôle simple, tandis que le mod�ele modal impose des pôles doubles.

Dans ces deux cas, il est n�ecessaire de perturber l'algorithme, par exemple en changeant les

bornes d'int�egration (i.e. la plage de fr�equences trait�ee), ou en changeant le nombre de modes

n identi��es.

Pour appliquer la m�ethode il est n�ecessaire de connâ�tre a priori le nombre de modes n

recherch�es ; les mêmes solutions que celles propos�ees pour la m�ethode ITD (voir page 15) peuvent

être employ�ees. Mais on peut aussi, plus simplement, tracer le graphe (!;Hmes
ij (!)) et d�enombrer

de visu le nombre de modes �a identi�er. La m�ethode de la fraction rationnelle, comme la m�ethode

ITD, identi�e les param�etres modaux pour chaque points de mesure. C'est n�ecessaire pour les

d�eform�ees, mais c'est gênant pour les param�etres !m et �m, qui ne doivent pas d�ependre du point

de mesure. Des �ecarts peuvent apparâ�tre sur les identi�cation d'un même param�etre sur divers

points. La Structural Dynamics Toolbox (SDT) sous MatLab c
 5.3 (Etienne Balm�es, 19902),

propose une interface tr�es performante qui met en �uvre cette m�ethode. Elle va même au-del�a,

en proposant une identi�cation des param�etres !m et �m de fa�con \horizontale", c'est-�a-dire ne

d�ependant pas du point de mesure.
2 http://www.sdtools.com
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I.1.4 M�ethode du pic et m�ethode du lissage global

La m�ethode du pic est une m�ethode fr�equentielle, qui suppose que les modes sont suÆsam-

ment espac�es pour pouvoir �ecrire, localement, la fonction de transfert sous la forme :

Hij(!) =
�m(xi)�

m(xj)

�!2 + 2i�m!m! + !2m
(I.39)

L'admittance (fonction de transfert en vitesse) s'�ecrit alors :

Hv
ij(!) =

i!�m(xi)�
m(xj)

�!2 + 2i�m!m! + !2m
(I.40)

Sous l'hypoth�ese d'un amortissement faible, on retrouve les caract�eristiques du mode par un

calcul d'att�enuation �a 3 dB :

Soient (!1; !2; !max) tels que

(
jHv

ij(!max)j = max
�
jHv

ij(!)j
�

jHv
ij(!1)jdB = jHv

ij(!2)jdB = jHv
ij(!max)jdB � 3

alors, sous l'hypoth�ese que �m est faible, on a :8>><>>:
!m = !max

�m =
j!2 � !1j
2!m

�m(xi)�
m(xj) = 2�m!mjHv

ij(!m)j
(I.41)

Une limitation de cette m�ethode vient de l'aspect num�erique li�ee �a l'�echantillonnage. En

e�et, la fonction de transfert n'est connue que sur un ensemble discret de valeurs de !. Or, pour

les amortissements tr�es faibles, le pic est tr�es aigu (j!2 � !1j � !m), et il est peu probable que

la discr�etisation du spectre permette une bonne lecture. Pour lever cette limitation, on peut

consid�erer qu'autour de -3 dB, �m suit la loi :

�m ' �!

!m(�Hv
(dB))

0;62
(I.42)

La �gure I.2 montre le r�esultat de cette estimation pour �m variant de 0; 1% �a 5%, sur des

fonctions de transferts synth�etis�ees. On voit que pour une di��erence de niveau de la fonction

de transfert allant de 1 dB �a 4 dB (au lieu de 3 dB dans la m�ethode de base), l'estimation

de �m est correcte �a un demi point pr�es. Ceci permet d'avoir plusieurs mesures de �m et lisse

ainsi les erreurs induites par la mesure et l'�echantillonnage. Cette m�ethode est tr�es simple et

tr�es eÆcace. Elle permet d'estimer tr�es rapidement les param�etres modaux. Mais, du fait de

ses hypoth�eses qui sont rarement v�eri��ees (in
uence mutuelle des modes), elle ne r�ealise qu'une

estimation des param�etres : les r�esultats sont peu pr�ecis, surtout pour l'amortissement et le

r�esidu (�m(xi)�
m(xj)). C'est pourquoi d'autres m�ethodes plus robustes sont d�evelopp�ees.

La m�ethode du lissage global est �egalement une m�ethode fr�equentielle, qui consid�ere un

point d'excitation xj et N points de mesure (xi)i6N . Comme dans la m�ethode de la fraction
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1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
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0.06

∆|h|   (dB)

ξ

(∆ ω) / ω
m

  × (∆|h|) −0,62

Fig. I.2: �m estim�e par l'�equation pr�ec�edente ({) , et �m r�eel (� � �)

rationnelle complexe, la m�ethode du lissage global mod�elise les fonctions de transfert par une

troncature au mode n :

Hij(!) =

nX
m=1

�m(xi)�
m(xj)

�!2 + 2i�m!m! + !2m
(I.43)

Il s'agit d'une m�ethode \manuelle", qui fonctionne en deux �etapes.

� Tout d'abord, elle identi�e horizontalement les param�etres modaux (!m; �m). Pour ce

faire, un sous ensemble al�eatoire I� NN est utilis�e pour sommer des fonctions de transfert en

vitesse :

Hv
I =

X
i2I

 
nX

m=1

i!�m(xi)�
m(xj)

�!2 + 2i�m!m! + !2m

!

=

nX
m=1

i!
P
(�m(xi)�

m(xj))

�!2 + 2i�m!m! + !2m

=
nX

m=1

i!Rm
I

�!2 + 2i�m!m! + !2m
(I.44)

en notant Rm
I
=
P
i2I
(�m(xi)�

m(xj)).

Le but de la sommation sur quelques points de mesure est triple : d�etruire une partie du

bruit de mesure, s'a�ranchir des probl�emes pos�es par un point sur une ligne nodale3 (le mode

disparâ�t alors de la fonction de transfert correspondante), et moyenner les �eventuelles variations

des param�etres modaux d'un point �a l'autre. La m�ethode du pic est alors utilis�ee sur Hv
I
, ce

qui donne une premi�ere estimation des param�etres (!m; �m; R
m
I
) (Rm

I
n'a aucune signi�cation

3Les modes peuvent avoir une d�eform�ee qui est nulle sur certains points. Dans un syst�eme monodimensionnel,

ces points sont isol�es et sont appel�es n�uds. Pour une structure bidimensionnelle, on peut montrer que ces points se

regroupent en une courbe continue (au moins C2), appel�ee ligne nodale. Les noeuds d'un mode en trois dimensions

se retrouvent sur une surface nodale.
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physique). Ensuite vient une phase d'optimisation de chaque param�etre, avec comme crit�ere

d'optimisation la minimisation de l'erreur :

" =

8>>>>;
�����X
i2I

(i!Hmes
ij (!))�Hv

I(!)

����� d! (I.45)

Il est utile de pr�eciser que cette minimisation d'erreur fait \coller" les deux fonctions de

transfert en module et en phase. L'e�et d'une variation d'un param�etre est tr�es visible sur les

fonctions de transfert : !m contrôle la position horizontale du pic, �m dirige la largeur du pic,

et Rm
I
pilote la position verticale du pic (c.f. �g. I.3).

!m

�m
Rm
I

Fig. I.3: E�ets des variations des param�etres modaux sur un pic

Comme on le voit, les param�etres modaux ne sont pas ind�ependants. Il faut donc aÆner

it�erativement chacun des param�etres, ce qui en fait une m�ethode un peu longue. Finalement, on

peut v�eri�er ou aÆner les r�esultats en changeant de sous ensemble I.

� Dans un deuxi�eme temps, �a partir de cette identi�cation des param�etres modaux (!m; �m),
la m�ethode identi�e les r�esidus Ri = (�mi �

m
j ). Maintenant que les param�etres globaux (!m; �m)

sont �x�es, il suÆt de travailler sur les fonctions de transfert en d�eplacement
�
Hmes
ij (!)

�
i6N

. La

m�ethode manuelle d�ecrite plus haut est de nouveau utilis�ee, avec minimisation de l'erreur :

"i =

Z
!

��Hmes
ij (!)�Hij(!)

�� d! (I.46)

Il faut noter que 8 i 6= j ;
@"i
@Rj

= 0, ce qui simpli�e grandement la m�ethode.

En�n, grâce �a la mesure colocalis�ee (i = j), on peut remonter aux d�eform�ees modales

norm�ees par la relation :

�mi =
Rip
Rj

(I.47)

Ainsi, �a partir de fonctions de transfert en d�eplacement (dont une colocalis�ee), la m�ethode

du lissage global appuy�ee par une m�ethode du pic am�elior�ee, permet d'identi�er compl�etement

les param�etres modaux (!m; �m; �
m)m6n. Cette m�ethode est plus robuste que la m�ethode de la

fraction rationnelle complexe, et pr�esente l'avantage d'identi�er les param�etres globaux (!m; �m)

horizontalement, c'est-�a-dire ind�ependamment du point consid�er�e. N�eanmoins, elle a le d�efaut

d'être assez manuelle et donc coûteuse en temps.
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I.1.5 Conclusion

Le formalisme modal o�re une grande vari�et�e de m�ethodes d'identi�cation, chacune

ayant ses avantages et ses inconv�enients. Aucune de ces m�ethodes ne peut pr�etendre être

syst�ematiquement la mieux adapt�ee �a une application donn�ee ; il faudra choisir la m�ethode

employ�ee en fonction de la situation. On retiendra cependant les points suivants :

{ la m�ethode ITD, temporelle et o�-line, est tr�es performante, tant qu'on dispose des

r�eponses temporelles du syst�eme (et non des fonctions de transfert �a partir desquelles on

peut reconstruire les r�eponses temporelles, mais de fa�con erron�ee).

{ la m�ethode du lissage global, bas�ee sur celle de la fraction rationnelle complexe, relaxe

l'hypoth�ese de modes bien s�epar�es. C'est la plus performante des m�ethodes fr�equentielles.

De fa�con formelle, la repr�esentation modale est valide pour tout le spectre. Aucune hy-

poth�ese explicite sur la fr�equence n'est faite. Mais, dans les faits, deux constats limitent sa

validit�e. D'une part, la dynamique haute fr�equence est sensible �a la troncature modale, la base

modale devant être d'autant plus riche que la fr�equence augmente. D'autre part, l'amortissement

joue un rôle fondamental lors de cette mont�ee en fr�equence. Si l'amortissement est important

ou si les fr�equences modales sont rapproch�ees, les modes n'�emergent plus de fa�con isol�ee. Le for-

malisme modal n'a plus d'int�erêt. Lyon [21] propose un indicateur nomm�e recouvrement modal

pour quanti�er cette limite. Le recouvrement modal d�e�nit par :

� = n� � � � (I.48)

o�u n est la densit�e modale, � la fr�equence et � l'amortissement �energ�etique (� = 2�). Avec un

recouvrement modal de 30%, il devient diÆcile d'isoler un mode donn�e ; �a partir de 50%, il est

impossible de s�eparer les modes. Il s'agit d'ailleurs d'une des d�e�nitions possibles du domaine

des moyennes et hautes fr�equences. On sort du domaine modal pour entrer dans le domaine des

moyennes fr�equences lorsque le recouvrement modal atteint un tiers �a un demi.

I.2 Identi�cation des param�etres de propagation

Cette partie fournit des �el�ements concernant la repr�esentation ondulatoire du comportement

dynamique des structures. L'accent y est mis d'abord sur la dualit�e formelle entre les approches

modales et propagatives et sur les diÆcult�es d'interpr�etation qui y sont rattach�ees. Une br�eve

revue des mod�eles pr�evisionnels bas�es sur les approches propagatives est ensuite propos�ee. En-

�n, les techniques d'identi�cation des param�etres de propagation (param�etres d'entr�ee de ces

mod�eles) sont alors expos�es.

I.2.1 La dualit�e approche modale / approche propagative

La question de la \dualit�e approche modale / approche propagative" est �a la fois s�eculaire

et tr�es contemporaine. Elle a passionn�e et continue �a le faire d'illustres scienti�ques et de nom-

breux chercheurs. Comme le rappelle Langley [74], la r�eponse dynamique { vibratoires ou acous-

tiques { peut être vue aussi bien en termes de modes (ondes stationnaires) qu'en termes d'ondes
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�elastiques libres. On peut citer la SEA en exemple. Les principes fondamentaux de cet outil

sont souvent exprim�es en termes modaux tandis que certains param�etres, comme les facteurs

de pertes par couplage, sont issus d'une argumentation bas�ee sur des ph�enom�enes ondulatoires.

Mais cette dualit�e n'est pas �evidente �a mettre en �uvre, comme le pr�ecise Lyon [21] : Souli-

gnons qu'il est toujours possible, DU MOINS EN THEORIE, d'arriver aux mêmes conclusions par les

deux approches. Pour Fahy [17], la g�en�eration d'un champ parfaitement stationnaire �a partir de

r�e
ections arbitraires d'ondes propagatives reste un v�eritable myst�ere.

Dans le cas monodimensionnel, cette dualit�e est montr�ee formellement de fa�con math�ema-

tique. En e�et, pour les vibrations libres d'un tel syst�eme, la combinaison d'une onde progressive

et d'une onde r�etrograde, de même nombre d'onde k satisfaisant l'�equation de dispersion, forme

une onde stationnaire appel�ee mode. La mani�ere avec laquelle ces ondes se combinent, en termes

de phase r�eciproque et de rapport d'amplitudes, est d�etermin�ee �a partir des conditions aux

limites. Mais cette dualit�e n'est valable que pour un mode unique excit�e sur sa fr�equence propre.

Pour une autre fr�equence, la forme du mode est inchang�ee mais son nombre d'onde k n'est plus

compatible avec l'�equation de dispersion. La dualit�e entre un mode et deux ondes propagatives

s'e�ondre. La r�eponse forc�ee du syst�eme est en r�ealit�e une combinaison lin�eaire des modes de la

structure. Pour percevoir la dualit�e approche modale/approche propagative dans ce cas, il faut

faire appel �a la d�ecomposition de Mittag-Le�er4 de la r�eponse ondulatoire du syst�eme :

w(!) = A+e�ik(!)x +A�eik(!)x = w(0) +
X
r

br

�
1

! � !r
+

1

!r

�
(I.49)

Cette expression est formellement la même que I.21, vue pr�ec�edemment concernant le forma-

lisme modal. Les deux approches, ondulatoire et modale, sont donc ici mises en parall�ele. Mais

l'interpr�etation physique de cette dualit�e est plus diÆcile �a exhiber. Loin d'une r�esonance, les

modes se combinent entre eux de fa�con complexe pour former les ondes propagatives, aucun des

modes pris isol�ement n'�etant associ�e simplement �a ces ondes. Pour une excitation large bande,

la situation est di��erente puisque la r�eponse est largement domin�ee par les modes r�esonants qui,

comme on l'a vu plus haut, peuvent chacun être consid�er�es comme une combinaison d'une onde

aller et d'une onde retour.

Dans le cas bidimensionnel, le probl�eme est nettement plus compliqu�e. En amont même de

la dualit�e approche modale / approche propagative, Langley [74] met en �evidence le probl�eme

de l'unicit�e de la repr�esentation ondulatoire d'un champ de vibration. Il exhibe en e�et :

� une formulation \guide d'onde" dans un sens (resp. dans l'autre sens),

w(x; y) =

+1X
s=1

ws(x) sin
�s�y

L

�  
resp.

+1X
s=1

ws(y) sin
�s�x

l

�!
� une formulation en terme de r�eseau d'interf�erence d'ondes cylindriques (�a travers la m�ethode

des sources images),

w(x; y) =
�� iP

8Dk2

�X
n

(�1)
h
H

(2)
0 (krn)�H

(2)
0 (ikrn)

i
4La d�ecomposition de Mittag-Le�er est en fait la d�ecomposition en s�erie de Laurent d'une fonction

m�eromorphe. Les fonctions m�eromorphes sont des fonctions disposant de pôles isol�es et holomorphes sur l'ou-

vert priv�e de ces points.
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� et en�n une formulation par superposition d'ondes planes

w(x; y) =

Z 2�

0
A(�)e�ik(x cos �+y sin �)d�+

Z 2�

0
B(�)e�k(x cos �+y sin �)d� + wp(x; y)

Cette derni�ere repr�esentation peut être lue comme la superposition d'un champ r�everb�er�e domin�e

par des ondes planes et d'un champ direct (up(x; y)) correspondant au noyau de Green de

la plaque in�nie. Cependant, la distribution angulaire des amplitudes A(�) ne peut pas être

d�etermin�ee de fa�con unique. Cette non-unicit�e de la vision propagative est de nature �a soulever

bien des questions. A l'oppos�e, la repr�esentation modale est unique, chaque d�eform�ee modale

�etant clairement d�e�nie. Une autre mani�ere de prouver cette unicit�e est d'invoquer l'unicit�e de

la d�ecomposition de Mittag-Le�er I.49.

Malgr�e les ambigu��t�es d'interpr�etation de la dualit�e approche modale/approche propagative,

force est de constater que les deux approches \cohabitent" parfaitement dans la litt�erature

scienti�que. Faire appel �a l'une ou �a l'autre de ces approches est plus une question de culture

scienti�que. L'approche modale semble être pr�ef�er�ee dans un contexte num�erique et exp�erimental

alors que l'approche ondulatoire correspond mieux �a une d�emarche analytique. Cette distinction

ne prend pas en consid�eration la mont�ee en fr�equence qui limite de fait l'approche modale et

\�epargne" dans une certaine mesure l'approche propagative.

I.2.2 Les mod�eles pr�edictifs moyennes et hautes fr�equences

Lorsque la fr�equence augmente, la plupart des structures accusent une densi�cation modale,

accompagn�ee d'une hausse du recouvrement modal (c.f. Lyon [21]). Ce ph�enom�ene \brouille" les

modes, les m�elange, ce qui p�enalise les approches purement modales. Ainsi de nombreuses alter-

natives �a ces derni�eres ont �et�e propos�ees, dont certaines sont encore en cours de d�eveloppement.

Il ne s'agit dans ce m�emoire de faire une revue exhaustive de toutes ces m�ethodes, mais d'en

pr�esenter quelques-unes �a titre d'exemple, pour lesquelles les param�etres de propagation sont

des donn�ees essentielles.

L'Analyse Statistique de l'Energie (Statistical Energy Analysis, SEA), dont les fondements

sont donn�es par Lyon [21], est une m�ethode �energ�etique : les variables ne sont plus des gran-

deurs cin�ematiques (lin�eaires), mais des grandeurs �energ�etiques (quadratiques). De nombreuses

hypoth�eses sont n�ecessaires �a son application (modes r�esonants, �equir�epartition de l'�energie sur

tous les modes, couplages conservatifs, . . .). La SEA est une approche globale qui consiste �a

subdiviser les structures complexes en sous-syst�emes plus simples qui respectent les hypoth�eses

fondatrices. Arm�e d'indicateurs globaux sur ces sous-syst�emes { p�erim�etre L, section S, volume

V , densit�e modale ni, facteur de pertes par dissipation �i, facteurs de pertes par couplage �i;j {,

il est possible d'�etablir des bilans d'�energie. Par exemple, pour une structure compos�ee de deux

sous-syst�emes, on a le sch�ema pr�esent�e �gure I.4. Avec la relation de r�eciprocit�e n1�1;2 = n2�2;1,

le bilan �energ�etique donne pour le sous-syst�eme �2 l'�energie modale Ei suivante :

E2 = E1 �2;1
�1;2 + �2

(I.50)
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!�1;2E1

!�2;1E2

�1 �2

!�1E1 !�2E2

Fig. I.4: Exemple d'analyse SEA pour deux sous-structures

Or, la SEA pr�edictive fait fortement appel �a une repr�esentation propagative des sous-syst�emes.

Les indicateurs cit�es plus haut d�ependent donc des caract�eristiques des ondes se propageant dans

la structure. A titre d'exemple, la densit�e modale pour un syst�eme isotrope vaut :

1-D 2-D 3-D

n(�) =
L

�cg

S!

2�c'cg

V !2

2�2c2'cg

(I.51)

o�u c' =
!

k
est la vitesse de phase et cg =

d!

dk
la vitesse de groupe des ondes concern�ees. Il en est

de même pour le calcul des facteurs de pertes par couplage qui font appel non seulement aux

propri�et�es g�eom�etriques et m�ecaniques des liaisons mais aussi aux caract�eristiques des ondes.

Aussi est-il n�ecessaire, en SEA pr�edictive, de bien connâ�tre l'�equation de dispersion du milieu.

Elle constitue en e�et une donn�ee du probl�eme.

Cependant, la SEA pr�esente intrins�equement une limitation concernant la r�epartition spa-

tiale de l'�energie. En e�et, elle utilise des valeurs moyennes en temps et en espace sur chaque

sous-syst�emes. Ces moyennes engendrent une perte d'information, en particulier sur le plan de

la localisation de l'�energie. A�n de pallier cet inconv�enient majeur, une m�ethode locale a vu le

jour �a partir de la SEA ([11, 15, 19, 20, 23, 31]). Baptis�ee M�ethode Energ�etique Simpli��ee, elle

met en place des �equations �energ�etiques issues des bilans de puissance locaux. La MES se base

�egalement sur une description propagative des comportements vibratoires et acoustiques et sur

la relation intrins�eque entre 
ux de puissance ~I et densit�e d'�energie W (loi de Biot) :

~I = cgW~n (I.52)

Ainsi, dans le cas d'ondes planes, il est �etabli que la densit�e d'�energie associ�ee est r�egie par une

�equation du type :

� c2g
�!

�W + �!W = �inj (I.53)

�equation dans laquelle apparaissent les deux param�etres pertinents : cg et �. D'autres mod�eles

peuvent être formul�es pour des ondes cylindriques ou sph�eriques ou pour des ph�enom�enes cou-

plants ces di��erents types d'ondes. L�a encore la connaissance de l'�equation de dispersion, �a

travers la vitesse de groupe cg, est n�ecessaire.

L'utilisation de l'�equation de dispersion du milieu n'est pas l'apanage des m�ethodes

�energ�etiques. La Th�eorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC [82]), par exemple,

n�ecessite elle aussi la connaissance de l'�equation de dispersion. D'autres approches �a variables
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cin�ematiques se basent �egalement sur la connaissance pr�ecise des param�etres de propagation,

parmi lesquelles on peut citer la m�ethode num�erique d�enomm�ee Wave Based Method d�evelopp�ee

entre autres par Bareille [67]. Comme pour les �el�ements �nis, cette approche num�erique consiste

�a utiliser pour la description du champ solution, une base de fonctions de formes. Cependant, a

contrario des �el�ements �nis, ces fonctions de formes ne sont plus des polynômes mais une base

d'ondes planes propagatives, solutions exactes de l'�equation du mouvement homog�ene. Ainsi on

passe outre le probl�eme de discr�etisation du maillage connu par la m�ethode des �el�ements �nis. Le

calcul des amplitudes se fait par interf�erences au niveau des fronti�eres. L'int�erêt de cette m�ethode

est de constituer un probl�eme de taille invariante par rapport �a la longueur d'onde. Cependant,

lors de la s�election des ondes propagatives utilis�ees pour la projection des champs, l'�equation

de dispersion est suppos�ee connue. Cette fois-ci, il est n�ecessaire de connâ�tre l'�equation de

dispersion compl�ete, c'est-�a-dire d�ependant de la pulsation et de la direction de propagation.

I.2.3 Les m�ethodes d'identi�cation des param�etres propagatifs

Identi�cation de l'�equation de dispersion

Dans le cas monodimensionnel, Mac Daniel [51] propose une m�ethode d'identi�cation du

nombre d'onde complexe bas�e sur un formalisme ondulatoire. Avec des conditions initiales iden-

tiquement nulles et une excitation en bruit blanc aux seules extr�emit�es de la poutre, il montre

qu'elle est le lieu de propagation de quatre ondes inhomog�enes :

ŵ(x; !) = c1(!)e
i|�x + c2(!)e

�i|�x + c3(!)e
|�x + c4(!)e

�|�x (I.54)

avec (en notant m la masse lin�eique de la poutre)

|� = 4

s
!2m

E(1� i�(!))I
(I.55)

Il utilise exp�erimentalement une antenne de n acc�el�erom�etres, plac�es sur la poutre aux points

fx1; x2; : : : ; xng. Une �ecriture matricielle de l'�equation I.54 estim�ee �a chacune de ces positions

fournit : 266664
ŵmes(x1; !)

ŵmes(x1; !)
...

ŵmes(xn; !)

377775 =

266664
ei
|�x1 e�i|�x1 e

|�x1 e�|�x1

ei
|�x2 e�i|�x2 e

|�x2 e�|�x2
...

...
...

...

ei
|�xn e�i|�xn e

|�xn e�|�xn

377775
26664
c1(!)

c2(!)

c3(!)

c4(!)

37775 (I.56)

(o�u la notation mes signi�emesur�ee). Ainsi, �a partir d'un nombre d'onde |� donn�e, les amplitudes

fc1; c2; c3; c4g peuvent être estim�ees par moindres carr�es (simples ou doubles5). Pour juger de la

validit�e du nombre d'onde |� qu'on s'est initialement donn�e, une fonction d'erreur est calcul�ee

5Pour un probl�eme lin�eaire d'inconnues X, pos�e sous la forme Y= M X avec M matrice quelconque, la formule

des moindres carr�es simples fournit X =
�
t
M M

�
�1 � t

M Y
�
et la formule des moindres carr�es doubles fournit

X = 1
2

��
t
M M

��1 � t
M Y

�
+
�
t
YM

��1 � t
YY

��
.

{ 24 {



CHAPITRE I. TECHNIQUES D'IDENTIFICATION DES STRUCTURES

en comparant au champ exp�erimental le champ reconstitu�e �a partir des amplitudes trouv�ees :

"2(|�) =

nX
i=1

jŵmes(xi; !)� ŵ(xi; !)j2

nX
i=1

jŵ(xi; !)j2
(I.57)

Ainsi, �a tout nombre d'onde |� est associ�e un indice d'erreur qui juge de la capacit�e de ce nombre

d'onde |� �a repr�esenter le champ exp�erimental. Il suÆt alors d'utiliser un algorithme d'optimisa-

tion non lin�eaire pour minimiser l'erreur " en faisant varier le param�etre |�. En r�ep�etant cet algo-

rithme pour toutes les fr�equences contenues dans l'excitation, l'�equation de dispersion complexe

est retrouv�ee. Mac Daniel utilise ces r�esultats principalement pour identi�er l'amortissement �

dans la poutre test�ee, grâce �a la formule :

� =

����=(|�4)<(|�4)

���� (I.58)

Sa m�ethode permet d'identi�er l'amortissement sur une large bande de fr�equence, contrairement

aux m�ethodes modales. Cette bande de fr�equence est cependant limit�ee : du cot�e des basses

fr�equences, la longueur d'onde ne doit pas trop d�epasser la longueur de la poutre. Ainsi, la

premi�ere fr�equence modale est une limite en dessous de laquelle la m�ethode est ineÆcace. Du

cot�e des hautes fr�equences, il s'agit d'avoir un bon rapport signal/bruit : les ondes ne doivent pas

avoir la place d'être trop amorties. Pour connâ�tre cette limite hautes fr�equences, Mac Daniel

construit une fonction d'erreur "0(!) qui stocke l'erreur r�esiduelle "(|�opt) (�a la convergence

de l'algorithme d'optimisation). Cet indicateur subit un saut �a la fr�equence de coupure de la

m�ethode.

La m�ethode de Mac Daniel correspond aux m�ethodes temporelles vues �a la section

pr�ec�edente (page 13). On reconnâ�t en e�et, dans l'�equation matricielle I.56, une �ecriture si-

milaire �a la formulation I.29 de la m�ethode ITD. Ces �ecritures matricielles consistent �a �ecrire les

r�esultats des mesures sous la forme du produit d'une matrice compos�ee d'exponentielles mul-

tipli�ee par le vecteur des amplitudes de ces exponentielles. Pour ITD, la variable est le temps

tandis que pour Mac Daniel, la variable est l'espace. On quali�era donc sa m�ethode de spa-

tiale. Les m�ethodes fr�equentielles de la section pr�ec�edente sont bas�ees sur le passage dans le

domaine fr�equentiel grâce �a la transform�ee de Fourier. Parall�element ici, on peut former des

m�ethodes bas�ees sur le passage dans le domaine de Fourier, appel�e domaine des nombres d'onde

(k-space). Dans le cas bidimensionnel, ce domaine est un plan ; on parlera du plan d'onde. Les

deux m�ethodes expos�ees dans ce qui suit sont des m�ethodes d'analyse du plan d'onde.

En ce qui concerne l'identi�cation de l'�equation de dispersion d'un milieu bidimensionnel,

Ferguson [43] propose une m�ethode utilisant un vibrom�etre Laser �a balayage, qui mesure le

champ de vibration d'une portion de plaque plane. Cette portion de champ mesur�e est choisie

avec soin : elle doit être loin de la source ponctuelle utilis�ee pour exciter la plaque, et loin des

bords de la plaque. Ainsi, on peut supposer qu'une seule direction de propagation transmet

de l'�energie. L'utilisation d'un transform�ee de Fourier continue 2-D, au lieu d'une transform�ee

de Fourier discr�ete (�a travers un algorithme FFT)6, permet de d�etecter pr�ecis�ement le nombre
6Les notions de transform�ees de Fourier Discr�ete ou Continue sont explicit�ees au chapitre II.3.
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d'onde correspondant �a cette propagation. La limitation de cette technique vient du fait que

l'�equation de dispersion n'est alors identi��ee que dans une direction.

Dans le même ordre d'id�ee Williams [64] utilise une technique d�eriv�ee de l'holographie

de champ proche (NAH) pour d�eterminer l'�equation de dispersion d'une cavit�e cylindrique.

La NAH est une m�ethode de mesure d'un champ vibratoire �a partir du champ acoustique

rayonn�e par la structure ([50, 63]). A partir de la mesure du champ proche rayonn�e par la

structure, une proc�edure de r�etropropagation utilisant l'espace des nombres d'onde et l'�equation

de Helmholtz permet de connâ�tre la vitesse normal de la structure. Cette structure peut être

plane ([61]) ou cylindrique ([62]). Williaws [64], donc, utilise cette m�ethode de mesure pour

d�eterminer l'�equation de dispersion d'un tube de section circulaire. Il constate que sa mesure

donne directement l'�equation de dispersion, en fr�equence et en espace. En particulier, toutes

les directions de propagation sont examin�ees. Cependant, deux limitations sont �a pr�eciser. Tout

d'abord l'amortissement interne n'est pas d�etermin�e. Ensuite, et c'est l�a surtout la principale

limitation, la nature p�eriodique de de la structure permet une utilisation eÆcace de l'algorithme

FFT (qui suppose le champ p�eriodique).

Le pr�esent travail de th�ese se veut une extension des techniques visant �a identi�er l'�equation

de dispersion de structures planes non p�eriodiques ainsi que l'amortissement de celles-ci.

Identi�cation de l'amortissement

Il serait absurde de pr�esenter les m�ethodes d'identi�cation li�ees aux mod�elisations moyennes

et hautes fr�equences (SEA, MES,. . .) en omettant l'identi�cation de l'amortissement. Celui-ci

en e�et, bien que ne pr�esentant pas un caract�ere purement propagatif, suscite l'attention toute

particuli�ere de nombreuses publications. Le grand int�erêt port�e par la communaut�e scienti�que

sur l'amortissement est justi��e par le rôle crucial qu'il joue dans la d�etermination des amplitudes

vibratoires des structures.

Norton [26] rappelle les deux grandes techniques d'identi�cation du facteur de perte

�energ�etique �. La premi�ere est la m�ethode de la puissance inject�ee (Power Injected Method [36],

PIM). Cette m�ethode est bas�ee sur un bilan d'�energie, qui �egalise la puissance inject�ee dans une

structure �a la puissance dissip�ee :

�inj = �!W (I.59)

Il insiste tout particuli�erement sur le fait que la mesure de la puissance inject�ee doit être e�ectu�ee

avec la plus grande rigueur, les r�esultats quant �a l'amortissement �etant tr�es sensibles. Pour une

excitation en bruit blanc, il conseille l'utilisation de l'interspectre pour estimer la puissance

inject�ee, tandis que pour une excitation d�eterministe (sinus glissant par exemple), on pr�ef�erera

la mesure de la partie r�eelle de l'imp�edance. A titre d'exemple, on peut citer Bloss [37] qui

mesure et compare l'amortissement de di��erentes vitres de voiture, et dont l'originalit�e vient

de l'utilisation d'un vibrom�etre laser �a balayage pour obtenir l'�energie port�ee par la structure.

On remarquera n�eanmoins qu'il ne suit pas les recommandations de Norton puisqu'il utilise

une excitation en bruit blanc et estime la puissance inject�ee �a travers l'imp�edance au point
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d'excitation. Des pr�ecisions sur l'utilisation de la m�ethode PIM sur un cas exp�erimental, avec

cette d�emarche de Bloss, sont d�etaill�ees en Annexe D.

La seconde technique d'identi�cation du facteur de perte �energ�etique cit�ee par Norton est

celle du temps de r�everb�eration �a 60 dB, T60, qui est li�e �a l'amortissement � par la formule :

� =
13; 82

!T60
(I.60)

La structure doit être excit�ee par un bruit blanc, puis laiss�ee libre (arrêt de la source). On aura

donc int�erêt �a utiliser une excitation sans contact, par exemple acoustique ou �electromagn�etique

(un contact entre la source coup�ee et la structure rendrait la mesure sensible �a l'amortissement

interne de la source). On pourrait être tent�e de pr�ef�erer une m�ethode d'excitation de type choc,

mais Crocker [41] montre les diÆcult�es li�ees �a cette m�ethode, principalement celle d'exciter

uniform�ement toutes les bandes de fr�equence.

Une modi�cation de cette m�ethode est mise en �uvre par Chaigne [40] pour valider di-

vers mod�eles d'amortissement dans des plaques (couplage thermo-�elastique, viscosit�e, radiation

acoustique). L'excitation de la plaque est assur�ee par une source acoustique monochromatique

accord�ee pr�ecis�ement sur une fr�equence modale de la plaque, tandis que la mesure s'e�ectue

grâce �a un vibrom�etre laser. Ainsi, il a acc�es aux temps de r�everb�eration non pas moyenn�es sur

des bandes de fr�equence mais pr�ecis�ement sur les modes de la plaque. Ses r�esultats montrent que

les mod�eles d'amortissement utilis�es rendent parfaitement compte de la d�ependance fr�equentielle

du taux d'amortissement, sur un large panel de cas tests (aluminium, verre, �bre de carbone,

�epic�ea).

Mais les deux m�ethodes de mesure de l'amortissement cit�ees, { la m�ethode du temps de

r�everb�eration et la m�ethode de la puissance inject�ee { ne donnent pas les même r�esultats, comme

le constatent Bies [36] et Brown [39]. En e�et, si on consid�ere, sur une bande de fr�equence, un

amortissement modal tr�es variable, seuls les modes peu amortis seront tr�es r�esonants, et donc

porteront beaucoup d'�energie. La m�ethode de la puissance inject�ee, bas�ee sur l'�energie contenue

dans la structure, ne sera sensible qu'aux faibles amortissements. Si on coupe la source, pour

mettre en �uvre la m�ethode du temps de r�everb�eration, les premiers instants de la d�ecroissance

seront pilot�es par les modes d�ecroissant le plus vite, c'est �a dire les grands amortissements, tandis

que la d�ecroissance tardive sera gouvern�ee par les faibles amortissements. Sum [60] corrige un

peu cette analyse, expliquant que pour la m�ethode de la puissance inject�ee, la mesure concerne

les amortissements des modes qui dominent (en �energie) le champ de vibration. Or ceux-ci ne

sont pas n�ecessairement les modes les moins amortis. D'apr�es Ranky [56], quelle que soit la

raison r�eelle qui fait di��erer les r�esultats des deux m�ethodes, c'est celle de la puissance inject�ee

qui donne les r�esultats ad�equats pour une analyse SEA. Dans le cas d'un amortissement constant

d'un mode �a l'autre, les deux m�ethodes donnent des r�esultats similaires.

A�n d'aÆner un peu la m�ethode du temps de r�everb�eration dans le cas d'amortissements

modaux tr�es variables, Norton [26, 52] propose de traiter le temps de d�ecroissance avec une

analyse temps-fr�equence. Ainsi, on peut suivre l'�evolution d'un pic donn�e, qui correspond �a

un mode, et identi�er l'amortissement de chaque mode. De plus, cette m�ethode permet de

mesurer d'�eventuels couplages intermodaux, avec des transferts d'�energie entre modes. Mais

{ 27 {



I.3. CONCLUSION J. BERTHAUT

cette technique est d�elicate, les r�esultats �etant tr�es sensibles aux param�etres de l'analyse temps-

fr�equence (fr�equence d'�echantillonnage, pas d'avancement temporel, . . .).

I.3 Conclusion

Dans le domaine des basses fr�equences, la dynamique des structures est domin�ee par son

comportement modal. Ceux-ci cr�eent des pics importants et isol�es dans les r�eponses fr�equentielles

des structures. L'identi�cation revient alors �a caract�eriser ces pics. De nombreuses m�ethodes

existent. On les classe en g�en�eral selon deux groupes, selon qu'elles soient temporelles ou

fr�equentielles. Cependant, alors que la fr�equence augmente, les pics cr�e�es par les modes sont de

plus en plus larges et de plus en plus rapproch�es. L'identi�cation modale devient tr�es d�elicate.

Dans ce domaine des forts recouvrements modaux, d'autres mod�eles pr�edictifs sont n�ecessaires.

Si aucun ne semble aujourd'hui remporter tous les su�rages de la communaut�e scienti�que,

nombreux font appel �a une vision propagative des ph�enom�enes. La question de l'identi�cation

se trouve alors focalis�ee sur les param�etres de propagation. Si peu de r�ef�erences existent aujour-

d'hui dans ce domaine, on retiendra cependant deux types de m�ethodes. Le premier, repr�esent�e

principalement par Mac Daniel [51], est d�eriv�e des m�ethodes de Prony et s'appuie sur la des-

cription spatiale des ondes, �a travers un exponentiel complexe. On parlera de m�ethode spatiale.

Mais, pour l'instant, ce type de m�ethodes n'a �et�e d�evelopp�e que pour des structures mono-

dimensionnelles. Le chapitre suivant met en place une extension de cette m�ethode spatiale, �a

travers le d�eveloppement de la Single Frequency Space Domain. Le second type de m�ethode

d'identi�cation, dont Ferguson [43] et Williams [64] sont les principaux repr�esentants, s'appuie

sur la description des vibrations �a travers leur contenu spectral, c'est �a dire en d�ecomposant les

champs dans l'espace des nombres d'onde. Le chapitre suivant propose une nouvelle m�ethode

de ce type, baptis�ee m�ethode Inhomogeneous Wave Correlation. L'originalit�e de cette m�ethode

r�eside dans l'utilisation d'ondes inhomog�enes pour d�ecrire le champ, ce qui permet de masquer

l'e�et des champs singuliers et de donner une indication sur l'amortissement structural.
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Chapitre II

Identi�cation des param�etres

propagatifs des structures

bidimensionnelles

Ce chapitre pr�esente la mise en place de deux nouvelles m�ethodes visant l'identi�cation

de l'�equation de dispersion et de l'amortissement spatial des structures 2-D. Apr�es une rapide

mise en place du probl�eme et des conventions d'�ecritures, se tient une description d�etaill�ee de la

premi�ere de ces m�ethodes. Celle-ci travaille sur un champ monochromatique et directement dans

le domaine spatial, d'o�u son nom de Single Frequency Space Domain (SFSD). C'est une adap-

tation dans le domaine spatial et en deux dimensions de la m�ethode temporelle ITD pr�esent�ee

dans le chapitre pr�ec�edent. La m�ethode ainsi r�ealis�ee est une m�ethode de type Prony pour

l'identi�cation des nombres d'ondes. Elle est ensuite num�eriquement test�ee. Ses limitations sont

discut�ees.

La troisi�eme section du chapitre concerne la description de m�ethodes du plan d'onde, depuis

la FFT jusqu'�a une nouvelle m�ethode d�esign�ee IWC { Inhomogeneous Wave Correlation. Cette

derni�ere est bas�ee sur des hypoth�eses typiquement moyennes et hautes fr�equences et semble être

tr�es prometteuse. Elle permet de construire une �equation de dispersion �a partir d'un champ

vibratoire spatial. L'�equation de dispersion obtenue d�epend de la fr�equence et de la direction.

La m�ethode IWC o�re entre autres l'avantage de s'a�ranchir par construction des variations

singuli�eres du champ spatial (champs proches), ce qui la rend en partie ind�ependante des condi-

tions aux limites et d'excitation. L'�equation de dispersion ainsi obtenue est ensuite exploit�ee.

Divers mod�eles de plaque sont bri�evement rappel�es. Pour chacun de ces mod�eles (Love-Kirchho�,

Mindlin, cas isotrope, cas orthotrope), l'�equation de dispersion th�eorique est pr�esent�ee. L'iden-

ti�cation des param�etres apparents s'obtient alors par traitement des �equations de dispersion :

celle identi��ee par IWC et celle donn�ee par l'un des mod�eles. Ce traitement s'appuie sur une

technique de moindres carr�es. Ainsi, la m�ethode IWC coupl�ee �a cette m�ethode d'identi�cation

des param�etres permet de d�eterminer une plaque homog�ene �equivalente �a la structure d'origine.

On peut parler d'homog�en�eisation adapt�ee au domaine des petites longueurs d'ondes.
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La derni�ere partie s'attache �a valider num�eriquement l'approche propos�ee ici. Pour ce faire,

on s'int�eresse en premier lieu aux cas des structures monodimensionnelles. Il semble en e�et

n�ecessaire de v�eri�er la pertinence de la m�ethode IWC dans ce cas. Les structures bidimension-

nelles feront l'objet de nombreuses validations (exp�erimentales et num�eriques) dans les chapitres

qui suivent.

II.1 Mise en place du probl�eme

Lorsque la fr�equence d'analyse augmente, les longueurs d'onde de vibration au sein de la

structure diminuent. Du point de vue d'une onde, la structure devient grande, et l'in
uence des

conditions aux limites est localis�ee. La plupart des points de la structure sont loin des conditions

aux limites et l'�equation du mouvement y est homog�ene. Quantitativement, le champ est donc

compos�e majoritairement de fonctions solution de cette �equation homog�ene, c'est-�a-dire des

ondes libres. On notera, pour une pulsation ! donn�ee :

'
~k
(x; y; t) = e�i(!t�~k:~x) (II.1)

'
kx;ky(x; y; t) = e�i(!t�(kxx+kyy)) (II.2)

'
k;�(x; y; t) = e�i(!t�k(x cos �+y sin �)) (II.3)

Pour passer de la formulation II.2 �a la formulation II.3, on a besoin de la relation suivante :

tan � =
ky
kx

; kx: cos � > 0 (II.4)

Un champ harmonique de pulsation ! (dont la d�ependance en ! est implicitement incluse dans

le signe^) est donc �ecrit sous la forme :

ŵ(x; y) =
nX

m=1

ame
i(kmxx+kmyy) =

nX
m=1

am'̂kmx;kmy (II.5)

de fa�con discr�ete, et

ŵ(x; y) =

Z +1

0

Z 2�

0
a(�)eik(x cos �+y sin �))d�dk =

Z +1

0

Z 2�

0
a(�)'̂k;�d�dk (II.6)

de fa�con continue.

Un autre point clef dans l'�etude des vibrations est la prise en compte de l'amortissement

structural. Celui-ci d�epend fortement du mod�ele utilis�e (comme le rappelle Lyon [21], p.154),

et il n'est pas toujours ais�e d'�etablir un lien rigoureux entre les di��erents amortissements des

di��erents mod�eles. En e�et certains mod�eles pr�esentent des �equivalences �a fr�equences pures

(fr�equences de r�esonances), alors que d'autres sont valides en bandes larges. Il convient alors

de souligner les risques de confusion et d'interpr�etation incorrecte entre ces di��erents mod�eles.

Avec le formalisme ondulatoire utilis�e ici, le mod�ele d'amortissement le plus adapt�e est celui de
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l'amortissement spatial, not�e 
1, qui transforme les ondes propagatives en ondes inhomog�enes :

k  ! |� = k(1 + i
)

'̂|�x;|�y(x; y) = ei(
|�xx+|�yy) (II.7)

'̂
k;
;�(x; y) = eik(1+i
)(x cos �+y sin �) (II.8)

L'�equation II.8 fait implicitement appel �a une hypoth�ese suppl�ementaire. En e�et l'amortisse-

ment d'une onde est suppos�ee être identique selon les deux directions x et y. Ceci am�ene les

relations suivantes :

k =
q
<(|�x)2 + <(|�y)2 (II.9)

tan � =
<(|�y)
<(|�x) ; cos(�):<(|�x) > 0 (II.10)


 =

s�=(|�x)
<(|�x)

�2

+

�=(|�y)
<(|�y)

�2
(II.11)

Dans ces expressions, le nombre d'onde et l'amortissement spatial sont laiss�es libres de varier

aussi bien en fr�equence qu'en direction de propagation �. Les relations pr�esent�ees dans cette

section forment le socle de toute technique d'identi�cation des param�etres d'identi�cation. Il

faut tout de même noter que les techniques recherch�ees ne s'int�eressent absolument pas �a l'am-

plitude des ondes, mais bien �a leurs formes. Les questions d'unicit�e de repr�esentation, �evoqu�ee

au chapitre pr�ec�edent, n'ont pas lieu d'être ici.

II.2 M�ethode spatiale (SFSD)

Par analogie avec la m�ethode Single-Station Time-Domain (SSTD), extension de la m�ethode

d'Ibrahim Time Domain (ITD), la m�ethode propos�ee ici travaille de fa�con harmonique dans le

domaine spatial. Elle est donc baptis�ee Single-Frequency Space-Domain (SFSD)2. Expos�ee de

fa�con synth�etique, la m�ethode ITD explore un champ �a deux variables (position x et temps t).

Par une r�eorganisation de mesures e�ectu�ees sur une grille uniforme (les avancements en x et

en t sont constants), elle identi�e ce champ �a une suite de fonctions exponentielles en temps et

quelconque en espace. La même d�emarche sera employ�ee par la suite dans le domaine purement

spatial.

1Il convient de signaler �a ce stade que la d�e�nition utilis�ee ici s'�ecarte l�eg�erement de celle employ�ee par Lyon

dans son ouvrage de r�ef�erence [21]. L'amortissement spatial 
 y est d�e�ni en Nepers/m, tandis qu'ici, il est

adimensionalis�e par k.
2Pour l'identi�cation des signaux temporels, on a �a disposition les m�ethodes temporelles et les m�ethodes

fr�equentielles. Pour des signaux spatiaux comme c'est le cas ici, on construit par analogie des m�ethodes spatiales

et des m�ethodes du plan d'onde. La variable temporelle est le temps t, tandis que la variable fr�equentielle est la

pulsation !. La variable spatiale est la position x (ou la position (x; y)), tandis que la variable du plan d'onde est

le nombre d'onde k (ou le vecteur d'onde (kx; ky)).
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II.2.1 Description de la m�ethode

L'id�ee ici consiste �a transposer l'algorithme ITD sur un champ doublement spatial, en

substituant aux couples (position/temps) les couples (position x/ position y). Ceci revient �a

mettre l'�equation II.7 sous la forme :

'̂|�x;|�y(x; y) = ei
|�xxei

|�yy (II.12)

ce qui permet d'�ecrire le champ (�equation II.5) sous la forme :

ŵ(x; y) =

nX
m=1

am'̂|�mx(x) e
i|�myy (II.13)

On reconnâ�t formellement la formulation I.23 de la m�ethode ITD. Cette m�ethode impose

donc que le champ soit connu sur une grille uniforme. On d�e�nit alors les suites (xi)i<N1 et

(yj)j<N2 :

xi = x0 + i��x ; yj = y0 + j ��y (II.14)

Ceci permet de former les deux matrices X et Y :

8i 6 N1;8j 6 N2 � 1; Xij = ŵ(xi; yj) ; Yij = ŵ(xi; yj +�y) (II.15)

ce qui permet de calculer la matrice A :

A =
1

2

�
(Y tX)(X tX)�1 + (Y tY)(X tY)�1

�
(II.16)

dont les couples propres v�eri�ent :

8m; A

266664
'̂|�mx(x1)
'̂|�mx(x2)

...
'̂|�mx(xN1)

377775 = eikmy�y

266664
'̂|�mx(x1)
'̂|�mx(x2)

...
'̂|�mx(xN1)

377775 (II.17)

La r�esolution d'un probl�eme aux valeurs propres donne toujours des vecteurs propres connus

�a une constante multiplicative pr�es. L'amplitude am de chaque onde, qui est une constante

multiplicative devant la forme d'onde, n'est donc pas identi��ee par la m�ethode. Elle a disparue

dans la norme du vecteur propre. La premi�ere composante du vecteur d'onde est donc estim�ee

par la valeur propre de la matrice A . Quant au vecteur propre, chacune de ses lignes est reli�ee

�a la pr�ec�edente par la relation :

'̂|�mx(xi+1)

'̂|�mx(xi)
=

ei
|�mxxi+1

ei|�mxxi
= ei

|�mx�x (II.18)

On a donc �a disposition une grandeur li�ee au nombres d'onde recherch�es. En notant

(�(m); V (m)) les couples propres de la matrice A , on peut calculer la moyenne et l'�ecart type

de la relation II.18 :

�(m) =
1

N1 � 1

N1�1X
i=1

V
(m)
i+1

V
(m)
i

(II.19)
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�(m) =

0@ 1

N1 � 1

N1�1X
i=1

 
�(m) � V

(m)
i+1

V
(m)
i

!2
1A1=2

(II.20)

Les deux composantes du vecteur d'onde sont donn�ees par les relations :

|�my =
ln(�(m))

i�y
et |�mx =

ln(�(m))

i�x
(II.21)

D'apr�es la relation II.18, l'�ecart type j�(m)j devrait être nul. Ceci permet de mesurer la

qualit�e de l'identi�cation du vecteur d'onde |�m : si j�(m)j est faible, l'identi�cation est correcte

tandis que pour j�(m)j �elev�e, elle est mauvaise. La m�ethode SFSD �elimine automatiquement les

ondes incorrectes lorsque l'indice j�(m)j est sup�erieur �a l'unit�e. Ainsi, le probl�eme soulev�e avec

la m�ethode ITD (c.f. page 15), portant sur la di��erenciation, parmi les ondes identi��ees, entre

les ondes du champ et les ondes mod�elisant le bruit, trouve une solution avec l'indicateur j�(m)j
de validit�e de l'onde identi��ee.

Cependant un autre probl�eme est soulev�e : tandis que cette nouvelle m�ethode SFSD se situe

par hypoth�eses dans le domaine des courtes longueurs d'onde (moyennes/hautes fr�equences), elle

n'identi�e qu'un nombre �ni et relativement faible d'ondes (= nombre de colonnes de mesures,

soit �a peu pr�es la racine carr�ee du nombre de points de mesures). La m�ethode SFSD n�ecessite

donc �a la fois une longueur d'onde faible (hautes fr�equences) et une densit�e modale faible (basses

fr�equences), ce qui la situe de fait �a la fronti�ere entre domaine modal et moyennes fr�equences.

II.2.2 Etude de la m�ethode sur une simulation num�erique

La m�ethode SFSD semble eÆcace, avec sa capacit�e �a reconnâ�tre les \bonnes" ondes des

artefacts de calcul et des erreurs de mesure, tout en semblant limit�ee par le nombre des ondes

pr�esentes dans le champ. Qu'en est-il r�eellement ? Le r�eponse �a cette question est explor�ee grâce

�a la synth�ese d'un champ, a�n de contrôler parfaitement son contenu propagatif. Soit donc un

champ synth�etique ŵ(x; y) donn�e sous la forme :

ŵ(xi; yj) =

Æ
nX

m=1

Æ

am ei(i
Æ
|�mx�x+j

Æ
|�my�y) + bij (II.22)

Le symbole (Æ) repr�esente un param�etre connu, qui est la cible de la m�ethode SFSD. La grille est

parfaitement uniforme sur 21�23 points, ce qui permet d'identi�er au plus 22 ondes. b(xi; yj) =
bij repr�esente un bruit de mesure simul�e, complexe, gaussien centr�e sur 0 et d'�ecart type 10

�4m.
Les param�etres cibles de chacune des ondes sont choisis al�eatoirement avec une distribution

uniforme :

Æ

a 2 [0 1] + i[0 1]

Æ

k 2
�
1

�x

�

�x

�
Æ

� 2 [0 2�]
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tandis que l'amortissement
Æ


 est gaussien centr�e sur 1% et d'�ecart type 0,1%. Le nombre

des ondes
Æ

n est param�etrique et variera de 0 �a 30. Pour chaque valeur de
Æ

n, 1000 champs

al�eatoires II.22 sont test�es avec la m�ethode SFSD (la convergence statistique est atteinte).

Connaissant les ondes e�ectivement contenues dans le champ, il est possible de classer les ondes

identi��ees en deux groupes :

1 . Ondes correctement identi��ees (|) : les param�etres (km; �m) de l'onde identi��ee m

sont proches des param�etres (
Æ

km0 ;
Æ

�m0) d'une ondem
0 pr�esente dans le champ (�m =

Æ

�m0

�1; 5Æ et km=
Æ

km0= 1� 1%). On ne prend pas en compte la qualit�e de l'estimation de

l'amortissement.

2 . Artefacts (|) : dans le cas contraire (l'onde identi��ee est lointaine de toutes les ondes

pr�esentes dans le champ)

La �gure II.1 indique les r�esultats statistiques de cette op�eration : les abscisses indiquent le

nombre
Æ

n d'ondes pr�esentes dans le champ. Les ordonn�ees repr�esentent le nombre n des ondes

identi��ees rapport�e �a
Æ

n. Les niveaux de gris indiquent la probabilit�e (blanc pour 0, noir pour 1)

de trouver, avec
Æ

n ondes pr�esentes dans la champ, n ondes identi��ees. La courbe bleue repr�esente

le nombre des ondes correctement identi��ees (en moyenne statistique), la courbe rouge le nombre

d'artefacts de la m�ethode (ces deux courbes sont rapport�ees au nombre
Æ

n d'ondes pr�esentes dans

le champ).
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Fig. II.1: R�esultats statistiques obtenus pour la SFSD

Pour une onde pr�esente dans le champ (
Æ

n = 1), l'algorithme bas�e sur la SFSD trouve

la plupart du temps la bonne onde. Parfois, il trouve deux ondes qui sont proches de l'onde

pr�esente dans le champ (la courbe bleu est �a 105%). De temps en temps, il trouve aussi une

onde incorrecte (courbe rouge �a 5%).

Ce comportement se poursuit jusqu'�a
Æ

n = 11 ondes pr�esents dans le champ : les ondes

pr�esentes sont correctement identi��ees, parfois en double (courbe bleue au dessus de l'unit�e),
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tandis que le nombre des ondes incorrectes augmentent jusqu'�a repr�esenter le quart des ondes

identi��ees correctement (courbes rouges croissantes de 5% �a 25%).

De
Æ

n = 11 �a
Æ

n = 22 ondes pr�esentes dans le champ, tandis que le nombre des ondes mal

identi��ees est presque stable (il passe de 25 �a 20%), le nombre des ondes correctement identif�ees

d'e�ondre pour atteindre �a peine 50%. Dans ces conditions, parmis les ondes identi��ees, il y en

a plus d'une sur trois qui est incorrecte, sans possiblit�e de savoir laquelle ; de plus, l'algorithme,

n'a identi��e que la moiti�e des ondes pr�esentes dans le champ.

Au del�a de
Æ

n= 22, les nombres des ondes correctement identi��ees et mal identi��ees continue

de chuter, ce qui pouvait être pr�evu puisque l'algorithme ne peut pas identi�er plus deN2�1 = 22

ondes.

II.2.3 Conclusion sur la SFSD

L'algorithme propos�e semble donc être limit�e en nombre des ondes pr�esentes dans le champ.

Celui-ci doit être inf�erieur �a la moiti�e du nombre de colonnes dans la grille de point de mesures.

Une solution �a ce probl�eme, comme dans la m�ethode ITD, consisterait �a faire varier le nombre

de ces lignes (en particulier les augmenter). Mais cette voie semble sans issue : contrairement �a la

m�ethode ITD o�u ces points sont des mesures temporelles (un millier de points suppl�ementaires

ne repr�esentent qu'une fraction de seconde de mesure suppl�ementaire), les points dans SFSD sont

des mesures spatiales beaucoup plus coûteuses en temps (la mesure d'un point suppl�ementaire

dure environ 10 secondes). De plus, puisqu'il faut N1 de l'ordre de N2 (grille carr�ee), le nombre

de points de mesure est �egal au carr�e du nombre des ondes potentiellement identi��ees . Toute

augmentation du nombre des ondes potentiellement identi��ees sera donc tr�es coûteuses en termes

de processus exp�erimental. Il est donc impossible d'envisager l'augmentation du nombre de points

de mesure comme solution �a la limitation du nombre des ondes identi��ees par la SFSD.

Le nombre peu �elev�e des ondes pr�esentes dans le champ est un probl�eme tr�es limitant.

En e�et, cette m�ethode �etait d�evelopp�ee pour travailler sur des champs moyennes et hautes

fr�equences, mais cette limitation en nombre des ondes revient �a utiliser la m�ethode dans le

domaine modal, o�u les outils pr�esent�es dans la section I.1 sont plus performants et moins coûteux.

Un dernier point convainquant d'abandonner cette m�ethode, est le fait qu'elle ne l�eve pas un

probl�eme soulev�e par Ferguson [43] �a propos de l'obtention de champ de mesures. D'apr�es lui,

il est diÆcile d'obtenir des mesures de bonne qualit�e, sans bruit, [. . .] sur une grille spatiale

uniforme. Or, la m�ethode SFSD suppose acquises de telles mesures, puisqu'elle utilise une grille

uniforme et ne permet pas de prendre en compte la qualit�e d'une mesure. L'investigation doit

être men�ee dans une autre direction.

II.3 M�ethodes du plan d'ondes (k-space)

Il existe peu de r�ef�erences quant �a l'identi�cation des nombres d'ondes dans les structures

bidimensionnelles. On citera seulement Ferguson [43], qui, grâce �a une transform�ee de Fou-
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rier continue et une proc�edure de moindres carr�es, identi�e le nombre d'onde dominant dans

une partie du champ d'une plaque. Cette m�ethode est donc limit�ee �a l'identi�cation d'une di-

rection de propagation �a la fois. De plus, elle est sensible aux singularit�es du champ spatial.

La m�ethode d�evelopp�ee ici vise en premier lieu l'identi�cation des structures bidimensionnelles

planes, mais il convient de noter qu'elle sera parfaitement adapt�ee aux champs monodimension-

nels. La construction de la m�ethode g�en�eralise des notions classiques en traitement du signal,

issues de la transform�ee de Fourier. On commence donc, pour des raisons de clart�e, par exposer

les di��erentes techniques d�ej�a existantes.

II.3.1 Transform�ee de Fourier Discr�ete : DFT

Cette m�ethode est la premi�ere qui vienne �a l'id�ee quand il s'agit d'explorer le contenu en k

d'un champ spatial (de la même fa�con qu'elle permet d'explorer le contenu spectral d'un signal

temporel). Sont rappel�ees ici les hypoth�eses et les limitations de ce calcul, mis en lumi�ere de

telle fa�con qu'il apparaisse comme la base de ce qui suivra.

(H1) : Le champ est connu sur une grille uniforme
�
xi = i�x; yj = j�y

�
06i6N1�1
06j6N2�1

(H2) : En dehors de cette grille, le champ est suppos�e 2D�p�eriodique, �a savoir :

8i; j 2 N2 ; ŵ(i�x; j�y) = ŵ
�
(inN1)�x; (jnN2)�y

�
(II.23)

en notant n le reste de la division euclidienne.

On montre alors que la famille des exponentielles de nombres d'onde�
kxp = p�kx; kyq = q�ky

�
06p6N1�1
06q6N2�1

avec �kx = 2�
N1�x

et �ky = 2�
N1�y

est une base de description de l'ensemble des fonctions

complexes de l'espace. Autrement dit, on peut �ecrire le champ ŵ sous une unique forme :

ŵ(xi; yj) =

N1�1X
p=0

N2�1X
q=0

b̂w(kxp; kyq) ei(kxpxi+kyqyj) (II.24)

La transformation ŵ �! b̂w, appel�ee transform�ee de Fourier discr�ete (DFT : Discrete Fourier

Transform), a pour formulation :

b̂w(kxp; kyq) = 1

N1N2

N1�1X
i=0

N2�1X
j=0

ŵ(xi; yj)e
�i(kxpxi+kyqyj) (II.25)

La DFT est bijective : toute l'information contenue dans le champ ŵ(xi; yj) est contenue dans

sa transform�ee b̂w(kxp; kyq), et r�eciproquement. On pourra donc passer librement et dans les

deux sens d'une fonction spatiale �a sa transform�ee de Fourier discr�ete. Cependant la DFT est
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confront�ee �a plusieurs probl�emes3 qui limitent son utilisation. Ces probl�emes peuvent se r�esumer

comme suit :

� Repliement (aliasing) : Du fait de la discr�etisation du champ ŵ, sa DFT est 2�
�x-p�eriodique :b̂w(kx; ky) = b̂w(kx + 2�

�x ; ky) =
b̂w(kx; ky + 2�

�y )

Cette propri�et�e implique que si le champ contient un nombre d'onde kx en dehors de�� �
�x

�
�x

�
ou ky en dehors de

h
� �

�y
�
�y

i
, cette onde apparâ�tra a une mauvaise place

dans la DFT.

� Fenêtrage (leakage) : Le champ ŵ �etant connu sur une surface �nie, une onde (kx; ky) unique,

qui devrait apparâ�tre dans la DFT comme une distribution de Dirac, apparâ�t sous la

forme d'un sinus cardinal : l'�epaisseur du Dirac s'�elargit et des rebonds apparaissent (�-

gure II.2).

Fig. II.2: Sch�ema de l'e�et du fenêtrage sur un sinus pur

� Discrimination en k : La composition en ondes du champ ŵ n'est connue que sur une grille

du plan d'onde. Il est donc impossible de connâ�tre pr�ecis�ement les vecteurs d'onde (faible

discrimination en k).

Elle pr�esente �egalement des avantages notables qu'il convient de souligner :

� Bijectivit�e : La DFT �etant bijective, on peut construire une fonction r�eciproque, nomm�ee

IDFT (Inverse Discrete Fourier Transform). Cette fonction permet par exemple de

synth�etiser un champ �a partir de sa composition en k-space, ou de �ltrer ais�ement un

champ (un �ltrage est une convolution ; dans le plan d'onde, cette convolution devient une

simple multiplication).

� Rapidit�e : Il existe un algorithme rapide de calcul des DFT, la FFT (Fast Fourier Transform).

Même si cet algorithme impose aux nombres de lignes et colonnes du champ d'être une

puissance de 2, sa grande rapidit�e le rend tr�es populaire.

A�n d'illustrer la progression DFT!CFT!IWC, le champ de la �gure II.3 sera trait�e avec

les trois m�ethodes. L'obtention de ce champ n'�etant pas le propos de ce chapitre, elle ne sera

pas explicit�ee ici (il s'agit d'un champ extrait de l'�etude de la section III.3). La �gure II.4 est le

r�esultat de la DFT sur ce champ.

Dans cet exemple, la faible discrimination en k est �evidente : les \pixels" sont grossiers,

donc impr�ecis. De plus, on peut voir les e�ets du fenêtrage, qui cr�ee des\lignes" autour des

points �a forte valeur (sur la ligne kx = 50 rad/m en particulier).
3Repliement, fenêtrage, discrimination, bijectivit�e et rapidit�e sont les caract�eristiques classiques de toute trans-

form�ee de Fourier discr�ete. Pour plus d'informations sur ce sujet, on peut se r�ef�erer �a l'ouvrage de de MAX [22]
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Fig. II.3: Champ test pour la DFT, CFT et IWC
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Fig. II.4: Exemple de calcul de DFT

II.3.2 Transform�ee de Fourier Continue : CFT

Cette m�ethode vise �a augmenter la discrimination en k en estimant le contenu ondulatoire

du champ pour n'importe quel couple (kx; ky). Pour ce faire, l'hypoth�ese (H2) est abandonn�ee

(le champ est nul en dehors des points de mesures). La d�e�nition de la transform�ee de Fourier
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continue (Continuous Fourier Transform, CFT) est alors :

b̂w(kx; ky) = N1�1X
i=0

N2�1X
j=0

ŵ(xi; yj)e
�i(kxxi+kyyj) (II.26)

C'est formellement, �a une constante multiplicative pr�es, la même formulation que pour la DFT.

Cette transform�ee n'est plus bijective, la CFT \inventant" de l'information. Mais elle est aussi

pr�ecise que l'on souhaite, la transform�ee pouvant être �evalu�ee pour n'importe quel nombre d'onde

k. Le fait de ne pas utiliser la FFT permet de plus d'ajouter quelques souplesses dans le calcul

de l'int�egrale :

(i) Il est possible d'ajouter une pond�eration sur les points, de telle sorte qu'un point mal

mesur�e a�ecte peu le r�esultat.

(ii) Le champ n'a pas besoin d'être connu sur une grille uniforme. Dans ce cas, il est n�ecessaire,

pour chaque point de mesure (xi; yi)i2NN de connâ�tre la surface dSi qu'il repr�esente.

Le point (i) est facile �a traiter. En notant �i 2 [0 1] l'indice de qualit�e du point i, l'�equa-

tion II.26 s'�ecrit : b̂w(kx; ky) = NX
i=1

�iŵ(xi; yi)e
�i(kxxi+kyyi) (II.27)

En ce qui concerne le point (ii), une approximation de la surface repr�esent�ee par un point peut

être faite. On note d(i; j) la distance euclidienne s�eparant deux points :

d(i; j)2 = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 (II.28)

Il faut ensuite trier, pour chaque point i, les distances le s�eparant des points du maillage. Soit

donc �i la permutation de NN qui trie ces distances entre le point i et tous les points du maillage :

8i; �i(1) = i

d(i; �i(1)) = 0 6 d(i; �i(2)) 6 d(i; �i(3)) 6 : : : d(i; �i(N � 1)) 6 d(i; �i(N)) (II.29)

Une estimation de dSi est alors la moyenne des quatre plus petites distances au carr�e :

dSi =


d(i; �i(j))

2
�
j=2::5

(II.30)

La �gure II.5 montre un exemple de maillage non uniforme. L'estimation de dSi, not�ee sur

la �gure par un d�egrad�e de couleurs et par la taille des carr�es entourant chaque point, est

pertinente : un point isol�e a un carr�e de fortes dimensions et de couleur sombre (dSi �elev�e)

tandis qu'aux points de maillage dense, le carr�e est petit et de couleur claire (dSi faible). De

plus, a�n de v�eri�er la coh�erence de l'estimation, une estimation de l'aire (connue) de la surface

est faite :

S =

ZZ
S
dS �

X
i

dSi (II.31)

Avec cette d�e�nition de dSi, l'expression de la CFT donn�ee par l'�equation II.26 s'�ecrit :

b̂w(kx; ky) = NX
i=1

�iŵ(xi; yi)e
�i(kxxi+kyyi)dSi (II.32)
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∫ ∫ dxdy =1.5924 m2

Fig. II.5: Estimation des surfaces �el�ementaires pour le calcul des int�egrales de surface. La surface de

chacun point (+) est symbolis�ee par un carr�e de la même surface. La couleur correspond elle

aussi �a la surface associ�ee au point courant.

Fig. II.6: Exemple de calcul de CFT.

{ 40 {



CHAPITRE II. IDENTIFICATION DES PARAM�ETRES PROPAGATIFS DES STRUCTURES
BIDIMENSIONNELLES

La CFT du champ de la �gure II.3, qui sert d'exemple pour les trois m�ethodes du plan

d'ondes, est montr�ee dans la �gure II.6. Comme on s'y attend, le probl�eme de discrimination en

k a disparu, tandis que le probl�eme de fenêtrage est toujours l�a (on voit clairement les \rebonds"

autour des fortes valeurs de la CFT). L'utilisation d'un maillage quelconque semble être tr�es

int�eressante, puisque la m�ethode devient tr�es souple d'utilisation. N�eanmoins, cette nouvelle

distribution des points du maillage s'accompagne de l'apparition d'un nouveau probl�eme : tandis

qu'avec une grille uniforme le repliement est bien mâ�tris�e (on connâ�t pr�ecis�ement les p�eriodes

du plan d'onde, et donc ses axes de sym�etrie), le repliement avec un maillage quelconque devient

lui aussi quelconque. Il y a donc danger de ne plus rien reconnâ�tre dans le plan d'onde (aucun

�ltre anti-repliement ne peut être mis en place).

II.3.3 Corr�elation avec des ondes inhomog�enes : IWC

L'expression II.26, qui exprime la fa�con de calculer une CFT, est, �a y bien regarder, une

fa�con de comparer le champ ŵ avec une onde plane progressive de vecteur d'onde (kx; ky). Pour

tenir compte de l'amortissement, on veut comparer le champ �a une onde inhomog�ene r�ef�erenc�ee

(de formulation II.8). Cependant, l'�energie port�ee par l'onde '̂k;
;� est di��erente de celle port�ee

par l'onde '̂k;
0;� (même direction, même longueur d'onde, amortissement di��erent). Il faut donc

rapporter la co-�energie des fonctions �a leurs �energies respectives. C'est la transposition, dans le

l'espace des nombres d'ondes, du calcul d'un MAC e�ectu�e dans le domaine modal (c.f. page 13) :

IWC(k; 
; �) =

����ZZ
S
ŵ:'̂

�
k;
;� dxdy

����rZZ
S
jŵj2dxdy :

ZZ
S
j'̂k;
;�j2dxdy

(II.33)

o�u � d�esigne le conjugu�e d'une grandeur complexe. La quantit�e IWC(k; 
; �) repr�esente la contri-

bution de l'onde '̂ dans le champ ŵ, c'est �a dire la quantit�e d'�energie port�ee par cette onde,

rapport�ee �a l'�energie totale contenue dans le champ. Avec 
 = 0, ce calcul est exactement, �a une

constante pr�es, un calcul de CFT. Les int�egrales doubles sont calcul�ees de la même mani�ere que

pour la CFT, c'est-�a-dire avec estimation des surfaces �el�ementaires dSi et prise en compte d'un

indice �i de qualit�e de la mesure :

IWC(k; 
; �) =

�����X
N

�iŵ(xi; yi):'̂
�
k;
;�(xi; yi) dSi

�����sX
N

�ijŵ(xi; yi)j2 dSi :
X
N

�ij'̂k;
;�(xi; yi)j2 dSi
(II.34)

La IWC est soumise aux mêmes limitations que la CFT :

� Repliement : Du fait du maillage non uniforme, le repliement �eventuel est non mâ�tris�e.

� Fenêtrage : Le fenêtrage brouille le plan d'onde

� Bijectivit�e : L'op�eration n'est pas bijective ; on ne peut pas construire de \IWC inverse".

La transform�ee IWC est une fonction R3 ! R, qu'on peut donc diÆcilement repr�esenter.

C'est pourquoi il est n�ecessaire de s�electionner certaines ondes au d�etriment d'autres. On cherche
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�a identi�er le comportement du milieu, �a travers son �equation de dispersion. D'apr�es les mod�eles

classiques de plaques planes (mod�eles qui seront explicit�es en d�etails par la suite), l'�equation de

dispersion, �a ! �x�e, est une bijection entre k et �. Ainsi �a ! et � �x�es, on ne recherche donc

qu'une onde. Cette recherche s'e�ectue par la maximisation de la fonction (k; 
) 7! IWC(k; 
; �).

Cependant, une attention particuli�ere doit être apport�ee �a la recherche de ce maximum. En

e�et, �a cause du fenêtrage, le comportement de cette fonction est fortement non monotone. La

recherche est donc pr�evue en trois temps :

1) �a 
 = 0 �x�e. Cela revient �a trouver le maximum de la CFT sur un rayon, c'est �a

dire �a � �x�e. C'est ici qu'apparâ�t clairement l'e�et de fenêtrage, comme le montre l'exemple de

la �gure II.7. C'est pourquoi un algorithme de type dichotomie, qui se focalise sur les meilleurs

k trouv�es, est d'abord adopt�e.

I
W

C
(k
;
0
;
�
)

k

Fig. II.7: Premi�ere recherche de (k; 
), avec 
 = 0 �x�e.

2) k �etant �x�e sur la valeur trouv�ee �a la premi�ere �etape, on cherche le meilleur

amortissement 
 qui fait correspondre l'onde ' au champ dans cette direction. Cette fonction

est beaucoup plus lisse, mais le même algorithme que celui de la premi�ere �etape est utilis�e

(�gure II.8).

I
W

C
(k
;


;
�
)




Fig. II.8: Deuxi�eme recherche de (k; 
), avec k �x�e �a la valeur trouv�ee �a l'�etape 1.
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3) Autour du couple (k; 
) ainsi trouv�e, un algorithme de gradient est utilis�e pour

aÆner la recherche (�gure II.9). Ainsi, pour n'importe quelle direction �, on peut identi�er les

k




Fig. II.9: Troisi�eme recherche de (k; 
), par le gradient, autour de (k; 
) identi��e aux deux premi�eres

�etapes.

param�etres de propagation de l'onde, �a savoir (k(�); 
(�)).

On fait alors varier l'angle � sur un �echantillonnage angulaire
�
�i = (i� 1) 2�N�

�
16i6N�

. Pour

chaque �i, le calcul pr�ec�edent est appliqu�e, ce qui identi�e un couple de fonctions (k(�); 
(�))

sur l'�echantillonnage angulaire (�i)i2NN�
. Dans le cadre du comportement dynamique moyennes

fr�equences expos�e dans le chapitre pr�ec�edent, on peut supposer qu'une grande majorit�e de di-

rections � portent de l'�energie. Cependant pour les autres directions, l'algorithme arrive tout

de même �a identi�er des ondes, qui risquent d'être incorrectes. L'algorithme est alors aÆn�e en

�eliminant dans deux cas particulier les ondes identi��ees :

- si la corr�elation IWC (k(�i); 
(�i); �i) est trop basse (ici < 35% du maximum de

IWC4, maximum au sens des angles), ce qui signi�erait que l'onde porte tr�es peu d'�energie ;

- si l'amortissement de l'onde est trop fort (ici 
(�i) > 1), ce qui signi�erait que

l'onde ne transporte pas d'�energie (elle est suramortie ou �evanescente).

On notera par la suite I� l'ensemble des indices i des directions de propagation restant apr�es

cette �elimination. On a donc :

8i 2 I� ; IWC (k(�i); 
(�i); �i) > :35 IWCmax et 
(�i) < 1

Le deuxi�eme crit�ere de s�election permet d'�eliminer automatiquement la contribution du

champ proche. Or celui-ci provient des conditions aux limites et de la source ; on peut donc

s'attendre, grâce �a ce crit�ere, �a ce que cette m�ethode d'identi�cation ne d�epende ni de la source

ni des conditions aux limites. Ce point tr�es important sera v�eri��e exp�erimentalement dans la

suite du m�emoire. Ce point distingue �egalement la m�ethode IWC des travaux ant�erieurs. De

4Cette valeur seuil de 35% est un param�etre de la m�ethode qui a �et�e �x�e suite �a une �etude num�erique. Cette

valeur s'est impos�ee car elle laissait suÆsement d'ondes dans la discr�etisation des angles tout en �eliminant les

valeurs consid�er�ees comme incorrectes.
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plus, le premier crit�ere de s�election �elimine les directions portant peu d'�energie. A�n d'avoir un

ensemble I� d'ondes identi��ees assez grand, il est donc important d'avoir beaucoup de directions

de propagation. Ceci revient �a dire qu'on a une forte densit�e modale, c'est-�a-dire qu'on se place

�a moyenne ou haute fr�equence. Cet algorithme est donc d�edi�e �a l'analyse moyennes et hautes

fr�equences.

Seules les ondes propageant suÆsamment d'�energie sont ainsi s�electionn�ees. On peut

alors repr�esenter les deux fonctions angulaires k(�) et 
(�) (�gure II.10 pour l'exemple),

�echantillonn�ees sur un ensemble (�i)i2I�. On notera par la suite ki = k(�i) et 
i = 
(�i) les

identi�cations dans les directions (�i)i2I�. Bien sûr, ce r�esultat IWC n'a de valeur qu'apr�es

comparaison des �gures II.4, II.6 et II.10.

  50

  100

  150

30

210

60

240

90

270

120

300

150

330

180 0

  20

  40

  60

30

210

60

240

90

270

120

300

150

330

180 0

k(�) 
(�)

Fig. II.10: Exemple de calcul IWC

Il convient de pr�eciser que l'algorithme IWC aboutit �a des amortissements spatiaux aussi

bien n�egatifs que positifs. Bien que paraissant anormal (un amortissement n�egatif mod�elise une

onde progressive dont l'amplitude augmente, ce qui est physiquement incorrect), ce compor-

tement n'a �et�e ni expliqu�e ni contraint �a disparâ�tre. Consid�erant qu'il s'agissait juste d'une

convention de signe pour la propagation, l'algorithme IWC prend la valeur absolue de l'amor-

tissement j
j.

A�n de r�esumer la description de la m�ethode fournie dans cette section, un sch�ema de

l'algorithme d�evelopp�e (on suppose que la fonction IWC est une fonction de trois param�etres

r�eels (�; k; 
) qui renvoie la corr�elation (entre 0 et 1) correspondante �a l'�equation II.33) est

propos�e :
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% Construction de deux fonctions � ! k et � ! 
 de candidats :

Pour �i variant de 0 �a 2�

trouve k1 = IWC(�i; k1; 0) = max(k)(IWC(�i; k; 0))

trouve 
1 = IWC(�i; k1; 
1) = max(
)(IWC(�i; k1; 
))

trouve (ki; 
i) autour de (k1; 
1) = IWC(�i; ki; 
i) = max(k;
)(IWC(�i; k; 
))

fin pour

% Rep�erage du maximum de la IWC :

IWCmax  max(i)(IWC(�i; ki; 
i))

% Elimination des mauvais candidats :

listeOK  [ ]

Pour �i variant de 0 �a 2�

Si 
i < 1

Si IWC(�i; ki; 
i) > 35%IWCmax

listeOK  [ listeOK i ]

fin si

fin si

fin pour

Les deux fonctions �! k et � ! 
 sont alors connues sur les couples (�i; ki) et (�i; 
i) pour

i dans la liste des s�electionn�es listeOK (qui correspond �a l'ensemble I�, d�e�ni page 43). Les

fonctions ne sont donc connues que sur une discr�etisation non uniforme de l'intervalle [0 2�]. La

fonction � ! k est l'�equation de dispersion identi��ee dans les direction (�i)i2I�. Cette fonction
est trait�ee dans la section suivante a�n d'estimer les param�etres m�ecaniques apparents.

II.4 Mod�eles de plaques ; �equation de dispersion

La section pr�ec�edente a permis d'identi�er, pour une structure donn�ee, une fonction k(!; �)

appel�ee �equation de dispersion. Or il existe un certain nombre de mod�eles de plaques qui per-

mettent l'�etablissement analytique d'une telle �equation. Cette section pr�esente ces mod�eles ana-

lytiques. La section suivante aura pour but de confronter l'�equation de dispersion trouv�ee par

la m�ethode IWC �a celle d'un mod�ele choisi, et ainsi d'identi�er les param�etres m�ecaniques

apparents du mod�ele correspondants �a la structure test�ee. Fortement inspir�ee de l'ouvrage de

Gra� [18], cette section pr�esente d'abord le mod�ele classique de Reissner-Mindlin, puis sa sim-

pli�cation qui donne le mod�ele de Love-Kirchho�. Est ensuite pr�esent�e le mod�ele orthotrope

correspondant au mod�ele de Love-Kirchho�.

II.4.1 Mod�eles analytiques pour l'�equation de dispersion

La th�eorie de la 
exion des plaques remonte �a la �n du 19�eme si�ecle avec le mod�ele de Love [75]

bas�e sur les hypoth�eses de Kirchho�. Rayleigh [28] puis Timoshenko [83] approfondissent ce

mod�ele en ajoutant des e�ets d'inertie en rotation et de cisaillement, et �nalement Reissner [80]
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et Mindlin [76] parach�event le mod�ele pour lui donner sa forme actuelle.

Hypoth�eses et champ de d�eplacement : Le mod�ele de Reissner-Mindlin fait tomber deux

hypoth�eses du mod�ele de Love-Kirchho� : 1) les sections droites, au repos perpendiculaires �a la

�bre neutre de la plaque, ne restent pas normales �a la �bre neutre. 2) L'inertie en rotation n'est

pas n�eglig�ee. Par contre, de même que dans l'ancien mod�ele, la contrainte �z, dans la direction

transversale, est nulle (devant s'annuler sur les deux surfaces ext�erieures de la plaque, et celle-ci

�etant �ne, elle est suppos�ee nulle partout). Le champ de d�eplacement, quant �a lui, est suppos�e

de la forme :

u(x; y; z; t) = �z�x(x; y; t)
v(x; y; z; t) = �z�y(x; y; t) (II.35)

w(x; y; z; t) = w(x; y; t)

o�u u et v sont les d�eplacement dans le plan, w le d�eplacement transverse, �x et �y les rotations

des sections par rapport �a la �bre neutre (c.f. �g.II.11).

xy

z

w

�x
@w
@x

Fig. II.11: Champ de d�eplacement dans la th�eorie de Reissner-Mindlin

Relations contraintes-d�eformations : D'apr�es le syst�eme II.35, les d�eformations s'�ecrivent :

"xx =
@u

@x
= �z @�x

@x

"yy =
@v

@y
= �z @�y

@y

"zz =
@w

@z
= 0

"xy =
1

2

�
@u

@y
+
@v

@x

�
= �z

2

�
@�x
@y

+
@�y
@x

�
(II.36)

"xz =
1

2

�
@u

@z
+
@w

@x

�
= �1

2

�
�x � @w

@x

�
"yz =

1

2

�
@v

@z
+
@w

@y

�
= �1

2

�
�y � @w

@y

�
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Avec les hypoth�eses de Kirchho�, le mod�ele de Love consid�ere que @w
@x = �x et @w

@y = �y ce

qui implique en particulier que les cisaillements transverses "xz et "yz sont nuls. La loi de Hooke,

d�ecrivant le comportement d'un mat�eriau lin�eaire, �elastique et isotrope, s'�ecrit5 :

)
�=

266666664

eE � eE � eE 0 0 0

� eE eE � eE 0 0 0

� eE � eE eE 0 0 0

0 0 0 2G 0 0

0 0 0 0 2G 0

0 0 0 0 0 2G

377777775
)
" avec5 eE =

E

1� �2
(II.37)

Fonctions d'�energies : L'�energie potentielle de d�eformation est, pour un volume V , donn�ee

par :

U =
1

2

Z
V

)
� :
)
" dV (II.38)

Ce qui donne, avec le champ de d�eformations II.36 et la loi constitutive II.37, et apr�es int�egration

sur l'�epaisseur
��h

2
h
2

�
:

U =
1

2

Z
S
D

"�
@�x
@x

+
@�y
@y

�2

� 2(1� �)

 
@�x
@x

@�y
@y
� 1

4

�
@�x
@y

+
@�y
@x

�2
!#

+�2Gh

"�
@w

@x
� �x

�2
+

�
@w

@y
� �y

�2
#
dS (II.39)

D =
Eh3

12(1 � �2)
est le moment d'inertie en 
exion de la section droite. �2 est un facteur qui

corrige l'hypoth�ese qui suppose les contraintes �xz et �yz constantes dans l'�epaisseur ; en e�et,

celle-ci est en contradiction avec leur nullit�e sur les faces ext�erieures de la plaque. La valeur

num�erique de �2, semblant d�ependante du coeÆcient de Poisson �, et autour de 0; 8, reste

sujette �a caution et continue de faire couler de l'encre.

L'�energie cin�etique, quant �a elle, s'�ecrit (en utilisant le signe (_) pour la d�eriv�ee partielle

par rapport au temps) :

T =
1

2

Z
V
�
�
_u2 + _v2 + _w2

�
dV (II.40)

soit, en utilisant le champ II.36 et apr�es int�egration sur l'�epaisseur :

T =
�h

2

Z
S

�
_w2 +

h2

12

�
_�x
2 + _�y

2
��

dS (II.41)

5Le probl�eme de l'apparition du coeÆcient de Poisson dans le module de Young apparent (quand on passe

d'une poutre �a une plaque, E est remplac�e par eE) est un probl�eme tr�es d�elicat �etudi�e r�ecemment par Norris [79].

Il conclut qu'on peut prendre en compte un terme de transition entre la poutre et la plaque, terme qui d�epend

fortement et des dimensions de la plaque et du mod�ele utilis�e pour la plaque (Mindlin, Kirchho�, . . .).
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Principe de Hamilton : Le principe de Hamilton appliqu�e aux �energies II.39 et II.41 donne

directement l'�equation du mouvement d'une plaque libre sous la forme :

D

2

�
(1� �)r2�x + (1 + �)

@

@x

�
@�x
@x

+
@�y
@y

��
� �2Gh

�
�x � @w

@x

�
� �h3

12
��x = 0

D

2

�
(1� �)r2�y + (1 + �)

@

@y

�
@�x
@x

+
@�y
@y

��
� �2Gh

�
�y � @w

@y

�
� �h3

12
��y = 0

�2Gh

�
r2w � @�x

@x
� @�y

@y

�
� �h �w = 0 (II.42)

Equation de dispersion : On cherche des solutions en ondes planes, c'est �a dire de la forme,

pour une fonction � :

�(~x; t) = �oe
�i(!t�~k:~x) (II.43)

Les fonctions exponentielles formant une base de l'espace des fonctions (c'est en particulier

une famille libre), la pulsation ! et le vecteur d'onde ~k sont donc communs �a toutes les fonctions

de l'espace : les rotations (�x; �y) et le d�eplacement w ont même fr�equence et même longueur

d'onde. Cette forme des solutions permet de passer dans l'espace des fr�equences et des nombres

d'ondes, grâce aux relation :

@

@x
= ikx

@

@y
= iky

@

@t
= �i! k2 = k2x + k2y

Et pour plus de clart�e dans l'expos�e, les notations suivantes sont adopt�ees :

A
�

=
D(1� �)

2�h
A
+
=

D(1 + �)

2�h
A = A

+
+A

�

=
D

�h

B = �2
G

�
a =

h2

12

Le syst�eme II.42 se met alors sous la forme :2664
�A�k2 �A

+
k2x �B + a!2 �A+

kxky iBkx

�A
+
kxky �A�k2 �A

+
k2y �B + a!2 iBky

� iBkx �iBky �Bk2 + !2

3775
2664

�0x

�0y

w0

3775 = 0 (II.44)

Les solutions non identiquement nulles sont obtenues par annulation du d�eterminant du syst�eme :

(�A�k2 �B + a!2)
h
(A

+
+A

�

)Bk4 � (A
+
+A

�

+ aB)!2k2 + (a!2 �B)!2
i
= 0 (II.45)

Cette �equation, qui relie le vecteur d'onde k et la pulsation w, est l'�equation de dispersion.

C'est une �equation d'ordre 3 en k2. Dans les milieux �a comportement sym�etrique, l'�equation de

dispersion est toujours en k2 : pour une solution k1 donn�ee, le vecteur d'ondes �k1 est aussi

solution. Il s'agit en fait du même type d'onde, l'une se propageant dans un sens et l'autre dans

l'autre sens. Les plaques �epaisses de Mindlin admettent donc trois types d'ondes :

{ 48 {



CHAPITRE II. IDENTIFICATION DES PARAM�ETRES PROPAGATIFS DES STRUCTURES
BIDIMENSIONNELLES

{ Les deux premiers types d'ondes sont coup�es �a !2c = 12�
2G
�h2

. En dessous de cette pulsa-

tion, ces ondes sont �evanescentes, c'est-�a-dire �a vecteur d'ondes imaginaire pur, avec une

d�ecroissance exponentielle et pas d'oscillations. Les vecteurs propres associ�es permettent

de connâ�tre la forme de ces ondes. La composante verticale est tr�es faible : il s'agit en

fait d'ondes faisant tourner les sections sans modi�er la hauteur de la �bre neutre. Ce ne

sont donc pas des ondes de 
exion.

{ Le troisi�eme type d'onde n'est pas coup�e. L'�equation de dispersion pour cette onde est :

k2 =
(A+ aB)!2 +

p
(A� aB)2!4 + 4AB!2

2AB
(II.46)

soit, en notant ~G = �2G et ~E = E
1��2 :

k2 =
( ~E + ~G)!2 +

q
( ~E � ~G)2!4 + ~E ~G2 48

�h2
!2

2
~E ~G
�

(II.47)

Comportements asymptotiques ; mod�ele de Love-Kirchho� : En basses fr�equences, on

retrouve l'�equation de dispersion des plaques minces, avec le mod�ele de Love-Kirchho� :

Dk4 f0 �h!2 (II.48)

En hautes fr�equences, cette onde de 
exion se transforme en onde de cisaillement (au facteur

correctif �2 pr�es) :

�2Gk2 f+1 �!2 (II.49)

k

!

kRMc

kLKc
� �1; 29

!c

M
in
dl
in

Ki
rch

ho
�

C
is
ai
lle
m
en
t

Fig. II.12: Equation de dispersion d'une plaque �epaisse (Reissner-Mindlin)

La �gure II.12 pr�esente en �echelles logarithmiques l'�equation de dispersion du mod�ele de

Mindlin (en bleu) et ses deux asymptotes (en noir, mod�ele de 
exion de Love-Kirchho� et onde

de cisaillement). On peut pr�eciser les rapports qu'il existe entre ces mod�eles :
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{ Le mod�ele de Kirchho� et l'onde de cisaillement se croisent pour !2c =
�4G2h
�D (comparaison

Cisaillement/Flexion�Cisaillement/Inertie Massique).

{ A cette fr�equence de coupure, l'�ecart entre les mod�eles de Mindlin et de Kirchho� vaut :

avec � =
�2(1� �)

2
;

kRMc
kLKc

=

s
1 + �+

p
(1� �)2 + 4

2
(II.50)

Le gain apport�e par le mod�ele de Mindlin vis-�a-vis du mod�ele de Kirchho� est donc limit�e

aux hautes fr�equences et pour les plaques tr�es �epaisses. L'utilisation de ce mod�ele sera donc

exceptionnelle, r�eserv�ee �a des cas bien particuliers. Dans tout ce qui suit, on n'utilisera que le

mod�ele de Love-Kirchho�.

II.4.2 Equation de dispersion d'une plaque orthotrope

Isotropie : L'�equation de dispersion pour une plaque isotrope est donc, avec le mod�ele de

Love-Kirchho� (avec D = Eh3

12(1��2) ) :

Dk4 = �h!2 (II.51)

Orthotropie quelconque : Pour un mat�eriau orthotrope bidimensionnel, le comportement

m�ecanique est r�egit par cinq param�etres : Ex le module d'Young dans la direction x, Ey le

module d'Young dans la direction y, �x le coeÆcient de Poisson de x ! y, G le module de

cisaillement dans le plan et � la masse volumique. On retrouve le coeÆcient de Poisson y ! x

par la formule �xEy = �yEx. La loi de Hooke II.37 (qui a perdu les lignes et colonnes 3, 5 et 6

du fait du mod�ele de Kirchho�, dans lequel "zz = "xz = "yz = 0), s'�ecrit alors :2666664
�xx

�yy

�xy

3777775 =

2666664
Ex

1� �x�y

�yEx

1� �x�y
0

�xEy

1� �x�y

Ey

1� �x�y
0

0 0 2G

3777775

2666664
"xx

"yy

"xy

3777775 (II.52)

L'�equation de dispersion devient :

Exh
3

12(1 � �x�y)
k4x +

Eyh
3

12(1 � �x�y)
k4y +

h3

12

�
�yEx

1� �x�y
+

�xEy

1� �x�y
+ 4G

�
k2xk

2
y = �h!2 (II.53)

(On retrouve bien le mod�ele isotrope avec Ex = Ey = E et G = 1
2

E
1+� .) En posant :

Dx =
h3

12

Ex

1� �x�y
; Dy =

h3

12

Ey

1� �x�y
; Dxy =

h3

12

�
�yEx

1� �x�y
+

�xEy

1� �x�y
+ 4G

�
on obtient l'�equation :

Dxk
4
x +Dyk

4
y +Dxyk

2
xk

2
y = �h!2 (II.54)

En coordonn�ees polaires, cette �equation devient :

k4(�)
�
Dx cos

4(�) +Dy sin
4(�) +Dxy cos

2(�) sin2(�)
�
= �h!2 (II.55)
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Orthotropie elliptique : A�n de simpli�er l'�equation II.54, on peut faire une hypoth�ese

quant �a la valeur du module de cisaillement. En e�et, :

si G =
1

2

p
ExEy � �yEx

1� �x�y
alors Dxy = 2

p
DxDy

et l'�equation II.54 se factorise en :�p
Dx:k

2
x +

p
Dy:k

2
y

�2
= �h!2 (II.56)

Ce type d'orthotropie sera appel�e orthotropie elliptique6. En coordonn�ees polaires, cette �equation

devient :

k4(�)
�p

Dx cos
2(�) +

p
Dy sin

2(�)
�2

= �h!2 (II.57)

Autres cas de �gure : Dans les cas plus compliqu�es, deux possibilit�es sont envisag�ees :

{ Le module de rigidit�e en 
exion, constant dans le mod�ele de Love-Kirchho�, est rendu

variable avec la fr�equence. Ceci donne alors l'�equation de dispersion suivante :

� dans le cas isotrope :
D(!)k4 = �h!2 (II.58)

� dans le cas orthotrope elliptique :

k4(�)

�q
Dx(!) cos

2(�) +
q
Dy(!) sin

2(�)

�2
= �h!2 (II.59)

� dans le cas orthotrope quelconque :

k4(�)
�
Dx(!) cos

4(�) +Dy(!) sin
4(�) +Dxy(!) cos

2(�) sin2(�)
�
= �h!2 (II.60)

{ On ne s'int�eresse qu'�a la relation de dispersion elle-même, dans une direction donn�ee. La

construction d'un mod�ele devient hors de propos :

k� : ! 7�! k�(!) (II.61)

Les mod�eles pr�esent�es ci-dessus doivent être confront�es aux r�esultats de la m�ethode IWC

a�n d'en extraire les param�etres pertinents. C'est l'objet de la section suivante.

II.5 Construction des param�etres m�ecaniques apparents

Cette section pr�esente une m�ethode d'\homog�en�eisation" adapt�ee au domaine des moyennes

et hautes fr�equences. A partir d'hypoth�eses hautes fr�equences (m�ethode IWC), on construit un

mod�ele simple dont le comportement dans l'espace des nombres d'ondes s'apparente �a celui

6On trouve parfois la valeur Dxy =
p
DxDy, consid�er�ee comme valide dans la plupart des cas. Cependant,

cette valeur n'apportant pas de simpli�cation de l'�equation de dispersion, elle ne sera pas particularis�ee (elle

rentrera dans la cat�egorie \orthotropie quelconque").
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de la structure initiale. La construction des param�etres apparents de ce mod�ele { �a travers

ses caract�eristiques dynamiques (Dx; �; : : :) { fait l'objet de cette section. Pour une plaque en


exion, c'est le rapport eD = D
�h qui pilote la d�ependance entre la pulsation ! et le nombre d'onde

k (c.f. section II.4). C'est donc cette \rigidit�e dynamique" qu'on se propose de reconstruire.

L'homog�en�eisation est compl�et�ee par la donn�ee d'une �epaisseur h de plaque �equivalente. On en

d�eduit alors une densit�e volumique apparente � connaissant la masse totale de la structureMtot

(� = Mtot
S:h ). La d�etermination des modules apparents est li�ee d'abord �a la forme des �equations

de dispersion identi��ees et au mod�ele que l'on souhaite leur associer.

II.5.1 Mod�ele isotrope

Dans le cas du mod�ele de plaque isotrope de Love-Kirchho� (c.f. page 50), l'�equation de

dispersion s'�ecrit (�equation II.51) :

Dk4 = �h!2

Par d�e�nition, le comportement d'une plaque isotrope ne d�epend pas de la direction. Le nombre

d'onde k et l'amortissement 
 ne doivent donc pas d�ependre de l'angle �. On prendra alors la

moyenne, sur les directions identi��ees, du nombre k et de l'amortissement 
, soit :

k = hkiii2I� (II.62)


 = h
iii2I� (II.63)

La rigidit�e dynamique vaut donc : eD =
!2

k4
(II.64)

La donn�ee de eD permet de d�ecrire compl�etement le comportement de la structure �etudi�ee. Pour

un mat�eriau plus complexe mais toujours isotrope, cette rigidit�e dynamique peut d�ependre de

la variable !.

II.5.2 Mod�ele d'orthotropie elliptique

Dans le cas orthotrope elliptique du mod�ele de Love-Kirchho� (c.f. page 51), l'�equation de

dispersion, exprim�ee dans le rep�ere d'orthotropie (les coordonn�ees polaires de ce rep�ere s'�ecriront

avec le signe 0 ), s'�ecrit :

k04(�0)
�p

Dx cos
2(�0) +

p
Dy sin

2(�0)
�2

= �h!2

soit, en notant �? l'angle d'orthotropie, c'est-�a-dire la direction d'un axe d'orthotropie mesur�e

dans le rep�ere initial :

k4(�)

�qeDx cos
2(� � �?) +

qeDy sin
2(� � �?)

�2

= !2 (II.65)

Les param�etres recherch�es sont alors

�
�?; dx =

qeDx; dy =
qeDy

�
.
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Angle d'orthotropie �? : Par d�e�nition de l'orthotropie, la droite port�ee par le vecteur ~u�?
est axe de sym�etrie du comportement. On doit donc avoir :

8�; k(� � �?) = k(�� � �?) ; d'o�u k(�) = k(�� � 2�?) (II.66)

D'o�u l'id�ee de calculer la fonction d'intercorr�elation R(��) suivante :

R(��) = 1

2�

Z 2�

0
k(�)k(�� ���)d� (II.67)

On a, d'apr�es l'�equation (II.66) :

R(��) = 1

2�

Z 2�

0
k(�)k(� + 2�? ���)d� (II.68)

qui est donc maximal pour �� = 2�?. On trouve donc un angle principal d'orthotropie �? en

recherchant le maximum de la fonction d'intercorr�elation des fonctions k(�) et k(��), atteint
pour ��max = 2�?. L'impl�ementation num�erique de cette recherche m�erite quelques explications.
Cherchant un angle d'orthotropie dans [0 �], la fonction d'intercorr�elation R sera calcul�ee sur

l'intervalle [0 2�] (��max = 2�?). Ce r�esultat va donc concerner les valeurs de k sur [�2� 2�].

Il faut donc commencer par doubler la taille des vecteurs ki et �i en posant :

8i 2 I�; ��i = �i � 2� (II.69)

k�i = ki (II.70)

De plus, il faut se rappeler que la m�ethode IWC n'a s�electionn�e que certaines ondes : dans

certaines directions (�i)i=2I�, le nombre d'onde n'est pas connu. A�n de pouvoir calculer R(��)
pour n'importe quel ��, il faut sur-�echantillonner la fonction k, par exemple par une m�ethode

d'interpolation lin�eaire. La pr�ecision sur l'angle d'orthotropie sera double de celle de ce sur-

�echantillonnage (�? = 1
2��max). Ceci compl�ete le processus de recherche de la direction appa-

rente d'orthotropie.

Rigidit�es dynamiques en 
exion eDx, eDy : Pour trouver les rigidit�es en 
exion de la

plaque orthotrope �equivalente, un indice d'erreur est calcul�e �a partir de l'�equation (II.65) et des

identi�cations (ki)i2I� de k(�). Soit " d�e�ni par :

" =
X
i2I�

�
dx cos

2(�i � �?) + dy sin
2(�i � �?)� !

k2i

�2

(II.71)

Les param�etres recherch�es (dx; dy) �etant lin�eaires dans l'expression mise au carr�e, il est ais�e

de calculer les valeurs optimales au sens des moindres carr�es. A�n d'all�eger les �ecritures, il est

n�ecessaire de d�e�nir les notations suivantes :P
remplace

X
i2I�

ci remplace cos(�i � �?) (II.72)

si remplace sin(�i � �?)
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L'�equation (II.71) devient :

" =
P�

dxc
2
i + dys

2
i � !

k2i

�2
(II.73)

Dans un premier temps, le gradient de cette erreur est mis sous la forme :

���!
grad " = 2:

" P
c4i

P
c2i s

2
iP

c2i s
2
i

P
s2i

#
:

"
dx
dy

#
� 2:

" P
c2i

!
k2iP

s2i
!
k2i

#
(II.74)

Or, le minimum de cette erreur est atteint lorsque s'annule son gradient :

���!
grad "(dx; dy) = 0 (II.75)

d'o�u "
dx
dy

#
=

" P
c4i

P
c2i s

2
iP

c2i s
2
i

P
s4i

#�1
:

" P
c2i

!
k2iP

s2i
!
k2i

#
(II.76)

Ainsi, le calcul puis l'inversion d'une matrice (2�2) donne directement les rigidit�es en 
exion de
la plaque orthotrope elliptique �equivalente (la meilleure au sens des moindres carr�es). Les trois

param�etres d'orthotropie ( eDx = d2x ;
eDy = d2y ; �?) ont donc �et�e retrouv�es �a partir des couples

(�i; ki)i2I�.

II.5.3 Mod�ele d'orthotropie non elliptique

Dans le cas orthotrope non elliptique du mod�ele de Love-Kirchho� (c.f. page 50), l'�equation

de dispersion s'�ecrit (�equation II.55), dans le rep�ere d'orthotropie (coordonn�ees (k0; �0)) :

k04(�0)
�
Dx cos

4(�0) +Dy sin
4(�0) +Dxy cos

2(�0) sin2(�0)
�
= �h!2

soit, en notant �? l'angle d'orthotropie, c'est-�a-dire la direction d'un axe d'orthotropie mesur�e

dans le rep�ere initial :

k4(�)
� eDx cos

4(� � �?) + eDy sin
4(� � �?) + eDxy cos

2(� � �?) sin2(� � �?)
�
= !2 (II.77)

Les param�etres recherch�es sont
� eDx ; eDy ; eDxy ; �?

�
.

Angle d'orthotropie �? : La même m�ethode que pour l'orthotropie elliptique est adopt�ee

(recherche du maximum de la fonction d'intercorr�elation entre k(�) et k(��)).

Rigidit�es en 
exion : Un indice d'erreur est fabriqu�e �a partir de l'�equation II.77 :

" =
X
i2I�

� eDx cos
4(�i � �?) + eDy sin

4(�i � �?) + eDxy cos
2(�i � �?) sin2(�i � �?)� !2

k4i

�2

(II.78)
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Les mêmes notations que pr�ec�edemment (�equations II.72) sont utilis�ees ici. Le minimum de

l'indice d'erreur est atteint �a l'annulation du gradient, ce qui donne :264 eDxeDyeDxy

375 =

264
P

c8i
P

c4i s
4
i

P
c6i s

2
iP

c4i s
4
i

P
s8i

P
c2i s

4
iP

c6i s
2
i

P
c2i s

6
i

P
c4i s

4
i

375
�1

:

2664
P

c4i
!2

k4iP
s4i

!2

k4iP
c2i s

2
i
!2

k4i

3775 (II.79)

Les quatre param�etres d'orthotropie ( eDx ; eDy ; eDxy ; �?) ont donc �et�e retrouv�es �a partir des

couples (�i; ki)i2I�.

II.5.4 Conclusion

On a donc vu qu'�a partir d'un champ de vibration monochromatique, la m�ethode IWC

permet de trouver, pour un ensemble discret et non mâ�tris�e de directions �, le nombre d'onde et

l'amortissement dans une structure plane. On construit en particulier une fonction k(�), pour une

pulsation donn�ee. Selon que cette fonction exhibe un comportement uniforme, elliptique, ou non

elliptique, on peut, grâce �a une proc�edure de moindres carr�es, trouver les param�etres m�ecaniques

d'un mod�ele de Love-Kirchho� �equivalent. Pour chaque pulsation, on peut donc construire une

rigidit�e dynamique eD (ou des rigidit�es dynamiques avec un angle d'orthotropie). Ces rigidit�es

peuvent être constantes vis �a vis de la pulsation (mod�ele de Love-Kirchho� classique), ou ne pas

l'être ( eD(!)). La m�ethode sera valid�ee aussi bien num�eriquement qu'exp�erimentalement dans le

cas bidimensionnel dans les chapitres qui suivent. Cependant, a�n d'en appr�ecier les potentialit�es,

on propose dans la section suivante une �etude num�erique dans le cas monodimensionnel.

II.6 Validation dans le cas monodimensionnel

Dans cette section on se donne un champ spatial monodimensionnel. Celui-ci est synth�etis�e

selon plusieurs approches { propagatives et modales. La synth�ese de ce champ permet de

mod�eliser un grand nombre de cas de �gure. Une adaptation monodimensionnel de la m�ethode

IWC lui est alors appliqu�ee. Les comparaisons entre les ondes utilis�ees lors de la synth�ese et les

ondes identi��ees par IWC sont fournies et comment�ees.

II.6.1 Synth�ese ondulatoire

Dans son article sur la dualit�e approche modale / approche ondulatoire, Langley [74]

repr�esente n'importe quel champ 1D sous la forme suivante :

w(x) = A0e
i|�(x�x0) (1 +R1e

2i|�x0)(1 +R2e
2i|�(L�x))

1�R1R2e2i
|�L

(II.80)

o�u A0 est une amplitude, x0 la position de la source, R1 et R2 les coeÆcients de r�e
exion en

amplitude (de module 1), et L la longueur du milieu de propagation. Le nombre d'onde |� est
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complexe avec |� = k(1+i
) (c.f. page 31). En r�ealit�e, un tel champ peut être mis sous la forme :

w(x) = A0e
i|�x +B0e

�i|�x (II.81)

Il faut pr�eciser qu'en fait, cette formulation n'est correcte que loin des singularit�es, c'est-�a-dire

qu'elle n�eglige la contribution du champ proche et n'est valide que si le domaine ne contient pas

de source. Un tel champ est synth�etis�e avec des param�etres al�eatoires7. La �gure II.13 en est

un exemple. Une centaine de champs al�eatoires sont synth�etis�es puis identi��es par une version

0 0.5 1 1.5 2
x

w

Fig. II.13: Exemple de champ synth�etis�e par la formule II.80

simpli��ee de la m�ethode IWC. La corr�elation des fonctions est calcul�ee sur un grand ensemble

de couples (k; 
), d�e�nis sur une grille uniforme. Le maximum est trouv�e directement parmi ces

valeurs. La �gure II.14 (gauche) montre le r�esultat pour le nombre d'onde k. La correspondance
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Fig. II.14: R�esultats de recherche de k et 
 sur le champ obtenu par synth�ese ondulatoire.

entre le nombre d'onde utilis�e dans la formule II.80 et le nombre d'onde identi��e par la IWC

est parfaite. De même la �gure II.14 (droite) indique que l'algorithme IWC est valide aussi pour

l'identi�cation de l'amortissement 
, �a quelques exceptions pr�es.

7Tous les param�etres sont choisis al�eatoirement (selon une loi uniforme) dans un intervalle donn�e : L 2 [1 10] m,

jR1j = jR2j = 1, arg(R1; R2) 2 [0 2�]2, x0 2 L�]0 1[, k 2 2�
L
�[0 50], ce qui �equivaut �a avoir entre 0 et 50 longueurs

d'ondes dans la poutre, 
 2 [0 0; 2].
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II.6.2 Synth�ese modale

On s'int�eresse ici �a la synth�ese du champ d'une poutre par la formulation modale (c.f.

chapitre I.1). Dans le cas appuy�ee-appuy�ee par exemple, la solution modale s'�ecrit (tronqu�ee8

au mode mmax, dont la fr�equence est 9 fois sup�erieure �a la fr�equence excit�ee) :

w(x) � A0

mmaxX
m=1

sin
�
m�x0
L

�
sin
�
m�x
L

��
m�
L

�4 � |�4
(II.82)

Comme pour la synth�ese ondulatoire, ce champ modal est synth�etis�e avec les mêmes param�etres

al�eatoires (exemple �gure II.15), puis test�e par la m�ethode IWC simpli��ee (�gure II.16). A
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w

Fig. II.15: Exemple de champ synth�etis�e par l'�equation II.82
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Fig. II.16: R�esultats de recherche de k et 
 sur le champ obtenu par synth�ese modale.

gauche, les r�esultats pour k demeurent excellents. A droite, les r�esultats de l'identi�cation IWC

sur le champ modal pour l'amortissement 
 sont quant �a eux plutôt d�ecevants ; la majorit�e

du temps, la m�ethode IWC n'arrive pas �a identi�er correctement l'amortissement. Elle le sous-

estime. Quelles di��erences existe-t-il entre les deux champs qui puissent expliquer que l'identi�-

cation de l'amortissement ne soit pas la même ? Elles sont au nombre de deux. La premi�ere est

l'absence de la source dans le champ ondulatoire (formule II.80). La seconde est l'absence du

champ proche (termes en e
|�x et e�|�x) dans le champ ondulatoire.

8En r�ealit�e, la troncature modale n'in
ue pas sur le r�esultat. Des tests ont même �et�e e�ectu�es sur un champ

obtenu par synth�ese modale avec prise en compte du noyau statique (voir l'annexe A page 175). Les r�esultats

IWC sont les mêmes avec ou sans cette correction.
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II.6.3 Synth�ese modale, absence de source

A�n de ne plus prendre en compte la source, on r�eduit le domaine d'int�egration de la

IWC �a l'espace compris entre la source et le second appui (�gure II.17). Les r�esultats sont
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Fig. II.17: Exemple de limitation du domaine d'int�egration pour exclure la source

trac�es �gure II.18. Le nombre d'onde est toujours identi��e correctement, et l'identi�cation de
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Fig. II.18: R�esultats de recherche de k et 
 sur le champ obtenu par synth�ese modale. Les int�egrales de

la IWC ne sont calcul�ees que sur une portion du champ.

l'amortissement spatial est presque parfaite. C'est donc la pr�esence de la source dans le champ

d'int�egration qui empêche la IWC d'identi�er correctement l'amortissement. On voit en e�et

sur la �gure II.15 que les termes dominant du champ sont, �a gauche de la source, une onde

r�etrograde amortie (son enveloppe crô�t quand x augmente), et �a droite de la source une onde

propagative amortie (son enveloppe d�ecrô�t quand x augmente). Pour une identi�cation dans le

sens propagatif (k > 0), la partie gauche apparâ�t donc avec un amortissement n�egatif. La IWC

fait une sorte de moyenne de cet amortissement n�egatif avec l'amortissement positif de l'onde

propagative, et l'amortissement �nal trouv�e est inf�erieur �a l'amortissement th�eorique.

Cette explication implique que l'identi�cation de l'amortissement est sensible, lui, �a la

pr�esence et �a la position de la source, contrairement �a celle du nombre d'onde k.
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II.6.4 Synth�ese modale, absence de source, absence de champ proche

A�n de retrouver le cas de la parfaite identi�cation vue avec la synth�ese ondulatoire, on

r�eduit encore le domaine d'int�egration de la IWC pour �eliminer le champ proche. La contribution

de celui-ci n'est perceptible qu'aux bords du pr�ec�edent domaine : proche de la source et de

l'appui9. On enl�eve donc ces zones lors du calcul des int�egrales (�gure II.19). Les r�esultats,
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Fig. II.19: Exemple de limitation du domaine d'int�egration pour exclure la source et le champ proche

pr�esent�es sur la �gure II.20, sont �equivalents �a ceux trouv�es dans le cas de la synth�ese ondulatoire.
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Fig. II.20: R�esultats de recherche de k et 
 sur le champ obtenu par synth�ese modale. Les int�egrales de

la IWC ne sont calcul�ees que sur une portion du champ.

On voit bien que l'in
uence du champ proche est bien plus faible que celle de la source.

II.6.5 Conclusion

Cette premi�ere validation justi�e l'utilisation de la m�ethode IWC pour identi�er les nombres

d'ondes r�eels. La m�ethode est parfaitement eÆcace dans ce cas monodimensionnel. Il a �et�e

montr�e, de fa�con plus particuli�ere, qu'elle est totalement insensible �a la position de la source,

ce qui �et�e pr�evu par l'analyse de la m�ethode (c.f. page 43). Le nombre d'onde est correctement

9Plus pr�ecis�ement, le champ proche n'est pr�esent qu'aux abords de la source puisque la condition d'appui

simple ne cr�ee pas d'ondes �evanescentes. Mais pour rester plus g�en�eral, la portion situ�ee proche de la limite du

domaine est �ecart�ee.
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identi��e, quel que soit la taille de la structure, les conditions aux limites, la position de la

source, l'amortissement. En ce qui concerne l'amortissement, par contre, la m�ethode IWC semble

sensible �a la pr�esence de la source, et dans une moindre mesure �a la pr�esence du champ proche.

L'amortissement trouv�e est alors syst�ematiquement sous-�evalu�e.

Dans le cas monodimensionnel, la m�ethode IWC identi�e parfaitement du nombre d'onde

r�eel, et donne une indication par d�efaut de l'amortissement. Qu'en est-il du cas bidimensionnel,

auquel la m�ethode est d�edi�ee ? A�n de r�epondre �a cette question, le chapitre suivant propose des

validations de la m�ethode aussi bien num�eriques qu'exp�erimentales, sur des structures complexes.
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Chapitre III

Validations : cas des parois

poro-�elastiques et des nids d'abeilles

Ce chapitre propose quelques applications de la m�ethode IWC pour diverses structures.

Le comportement apparent est pour chacune d'entre elles identi��e. Les applications concernent

des structures planes et des champs bidimensionnels, domaine privil�egi�e de l'application de la

m�ethode IWC. La chapitre d�ebute par une pr�esentation des di��erents moyens permettant d'obte-

nir un champ de vibration spatial (synth�ese modale, �el�ements �nis, techniques exp�erimentales).

En particulier le moyen de mesure employ�e courament dans le cadre de ce travail est d�ecrit.

Il s'agit d'une mesure par v�elocim�etrie laser �a balayage, mesure sans contact qui s'av�ere être

d'une grande souplesse dans le cas pr�esent. Le chapitre se poursuit par un test num�erique de

la m�ethode IWC. Dans ce cas, la synth�ese modale est mise �uvre dans le cas 2D, a�n de va-

lider la dualit�e approche modale/approche propagative. Elle montre une parfaite coh�erence du

point de vue des nombres d'ondes, mais relate une divergence entre amortissement modal et

amortissement spatial.

Sont ensuite pr�esent�ees les validations exp�erimentales de la m�ethode. Deux structures par-

ticuli�erement int�eressantes ont �et�e selectionn�ees : une structure bicouche �a base de mat�eriaux

poro-�elastiques, et une structure sandwich nid d'abeilles. Plusieurs motivations ont justi��e ce

choix. En e�et, ces structures font encore l'objet d'intenses e�orts d'un point de vue mod�elisation

num�erique, alors que peu de r�esultats exp�erimentaux sont disponibles. En particulier, ces

mod�elisations num�eriques ne concernent pour le moment que le domaine des basses fr�equences.

D'autre part, ces structures sont repr�esentatives des mat�eriaux courament utilis�es dans l'indus-

trie. En�n, ce sont des assemblages de diverses constituants qui leur conf�ere un riche comporte-

ment dynamique. Ainsi, un banc d'essai g�en�erique est construit.

Le champ spatial des vitesses normales obtenu exp�erimentalement par sollicitation dyna-

mique du bicouche acier/poreux est trait�e par la m�ethode IWC. Les r�esultats de l'analyse montre

un comportement de type plaque de Kirchho� isotrope. La pr�esence des poreux se traduit par

un tr�es fort amortissement structural apparent (de l'ordre de la dizaine de pour cent). Ensuite,

le sandwich en nid d'abeilles est trait�e sur le même banc d'essai. L'application de la m�ethode
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IWC montre des comportements particuliers remarquables. En e�et, les rigidit�es dynamiques en


exion apparaissent fortement d�ependantes de la fr�equence. De plus, le sandwich a un comporte-

ment orthotrope, lui-même d�ependant de la fr�equence. Un fait particulier est �a souligner : pour

une petite bande de fr�equence, le sandwich test�e a un comportement isotrope. Une confron-

tation avec un mod�ele analytique monodimensionnel r�ef�erenc�e dans la litt�erature conclut le

chapitre. Les comparaisons entre ce mod�ele et les identi�cations exp�erimentales montrent un

accord concluant.

III.1 Techniques d'acquisition du champ spatial

Toutes les m�ethodes d'identi�cation de l'�equation de dispersion pr�esent�ees dans le chapitre

pr�ec�edent pr�esupposent la connaissance du champ harmonique ŵ sur un maillage (xi; yi)i6N
r�ef�erenc�e. Comment obtenir ce champ ? Quelles informations peut-on alors tirer de l'analyse

de l'�equation de dispersion ainsi obtenue ? Plusieurs m�ethodes existent quant �a l'obtention du

champ : mesure par balayage manuel d'une m�ethode ponctuelle (marteau de choc, v�elocim�etrie,

acc�el�erom�etres, . . .), mesure par holographie acoustique de champ proche (Near �eld Acoustic

Holography, NAH), mesure par thermographie infrarouge (thermo-�elastocim�etrie), mesure par

v�elocim�etrie laser �a balayage, calcul num�erique �el�ements-�nis, calcul analytique par synth�ese

modale. Seules les trois derni�eres techniques sont d�evelopp�ees dans cette section. En e�et, le

balayage manuel est bien trop coûteux en temps ; la NAH n�ecessite l'utilisation d'une chambre

sourde et d'une antenne acoustique ; et la thermographie suppose connues les relations thermo-

dynamiques au sein du mat�eriau.

III.1.1 Mesure du champ par v�elocim�etrie laser �a balayage

V�elocim�etre : La v�elocim�etrie laser est une mesure sans contact qui permet de connâ�tre la

vitesse dans une direction donn�ee d'un point situ�e �a la surface d'une structure. Un faisceau laser

est envoy�e sur ce point. Si la zone d'impact est suÆsamment di�usante, une partie du rayon

est renvoy�ee �a l'�emetteur qui peut comparer le signal initial �a ce rayon r�e
�echi. L'analyse est

e�ectu�ee grâce �a un interf�erom�etre de Michelson. L'e�et Doppler implique que la fr�equence du

rayon r�e
�echi soit di��erente de la fr�equence d'origine, du fait de la vitesse de d�eplacement du

point d'impact du rayon (en notant � et � les fr�equence et longueur d'onde du laser, Æ� = 2 _w
� ).

Ainsi, un analyseur de signal permet de d�ecrire instantan�ement le signal _w(t) de la vitesse de

translation du point d'impact. La position relative de l'�emetteur laser et du point d'impact

n'est pas anodine. Du fait de l'utilisation des interf�erences entre les signaux �emis et r�e
�echis,

la longueur du trajet lumineux ne doit pas être un multiple de la longueur d'onde du rayon.

En d'autres termes, il existe des plages de fonctionnement du laser hors desquelles la mesure

ne peut pas être e�ectu�ee. De plus, la qualit�e du signal est inversement proportionnelle �a la

distance entre �emetteur et point d'impact.
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V�elocim�etre �a balayage : La fonction \balayage" permet, grâce aux mouvements des op-

tiques au sein de l'appareil, de changer automatiquement l'angle d'�emission du rayon. Ainsi, le

rayon peut être dirig�e n'importe o�u dans un angle solide donn�e (son \champ de vision").

Le positionnement du laser par rapport �a la structure devient alors critique, puisqu'il est

le r�esultat d'un compromis : le laser doit être suÆsamment loin de la structure pour qu'elle

entre enti�erement dans son champ de vision, mais suÆsamment pr�es pour ne pas trop d�egrader

le signal. De plus, pour des structures planes, le fait de changer la position du point d'impact

change la longueur du trajet lumineux (la variation de longueur est d'autant plus grande que

le laser est proche de la structure). Cette variation risque d'être plus importante que la largeur

d'une plage de fonctionnement, et certains points de la structure auront du mal �a être mesur�es.

En�n, on peut pr�eciser que l'�etat de surface de la structure ne doit pas être trop lisse : en e�et, si

la structure est tr�es r�e
�echissante, la r�e
ection risque d'être sp�eculaire (angle d'incidence �egale

angle de r�e
exion), et du fait du balayage et de son incidence variable, le rayon r�e
�echi risque

de rater l'�emetteur.

Bien que paraissant tr�es souple �a utiliser, la technologie de laser �a balayage est assez d�elicate

�a mettre en �uvre, et donne des r�esultats parfois d�ecevants. En particulier, pour certains points

de mesure, le signal perd de sa qualit�e, et ne repr�esente plus la vitesse de la structure. C'est

pourquoi il est indispensable d'avoir un indice de qualit�e �i pour chaque point de mesure.

Mesure d'une r�ef�erence : Le v�elocim�etre ne mesure �evidement la vitesse de la structure

qu'au point d'impact du laser (\spot" laser). Les di��erents points de mesure sont donc mesur�es

�a des temps di��er�es : il est alors n�ecessaire d'avoir une r�ef�erence temporelle.

A�n de r�egler ces deux probl�emes (indice de qualit�e des mesures et r�ef�erence temporelle), le

montage utilise la mesure de la force inject�ee dans la structure. Celle-ci est provoqu�ee par un pot

vibrant attach�e �a la structure via un capteur de force. A�n d'avoir des mesures larges bandes

(pour plusieurs fr�equences di��erentes), le signal envoy�e au pot vibrant est un bruit blanc, et on

r�ecup�ere les signaux sous forme de fonctions de transfert entre la vitesse des points de mesure

et la force au point d'excitation :

Hi(!) =
_̂wxi(!)

F̂ (!)
(III.1)

(avec toujours le signe ^ pour la transform�ee de Fourier). La coh�erence des signaux indique la

qualit�e de la mesure :

�i(!) =
j _̂wxi(!)F̂ (!)j
j _̂wxi(!)jjF̂ (!)j

(III.2)

On a le d�eplacement de la surface par la relation :

ŵ(xi; yi; !) =
_̂w(xi; yi; !)

i!

=
F̂ (!)Hi(!)

i!
(III.3)

= constante! �Hi(!)

/ Hi(!) (III.4)
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A ! donn�ee, le champ ŵ est donc proportionnel aux fonctions de transfert directement obtenue

par le laser. Toutes les m�ethodes d'identi�cation du plan d'onde ne s'int�eressant pas �a l'amplitude

du champ (mais �a sa r�epartition) on identi�era donc ŵi �a Hi.

Banc de mesure : Le principe du banc de mesure est synth�etis�e dans le sch�ema de la �-

gure III.1. Un laser �a balayage Ometron VPI+ est utilis�e1. Il est interfac�e grâce �a Ideas Master

Ampli�cateur

Pot d'excitation

Echantillonneur Ordinateur

LASER

Capteur de force

Mesure continue

Mesure �echantillonn�ee

Signal d'excitation

Energie d'excitation

Rayon laser

plaque test�ee
Pilotage des appareils

Fig. III.1: Sch�ema du banc d'acquisition

Series OpenGL, qui permet �a la fois de g�en�erer le maillage, de piloter la position du laser, et de

g�erer un �echantillonneur Paragon Hewlett Packard 35654A. Celui-ci a deux fonctions : il r�ecup�ere

les signaux du laser et du capteur de force Br�uel & Kj�r 8001 qui recueille la force ponctuelle

inject�ee, et il g�en�ere le bruit blanc envoy�e au pot d'excitation Br�uel & Kj�r 4801.

Le r�esultat d'une acquisition est sous la forme de N fonctions de transfert. Il suÆt alors

de lire toutes ces fonctions de transfert �a une même pulsation pour fabriquer le champ (ŵi)i6N
souhait�e. La �gure III.2 est une photographie du banc de mesure.

R�esultats : Ce type de banc, avec l'analyse IWC, permet de caract�eriser des structures r�eelles.

En particulier, on pourra ainsi faire des mesures d'amortissement ou valider des th�eories construi-

sant des �equations de dispersion.

III.1.2 Obtention du champ par calcul num�erique : �eprouvette virtuelle

Une autre m�ethode pour avoir les champs harmoniques d'une plaque consiste �a e�ectuer un

calcul num�erique pr�ecis et coûteux d'un �echantillon de la structure. En e�et, il faut rappeler que
1Cet �equipement a �et�e acquis dans le cadre du contrat r�egional IMPACT [32] portant sur la vibroacoustique

passive et active. La r�egion Rhône Alpes est remerci�ee pour son aide �nanci�ere.
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1

2
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5

1 : Laser �a balayage 2 : Pilotage laser, pilotage Paragon, stockage donn�ees 3 : Echantillonneur HP Paragon

4 : Châ�ne d'excitation 5 : plaque test�ee

Fig. III.2: Banc de mesure avec Vibrom�etre Laser �a Balayage

c'est le milieu qui est caract�eris�e, ind�ependamment des conditions aux limites (et en particulier

de la taille de la structure). Les r�esultats obtenus sur une plaque pourront être utilis�es pour

une plaque beaucoup plus grande. Les caract�eristiques de cette plaque �equivalente prenant en

compte toutes les subtilit�es constitutives du milieu, on n'aura pas besoin de les d�ecrire dans

cette grande structure. Il n'est plus n�ecessaire de prendre un maillage tr�es pr�ecis, ce qui permet

un tr�es grand gain au niveau du coût num�erique des calculs.

Le calcul num�erique peut être tr�es compliqu�e, avec prise en compte d'une g�eom�etrie com-

plexe (pr�esence de raidisseurs, mat�eriaux multicouches, . . .), et mettant en jeux de nombreux

ph�enom�enes (couplages multiphysiques). Le principe est que toutes ces particularit�es in
uen-

ceront l'�equation de dispersion en 
exion de la plaque, la \signeront". Le fait d'utiliser cette

�equation de dispersion comme mod�ele d'une plaque homog�ene sera donc une fa�con de mod�eliser

l'ensemble de ces caract�eristiques, �a un coût tr�es faible.

En�n, cette d�emarche pourra servir pour dimensionner les assemblages. En e�et, la

mod�elisation d'un �echantillon puis l'analyse de son plan d'onde permet de connâ�tre, sans rien fa-

briquer r�eellement, les caract�eristiques n�ecessaires �a la structures pour respecter des contraintes

vibratoires. C'est le principe de l'�eprouvette virtuelle.

III.1.3 Calcul du champ par synth�ese modale

Les plaques homog�enes isotropes rectangulaires appuy�ees-appuy�ees sont un cas canonique

tr�es utilis�e en m�ecanique des vibrations. En e�et, leur sch�ema modal est connu. Pour une plaque

de dimensions a� b, de masse Mtot = �hab, appuy�ee sur son pourtour, le probl�eme est mod�elis�e
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sous la forme : 8>>>>>><>>>>>>:

D�2w + �h �w = 0 sur ]0 a[�]0 b[
w(x; 0) = w(x; b) = 0 sur [0 a]

w(0; y) = w(a; y) = 0 sur [0 b]
@2w
@y2

(x; 0) = @2w
@y2

(x; b) = 0 sur [0 a]
@2w
@x2

(0; y) = @2w
@x2

(a; y) = 0 sur [0 b]

(III.5)

On pose alors :

8 (m;n) 2 N�2 ; kxm = m
�

a
kyn = n

�

b
(III.6)

�mn(x; y) = 2p
Mtot

sin(kxmx) sin(kyny) (III.7)

!mn =
�
k2xm + k2yn

�sD

�h
(III.8)

On montre ais�ement que la famille (!mn; �mn)m;n est la base modale du syst�eme (selon la

d�e�nition de la page 8). La dissipation est mod�elis�ee sous forme d'amortissement visqueux ce qui

permet, grâce �a l'hypoth�ese de Basile, de poser l'amortissement modal �mn. Pour une excitation

ponctuelle harmonique au point (xe; ye) d'amplitude F0, cela implique que le champ peut être

�ecrit sous la forme (c.f. �equation I.12) :

ŵ(x; y) =
X
mn

F0�mn(xe)

�!2 + 2i�mn!mn! + !2mn

�mn(x; y)

=
4F0
Mtot

X
mn

sin(kxmxe) sin(kymye) sin(kxmx) sin(kymy)

�!2 + 2i�mn!mn! + !2mn

(III.9)

Il reste un point �a traiter avant de pouvoir synth�etiser le champ : l'�equation III.9 comporte

une somme in�nie sur l'ensemble des modes. On sait qu'en dessous de sa fr�equence propre, la

contribution modale d'un mode diminue quand sa fr�equence propre augmente. R�eciproquement,

�a une fr�equence donn�ee, les modes de grande fr�equence propre auront une contribution faible. On

pourra donc approximer la r�eponse de la structure par la r�eponse des premiers modes (troncature

modale2). Le seuil �a partir duquel un mode est n�eglig�e est �x�e �a 3 : la troncature modale �ecarte

les modes dont la fr�equence propre est sup�erieure �a 3 fois la fr�equence d'excitation :

ŵ(x; y) =
4F0
Mtot

X
mn=!mn63!

(� � �) + 4F0
Mtot

X
mn=!mn>3!

(� � �)

� 4F0
Mtot

X
mn=!mn63!

(� � �) (III.10)

On peut ajouter que le produit des sinus joue en faveur de la troncature modale. Quelles que

soient les coordonn�ees (x; y; xe; ye), le signe d'un sinus sera variable. Sa contribution sera parfois

positive, parfois n�egative, et �nalement sa somme sera presque nulle. La �gure III.3 pr�esente un

exemple de troncature.

2Cette approximation peut être aÆn�ee en ajoutant une correction grâce au noyau statique. L'annexe A page 175

pr�esente cette correction, qui n'est pas n�ecessaire ici.
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k =
�
D
�h

�1=4p
!�

a

�
b

� : modes conserv�es � : modes tronqu�es

Fig. III.3: Exemple de troncature modale pour la synth�ese du champ d'une plaque appuy�ee-appuy�ee

Ce cas purement acad�emique a deux objectifs. Premi�erement, il met en �evidence la dua-

lit�e approche modale / approche ondulatoire (wave/mode duality, c.f. Langley [74]), puisque

le champ est synth�etis�e avec le formalisme modal tandis qu'il est identi��e avec le formalisme

ondulatoire. Deuxi�emement, il permet de mettre en relation les amortissements modal (�m) et

spatial (
(�)).

III.2 Analyse d'un champ obtenu par synth�ese modale bidimen-

sionnelle

La m�ethode de recherche IWC est appliqu�ee �a un champ issu d'une synth�ese modale

mod�elisant les vibrations d'une plaque homog�ene isotrope appuy�ee-appuy�ee. Les dimensions

de cette plaque sont a = 90 cm, b = 70 cm. L'excitation est plac�ee au point de coordonn�ees

x0 = 50 cm, y0 = 50 cm. La grille des \points de mesure", c'est-�a-dire des points o�u est �evalu�e le

champ ŵ, a pour espacements �x = �y = 2 cm, ce qui en fait une grille uniforme de N = 1656

points. Le champ est g�en�er�e pour 90 pulsations di��erentes, correspondantes aux trenti�emes d'oc-

tave allant de 200 Hz �a 1600 Hz. L'amortissement visqueux modal � est choisi constant. Trois

cas tests sont expos�es (tableau III.a). A titre indicatif, on pr�ecise la densit�e modale, son inverse,

ainsi que le recouvrement modal (aux bornes de l'intervalle de fr�equence) pour ces 3 cas test3.

3La densit�e modale est donn�ee par la formule I.51 page 23 : n(!) = S!
2�c'cg

qui donne dans le cas d'une plaque

de Love Kirchho� n = S

4�

p
eD
. La densit�e modale d'une plaque ne d�epend pas de la fr�equence. Le recouvrement

modal est donn�e par la formule I.48 page 20 : � = n��.
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Cas 1 Cas 2 Cas 3eD (m4s�2) 5 2 0,5

� (%) 8 0,5 4

n (mode=Hz) 22,4 10�3 35,4 10�3 70,9 10�3

n�1 (Hz=mode) 45 28 14

�(�) (%) 72 ! 573 7 ! 56 113 ! 900

Tab. III.a: Caract�eristiques dynamiques des trois cas test

Vue la synth�ese modale (�equation III.8), l'�equation de dispersion du milieu devrait être celle

de Love-Kirchho� isotrope II.51 : eDk4 = !2

La �gure III.4 montre un exemple de r�esultat IWC (cas test 1) �a 1270 Hz). Le mod�ele isotrope
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Fig. III.4: Exemple de r�esultat IWC sur un champ issu de synth�ese modale

semblant pertinent, on pourra utiliser l'algorithme d'homog�en�eisation hautes fr�equences pour

les plaques isotropes expos�es dans le chapitre pr�ec�edent (section II.5.1), et tenter de retrouvereD constant. Le �gure III.5 indique le r�esultat pour les trois cas tests.

On voit que la m�ethode, bien que subissant une d�eviation4 syst�ematique en basses fr�equences

(surestimation), identi�e correctement la rigidit�e dynamique. Il est même surprenant que la

m�ethode donne un bon r�esultat dans le cas test 2), o�u l'hypoth�ese de fort recouvrement modal

n'est pas v�eri��ee. Le m�ethode IWC, bien que pr�evue pour fonctionner en moyennes et hautes

fr�equences, s'av�ere tout de même eÆcace dans le domaine modal.
4De plus, il faut rappeler que la m�ethode IWC s'applique �a identi�er des vecteurs d'ondes ; or, la rigidit�e

dynamique d�epend de k en k�4 (�equation II.64). Une erreur d'identi�cation en k se propagera donc sur eD �a la

puissance 4 : il faut voir les erreurs d'identi�cation de la �gure III.5 comme tr�es faibles (les erreurs sont tr�es

\zoom�ees").
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Fig. III.5: Comparaison des rigidit�es dynamiques utilis�ees pour la synth�ese modale et identi��ees par la

IWC (mod�ele isotrope)

Il est diÆcile de concevoir une relation directe entre amortissement modal et amortissement

spatial : le premier est un param�etre donnant la d�ecroissance temporelle d'un mode donn�e,

tandis que le second explicite la d�ecroissance spatiale d'une onde donn�ee. C'est entre autres

l'avis de Lyon [21] : L'amortissement spatial d'une onde est un concept d�elicat �a exprimer en

termes de description modale. Cependant, il pr�ecise que ces deux amortissements sont li�es �a

l'amortissement �energ�etique � par les deux formules :

� = 2� (III.11)

� = 2

cg
c�

(III.12)

Dans le cas pr�esent d'une plaque de Love-Kirchho�, pour laquelle on a cg = 2c�, ces relations

aboutissent �a :


 =
�

2
(III.13)

C'est pourquoi la �gure III.6 compare les amortissement spatiaux 
(!) identi��es par la m�ethode

IWC �a la moiti�e de l'amortissement modal utilis�e lors de la synth�ese modale. Les r�esultats pour

l'amortissement 
 ne sont pas aussi concluants que pour la rigidit�e dynamique eD. N�eanmoins,
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Fig. III.6: Comparaison de l'amortissement modal (synth�ese) et spatial (identi�cation IWC)

on peut dire que sur les cas test 1) et 3) l'identi�cation de l'amortissement est satisfaisante.

Pour le cas test 2), par contre, l'identi�cation est incorrecte. Mais dans ce cas, il faut se rappeler

que le recouvrement modal est tr�es faible : les hypoth�eses de bases de la m�ethode IWC ne

sont pas v�eri��ees. Il est donc naturel qu'elle ait du mal �a identi�er l'amortissement. L'allure de

l'amortissement identi��e en fonction de la fr�equence semble être syst�ematiquement une fonction

d�ecroissante, alors que l'amortissement modal de synth�ese �etait lui, constant. L'identi�cation

n'est donc pas id�eale pour toutes les fr�equences. On peut s'interroger sur cette d�ecroissance,

sans doute li�ee aux mêmes probl�emes que dans le cas monodimensionnel (sous-estimation de

l'amortissement 
). Comme on le voit, les mêmes doutes que dans le cas monodimensionnel

subsistent quant �a l'identi�cation de l'amortissement.

La synth�ese modale d'un champ a permis de valider la m�ethode IWC de fa�con g�en�erale. Elle

s'av�ere capable d'identi�er les rigidit�es dynamiques de la structure test�ee de fa�con tr�es pr�ecise. La

plage de fr�equence dans laquelle cette identi�cation est correcte s'�etend des hautes fr�equences

jusqu'�a une partie du domaine modal, o�u ses hypoth�eses ne sont pourtant pas v�eri��ees. Du

point de vue de l'amortissement, elle ne permet d'avoir qu'une estimation de l'amortissement

spatial { même si cette identi�cation n'est pas parfaite. On peut ajouter que cette section, qui

{ 70 {



CHAPITRE III. VALIDATIONS : CAS DES PAROIS PORO-�ELASTIQUES ET DES NIDS D'ABEILLES

concerne un champ obtenu par synth�ese modale identi��e par une m�ethode utilisant le formalisme

ondulatoire, est en soi une validation tr�es explicite de la dualit�e approche modale / approche

ondulatoire de Langley [74].

III.3 Application aux parois poro-�elastiques

Cette section s'attache �a valider la m�ethode IWC sur un champ vibratoire obtenu

exp�erimentalement. Deux assemblages sont test�es. Le premier est constitu�e d'une plaque en

acier couverte d'un feutre, le second est une plaque d'acier similaire recouverte d'une mousse

visco-�elastique (�gure III.7). La rigidit�e de ces plaques est domin�ee par celle de l'acier, et les

masses sont comparables. L'�equation de dispersion devrait donc être identique. Par contre, la

mousse semble beaucoup plus dense que le feutre : l'amortissement de ce second assemblage

devrait donc être sup�erieur �a celui de la plaque avec le feutre.

Fig. III.7: Bicouches acier/poreux (�a gauche feutre, �a droite, mousse)

Les plaques sont de dimension 50 � 38 cm. Leurs conditions aux limites sont consid�er�ees

libre-libre grâce �a une suspension verticale tr�es souple. La grille de mesure est uniforme de pas

�x = �y = 17; 2 mm (N = 690). L'enregistrement de la coh�erence �i donne un indice de qualit�e

de chaque mesure. Les fonctions de transfert sont r�ecup�er�ees sur [500 6700] Hz avec un pas de

Æ� = 1 Hz.

III.3.1 R�esultats pour l'�equation de dispersion

Dans un premier temps, on s'assure que la m�ethode IWC donne des r�esultats coh�erents.

Puisque l'acier est beaucoup plus rigide que la partie poreuse, l'�equation de dispersion devrait

être proche de celle de l'acier, donc isotrope. De plus, la plaque �etant extrêmement �ne (quelques

dixi�emes de millim�etre), le mod�ele de Love-Kirchho� parâ�t a priori adapt�e. Le nombre d'onde

k ne doit donc pas d�ependre de l'angle �, et la rigidit�e dynamique eD doit être constante vis �a

vis de !.
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Les �gures III.8 et III.9 montrent que ces hypoth�eses sont correctes pour les deux plaques :

�a gauche, l'isotropie est v�eri��ee (pour la fr�equence 2500 Hz, choisie �a titre d'exemple), �a droite

le mod�ele de Love-Kirchho� est mis en �evidence (avec eD(!) = cst). La rigidit�e de la plaque

recouverte de mousse �etant l�eg�erement inf�erieure �a celle de la plaque recouverte de feutre, on

peut en d�eduire qu'elle est l�eg�erement plus souple et/ou plus lourde.
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Fig. III.8: Comportement isotrope de Love-Kirchho� pour la plaque d'acier recouverte de feutre
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Fig. III.9: Comportement isotrope de Love-Kirchho� pour la plaque d'acier recouverte de mousse

III.3.2 R�esultats pour l'amortissement

En ce qui concerne l'amortissement, les r�esultats sont indiqu�es sur la �gure III.10. Les

valeurs de l'amortissements spatial 
(!) ont �et�e moyenn�ees sur des tiers d'octave. Ces r�esultats

d'amortissement sont tr�es �elev�es. Il faut en e�et se rappeler que l'amortissement spatial est li�e

�a l'amortissement �energ�etique par la relation III.12 :

� = 4


Les niveaux d'amortissement �energ�etique � sont donc ici de l'ordre de 10 % pour la plaque avec le

feutre, et de 15 % pour la plaque avec la mousse au del�a de 1000 Hz. Ces r�esultats sont en relatif

accord avec ceux r�ecemment publi�es ([42], [51]). Mais ces fortes valeurs s'expliquent ais�ement
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Fig. III.10: Amortissements spatiaux compar�es des deux plaques test�ees

par la pr�esence des mat�eriaux poreux, dont la fonction ici est de dissiper l'�energie. La mousse

est plus dense que le feutre, il est normal qu'elle amortisse plus la plaque que ne le fait le feutre.

On n'a cependant aucune valeur de r�ef�erence �a laquelle comparer ces niveaux d'amortissement,

ce qui permettrait de lever les doutes �emis �a la section pr�ec�edente concernant l'identi�cation de

l'amortissement.

III.3.3 Conclusion

Sur une structure r�eelle, isotrope et amortie, la m�ethode IWC est tout �a fait valide en large

bande, jusqu'�a des fr�equences bien sup�erieures aux limites de l'analyse modale. Sa mise en �uvre

sur des donn�ees exp�erimentales a �et�e accomplie sans probl�eme et s'av�erent fructueuse. Elle est

capable d'identi�er correctement le comportement d'une plaque isotrope de Love-Kirchho�, et

donne une indication assez pr�ecise de l'amortissement interne de la structure. De plus, on peut

noter que bien que la m�ethode IWC soit it�erative (l'algorithme poss�ede de nombreuses boucles

imbriqu�ees), elle est enti�erement automatique. Elle s'av�ere donc beaucoup plus rapide que toutes

les m�ethodes d'identi�cation modale pr�esent�ees au chapitre I.1.
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III.4 Application �a un sandwich nid d'abeilles

Le but de cette section est d'utiliser la IWC avec une structure plus complexe qu'une plaque

de Love-Kirchho� isotrope, par exemple une \plaque sandwich en nid d'abeilles".

Les sandwichs nid d'abeilles repr�esentent un int�erêt tout particulier dans l'industrie, du fait

de leur tr�es faible masse pour des rigidit�es �equivalentes tr�es �elev�ees, en compression notamment.

Elles sont couramment utilis�ees dans la fabrication automobile, a�eronautique et ferroviaire (par

exemple sur le prochain Train �a Grande Vitesse de la Compagnie Japonaise des Chemins de Fer).

Le probl�eme majeur dans la mod�elisation de ces structures est la vari�et�e d'�echelles di��erentes

mises en jeu : les parois des nids d'abeilles sont tr�es �nes, les cavit�es hexagonales d'un ordre 100

fois sup�erieur, et les panneaux eux-mêmes peuvent être 100 plus grands que les alv�eoles. Aucun

mod�ele �el�ements-�nis ne peut traiter simultan�ement toutes ces �echelles.

C'est pourquoi on tente de trouver un comportement �equivalent de la plaque, �a travers

des caract�eristiques dynamiques comme la masse surfacique, le moment d'inertie en 
exion, . . .

Saito [57], par exemple, utilise une poutre en nid d'abeilles, dont il identi�e les caract�eristiques

modales (m�ethode du marteau de choc). Grâce �a un mod�ele de poutre de Timoshenko, il op-

timise un jeu de param�etres (E;G) a�n que les fr�equences du mod�ele \collent" aux fr�equences

exp�erimentales. Les param�etres ainsi obtenus peuvent être utilis�es dans tout mod�ele El�ements

Finis utilisant une telle plaque en nid d'abeilles.

Nilsson [78] utilise une m�ethode tout �a fait similaire (analyse modale de poutres) pour

identi�er les param�etres apparents d'un sandwich nid d'abeilles. Il utilise cette identi�cation pour

valider un mod�ele comportemental qui permet de pr�edire le nombre d'onde de ces structures (ce

mod�ele comportemental provient d'une �etude ant�erieure [77] sur les assemblages multicouches).

N�eanmoins, il teste l'orthotropie de tels mat�eriaux en prenant des poutres d�ecoup�ees selon des

axes d'orthotropie ; son analyse n'est pas vraiment bidimensionnel.

L'objectif de cette section est donc de reprendre son mod�ele pour le confronter aux r�esultats

bidimensionnels obtenus grâce �a la IWC.

La structure choisie est un sandwich nid d'abeilles5, de dimensions 50�80 cm, compos�e de
deux peaux en plastique qui semble tiss�e, et une âme en nid d'abeilles dans une autre mati�ere

plastique. La �gure III.11 est une vue de cette plaque, avec �a droite un zoom mettant en �evidence

la structure alv�eolaire de l'âme. L'absence de connaissances sur les mat�eriaux est totale. La

seule mani�ere de mod�eliser le comportement de ce mat�eriau est donc d'utiliser son �equation de

dispersion, qu'on peut identi�er grâce �a la IWC.

5Cette structure a �et�e aimablement fournie par RIETER SA.
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Fig. III.11: Plaque en nid d'abeilles (�a droite, zoom sur l'âme)

III.4.1 Comportement angulaire apparent

A�n d'analyser le comportement dynamique de cet assemblage, quelques analyses IWC

sont faites. Le r�esultat, �gure III.12, montre clairement que la structure a un comportement

orthotrope, avec un angle d'orthotropie �? proche de 0. La d�ependance de k en � est assez
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Fig. III.12: Traitement IWC pour quelques fr�equences di��erentes

lisse, sans variation particuli�ere entre deux directions d'orthotropie (la courbe n'a ni bosse ni

creux prononc�e). On fera donc l'hypoth�ese que l'orthotropie est elliptique. De plus, l'aspect

de la courbe k(�) change avec la fr�equence : la courbe verte, �a 496 Hz, est allong�ee vers le

haut. La courbe rouge (1000 Hz) est �a peu pr�es circulaire, tandis que la courbe noire (3320 Hz)

est allong�ee horizontalement. Les rigidit�es dynamiques sont donc variables. Ces trois points

expliquent l'utilisation du mod�ele orthotrope elliptique �a rigidit�es variables (�equation II.59,
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Fig. III.13: Recherche de l'angle d'orthotropie pour le sandwich en nid d'abeilles (R(�) = !
2�
)

page 51) :

k4(�)

�qeDx(!) cos
2(�) +

qeDy(!) sin
2(�)

�2

= !2

Une premi�ere analyse est faite sur l'angle d'orthotropie. Sur un �echantillonnage fr�equentiel, la

courbe �?(!) est identi��ee. On moyenne ensuite cet angle pour trouver �? (suppos�e ind�ependant

de la fr�equence). La �gure III.13 indique le r�esultat de cette recherche : on trouve �? � �2Æ.

III.4.2 Rigidit�es Dynamiques apparentes

Avec cet angle �? �x�e, on peut passer �a l'analyse des nombres d'onde avec le mod�ele

des rigidit�es dynamiques variables, et fabriquer ainsi les deux fonctions eD1(!) et eD2(!). Pa-

rall�element, on construit, �a titre indicatif, l'amortissement 
(!) (en l'absence de mod�ele plus

�n, l'amortissement spatial est suppos�e isotrope). La �gure III.14 montre les rigidit�es dyna-

miques et l'amortissement ainsi trouv�es. On voit que ces fonctions sont tr�es variables avec la

fr�equence. Deux comportements peu communs sont �a souligner. Premi�erement, les deux rigidit�es

dynamiques se croisent : la direction la plus rigide change selon la fr�equence. En deuxi�eme point,

il faut noter que la courbe eD2 n'est pas monotone ; en particulier, en basses fr�equences, cette

fonction est croissante tandis que globalement, elle est d�ecroissante. Les donn�ees exp�erimentales

inspirent les trois remarques suivantes :

1. Ces r�esultats sont la compilation de r�esultats obtenus �a partir de deux jeux de mesure.

Celles-ci �etaient d�ecal�ees en fr�equences (0!3200 Hz, 1000!4000 Hz). Voila pourquoi il apparâ�t,

pour la courbe eD1 autour de 2250 Hz, une sorte de \d�edoublement". Cependant, ce tr�es l�eger

d�edoublement, presque nul et concentr�e sur une plage de fr�equence tr�es faible, montre que la

mesure est fortement reproductible.

2. Pour des raisons inexpliqu�ees, la coh�erence issue du signal laser chute sur une petite

bande autour de 2600 Hz, et aussi �a partir de 3500 Hz. Ceci explique les \accidents" dans les

courbes �a ces fr�equences (autant sur eD1 et eD2 que sur 
).
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Fig. III.14: R�esultats de l'analyse IWC et mod�ele orthotrope elliptique �a rigidit�es variables, pour la plaque

en nid d'abeilles

3. Les courbes sont tr�es chahut�ees en basses fr�equences. C'est normal, puisque la IWC est

une m�ethode moyennes et hautes fr�equences.

La lecture des r�esultats concernant l'amortissement pr�esent�es dans la �gure III.14 est

d�elicate. En e�et, l'att�enuation des ondes 
 est de l'ordre de la dizaine de pour cent dans

la bande de fr�equence de 1000 Hz �a 4000 Hz, ce qui correspond �a un amortissement structural

de l'ordre de 40 pour cent. Cette valeur semble être tr�es importante. Il est �egalement diÆcile

de juger de sa pertinence vu le manque ind�eniable de r�esultats �equivalents dans la litt�erature

scienti�que. La bande de fr�equence en dessous de 1000 Hz est hors des limites de la m�ethode.

Dans cette bande, le r�esultat n'est pas pertinent.

III.4.3 V�eri�cation de l'orthotropie

A�n de v�eri�er que le mod�ele ne d�epend pas des conditions aux limites, la plaque est

retaill�ee aux dimensions de 58.2�38.5 cm, avec un angle de 12,4Æ par rapport �a la premi�ere

(c.f. �gure III.15). La photo III.11 est d'ailleurs une prise de vue de cette plaque retaill�ee. Deux

nouvelles mesures sont faites. Les r�esultats de la m�ethode IWC et de la recherche des param�etres

m�ecaniques sont pr�esent�es �gure III.16. En ce qui concerne les rigidit�es, les r�esultats sont tr�es

semblables �a ceux de la �gure III.14. Ceci signi�e que, comme pr�evu, la m�ethode IWC ne d�epend

pas des conditions aux limites : c'est bien le mat�eriau qui est identi��e, et non son environnement.

Il faut nuancer ce propos pour les basses fr�equences, o�u les mesures de la plaque retaill�ee sont
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Direction du �l des peaux

Fig. III.15: Changement des conditions aux limites et de la direction du �l pour la plaque sandwich nid

d'abeilles
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Fig. III.16: R�esultats IWC pour la plaque en nid d'abeilles retaill�ee

peu exploitables car tr�es chahut�ees. Ce comportement s'explique par le fait qu'ayant retaill�e la

plaque, la limite domaine modal/moyennes fr�equences est repouss�ee vers le haut (tous les modes

sont de fr�equence plus �elev�ee). En ce qui concerne l'amortissement, on remarque que les mesures

de 
 ne se suivent ni entre la plaque enti�ere et la plaque retaill�ee, ni entre les di��erents essais sur

la plaque retaill�ee. Il semble donc que la mesure de l'amortissement, elle, d�epende des conditions

aux limites.
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III.4.4 Mod�ele analytique

La litt�erature concernant les plaques en nid d'abeilles est relativement r�ecente, mais on

trouve plusieurs approches ([77, 78, 81]). Celle adopt�ee par Nilsson [77, 78] est particuli�erement

int�eressante car elle permet de construire analytiquement une �equation de dispersion pour les

ondes de 
exion dans les syst�emes monodimensionnels sandwich nid d'abeilles.

Equation de dispersion : Les caract�eristiques g�eom�etriques de l'assemblage sont donn�ees

�gure III.17. Les caract�eristiques m�ecaniques sont not�ees, pour le c�ur et dans une direction

h

H

Fig. III.17: Caract�eristiques g�eom�etriques de l'assemblage dans le mod�ele de Nilsson

donn�ee, Ec (module d'Young), G (module de cisaillement) et �c (densit�e). Pour les peaux, les

donn�ees m�ecaniques sont Ep pour le module d'Young et �p pour la densit�e. On construit alors

quelques grandeurs g�en�erales qui all�egeront les �ecrites post�erieures. Tout d'abord, la densit�e

surfacique de l'assemblage est donn�ee par :

� = 2h�p +H�c

Puis la rigidit�e statique de l'assemblage6 est calcul�ee :

DBF =
EcH3

12
+Eph

�
H2

2
+Hh+

2h2

3

�
En�n, la rigidit�e d'une peau seule est not�ee :

DHF =
Eph3

12

On sait qu'�a chaque fr�equence, il existe un nombre d'onde k dans la structure. On d�e�nit alors

la rigidit�e �equivalente �a cette fr�equence par l'expression :

D(!) =
�!2

k4

Grâce �a ces �ecritures, et dans une direction donn�ee, l'analyse de Nilsson (d�evelopp�ee en An-

nexe C) am�ene l'�equation de dispersion suivante :�
GH

!
p
�

�"
D

3
2 (!)

DBF
�D

1
2 (!)

#
+D(!)� 2DHF = 0 (III.14)

6Cette rigidit�e statique est obtenue par assemblage des rigidit�es de chacune des couches avec d�ecalage de la

�bre neutre (th�eor�eme de K�nig). On verra �a la section IV.1.1 une extension de ce th�eor�eme.
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Comportements asymptotiques : En basses fr�equences, on obtient :

D(!) e0 DBF (III.15)

soit

k(!) e0 � �

DBF

�1=4p
! (III.16)

On retrouve une plaque de Love-Kirchho� avec une rigidit�e �equivalente issue d'une ho-

mog�en�eisation basse fr�equence (th�eor�eme de K�nig, c.f. section IV.1.1 page 86). En hautes

fr�equences, on obtient :

D(!) f+1 2DHF (III.17)

soit

k(!) f+1 �
�

2DHF

�1=4p
! (III.18)

Ceci �equivaut �a une 
exion des deux peaux en phase, avec cisaillement pur du c�ur. Mais le

cisaillement est en ! tandis que la 
exion est en
p
! ; c'est donc elle qui domine le mouvement

(elle demande un plus faible nombre d'onde, donc une �energie de d�eformation moindre). La

�gure III.18 est une vue de cette �equation de dispersion, avec ses deux asymptotes (�a gauche,

k(!) en �echelles log-log, �a droite, D(!) en �echelle semilogarithmique en fr�equence).
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Fig. III.18: Equation de dispersion analytique de Nilsson pour les nid d'abeilles

III.4.5 Identi�cation des param�etres apparents

Les donn�ees issues de la m�ethode IWC vont pouvoir servir �a identi�er les param�etres

n�ecessaires au mod�ele de Nilsson, ce qui permettra de comparer le mod�ele analytique iden-

ti��e et les mesures exp�erimentales. Une premi�ere s�erie d'identi�cation repose sur les mesures de

caract�eristiques globales de la plaque. Soit, dans le cas pr�esent :

Mtot = 1; 72 kg S = 0; 40 m2 H + 2h = 20; 6 mm (III.19)

) � = 4; 3 kg:m�2 (III.20)
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Les param�etres restants �a identi�er (H;E;G; : : :) sont ensuite trouv�es par moindres carr�es.

L'�equation de Nilsson III.14 peut être �ecrite sous la forme, pour la direction � (� 2 fx; yg) :

A�D
3
2
� �B�D

1
3
� � !C� = �D�! (III.21)

On forme alors la matrice A (toutes les fonctions de la fr�equences sont connues sur l'�echantil-

lonnage fr�equentiel (!i)i) :

A =

2666666666666666666666664

D
3
2
x (!1) �D

1
2
x (!1) �!1 0 0 0

D
3
2
x (!2) �D

1
2
x (!2) �!2 0 0 0

...
...

...
...

...
...

D
3
2
x (!i) �D

1
2
x (!i) �!i 0 0 0

...
...

...
...

...
...

0 0 0 D
3
2
y (!1) �D

1
2
y (!1) �!1

0 0 0 D
3
2
y (!2) �D

1
2
y (!2) �!2

...
...

...
...

...
...

0 0 0 D
3
2
y (!i) �D

1
2
y (!i) �!i

...
...

...
...

...
...

3777777777777777777777775

(III.22)

et le vecteur V :

V = �

266666666666666666664

Dx(!1):!1
Dx(!2):!2

...

Dx(!i):!i
...

Dy(!1):!1
Dy(!2):!2

...

Dy(!i):!i
...

377777777777777777775

(III.23)

Les estimations optimales des param�etres (Ax Bx Cx Ay By Cy), optimales au sens des moindres

carr�es de l'�equation III.21, sont alors :

t [Ax Bx Cx Ay By Cy] =
�
tA A

��1 tAV (III.24)

De plus, on peut ajouter des lignes �a la matrice A et au vecteur V pour augmenter le nombre

de contraintes. Ici, les contraintes suivantes ont �et�e ajout�ees :

{
��9:5e4 1e2 0 0 0 0

�
et [ 0 ] : Dx �ni et de d�eriv�ee nulle en 0 (limite DBFx)

{
�
0 0 0 � 3e4 1e1 0

�
et [ 0 ] : Dy �ni et de d�eriv�ee nulle en 0 (limite DBFy)

{
�
0 0 1e5 0 0 0

�
et
�
1:5e6

�
: limitation de DHFx

{
�
0 0 0 0 0 5e4

�
et
�
3:87e5

�
: limitation de DHFy

{
�
0 0 0 0 1e5 0

�
et
�
6e6

�
: repousse l'in
exion vers les basses fr�equences (limite Gy)
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C�ur

H E Gxz Gyz

15,6 mm 643 MPa 20 MPa 40 MPa

Peaux

h Ex Ey

2,5 mm 2,12 GPa 1,28 GPa

Tab. III.b: R�esultats de l'identi�cation des param�etres du mod�ele de Nilsson pour le nid d'abeilles

On remonte ensuite aux caract�eristiques m�ecaniques en identi�ant terme �a terme les �equa-

tions III.14 et III.21. Le tableau III.b indique les r�esultats de cette identi�cation. Ces r�esultats

sont globalement en accord avec le mod�ele de Nilsson comme le montre la �gure III.19. La moiti�e

gauche de celle-ci pr�esente les identi�cations des nombres d'onde kx en bleu et ky en rouge, ainsi

que le mod�ele de Nilsson en noir. Les pointill�es indiquent les comportements asymptotiques

d�ecrits pr�ec�edemment. Sur la partie droite de la �gure, ces r�esultats sont traduits en termes

de rigidit�e (comme dans la �gure III.18). L'accord sur les nombres d'ondes est probant en
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Fig. III.19: Comparaison entre le mod�ele de Nilsson identi��e (en noir) et les mesures IWC (en couleurs)

particulier dans la direction x et �a partir de 400 Hz, l'erreur restant con�n�ee �a quelques pour

cent. La comparaison des rigidit�es dynamiques montre quant �a elle des �ecarts paraissant plus

importants (dûs �a l'ampli�cation de l'erreur par passage des nombres d'onde aux rigidit�es). En

dessous de 400 Hz, les �ecarts entre mod�ele et identi�cations sont tr�es importants du fait de la

limitation basse fr�equence de la m�ethode IWC.
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III.5 Conclusion sur la m�ethode IWC

III.5.1 Identi�cation de structures complexes

Grâce �a la m�ethode IWC et �a la recherche d'un mod�ele de plaque �equivalente, la dynamique

complexe d'un assemblage sandwich nid d'abeilles peut être appr�ehend�ee. En particulier, la

d�ependance de la rigidit�e en fonction de la fr�equence est bien per�cue. Le mod�ele analytique

correspondant, d�evelopp�e par Nilsson [78], peut ainsi être valid�e et les param�etres physiques

qu'il utilise identi��es. On peut même se f�eliciter de voir la IWC tr�es pr�ecise et ac�er�ee, puisqu'elle

d�etecte un ph�enom�ene non pr�evu par le mod�ele de Nilsson : autour de 1200 Hz, la structure

est isotrope, avec une rigidit�e dynamique dans une direction plus faible que pr�evue (sur la

�gure III.14, la courbe rouge, autour de la fr�equence cit�ee, est anormalement basse, �egale �a la

rigidit�e dans l'autre direction).

Au niveau impl�ementation num�erique, la m�ethode IWC est performante. Le même pro-

gramme permet d'utiliser aussi bien un champ synth�etis�e num�eriquement qu'un champ obtenu

par des mesures exp�erimentales (robustesse). L'algorithme est enti�erement automatique : les ba-

layages fr�equentiel et angulaire, les recherches de (k(!; �); 
(!; �)), la s�election des identi�cations

correctes, l'identi�cation des param�etres d'un mod�ele �equivalent, sont enti�erement automatiques.

Si cette proc�edure, qui donne les mod�eles complets sur l'ensemble de la bande de fr�equence �a dis-

position, est relativement longue (une �a deux heures sur des PC cadenc�es �a 2GHz), l'utilisateur

n'a aucune intervention �a faire, contrairement �a la majorit�e des m�ethodes modales.

III.5.2 Limites fr�equentielles de la IWC

La m�ethode IWC est typiquement une m�ethode moyennes fr�equences : en dessous d'une

certaine fr�equence { limite qui d�epend de la taille de la structure, de son �equation de dispersion,

et de son amortissement {, l'approche utilis�ee est non valide. En e�et, l'un des fondements de la

m�ethode est l'hypoth�ese de fort recouvrement modal, qui implique une r�epartition de l'�energie

dans toutes les directions de propagation. On a vu cependant que la m�ethode est toujours valide

pour des recouvrements modaux tr�es inf�erieurs �a l'unit�e. Cependant, a�n d'amoindrir cette

limitation, plusieurs pistes sont �a envisager. Tout d'abord l'analyse modale, vue �a la section I.1,

une m�ethode explicitement basses fr�equences, et qui vient donc compl�eter la m�ethode IWC.

N�eanmoins, ses d�etracteurs lui reprochent de n'estimer les caract�eristiques d'une structure que

sur quelques fr�equences particuli�eres { ses fr�equences propres. Une seconde piste consisterait �a

densi�er le sch�ema modal avec un l�eger balayage en fr�equence. A la fr�equence centrale de la

bande, certaines directions sont excit�ees tandis que d'autres ne transportent aucune �energie :

le diagramme de la IWC, �a cette fr�equence, poss�ede de grands secteurs angulaires vides, et la

recherche d'un mod�ele de plaque �equivalente s'appuie sur trop peu de donn�ees. Mais pour des

fr�equences voisines, sans doute les directions excit�ees seront-elles di��erentes. En superposant les

diagrammes IWC, ceux-ci se densi�eraient et la recherche des param�etres �equivalents seraient de

nouveau eÆcace. Il faudrait cependant supposer a priori un type d'�equation de dispersion (par

exemple k4 / !2) a�n de stabiliser le nombre d'onde dans la bande de fr�equence (en suivant
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notre exemple, il faudrait comparer, dans la bande de fr�equence, non pas les nombres d'onde

mais les grandeurs k=
p
!).

Mais un tel d�eveloppement est-il vraiment n�ecessaire, alors que les e�orts se portent aujour-

d'hui principalement vers les plus hautes fr�equences ? La m�ethode IWC, de ce côt�e-l�a, ne connâ�t

pas vraiment de limite, �a part peut-être celle du maillage spatial. En e�et, plus la fr�equence va

augmenter, plus les longueurs d'onde vont diminuer. La limitation vient du probl�eme de re-

pliement, avec le th�eor�eme de Shannon imposant �a l'exp�erimentateur au moins deux points de

mesure par longueur d'onde. Cependant, la IWC est insensible aux conditions aux limites. Une

solution pour obtenir une �equation de dispersion �a des fr�equences plus �elev�ees consiste simple-

ment �a ne mailler qu'une partie de la structure �a �etudier, en limitant la surface �a une petite

zone. Le choix de cette zone n'est pas anodin, puisqu'il risque de privil�egier une direction de

propagation donn�ee (comme dans l'article de Ferguson [43]). A�n de minimiser ce risque, il

faut prendre une petite zone autour de la source ponctuelle, qui �emet des ondes dans toutes les

directions. Grâce �a cette limitation de la taille de la zone mesur�ee, la IWC n'a de fait aucune

r�eelle limite en hautes fr�equences. Cette m�ethode est mise en �uvre sur le cas concret de la table

d'harmonie qui sera expos�e dans le dernier chapitre de ce manuscrit.

III.5.3 Identi�cation de l'amortissement

Un autre aspect de la m�ethode IWC est sa capacit�e �a estimer l'amortissement spatial 
. Mais

cette estimation reste obscure : le signe changeant de l'amortissement identi��e est diÆcilement

interpr�etable, et les valeurs des identi�cations dans le cas d'un champ synth�etis�e de fa�con modale

apparaissent trop faibles. De plus, on a vu dans l'�etude th�eorique du cas monodimensionnel que

la mesure de l'amortissement �etait d�ependante des conditions aux limites et de la position de la

source. Ce fait est mis en �evidence par des constatations exp�erimentales :

La �gure III.14 pr�esentait les r�esultats de deux essais identiques, espac�es dans le temps.

Les deux r�esultats d'amortissement sont quasiment superpos�ees : la mesure est bien reproduc-

tible. Ce n'est pas le cas lors des essais pour la plaque retaill�ee (�gure III.16). Si la mesure

de l'amortissement est reproductible, elle est donc tr�es sensible aux conditions de l'exp�erience

(peut-être celles-ci ont l�eg�erement chang�e entre les deux derniers essais). La comparaison des

courbes d'amortissement entre la plaque d'origine et la plaque retaill�ee (�gures III.14 et III.16)

montre que la mesure des rigidit�es dynamiques est �a peu pr�es la même dans les deux cas, alors

que l'amortissement spatial est lui tr�es di��erent. Il est donc certain que l'amortissement spatial

n'est pas qu'un amortissement local, interne �a la structure, mais bien le re
et d'un amortisse-

ment global prenant en compte toutes les pertes �energ�etiques. Ces pertes semblent d�ependre

fortement des conditions aux limites, de la position de la source, et de la taille de la structure.

Le chapitre suivant applique la m�ethode IWC �a un autre type de structure anisotrope que

sont les parois raidies.
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Chapitre IV

Etudes des parois raidies

Ce chapitre traite de la vibration en 
exion des plaques raidies p�eriodiquement, structures

typiquement anisotropes. Ces structures sont tr�es souvent utilis�ees dans l'industrie, aussi bien

dans le bâtiment, les transports maritimes et a�eriens, que dans la construction d'instruments de

musique �a travers leur table d'harmonie. Le comportement dynamique de ces structures o�re

une richesse ph�enom�enologique notable. Ces structures, bien qu'abondamment �etudi�ees dans la

litt�erature scienti�que, cachent des concepts de base non encore explor�es. C'est en particulier

le cas lorsqu'on s'int�eresse �a la propagation des ondes dans ce type de complexit�e structurale.

De plus, force est de constater que les r�esultats exp�erimentaux manquent pour appuyer certains

mod�eles de comportement.

La premi�ere partie du chapitre o�re une revue bibliographique succincte sur les m�ethodes

d'analyse de ces structures. La premi�ere de ces approches, qu'on d�etaille pr�ecis�ement, est

une homog�en�eisation �a partir d'hypoth�eses statiques, qui aboutit �a un mod�ele de plaque ho-

mog�ene orthotrope, qu'on d�esigne par la suite par l'orthotropie structurale. Des simulations

num�eriques sont propos�ees a�n de valider cette homog�en�eisation basses fr�equences. Lorsque la

fr�equence d'analyse augmente, les dynamiques du voile et des raidisseurs doivent être consid�er�ees

s�epar�ement. Une autre approche pour analyser ces structures est de les consid�erer comme des

milieux p�eriodiques, pr�esentant des caract�eristiques bien particuli�eres (notamment le ph�enom�ene

de bandes passantes/bloquantes).

La seconde section se propose d'explorer les limites de validit�e de la m�ethode d'ho-

mog�en�eisation. Celle-ci est en e�et couramment employ�ee sur un large spectre fr�equentiel. Des

tests num�eriques sur un grand nombre de cas de �gure sont r�ealis�es. L'exploration des plans

d'onde des champs associ�es est op�er�ee. Elle montre une bonne concordance entre le mod�ele ho-

mog�en�eis�e et les �eprouvettes num�eriques. Cette concordance est cependant limit�ee aux basses

fr�equences. On d�e�nit ainsi une limite fr�equentielle de validit�e du mod�ele homog�en�eis�e. Pour des

fr�equences plus �elev�ees, des comportements atypiques sont observ�es. Leur interpr�etation pr�ecise

fait appel au concept de modes propagatifs. Des tests exp�erimentaux sur un �echantillon de paroi

raidie viennent corroborer ces observations.
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La troisi�eme section se focalise sur un outil num�erique de calcul des nombres d'onde de

ces modes propagatifs. Elle d�etaille une m�ethode num�erique spectrale s'appuyant sur un mod�ele

�el�ements �nis et permettant de calculer les nombres d'onde et les vitesses de groupe de ces modes

propagatifs. C'est une approche de type propagation multi-modale guid�ee. Cette m�ethode est

appliqu�ee �a la structure test�ee exp�erimentalement et fournit les �equations de dispersion associ�ees

�a la propagation guid�ee le long des raidisseurs. La derni�ere section o�re une comparaison cal-

cul/essais �a travers une validation exp�erimentale e�ectu�ee sur plusieurs bancs de mesure. Deux

m�ethodes exp�erimentales, bas�ees sur l'exploration du plan d'onde et sur l'aspect bien particulier

des modes propagatifs, sont mises en place. Elles permettent d'adapter la m�ethode IWC �a la

recherche de plusieurs modes de propagation. Les r�esultats des comparaisons sont probants et

o�rent des perspectives tr�es encourageantes quant �a la pr�evision du comportement dynamique

large bande des parois raidies.

IV.1 Diverses mod�elisations des parois raidies

IV.1.1 Homog�en�eisation des structures

Fig. IV.1: La plaque isotrope raidie �equivaut �a une plaque orthotrope homog�ene.

L'id�ee d'homog�en�eisation des structures nervur�ees n'est pas tr�es originale, car tr�es atti-

rante, puisqu'elle permet de \fondre" les subtilit�es d'une structure au sein même d'un mat�eriau

�equivalent (�gure IV.1). Par ce biais, il est possible, lors de mod�elisations ult�erieures, de prendre

un maillage beaucoup plus grossier que les subtilit�es g�eom�etriques. Par exemple, les coques de

navires et d'avions sont constitu�ees de voiles m�etalliques tendus sur un squelette { une structure

nervur�ee. La taille des renforts est de l'ordre du centim�etre tandis que la structure elle-même

est de l'ordre de la dizaine de m�etres. Un maillage de la structure enti�ere avec une longueur de

mailles adapt�ee aux raidisseurs serait bien trop gros pour être exploitable. C'est pourquoi des

proc�edures d'homog�en�eisation ont �et�e d�evelopp�ees, notamment �a partir des travaux de Timo-

shenko [30]. On citera en particulier la th�ese de Cordonnier-Cloarec [14] dont l'�etude qui suit

s'inspire.

Homog�en�eisation des structures nervur�ees

La nouveaut�e propos�ee ici est de mener les calculs avec le mat�eriau du voile et le mat�eriau

des raidisseurs di��erents et orthotropes. Les directions principales des mat�eriaux sont suppos�ees

align�ees avec les raidisseurs. Le calcul est e�ectu�e en statique (valide en basses fr�equences) grâce

au th�eor�eme de K�nig [8].

Notations : (a; b; h; p) d�e�nissent la g�eom�etrie de la plaque nervur�ee (�g. IV.2). Z: d�esigne

l'�el�evation verticale d'une �bre neutre donn�ee. Les caract�eristiques m�ecaniques, (� Ex Ey Gxy

�xy �yx=�xy
Ex
Ey
) sont suivies d'un exposant correspondant au mat�eriau ( p pour la plaque, r

pour les raidisseurs, H pour la plaque Homog�en�eis�ee). La direction x correspond �a la direction
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a

b

p

h

Fig. IV.2: Plaque raidie en coupe. D�e�nition des notations

des raidisseurs, y est sa perpendiculaire, et z est normale �a la plaque. De plus, il est pratique de

d�e�nir les modules d'Young modi��es par les coeÆcients de Poisson1 :

eEx =
Ex

1� �xy�yx
=

Ex

1� �2xy
Ex
Ey

; eEy =
Ey

1� �yx�xy
=

Ey

1� �2xy
Ex
Ey

(IV.1)

En�n, le moment d'inertie en 
exion est d�e�ni de fa�con lin�eique et est not�e par :

D: =
h3

12
eE: (IV.2)

Densit�e massique : La �bre neutre de masse est obtenue par la relation :

ZG(�
pph+ �rab) =

h

2
�pph+ (h+

b

2
)�rab (IV.3)

d'o�u

ZG =
h
2�

pph+ (h+ b
2)�

rab

�pph+ �rab
(IV.4)

Ceci permet de d�e�nir une �epaisseur �equivalente : en consid�erant que la structure �equivalente

est une plaque homog�ene, la �bre neutre est �a la moiti�e de l'�epaisseur (ZG = 1
2h

H), donc :

hH = 2ZG (IV.5)

Et par conservation de la masse dans les deux mod�eles :

�H =
�php+ �rab

hHp
(IV.6)

Flexion y, perpendiculaire aux raidisseurs :

C'est l'association en s�erie, sur une p�eriode, de deux �el�ements :

- la plaque seule (sur p� a)

- un assemblage double couche de la plaque et du raidisseur (sur a).

Le premier segment a un moment d'inertie �egal �a :

D1
y =

h3

12
eEp
y (IV.7)

Le th�eor�eme de K�nig donne le moment d'inertie du second segment autour d'une �bre Zy
quelconque :

D2
y = eEp

y

�
h3

12 + h(Zy � h
2 )

2
�

+ eEr
y

�
b3

12 + b(Zy � h� b
2)

2
� (IV.8)

1A propos du coeÆcient de Poisson dans le module d'Young apparent, voir la note de pied de page, page 47.
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Par d�e�nition, la �bre Zy minimise ce moment d'inertie :

Zy =
eEp
yh2 + eEr

yb
2 + 2 eEr

ybh

2( eEp
yh+ eEr

yb)
(IV.9)

En�n, l'association en s�erie des deux segments s'�ecrit :

p

DH
y

=
p� a

D1
y

+
a

D2
y

d'o�u DH
y =

D1
y

1� a
p

D2
y�D1

y

D2
y

(IV.10)

Pour remonter au module d'Young, on utilise le fait que la structure homog�ene est une plaque,

d'o�u : eEH
y =

12

(hH)3
DH
y (IV.11)

Flexion x, dans la direction des raidisseurs :

C'est l'association en parall�ele, sur une p�eriode p, de la plaque

(de longueur p) et du raidisseur (de longueur a).

Sur cette p�eriode enti�ere, la structure a un moment d'inertie en 
exion autour d'une �bre Zx
�egal �a :

DH
x = eEp

xph
�
h2

12 + (Zx � h
2 )

2
�

+ eEr
xab

�
b2

12 + (Zx � h� b
2)

2
� (IV.12)

Avec, toujours, Zx qui minimise ce moment :

Zx =
eEp
xph2 + eEr

xab
2 + 2 eEr

xabh

2( eEp
xph+ eEr

xab)
(IV.13)

Comme pr�ec�edemment, la structure homog�en�eis�ee �etant une plaque, il vient :

eEH
x =

1

p

12

(hH)3
DH
x (IV.14)

Couplage des directions x � y : Tous les e�ets de couplages sont mis dans le module de

cisaillement, ce qui implique :

�Hxy = 0

=) eE:H = E:H (IV.15)

Ensuite, la structure �equivalente est suppos�ee avoir une orthotropie elliptique (voir la section II.4,

page 45), �a savoir :

GH =
1

2

q
EH
x E

H
y +EH

y �
H
xy

1� �Hxy�
H
yx

=) GH =
1

2

q
EH
x E

H
y (IV.16)
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Sommaire du calcul : Les donn�ees g�eom�etriques et mat�eriaux d'un panneau raidi permettent

de d�e�nir une plaque orthotrope �equivalente, dite homog�en�eis�ee :

{ L'�equation IV.4 inject�ee dans l'�equation IV.5, donne l'�epaisseur de la plaque �equivalente

hH.

{ Grâce �a cette �epaisseur, on utilise l'�equation IV.6 qui calcule la densit�e massique �H de

la plaque homog�ene.

{ L'�equation IV.9 utilis�ee dans l'�equation IV.8, accompagn�ee de l'�equation IV.7, permet

de connâ�tre DH
y grâce �a l'�equation IV.10. Finalement, on trouve le module d'Young EH

y

de la plaque �equivalente dans la direction perpendiculaire aux raidisseurs en utilisant les

�equations IV.11 et IV.15.

{ De la même fa�con, l'�equation IV.13 sert dans l'�equation IV.12, pour d�e�nirDH
x . Le module

d'Young EH
x de la plaque homog�ene, dans la direction des raidisseurs, est alors donn�e par

les �equations IV.14 et IV.15.

{ Finalement, l'�equation IV.16 donne le module de cisaillement �equivalent GH.

{ Les coeÆcients �Hxy et �
H
yx sont nuls par hypoth�ese.

Validation num�erique

Quelle est la validit�e de ces calculs ? A�n de r�epondre �a cette question, quatre cas tests sont

envisag�es num�eriquement. La premi�ere con�guration est un panneau d'aluminium rectangulaire

encastr�e sur l'un de ses bords. Les raidisseurs sont perpendiculaires �a cet encastrement. Le

second cas mod�elise une plaque carr�ee libre-libre en aluminium. Les raidisseurs sont align�es �a

l'un des bords de la plaque. La troisi�eme structure se rapproche d'une table d'harmonie r�eelle

en utilisant un mat�eriau orthotrope (�epic�ea, c.f. page 134). La plaque est encastr�ee sur deux

bords contigus, et les raidisseurs align�es �a un côt�e. La derni�ere plaque envisag�ee est orthotrope

(�epic�ea), libre-libre, et les raidisseurs (align�es sur l'orthotropie du voile) sont tourn�es par rapport

aux côt�es de la plaque.

Le calcul de r�ef�erence est un calcul 3-D �a maille �ne, constitu�e d'�el�ements \brique" �a trois

degr�es de libert�e par n�ud (Solid45 sous Ansys c
 ). Une premi�ere comparaison est e�ectu�ee

avec un calcul 2-D constitu�e d'�el�ements plans quadratiques �a quatre n�uds, six degr�es de libert�e

par n�ud (Shell63 pour le voile, Shell181 pour les raidisseurs sous Ansys c
 ). Le d�ecalage

de la �bre neutre est pris en compte par une rigidi�cation globale des param�etres m�ecaniques

(cette rigidi�cation est explicit�ee page 136). La deuxi�eme comparaison est faite avec un calcul

2-D homog�en�eis�e avec la technique cit�ee plus haut. Les �el�ements sont les mêmes que pour le voile

du mod�ele pr�ec�edent (Shell63 sous Ansys c
 ). La troisi�eme comparaison tente d'am�eliorer le

processus d'homog�en�eisation ; en e�et, l'hypoth�ese d'orthotropie elliptique est assez forte. A�n

de la lever, on consid�ere dans ce nouveau mod�ele que le module de cisaillement GH
xy est celui du

voile seul. Cette hypoth�ese ne semble ni plus ni moins vraisemblable que la pr�ec�edente.

A�n de comparer les r�esultats de fa�con tr�es lisible, les modes sont regroup�es selon leurs

d�eform�ees :

{ avec la premi�ere structure, le nombre de lignes nodales perpendiculaires aux raidisseurs

(parall�eles �a l'encastrement) est compt�e.
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{ avec la deuxi�eme structure, le classement s'e�ectue aussi grâce aux lignes nodales per-

pendiculaires aux raidisseurs.

{ avec la troisi�eme structure, c'est la sym�etrie par rapport �a la diagonale qui sert au clas-

sement (modes sym�etriques, plutôt parall�eles, plutôt perpendiculaires)

{ avec la quatri�eme structure, on exploite le couplage entre les directions (modes de 
exion

pure si directions d�ecoupl�ees, modes parall�eles, modes perpendiculaires).

Ces comparaisons sont trac�es sur la �gure IV.3 page suivante. Les r�esultats ne sont pas

parfaits : les fr�equences propres trouv�ees par les di��erents mod�eles ne sont pas identiques. Mais

on peut quand même conclure que l'homog�en�eisation est assez eÆcace, puisque les r�esultats

trouv�es grâce �a elle ne di��erent pas plus de la r�ef�erence que le mod�ele 2-D complet. Ce type

d'homog�en�eisation est donc valide pour les premiers modes d'une structure.
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Fig. IV.3: Comparaison des fr�equences modales des quatre structures tests, trouv�ees avec les quatre

di��erents mod�eles (3-D pour r�ef�erence, 2-D en noir, homog�ene elliptique en bleu, homog�ene

cisaillement du voile en rouge)
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IV.1.2 Autres mod�elisations des parois raidies

L'homog�en�eisation vue dans la section pr�ec�edente permet de mod�eliser simplement les parois

raidies pour des fr�equences faibles. Au del�a, il est n�ecessaire de di��erencier la dynamique des

raidisseurs de celle de la plaque.

A cette �n, Grice [88] propose une analyse ph�enom�enologique de l'assemblage : si les dyna-

miques des deux milieux sont tr�es di��erentes (longueur d'onde dans les raidisseurs plus que deux

fois plus importante que celle dans la plaque), alors on peut consid�erer que l'�energie est prin-

cipalement v�ehicul�ee, �a grande distance, par les raidisseurs. La plaque a une in
uence r�eactive

sur ceux-ci, en \pompant" l'�energie vibratoire des raidisseurs. Dans cette vision, les raidisseurs

rayonnent de l'�energie au sein de plaque. Les deux param�etres principaux sont alors la longueur

d'onde dans la plaque et la distance inter-raidisseurs.

Dans le domaine modal, Kuravsky [90] propose une m�ethode de correction des �el�ements

�nis, d�enomm�ee \Correction by Elastic Connection Insertion" (CECI method). Ses comparai-

sons avec diverses m�ethodes �el�ements �nis mettent en �evidence la validit�e de son approche, ainsi

que l'�economie informatique qu'elle entrâ�ne (un mod�ele �el�ements �nis maillant l'ensemble des

raidisseurs a un coût tr�es �elev�e dont la m�ethode CECI permet de s'a�ranchir). Toujours avec

une approche modale, Chakraborty [85] fait une �etude tr�es compl�ete et originale concernant

l'identi�cation des structures raidies. A partir de donn�ees modales sur des structures, et grâce

�a une mod�elisation �el�ements �nis, il est capable d'identi�er les caract�eristiques m�ecaniques du

voile, celles des raidisseurs, ainsi que la position et la g�eom�etrie des raidisseurs. Il montre no-

tamment que grâce �a l'utilisation des d�eform�ees modales, il suÆt d'un faible nombre de modes

pour identi�er tous ces param�etres. N�eanmoins, il ne fait aucune validation exp�erimentale (tous

ses cas tests sont num�eriques).

Une autre approche est celle de Orrenius [97], qui utilise un formalisme \guide d'ondes"

pour trouver les �equations de dispersion au sein d'une plaque raidie. Il ne consid�ere dans un pre-

mier temps qu'une bande bord�ee de deux raidisseurs. Il construit une formulation faible associ�ee

au comportement dynamique d'une mani�ere classique. Puis il impose des fonctions d'interpo-

lation assez une d�ependance exponentielle dans la direction privil�egi�ee de propagation. Une

nouvelle formulation �el�ements �nis en d�ecoule alors, formulation qui aboutit �a la d�etermination

des �equations de dispersion (qui sont multiples : �a partir d'une certaine fr�equence, plusieurs

ondes de 
exion peuvent se propager). Dans un deuxi�eme temps, il rajoute �a sa structure des

bandes. Chaque mode de propagation se voit multipli�e par le nombre de raidisseurs mod�elis�es.

Par extrapolation { qui n'engage que l'auteur de cette th�ese, et non Orrenius {, on retrouve

les bandes passantes et bloquantes des milieux p�eriodiques in�nis. En e�et, chaque mode ainsi

trouv�e est compris entre deux cas limites (qui correspondent, du point de vu des raidisseurs,

�a un mouvement de 
exion et un mouvement de torsion). Pour un milieu p�eriodique in�ni, les

ondes propagatives pourraient donc avoir n'importe quel nombre d'onde, tant que celui-ci est

compris entre les deux limites \torsion" et \
exion".

Khumbah [89] utilise une hybridation de la m�ethode de la raideur dynamique (Dynamic

Sti�ness Method) avec la m�ethode des El�ements Finis. La m�ethode de la raideur dynamique
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permet de voir une structure 2-D �a travers un mod�ele 1-D. L'originalit�e de Khumbah consiste �a

utiliser la m�ethode �el�ements �nis pour mod�eliser un raidisseur dans la direction perpendiculaire

�a la dimension restante (raidisseur transverse), alors que la m�ethode de la raideur dynamique

prend facilement en consid�eration un raidisseur dans l'autre direction. Ainsi, son mod�ele pourra

�a terme traiter de raidisseurs dans les deux directions.

IV.1.3 Mod�elisation des parois raidies en hautes fr�equences

Une approche SEA des parois raidies est faite par Maidanik [95]. Il compare une r�esolution

classique, en terme de variables cin�ematiques, �a une r�esolution �energ�etique. Une profonde

di��erence entre les deux approches est la perte d'information sur la phase dans la m�ethode

�energ�etique. D'apr�es ses r�esultats, l'auteur conclut que cette non connaissance de la phase

empêche �a la m�ethode �energ�etique de bien appr�ehender les ph�enom�enes de bandes passantes

et bloquantes. L'approche classique, quant �a elle, montre la tr�es grande variabilit�e de la so-

lution selon que la fr�equence est proche du centre d'une bande passante ou non. Une autre

approche SEA est men�ee par Bremner [84]. A partir de l'orthotropie structurale vue dans la sec-

tion pr�ec�edente (homog�en�eisation basse fr�equence), et des p�eriodicit�es des raidisseurs, l'auteur

estime la densit�e modale d'un panneau raidi. C'est grâce �a cette estimation pr�ecise de la densit�e

modale que sa comparaison avec un cas test est correcte.

Une mod�elisation directe d'un raidisseur pos�e sur une plaque est r�ealis�ee par Goyder [87]. Il

mod�elise une poutre in�nie accroch�ee �a une plaque in�nie, et conclue que les ondes de 
exion et de

torsion de la poutre ont des comportements tr�es di��erents. Les ondes de 
exion sont faiblement

coupl�ees avec la plaque, qui se comporte comme un r�ecepteur : la poutre �emet des ondes de


exion dans la plaque, avec une tr�es forte directivit�e. Pour les ondes de torsion de la poutre, les

deux syst�emes sont fortement coupl�es (on ne peut plus dire que l'un �emet dans l'autre). Dans

ce cas, �a basses fr�equences, c'est la plaque qui domine la dynamique de l'assemblage tandis qu'�a

hautes fr�equences, c'est la poutre qui domine. Ses calculs sont enti�erement analytiques, sans

validation exp�erimentale.

IV.1.4 Mod�elisation des parois raidies vues comme des milieux p�eriodiques

Les structures p�eriodiques pr�esentent un comportement tr�es particulier, �etudi�e d�ej�a depuis

Newton. La sp�eci�cit�e de ces milieux est mis en �evidence par Brillouin [12]. Le fait de devoir

se r�ep�eter �egal �a lui-même impose au champ vibratoire une certaine longueur d'onde, et donc

une certaine fr�equence (�a travers l'�equation de dispersion). On montre en particulier que pour

certaines bandes de fr�equences, aucune onde ne peut se propager. On parle de bandes passantes

et bandes bloquantes.

Sen Gupta [98] utilise ce formalisme pour d�eterminer les fr�equences modales d'une poutre

�nie p�eriodiquement appuy�ee. En e�et, la nature p�eriodique des appuis contraint les ondes

propagatives �a certaines bandes de fr�equences. Les modes sont vus comme des interf�erences

d'ondes propagatives, interf�erences pilot�ees par les conditions aux limites. Il met en place une
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m�ethode graphique tr�es simple pour la d�etermination des fr�equences propres.

Une simpli�cation de la mod�elisation des milieux p�eriodiques est apport�ee par Lin [94], qui

utilise, pour un milieu monodimensionnel, la m�ethode de la matrice de transfert. Celle-ci, pour

une portion de trajet donn�ee { ici une p�eriode {, permet de relier d�eplacement et force �a l'entr�ee

et d�eplacement et force �a la sortie. Cette m�ethode s'av�ere tr�es performante pour les milieux 1-D,

surtout pour les syst�emes d'extension �nie.

Plus r�ecemment, Tso [99], �a travers un mod�ele SEA, �etudie le couplage entre une structure

p�eriodiquement raidie et une plaque simple. Il utilise le concept de bandes passantes et bandes

bloquantes induites par le th�eor�eme de Floquet (th�eorie de Bloch). Une validation grâce �a la

PIM montre que l'analyse est valide au moins pour les basses fr�equences, et l'auteur invoque la

non mod�elisation des ondes dans le plan (ondes S et P) pour justi�er les �ecarts entre th�eorie et

constatations exp�erimentales. En e�et, on doit rappeler qu'un assemblage de deux plaques avec

un angle couple les ondes de 
exion et les ondes de compression/cisaillement.

Bocquillet [11, 68] applique la MES �a une structure 1-D p�eriodiquement raidie. Sa formula-

tion permet de retrouver exactement les bandes passantes et bloquantes pr�evues par les mod�eles

cin�ematiques classiques. Son int�erêt consiste en l'all�egement du mod�ele, dû �a l'utilisation d'une

formulation �energ�etiques, tout en gardant la localisation spatiale de l'�energie.

G�en�eralement, les structures p�eriodiques sont appr�ehend�ees comme une succession in�nie

de petites structures identiques. Mead [96] propose une autre vision des choses. Il consid�ere une

structure id�ealis�ee in�nie, une poutre par exemple, pos�ee en un point sur un appui �elastique. Les

caract�eristiques de la poutre en ce point sont condens�ees dans le terme d'imp�edance ponctuelle

du syst�eme in�ni. Dans le milieu p�eriodique, chaque support (p�eriodique) verra cette imp�edance

ponctuelle. Pour une onde propagative, deux supports cons�ecutifs verront le même mouvement,

d�ecal�e par le terme d'exponentielle complexe. Les vibrations des deux supports seront donc

identiques �a la phase pr�es. Cette vision des choses permet de voir la structure comme un milieu

in�ni simple (poutre par exemple) excit�e par ce \r�eseau de phases" dont l'imp�edance ponctuelle

est connue. Sa m�ethode est alors tr�es peu coûteuse, et permet de retrouver les constantes de

propagation (�equation de dispersion), avec notamment les bandes passantes et bloquantes.

Langley [91, 92] �etudie une structure 2-D in�nie bip�eriodique, en utilisant le concept de

surface �a phase stationnaire. Il montre alors que deux comportements peuvent surgir, selon la

fr�equence. Le premier comportement est assez lisse, isotrope, tandis que le second pr�esente des

caustiques qui drainent la grande majorit�e de l'�energie. Des zones d'ombres apparaissent alors,

sugg�erant des applications directes dans l'optique d'un �ltrage spatial. Ce �ltrage, nomm�ee

\beaming", impose �a l'�energie de ne se d�eplacer que dans une direction bien particuli�ere. Ses

calculs sont valid�es [93] sur un grillage m�etallique tr�es amorti (le fort amortissement veut que

l'�energie soit tr�es absorb�ee avant d'atteindre les bords de la plaque ; ainsi, le milieu peut être

consid�er�e comme in�ni).
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IV.2 Orthotropie structurale

La section IV.1.1 exposait une m�ethode d'homog�en�eisation des structures raidies. Celle-ci, �a

partir d'hypoth�eses basses fr�equences, proposait de concentrer tout le comportement des raidis-

seurs dans les rigidit�es dynamiques d'une plaque �equivalente orthotrope. Le chapitre II exposait,

de son côt�e, des m�ethodes moyennes fr�equences pour l'identi�cation des �equations de dispersion

d'un milieu bidimensionnel. Cette section pr�esente le r�esultat de ces m�ethodes appliqu�ees �a des

plaques raidies, a�n de valider la m�ethode d'homog�en�eisation en basses fr�equences. De plus, elle

propose une estimation de la limitation en fr�equence de la m�ethode, et permet d'appr�ehender le

comportement des plaques raidies au del�a de cette limite.

IV.2.1 Eprouvette virtuelle

Mod�ele num�erique : La notion d'�eprouvette virtuelle, d�evelopp�ee �a la section III.1.2, est mise

en �uvre. La structure mod�elis�ee est une plaque raidie, d�eclin�ee sous la forme de 5 exemples,

dont les caract�eristiques sont fournies dans la table IV.a.

a. b. c. d. e.
Surface de la plaque :

2 � 2 m2 2 � 2 m2 2 � 2 m2 2,2 � 2,2 m2 1,2 � 0,9 m2

Epaisseur de la plaque : h

7,7 mm 7,7 mm 5 mm 5 mm 1,25 mm

Raidisseurs : a� b

25 � 12,1 mm2 25 � 12,1 mm2 1 � 20 mm2 1 � 20 mm2 10 � 4 mm2

P�eriode : p

134 mm 134 mm 250 mm 300 mm 110 mm

Angle : �?
32,5Æ 32,5Æ 45Æ 20Æ 20Æ

Mat�eriaux :

Epic�ea sur �epic�ea Epic�ea sur �epic�ea Acier sur Acier sur Duralumin sur

(�ls align�es) (�ls crois�es) aluminium aluminium duralumin

Tab. IV.a: Caract�eristiques des exemples de plaques raidies

Le champ de d�eplacement de cette plaque raidie est obtenu grâce �a une mod�elisation �ne

�el�ements �nis. Les �el�ements utilis�es sont de type brique (8 n�uds �a 6 degr�es de libert�e) de

petites dimensions. Le maillage du cas c. est expos�e �gure IV.4 �a titre d'exemple. Pour �eviter les

Fig. IV.4: Maillage de l'exemple c de plaque raidie
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�eventuelles singularit�es engendr�ees par le calcul sur les fr�equences modales, une dissipation est

introduite via un amortissement modal constant de 0,4 %. Quelques calculs harmoniques (i.e. �a

fr�equence � unique �x�ee), sont e�ectu�es pour chaque plaque. Les r�esultats sont extraits sous la

forme du d�eplacement \vertical" (normal �a la plaque au repos) de chacun des n�uds de la plaque.

Ainsi, les m�ethodes d'exploration du plan d'onde peuvent être appliqu�ees. L'amortissement

n'�etant pas ici le sujet d'�etude, on se limite �a l'emploi de la transform�ee de Fourier continue

(CFT, voir la section II.3).

Validation de l'homog�en�eisation basses fr�equences : La m�ethode d'homog�en�eisation

basses fr�equences (section IV.1.1) est appliqu�ee avec les param�etres utilis�es dans les mod�eles

�el�ements �nis (�epaisseur de la plaque, mat�eriaux, . . .). Elle permet de construire une �equation

de dispersion orthotrope (elliptique), qui peut être superpos�ee au plan d'onde obtenu �a partir des

CFT des champs num�eriques. Les r�esultats pour une excitation basse fr�equence sont pr�esent�es

�gure IV.5 : la CFT est aÆch�ee en nuances de couleurs, l'orthotropie structurale (r�esultat de

l'homog�en�eisation basses fr�equences) est trac�ee en ligne pointill�ee blanche. De plus, la pr�esence

des rigidi�cateurs est manifest�ee par les droites d'�equation kx0 =
2�
p et kx0 = �2�

p (lignes jaunes).

Ces r�esultats sont tr�es probants : la courbe de l'orthotropie structurale passe bien par les points

a : 100 Hz b : 250 Hz c : 200 Hz

d : 200 Hz e : 850 Hz

En abscisses et en ordonn�ees : nombre d'onde k, en rad/m

Fig. IV.5: R�esultats de la CFT et de l'homog�en�eisation basses fr�equences pour des fr�equences peu �elev�ees

les plus \chauds" de la CFT, i.e. les nombres d'onde e�ectivement porteurs d'�energie. On s'at-

tendait �a ce r�esultat dans les deux directions d'orthotropie, sur lesquelles reposent les calculs

d'homog�en�eisation. Mais la courbe blanche suit les points chauds de la CFT pour toutes les

directions, pas uniquement pour les deux directions d'orthotropie : il est tr�es satisfaisant de
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constater que la proposition d'orthotropie elliptique, qui n'�etait fond�ee sur aucune hypoth�ese,

est tout �a fait correcte. Une impr�ecision de la m�ethode apparâ�t n�eanmoins : dans la direction ky0 ,

c'est-�a-dire lorsque la direction de propagation est perpendiculaire aux raidisseurs, la m�ethode

d'homog�en�eisation surestime l�eg�erement le nombre d'onde. En faisant varier la fr�equence, on

s'aper�coit que cette surestimation diminue pour des fr�equences plus faibles (jusqu'�a être imper-

ceptible), et augmente pour des fr�equences plus �elev�ees. Une premi�ere limitation en fr�equence de

la m�ethode d'homog�en�eisation basses fr�equences est li�ee �a cette surestimation du nombre d'onde

dans la direction perpendiculaire aux raidisseurs.

Il convient ici de pr�eciser les fr�equences d'excitation utilis�ees. On parle en e�et de \basses

fr�equences". Mais en r�ealit�e, les fr�equences d'excitation des exemples r�esultent d'un compromis.

Le but dans cette partie �etait de valider la m�ethode d'homog�en�eisation basses fr�equences :

il fallait donc une excitation basse fr�equence. Cependant, a�n de reconnâ�tre une �equation de

dispersion, il est n�ecessaire d'avoir un certain nombre de points chauds, donc une certaine densit�e

modale (comme avec la IWC). Les fr�equences choisies correspondent �a ce compromis.

D�erives par rapport �a l'homog�en�eisation basses fr�equences : Les r�esultats pour une

excitation �a plus haute fr�equence sont pr�esent�es �gure IV.6. Deux d�erives entre r�esultats CFT

a : 1000 Hz b : 2500 Hz c : 2000 Hz

d : 2000 Hz e : 1250 Hz

Fig. IV.6: R�esultats de la CFT et de l'homog�en�eisation basses fr�equences pour des fr�equences �elev�ees

et homog�en�eisation sont �a noter : la surestimation des nombres d'onde en ky0 et l'apparition de

lignes parall�eles kx0 = constante au del�a de l'orthotropie structurale.

{ 97 {



IV.2. ORTHOTROPIE STRUCTURALE J. BERTHAUT

Premi�ere d�erive : il s'agit de la même surestimation que celle not�ee plus haut. S'agissant

d'une surestimation de k, elle correspond �a une sous-estimation de eD, donc soit une surestimation

de la masse, soit une sous-estimation de la raideur. Or, les plus grandes erreurs sont obtenues

dans les exemples a et b, et dans une moindre mesure dans l'exemple e. Dans les deux premiers

cas, les raidisseurs sont plus larges que hauts, et dans le cas e ils sont de section carr�ee. L'ajout

de masse est li�e surtout �a la largeur, tandis que l'ajout de raideur est li�e surtout �a la hauteur

des raidisseurs. L'erreur semble donc plus li�ee �a la masse qu'�a la raideur (cas a et b : fort ajout

de masse, forte surestimation. Cas e : ajout de masse faible, surestimation faible. Cas c et d :

ajout de masse quasi nul, surestimation quasi nulle).

Pourquoi cette surestimation d�epend-elle de la fr�equence ? Une explication pourrait venir du

fait que la longueur d'onde diminue quand la fr�equence augmente. Pour une tr�es faible longueur

d'onde, un tr�es grand nombre de p�eriodes se situe sur la plaque seule, entre deux raidisseurs.

La densit�e surfacique y est celle de la plaque seule, sans correction de masse. Tandis qu'�a basses

fr�equences (et a fortiori en statique, o�u la longueur d'onde est in�nie), toutes les longueurs

d'onde subissent l'e�et inertiel du raidisseur. Cette explication semble acceptable, mais une

implantation num�erique simple | qui consiste �a utiliser la rigidit�e D de l'homog�en�eisation et

la masse surfacique �h de la plaque seule | donne des r�esultats insatisfaisants, du même ordre

que ceux de la �gure IV.6.

Deuxi�eme d�erive : d�erivant compl�etement de toute orthotropie elliptique, il apparâ�t dans les

CFT des lignes �a kx0 constant. Elles sont situ�ees soit �a la limite de l'orthotropie structurale, soit

nettement au del�a. De dimension �nie, chaque segment est centr�e sur l'axe des kx0 , et poss�ede son

sym�etrique par rapport �a l'axe des ky0 . La dimension du segment n'exc�ede jamais le grand axe

de l'ellipse. En faisant varier la fr�equence, on s'aper�coit qu'elles apparaissent progressivement :

tout d'abord, pour les fr�equences faibles, il n'y en a aucune (comme dans la �gure IV.5). Puis un

premier couple de segments apparâ�t tangent �a l'ellipse, dont il se d�etache (�gure IV.6 e). Puis

un deuxi�eme couple de segments tangente l'ellipse, le premier continuant de s'�ecarter (�gure IV.6

b et c). Puis un troisi�eme (�gure IV.6 d), et ainsi de suite. Soup�connant un artefact num�erique

venant du mod�ele �el�ements �nis, on r�ealise un banc d'exp�erimentation bas�e sur l'exemple e.

IV.2.2 Banc d'essais

A�n de contrôler la validit�e des r�esultats pr�ec�edents, un banc de mesure est r�ealis�e (�-

gure IV.7). Le champ de vibration ŵ est obtenu grâce �a la mesure au vibrom�etre laser expos�ee

�a la section III.1.1. La même analyse que pr�ec�edemment est faite. Les r�esultats sont pr�esent�es

�gure IV.8. Le comportement d�ecrit plus haut, et constat�e sur les champs num�eriques, est de

nouveau observ�e pour la plaque r�eelle. Il est donc n�ecessaire de d�ecrire plus avant ces segments

de droites.

Cependant, avant de d�ecrire plus avant ces segments de droites, il est tr�es int�eressant de

pr�eciser que les r�esultats de la �gure IV.8 sont issus de plusieurs essais. En particulier, la plaque

a �et�e excit�ee soit entre deux raidisseurs, soit sur un raidisseur. Ses conditions aux limites �etaient

soit libre-libre, soit partiellement encastr�ee sur un cot�e (c.f. �gure IV.7). Mais les di��erences
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Fig. IV.7: Banc de mesure pour la plaque raidie

entre les r�esultats de ces essais n'est pas perceptible. C'est pourquoi la provenance de chaque

champ n'est pas pr�ecis�ee. Cependant, on constate une fois de plus que ce type de m�ethodes n'est

pas sensible aux conditions de l'essai.

IV.2.3 Description des segments : modes propagatifs

Filtrage dans l'espace des nombres d'onde et reconstruction d'un mode : On veut

mieux comprendre quelle interpr�etation physique il est possible de faire �a partir de ces segments

de droite. Pour ce faire, on veut isoler dans le champ ŵ la contribution d'un unique segment

de droite, a�n de connâ�tre la d�eformation correspondante. On utilise donc la transform�ee de

Fourier discr�ete (DFT, voir la section II.3, page 35). En e�et, c'est la seule m�ethode qui soit

bijective, ce qui permet de reconstruire un champ �a partir de la connaissance de son plan d'onde

(sous la forme d'une DFT). L'algorithme est le suivant : la DFT du champ est calcul�ee. Puis,

on �ltre brutalement celle-ci en baissant �a 0 l'amplitude des ondes v�eri�ant kx0 > seuil+ ou

kx0 < seuil�. Les valeurs des seuils sont trouv�ees \�a la main", de fa�con �a ne laisser dans la DFT

que la ligne qu'on veut mettre en �evidence. En�n, une DFT inverse permet de reconstruire un

champ (de la taille du champ d'origine), et ainsi de voir la d�eformation induite par la ligne.

La �gure IV.9 montre pour l'exemple le �ltrage de la seconde ligne pour la fr�equence 2400 Hz

de la �gure IV.8. Le champ reconstruit de la �gure IV.9 semble tr�es structur�e. A�n de mieux

l'appr�ehender, il est trac�e �gure IV.10 en deux dimensions (la couleur repr�esente la troisi�eme

dimension. En bleu, le champ est n�egatif, en rouge positif). De plus, la position des raidisseurs

a �et�e marqu�ee par des lignes blanches.
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100 Hz 200 Hz 400 Hz

700 Hz 900 Hz 1200 Hz

1600 Hz 2400 Hz 3200 Hz

Fig. IV.8: R�esultats de la CFT et de l'homog�en�eisation basses fr�equences

Analyse de la d�eformation : concept de mode propagatif. On analyse la d�ependance

spatial du mode selon les deux directions principales.

D�ependance en x0 : comme la DFT a �et�e �ltr�ee pour ne garder que les kx0 constants, on a

�evidemment une contribution en ekx0x
0

qui correspond �a une onde propagative. La ligne repr�esente

un ph�enom�ene propagatif en x0.

D�ependance en y0 : le champ est quasiment nul sur chaque raidisseur. Il y a deux lobes, l'un
positif l'autre n�egatif, entre deux raidisseurs. De plus, si on fait varier la phase (en temps) dans

la �gure IV.10, on s'aper�coit que ces lobes ne se d�eplacent pas dans la direction y0. Ceci vient
de la sym�etrie des segments par rapport �a l'axe des kx0 . Plus pr�ecis�ement, on constate que la

fonction ky0 ! DFT (kx0 ; ky0) est �a sym�etrie hermitienne (partie r�eelle paire, partie imaginaire

impaire). Les ondes port�ees par (kx0 ; ky0) et (kx0 ;�ky0) se couplent alors pour former un sinus : la
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DFT
=)

+ filtrage

DFT�1(=

Fig. IV.9: Exemple de �ltrage d'une ligne dans la DFT pour une plaque raidie

Fig. IV.10: Champ reconstruit �a partir de la seule contribution de la seconde ligne (mode 2)

superposition de ces deux ondes en fait une onde stationnaire, ou encore mode. Dans la direction

y0, la ligne repr�esente un ph�enom�ene modal.

L'analyse de la d�ependance en x0 et en y0 du champ associ�e au segment de droite am�ene

�a pr�esenter le concept de mode propagatif : dans une direction donn�ee, la d�eformation est sta-

tionnaire (c'est un mode), tandis que dans l'autre direction, elle se propage. Chacune des lignes
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se formant dans le plan d'onde correspond �a un mode propagatif distinct. Un autre exemple

est fourni dans la �gure IV.11 qui trace la contribution du seul premier segment de droite,

correspondant au premier mode.

Fig. IV.11: Champ reconstruit �a partir de la seule contribution de la premi�ere ligne (mode 1)

D�eform�ee de section : La d�ependance en x0 d'un mode propagatif se propageant dans la

direction x0 est par d�e�nition celle d'une exponentielle complexe. Mais quelle est, dans l'autre

sens, sa d�ependance spatiale ? Autrement dit, quelle est sa d�eform�ee ? Le �ltrage de chacun des

modes est riche d'enseignements. Tout d'abord, on s'aper�coit que quel que soit le mode �ltr�e,

la d�eform�ee est nulle sur les raidisseurs. Les raidisseurs constituent une ligne nodale commune

�a tous les modes propagatifs. Pour le mode propagatif �a kx0 maximal, appel�e premier mode,

la d�eform�ee entre deux raidisseurs ne change pas de signe (c.f. �gure IV.11) : il n'y a qu'un

lobe. Le deuxi�eme mode propagatif (�a kx0 imm�ediatement inf�erieur �a celui du premier mode),

lui, a deux lobes (c.f. �gure IV.10). Pour le troisi�eme, il devient n�ecessaire d'interpr�eter un

peu le champ car la discr�etisation du maillage devient l�eg�erement insuÆsante, et les trois lobes

apparaissent diÆcilement. En extrapolant, on suppose que la d�eform�ee du mode propagatif n

contient exactement n lobes.

Etude de la phase des lobes : En examinant attentivement la �gure IV.10, on s'aper�coit

que chaque bande contenue entre deux raidisseurs semble ind�ependante de ses voisines : parfois

deux bandes côte-�a-côte ont la même phase, et l'alternance de signe est respect�ee (dans la

�gure IV.10, en num�erotant les bandes �a partir de celle qui d�ebouche sur le \0", en bas de la

�gure, qui prendrait alors le num�ero 0, on assiste �a ce d�ephasage nul entre les bandes -1 et -2).

Parfois, deux bandes côte-�a-côte sont en opposition de phase (dans l'exemple, entre les bandes

-1 et 0). D'autres fois, le d�ephasage est quelconque (entre les bandes 0 et 1 dans l'exemple).

Chaque bande est donc ind�ependante de ses voisines, et repr�esente un milieu de propagation bien
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particulier. On parlera de guide d'onde, puisque la propagation est permise dans la direction x0

et bloqu�ee dans la direction y0.

Les plaques raidies, pour les hautes fr�equences, apparaissent donc sous un jour nouveau : ce

sont une juxtaposition de guides d'onde quasiment ind�ependants, de largeur l'espace entre deux

raidisseurs. Dans ces guides d'ondes, seules quelques valeurs discr�etes de kx0 sont permises. Il

s'agit des modes propagatifs. On classe ceux-ci par leur nombre d'onde. Le mode de plus grand

nombre d'onde est le mode 1 et a un lobe. Le second est le mode 2 et a deux lobes. Le n�eme

est le mode n et poss�ede n lobes. Ayant d�ecrit | certes grossi�erement | la d�ependance en

y0 des modes, c'est �a dire leur d�eform�ee, il reste la question de leur d�ependance en x0. Celle-
ci, par le fait même qu'il s'agisse de modes propagatifs, est une exponentielle complexe. Mais

de quelle longueur ? L'objet de la section suivante est de calculer la longueur d'onde de ces

modes propagatifs grâce �a une m�ethode num�erique bas�ee sur une hypoth�ese de guide d'onde. La

section IV.4 mettra en �uvre une m�ethode exp�erimentale pour trouver la longueur d'onde de

ces modes, et comparera les r�esultats des deux techniques.

IV.3 Calcul pr�edictif du nombre d'onde kx0

Cette section pr�esente une m�ethode num�erique permettant de calculer les modes propagatifs.

A l'origine des m�ethodes de calcul des nombres d'onde dans les guides d'ondes, on trouve par

exemple Gavric [71] qui jette les bases d'une m�ethode employ�ee pour pr�edire la propagation dans

les rails de chemin de fer. Cette m�ethode est reprise ensuite par Orrenius [97] et Finnveden [70]

pour des applications plus g�en�erales. Elle aboutit �a une nouvelle formulation en �el�ements �nis,

dite m�ethode des �el�ements �nis spectraux (Spectral Finite Element Method) ou m�ethode �el�ements

�nis guide d'ondes (Wave-guide Finite Element Method). Une alternative �a cette technique

consiste �a utiliser des �el�ements �nis classiques avec une hypoth�ese suppl�ementaire de guide

d'onde. C'est cette m�ethode, d�evelopp�ee par Ichchou [20] et Houillon [19, 73] et appliqu�ee par

Akrout [66], qui est expos�ee dans cette section.

IV.3.1 Guide d'onde. M�ethode EF-propagative1

Le principe fondamental de cette m�ethode est d'utiliser un mod�ele mixte pour d�ecrire le

mouvement de certaines structures comportant une direction privil�egi�ee de propagation x.

� Dans la direction x, une hypoth�ese de guide d'onde est faite : le champ est suppos�e être

de la forme :

w(x; y; z; t) = <
� ew(y; z)ei(!t�k!x)� (IV.17)

On retrouve le concept de mode propagatif, o�u ew(y; z) est la d�eform�ee du mode et k! le nombre

d'onde propagatif correspondant.

1Cette m�ethode s'apparente dans ses principes fondamentaux aux techniques hautes fr�equences d'optique

g�eom�etrique comme la Wentzel Kramers Brillouin, WKB.
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� Dans les directions (y; z), le champ est suppos�e stationnaire, de la forme ew(y; z). La
recherche de cette forme, qui est une d�eform�ee modale, est e�ectu�ee par �el�ements �nis. En e�et,

cette m�ethode est tout particuli�erement adapt�ee au formalisme modal.

Cette m�ethode est donc bas�ee sur l'hypoth�ese de guide d'ondes IV.17, et sa r�esolution utilise

des outils num�eriques standards. Il est notable que l'hypoth�ese IV.17 ne peut être faite que sur

une structure �elanc�ee dont la section est uniforme. On s'int�eresse �a un petit tron�con de guide

d'onde de profondeur d, discr�etis�ee comme dans la m�ethode des �el�ements �nis (c.f. �gure IV.12).

L'assemblage des matrices de masse et de raideur est appliqu�e de fa�con classique �a la structure.

xy
z

d

Guide d'ondes Mod�ele Elements Finis

Fig. IV.12: Sch�ema de discr�etisation du tron�con de guide d'ondes

Il permet en particulier d'extraire les matrices de masse M et de raideur K du tron�con. Ensuite,

les n�uds du mod�eles EF sont class�es en deux groupes : les n�uds de la face \gauche" (en bleu

sur la �gure) et ceux de la face \droite" (en vert). L'�equation du mouvement est mise sous une

forme matricielle par blocs :"
M (G;G) M (G;D)

M (D;G) M (D;D)

#
:

"
�U
(G)
!

�U
(D)
!

#
+

"
K (G;G) K (G;D)

K (D;G) K (D;D)

#
:

"
U

(G)
!

U
(D)
!

#
=

"
F
(G)
!

F
(D)
!

#
(IV.18)

Dans la suite, on notera S! = �!2M + K . L'hypoth�ese de guide d'onde IV.17 impose les condi-

tions :

U(D)
! = e�ik!d U(G)

! (IV.19)

F(D)
! = �e�ik!d F(G)

! (IV.20)

(le signe n�egatif devant la force provient du principe de r�eciprocit�e). En injectant ces conditions

dans l'�equation du mouvement IV.18, on obtient le syst�eme :

S(G;G)! U(G)
! + e�ik!dS(G;D)

! U(G)
! = F

(G)
! (IV.21)

S(D;G)! U(G)
! + e�ik!dS(D;D)

! U(G)
! = �e�ik!dF(G)

! (IV.22)

La combinaison lin�eaire e�ik!d�(IV.21)+(IV.22) donne l'�equation :h
e�2ik!dS(G;D)

! + e�ik!d
�
S(G;G)! + S(D;D)

!

�
+ S(D;G)!

i
U(G)
! = 0 (IV.23)
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Cette �equation est un probl�eme polynomial aux valeurs propres (polynomial eigenvalue problem),

et on montre que si les matrices S
(G;D)
! et S

(D;G)
! ne sont pas singuli�eres toutes les deux, alors

le probl�emes est bien pos�e. Pour un nombre N de n�uds sur une face, ce probl�eme admet 2N

couples propres
�
e�ik

(i)
! d;U

(i)
!

�
i62N

. De plus, du fait que S
(G;D)
! est la transpos�ee de S

(D;G)
! (M

et K sont sym�etriques), on peut montrer que si k
(i)
! est solution du probl�eme, alors �k(i)! est

solution du probl�eme. Ces deux solutions repr�esentent la même onde se dirigeant dans les deux

directions x et �x. On ne s�electionne que celles v�eri�ant :

arg(k(i)! ) 2
i
��
2

�

2

i
(IV.24)

Pour chaque fr�equence !, on a ainsi N solutions, ce qui est physiquement impossible (le nombre

de modes propagatifs ne saurait d�ependre du nombre de points de discr�etisation de la section).

De fait, un grand nombre de solutions sont obtenues avec un nombre d'onde k
(i)
! complexe :

ces ondes sont des ondes inhomog�enes. Ne cherchant que les ondes propagatives, on s�electionne

parmi les N solutions celles v�eri�ant :���=�k(i)! ����� <(k(i)! ) (IV.25)

En�n, par continuit�e en fr�equence, on peut supposer que les solutions pour deux pulsations

(!; !0) proches l'une de l'autre seront assez semblables, en valeur propre et en d�eform�ee propre.

Ceci permet de suivre le long la fr�equence l'�evolution d'une solution donn�ee : pour les deux

pulsations (!; !0) proches l'une de l'autre, deux solutions (i; j) repr�esentent le même mode

propagatif si :

et

8>><>>:
k
(i)
! proche de k

(j)
!0 :

k
(i)
!

k
(j)
!0

� 1

U
(i)
! proche de U

(j)
!0 : MAC

�
U

(i)
! ;U

(j)
!0

�
� 1

(IV.26)

o�u MAC est le Modal Assurance Criterion, d�ej�a vu �a la section I.1 page 13. C'est un indice

permettant de comparer deux d�eform�ees.

Discussion de la m�ethode : Cette m�ethode pr�esente l'int�erêt d'utiliser exclusivement des

outils num�eriques tr�es largement di�us�es, puisqu'un logiciel El�ements Finis classique accompagn�e

d'un langage de programmation (MatLab c
 par exemple) suÆt �a l'impl�ementer. De plus, aucune

hypoth�ese n'est faite sur la section du guide d'onde : celui-ci pourra tout aussi bien être un rail

de chemin de fer, un tube de section quelconque, ou une plaque nervur�ee. En ce qui concerne la

validit�e des r�esultats, et en particulier la plage de fr�equence o�u ces r�esultats seront pertinents, il

est important de garder en tête les deux approches utilis�ees (modale pour la section et analytique

pour la propagation) :

� La section du guide d'onde est num�eris�ee par �el�ements �nis classiques : le nombre de n�uds
dans la section doit être suÆsamment important pour pouvoir suivre la complexit�e de forme du

mode de section. Une section tr�es d�eform�ee demandera un grand nombre de n�uds tandis que les

premiers modes, tr�es lisses, se contenteront de quelques points de maillage. R�eciproquement, pour

un maillage donn�e, la m�ethode aura tendance �a d�evier pour les modes �elev�es dont la d�eform�ee de
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section est tr�es chahut�ee. Cependant, on doit pr�eciser que cette limitation n'apparâ�t que pour

des maillages �a tr�es faible nombre de noeuds.

� Dans la direction de propagation, l'unique �el�ement utilis�e est cens�e repr�esenter une portion
d'onde progressive, et donc avoir la forme d'un sinus. Celui-ci ne sera connu que sur les deux

sections Gauche et Droite du tron�con de guide d'onde. On assistera donc �a une sorte de th�eor�eme

de Shannon qui limitera la validit�e des nombres d'onde trouv�es �a :

k(i)! <
�

d
(IV.27)

On pourrait avoir tendance �a choisir le param�etre d tr�es petit, a�n que cette limite ne soit jamais

atteinte, mais la diminution de ce param�etre se heurte �a des probl�emes d'erreurs num�eriques :

pour d tr�es faible, les valeurs propres du syst�eme IV.23 sont toutes tr�es proches de 1. Pour d

tendant vers 0, la formule permettant de trouver le nombre d'onde �a partir de la valeur propre,

�a savoir

k(i)! = � ln(�i)
id

(IV.28)

devient une forme ind�etermin�ee du type 0
0 . Pour d faible, la formule IV.28 est tr�es sensible au

bruit num�erique.

IV.3.2 Application au cas des plaques raidies

On applique la m�ethode EF-propagative �a une plaque raidie par des poutres. Le mod�ele

�el�ements �nis est expos�e �gure IV.13 (les notations pour les caract�eristiques g�eom�etriques de la

xy

z

p

d

b+h
2

a

Fig. IV.13: Mod�ele �el�ements �nis pour la m�ethode EF-propagative appliqu�ee �a une plaque raidie

plaque raidie sont les mêmes que pr�ec�edemment ; d�e�nitions page 95). La plaque est mod�elis�ee

par 21 �el�ements plaque d'�epaisseur h. Seuls les modes de 
exion sont recherch�es : on limite donc

le nombre de degr�es de libert�e de chaque n�ud �a 2 (d�eplacement w en z, rotation rotx dans

le plan (y; z)). Le raidisseur est mod�elis�e par 1 �el�ement plaque d'�epaisseur b, d�ecal�e en altitude
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d'une hauteur b+h
2 par des poutres ind�eformables sans masse (en marron dans la �gure IV.13).

Ces quatre n�uds ont leurs 6 degr�es de libert�e chacun, mais les liaisons ind�eformables les font

disparâ�tre du vecteur U.

Quelles conditions aux limites faut-il appliquer �a cette structure ? Il faut garder �a l'esprit

ce qu'elle est cens�ee repr�esenter : c'est une p�eriode d'un syst�eme. De plus, on aimerait que la

m�ethode puisse mod�eliser tous les mouvements de 
exion de la plaque dans la direction x. En

particulier, le mouvement de 
exion pure, en onde plane, est recherch�e. De plus, on aimerait

mod�eliser tous les modes de sections qui sont apparus dans la section pr�ec�edente, qui pr�esentait

tous la caract�eristique d'avoir le raidisseur �xe. Une solution consiste donc �a relier les degr�es de

libert�e de chaque extr�emit�e de la bande : ainsi, on aura bien une structure p�eriodique de p�eriode

p. Ces conditions aux limites, qu'on nommera par la suite CP, s'�ecrivent :(
wjy=0 = wjy=p
rotxjy=0 = rotxjy=p

(IV.29)

On v�eri�e ais�ement qu'au aura acc�es aux d�eform�ees de l'onde plane (�gure IV.14 0) et du premier

mode (�gure IV.14 1)2.

0

CP

1

CP

Fig. IV.14: Allure des premi�eres d�eform�ees de section recherch�ees

Qu'en est-il du mode suivant ? On trace un mode avec ces conditions aux limites et avec deux

lobes (�gure IV.15). On remarque que le raidisseur a tendance �a travailler en torsion (d'o�u la

CP

2(T )

Fig. IV.15: Allure du mode CP suivant

num�erotation du mode : 2(T ) pour 2 lobes en Torsion). Or, l'�equation de dispersion d'une poutre

en torsion est de la forme k / ! tandis que celle d'une poutre en 
exion est de la forme k / p! :

en basses fr�equences, la rigidit�e en torsion est sup�erieure �a la rigidit�e en 
exion. Le raidisseur

pr�ef�erera donc la 
exion �a la torsion. On remarque aussi que dans la �gure IV.15, les conditions

aux limites correspondent �a des appuis simples. On peut essayer de changer les conditions aux

limites, pour voir si le probl�eme �evoqu�e �a propos de la pr�edominance de la 
exion sur la torsion
2Il est n�ecessaire �a ce stade de pr�eciser que toutes ces d�eform�ees ne sont que des allures de d�eform�ees, des

croquis issus de l'analyse des modes de sections apparaissant dans la structure. Pour les tracer, on s'attache �a

respecter 1) les conditions aux limites, 2) le mouvement nul du raidisseur (sauf pour l'onde plane nomm�ee \0"),

3) le nombre de lobes le long d'une p�eriode (pr�ecis�e �a chaque fois sous la �gure).

{ 107 {



IV.3. CALCUL PR�EDICTIF DU NOMBRE D'ONDE KX0 J. BERTHAUT

est lev�e par des appuis simples. La �gure IV.16 est le fruit de cette recherche. On voit que le

2 2(T )

Fig. IV.16: Allure des premi�eres d�eform�ees avec des conditions appui-appui

premier mode appui (�gure IV.16{2, �a gauche), a bien deux lobes et fait travailler le raidisseur

en 
exion. Par contre, on retrouve exactement le mode 2(T ) d�ej�a pr�edit par les conditions aux

limites CP. Il semble donc qu'il faille un calcul CP pour les modes 0 et 1, et un calcul pour le

mode 2. Et pour les modes suivants ? La �gure IV.17 montre les deux modes CP suivants, tandis

que la �gure IV.18 �gure les deux modes Appui suivants.

CP

3

CP

4(T )

Fig. IV.17: Allure modes CP suivants

4 4(T )

Fig. IV.18: Allure modes Appui suivants

Il semble donc que ce sch�ema se r�ep�ete. La mod�elisation CP montre un mode de 
exion

impair, puis un mode de torsion pair. La mod�elisation Appui montre un mode de 
exion pair,

puis un mode de torsion pair { le même que dans la mod�elisation CP. Chacune des mod�elisation

montre la moiti�e des modes de 
exion, ainsi que tous les modes de torsion. Il faut rappeler que

ces r�esultats sont �a prendre au conditionnel, puisqu'ils ne sont issus que d'une analyse purement

cin�ematique des conditions aux limites. Le calcul e�ectif reste �a faire.

R�esultats : Le paragraphe pr�ec�edent a �etabli que deux calculs doivent être men�es a�n d'avoir

acc�es �a tous les modes de 
exion de la plaque : un calcul avec des conditions aux limites de

p�eriodicit�e (calcul CP), et un calcul avec des conditions aux limites d'appuis simples (calcul

Appui). La m�ethode EF-propagative est donc appliqu�ee �a ces deux mod�eles pour des fr�equences

allant de 0 �a 6400 Hz. Les r�esultats sont trac�es �gure IV.19, �a travers les fonctions ! ! k
(i)
! . Ces

r�esultats sont conformes �a ce que l'on attendait. La premi�ere courbe qui apparâ�t (en bleu dans

le calcul CP), part de 0 Hz : c'est un mode de corps rigide, dans lequel la section ne se d�eforme

pas. Il s'agit donc du mode 0, correspondant �a l'onde plane. Ce mode s'�ecarte d'une parabole

(qui serait le comportement normal de l'onde plane en 
exion, Dk4 = �h!2), et se transforme

en plus hautes fr�equence pour devenir le mode 1.
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k
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Fr�equence (Hz) Fr�equence (Hz)

Calcul CP Calcul Appui
Fig. IV.19: R�esultat de la m�ethode EF-propagative sur la plaque raidie

Le deuxi�eme courbe (en vert dans le calcul CP) se retrouve �a l'identique dans le calcul Ap-

pui : il s'agit donc du mode 2(T ) de torsion pr�evu dans l'analyse pr�ec�edente. Dans la �gure IV.19

calcul Appui, on voit que la courbe de ce mode 2(T ) se rapproche d'une autre courbe (en noir) :

il s'agit du mode 2, dont la d�eform�ee est tr�es proche de celle du mode 2(T ) (elles sont identiques,

�a la phase des demi p�eriodes pr�es). Il est donc normal que leurs courbes se rejoignent.

La courbe suivante du calcul CP (en rouge), est unique, et correspond au mode 3. Le

mode de 
exion suivant, num�ero 4, est visible dans le calcul Appui (en marron). La courbe

suivante dans le calcul Appui (violet), et qui se retrouve dans le calcul CP, est le mode 4(T ),

qui, logiquement devrait �a plus hautes fr�equences (au del�a de 6400 Hz) rejoindre le mode 4. Le

dernier mode calcul�e est pr�esent dans le calcul CP (en cyan). Il s'agit du mode de 
exion 5.

L'interpr�etation des courbes correspond �a l'analyse qui avait �et�e faite, mais on peut s'en

convaincre en tra�cant les d�eform�ees de section correspondantes. La �gure IV.20 trace la d�eform�ee

de la courbe bleue, �a son apparition (0 Hz), et la d�eform�ee de la même courbe �a 6400 Hz. Cette

�gure est �a comparer avec les modes recherch�es de la �gure IV.14.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

0 Hz|0 rad/m 6400 Hz|140 rad/m

Fig. IV.20: D�eform�ees du premier mode de section au d�emarrage et �a haute fr�equence
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La �gure IV.21 repr�esente les d�eform�ees de section du mode 2 �a son d�eclenchement (235 Hz) et

�a 6400 Hz (�a comparer �a la �gure IV.16{2, �a gauche).

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

235 Hz|0 rad/m 6400 Hz|128 rad/m

Fig. IV.21: D�eform�ees du deuxi�eme mode de section au d�eclenchement et �a haute fr�equence

Sur la �gure IV.22, il s'agit du premier mode de torsion. On voit nettement �a son apparition

(1020 Hz) cette torsion : la section du raidisseur tourne. A haute fr�equence (6400 Hz), cette

torsion est beaucoup moins visible. Cette �gure est le mode calcul�e correspondant au mode

pr�evu des �gures IV.15 et IV.16{2(T ).

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

1020 Hz|0 rad/m 6400 Hz|128 rad/m

Fig. IV.22: D�eform�ees du premier mode de torsion (2 lobes) �a l'apparition et �a haute fr�equence

Le mode 3 est trac�e sur la �gure IV.23, �a son apparition (985 Hz) et �a haute fr�equence (6400 Hz).

L�a encore il correspond �a la pr�evision de la �gure IV.17{3.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

985 Hz|0 rad/m 6400 Hz|104 rad/m

Fig. IV.23: D�eform�ees du troisi�eme mode de 
exion au d�eclenchement et �a haute fr�equence

La �gure IV.24 concerne le mode 4, �a sa fr�equence d'apparition 2285 Hz et �a haute fr�equence

(6400 Hz). La correspondance s'�etablit avec la �gure IV.18{4.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

2285 Hz|0 rad/m 6400 Hz|76,5 rad/m

Fig. IV.24: D�eform�ees du troisi�eme mode de 
exion au d�eclenchement et �a haute fr�equence
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Conclusion : Ainsi, on dispose d'un outil num�erique qui permet de pr�evoir le nombre d'onde

des modes propagatifs des structures raidies. En mod�elisant un tron�con de la structure par

�el�ements �nis, et en appliquant l'hypoth�ese de guide d'onde, cette m�ethode pr�evoit le nombre

d'onde et la d�eform�ee de section des modes pour toute fr�equence souhait�ee. On peut pr�eciser

que cette m�ethode poss�ede un homologue analytique �ecrit par Fahy [69], mais qui est lui, limit�e

aux cas simples. Cet homologue, mis en �uvre par Houillon [19], et qu'on d�etaille en annexe E,

ne traite que des guides d'onde constitu�es de deux poutres en liaison avec une plaque plane.

Sans v�eri�cation exp�erimentale, les calculs fait ici n'ont qu'une valeur toute relative. En e�et,

les hypoth�eses utilis�ees, en particulier sur les conditions aux limites, sont critiquables. La section

suivante propose donc une confrontation de ces r�esultats �a des cas tests r�eels.

IV.4 Confrontation calcul/essai pour les nombres d'onde kx0

On a vu que, dans le plan d'onde d'une plaque raidie, il apparâ�t des segments de droites

perpendiculaires �a l'axe des kx0 , tout d'abord tangents �a l'orthotropie structurale puis s'en

�eloignant. Ces segments ont �et�e identi��ees comme �etant des modes propagatifs, \coinc�es" entre

les raidisseurs. Des consid�erations g�eom�etriques ont permis �a la m�ethode EF-propagative de

construire les �equations de dispersion k(!) de chacun de ces modes. Mais ces calculs sont-ils

exacts ? Pr�edisent-ils e�ectivement la position des segments de droites observ�es dans les plans

d'onde ?

IV.4.1 Premi�ere m�ethode d'identi�cation des nombres d'onde

Au del�a de l'orthotropie structurale, la m�ethode de reconnaissance des rigidit�es dynamiques

expos�ee �a la section II.5 est inop�erante. Elle est en e�et bas�ee sur une �equation de dispersion

continue en � (celle de Love Kirchho� orthotrope), alors qu'on observe que les segments de

droites apparaissent disjoints de l'orthotropie structurale. Une solution tr�es simple pour lever

ce probl�eme consiste �a n'identi�er le comportement ondulatoire que dans les deux directions

principales x0 (direction des raidisseurs) et y0 (perpendiculaire aux raidisseurs). On utilise donc la
m�ethode IWC de la section II.3, mais uniquement pour les angles

�
�? + i�2

�
i2[[�1::2]]. Cependant,

la structure est tout de même orthotrope : le comportement est sym�etrique par rapport aux axes

x0 et y0. On regroupe donc les nombres d'onde (�?; �? + �) (qui repr�esentent les kx0 et �kx0)
d'un côt�e, et les nombres d'onde

�
�? + �

2 ; �? � �
2

�
d'un autre côt�e.

La �gure IV.25 pr�esente les r�esultats de la m�ethode IWC appliqu�ee �a ces quatre directions ;

les directions kx0 et �kx0 sont trac�ees en bleu et les directions ky0 et �ky0 en rouge. De plus,

les paraboles correspondantes �a l'orthotropie structurale (kx0 = eD�1=4x0
p
! et ky0 = eD�1=4y0

p
!)

sont trac�ees en pointill�es avec les mêmes couleurs. On a superpos�e la premi�ere courbe de la

�gure IV.19 calcul CP, sens�ee repr�esent�ee le premier mode de 
exion. En�n, �a titre indicatif, les

nombres d'onde correspondant �a des longueurs d'onde en rapport avec la p�eriode des raidisseurs

(2p = n�) sont indiqu�es.
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Fig. IV.25: R�esultats de l'identi�cation des nombres d'onde parall�eles et perpendiculaires, compar�es �a

l'orthotropie structurale et au premier mode de la m�ethode EF-propagative

Malgr�e de l�eg�eres impr�ecisions de l'identi�cation des nombres d'onde par la m�ethode IWC,

ces r�esultats sont excellents : la courbe de l'orthotropie structurale, dans la direction ky0 (en

rouge) passe e�ectivement par le nuage de points de l'identi�cation IWC. De même, le premier

mode de la m�ethode EF-propagative, dû au calcul CP, traverse pr�ecis�ement le nuage de points

issus de l'identi�cation IWC dans la direction kx0 (en bleu).

Un fois de plus, on peut apporter quelques pr�ecisions quant aux donn�ees exp�erimentales. Les

r�esultats de la �gure IV.25 proviennent des mêmes essais que pour l'exploration du plan d'onde

(�gure IV.8, page 100). La parfaite superposition des courbes issues des diverses conditions

d'essais montrent en particulier que la m�ethode n'est sensible ni aux conditions aux limites, ni �a

l'�echantillonnage fr�equentiel, ni �a la position de la source. De plus, il apparâ�t dans cet exemple

que pour toutes les fr�equences test�ees, c'est le premier mode de propagation qui a la plus forte

amplitude (puisque c'est celui d�etect�e par la IWC).

La pr�ediction du premier mode est donc tr�es satisfaisante. Qu'en est-il des modes suivants ?

La m�ethode IWC n'identi�e que le nombre d'onde dominant dans la plaque, pour une direction

donn�ee. Il est donc n�ecessaire de mettre en place une autre m�ethode d'identi�cation des nombres

d'onde kx0 , capable d'estimer plusieurs modes de section.
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IV.4.2 Deuxi�eme m�ethode d'identi�cation des kx0

Le but de cette m�ethode est de pouvoir identi�er l'ensemble des segments de droites du

plan d'onde. La premi�ere id�ee qui vienne �a l'esprit est de modi�er la m�ethode IWC a�n de

chercher plusieurs maxima dans une direction donn�ee. Mais on serait alors sensible au probl�eme

de fenêtrage (leakage, voir page 37) : celui-ci provoque des \rebonds" dans le plan d'onde (DFT,

CFT et IWC), fabriquant arti�ciellement des maxima relatifs. De plus, il n'est pas certain que

les segments de droites aient une forte amplitude sur l'axe des kx0 , ce qui les rendrait invisibles

�a l'exploration de la IWC dans la direction �? (intersection du segment avec l'axe des kx0). On

pr�ef�ere donc exploiter la topologie des �el�ements recherch�es : ceux-ci, on l'a vu �a la section IV.2,

sont des segments de droites parall�eles �a l'axe des ky0 . Au lieu d'intersecter le plan d'onde avec

l'axe des kx0 , on va le projeter sur l'axe. Ainsi, tous les points d'un segment vont participer �a

la d�etection. Comme la CFT semble suÆsante (on ne recherche pas l'amortissement), c'est elle

qui est utilis�ee. Ensuite, grâce �a un balayage sur l'ensemble des points du plan d'onde calcul�es

par CFT, chacun des points CFT (kxp; kyq) est projet�e sur l'axe des kx0 :

k0p;q = kxcos(�?) + kysin(�?) (IV.30)

CFT 0p;q = CFT (kxp; kyq) (IV.31)

Ceci cr�ee une fonction k0 ! CFT 0 �echantillonn�ee n'importe comment en k0 (les k0p;q ne

sont pas forc�ement distribu�es uniform�ement). Il faut donc recompter les amplitudes sur un

�echantillonnage r�egulier. Pour ce faire, on choisit un incr�ement Æk0 (par exemple Æk0 =

0; 05 rad/m), et on fabrique la fonction discr�ete i! CFT 0i suivante :

8 i > 0 ; N2i =

�
p; q = i 6

jk0p;qj
Æk0

< i+ 1

�
; CFT 0i =

X
(p;q)2N2i

jCFT 0p;qj (IV.32)

La valeur absolue autour de k0p;q, dans l'expression de l'ensemble de sommation N2i , a pour e�et

d'associer les ondes se propageant dans les deux sens �a la même vitesse (de vecteurs d'onde

kx0 et �kx0). Le module autour de la CFT projet�ee, a pour e�et d'oublier la phase relative

dans un même segment de droite : seule l'amplitude d'un point nous int�eresse (comme dans les

graphiques des �gures IV.5, IV.6, et IV.8).

En�n, un �ltrage est e�ectu�e pour limiter les probl�emes de leakage. Par exemple, on peut

�ltrer grâce �a une convolution de la fonction (iÆk0) ! CFT 0i avec une fenêtre de Hanning de

largeur calibr�ee (par exemple 10 rad/m). Une attention particuli�ere doit être apport�ee lors de

cette convolution a�n de ne pas d�ecaler le signal (iÆk0)! CFT 0i . Le r�esultat de cette d�emarche
(projection!comptage!�ltrage) est trac�e �gure IV.26. Or, on sait que les segments de droites

n'apparaissent qu'au dessus de l'orthotropie structurale. Seuls les maxima (d�etect�es par chan-

gement de signe de la d�eriv�ee) au dessus de la limite
p
!

D
1=4
x

sont donc extraits. Les valeurs k
(i)
!

recherch�ees sont les abscisses de ces maxima. La �gure IV.26 trace la limite de l'orthotropie

structurale (en bleu) et les maxima trouv�es (cercles blancs). On a bien deux modes d�etect�es,

comme dans la �gure IV.8 2400 Hz, qui tra�cait le plan d'onde correspondant (CFT).
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Fig. IV.26: Exemple de la projection de la CFT �a 2400 Hz de la �gure IV.8

On peut noter que ces r�esultats d�ependent de deux param�etres de la m�ethode : Æk0 et la
largeur de la fenêtre de Hanning, not�ee par la suite BW . Du fait du �ltrage, la variation de

l'incr�ement Æk0 n'a pas d'e�et sur le r�esultat, tant que sa valeur est suÆsamment faible (en

de�c�a de la distance minimale entre deux points de la CFT). Par contre, la largeur de la fenêtre

BW doit être choisie avec pr�ecaution : trop faible, elle ne lisse pas assez la fonction, et de

nombreux maxima locaux sont d�etect�es (correspondants �a des erreurs de mesure ou de calcul,

�a des e�ets de discr�etisation du plan d'onde, et �a l'e�et de fenêtrage du champ { leakage). Trop

forte, elle moyenne tous les r�esultats et les modes propagatifs n'�emergent plus. Il faut donc caler

ce param�etre en fonction du champ de mesure (typiquement, de l'ordre de 2 �a 12 rad/m dans

les cas trait�es).

En�n, un balayage en fr�equence donne des nuages de points (!; k
(i)
! ). La �gure IV.27 indique

le r�esultat de ce balayage. On voit clairement apparâ�tre une, deux, puis trois courbes. La

tentation de comparer les courbes des �gures IV.19 et IV.27 est grande ; on n'y r�esiste pas sur la

�gure IV.28, sur laquelle ont �et�e regroup�ees les courbes du calcul CP et du calcul Appui ainsi que

les r�esultats exp�erimentaux. Les couleurs des r�esultats exp�erimentaux sont choisies a posteriori,

a�n de correspondre avec celles des calculs EF-propagatifs. Les r�esultats sont aussi convaincants

que ceux de la �gure IV.25 qui ne concernait que le premier mode. Ici, on voit tr�es clairement

que les trois modes apparaissant dans le plan d'onde sont les trois premiers modes de 
exion

issus de la m�ethode EF-propagative, et que le mode de torsion n'est pas visible (courbe verte).

Il semble donc que seuls les modes de 
exion participent �a la dynamique des plaques raidies.

Ainsi, l'analyse pr�esent�ee �a la section pr�ec�edente est tout �a fait pertinente.
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Fig. IV.27: Recherche des modes de section par projection de la CFT sur l'axe de kx0 , dans le cas de la

plaque raidie
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Fig. IV.28: Comparaison des calculs CP, et Appui avec les r�esultats exp�erimentaux
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IV.4.3 Validations sur d'autres cas exp�erimentaux

Dans le doute d'une correspondance fortuite entre les nombres d'onde calcul�es et ceux

identi��es sur le cas test pr�ec�edent, un deuxi�eme banc est construit. Celui-ci se compose d'une

plaque en aluminium raidie par des raidisseurs de section rectangulaire, mais dont l'espacement

est variable : un premier cas concerne des raidisseurs largement espac�es (p = 40 cm). Le second

voit la p�eriode des raidisseurs abaiss�ee (p = 20 cm). Le troisi�eme raccourcit encore l'espacement

des raidisseurs (p = 10 cm). Les caract�eristiques g�eom�etriques du voile et des raidisseurs sont

donn�es dans la �gure IV.29

p

10 mm

5 mm1,25 mm

Fig. IV.29: Sch�ema de construction du banc �evolutif (coupe)

A chaque �etape (depuis p =40 cm jusqu'�a p =10 cm), une acquisition large bande d'un

champ de vibration est e�ectu�ee. On peut alors utiliser la premi�ere m�ethode d'identi�cation pour

estimer les fonctions k
(1)
x0 (!) et ky0(!) correspondantes aux directions de l'orthotropie. De même,

on applique la seconde m�ethode qui identi�e les fonctions
�
k
(i)
x0 (!)

�
i
repr�esentant les nombres

d'onde des modes propagatifs. Parall�element, un calcul d'homog�en�eisation basses fr�equences est

e�ectu�e avec les donn�ees correspondantes �a chaque cas. On a ainsi acc�es aux caract�eristiques de

l'orthotropie structurale. En�n, les deux calculs EF-propagatifs (CP et Appui) sont men�es. On

en �elimine les r�esultats repr�esentants les modes de torsion (qui sont syst�ematiquement les modes

impairs des deux calculs) en ne gardant que les modes de 
exion (modes pairs des calculs). Cette

�elimination a priori des modes de torsion reste un point �a valider, la disparition du premier mode

de torsion dans l'exp�erience pr�ec�edente pouvant être fortuite.

Premier cas : raidisseurs tr�es espac�es.

Les r�esultats de la premi�ere m�ethode (dans les deux directions perpendiculaires) pour le

premier cas sont trac�es �gure IV.30.

Deux points m�eritent d'être comment�es :

� dans la direction des raidisseurs (kx0), le nuage de points est tr�es �etendu, ne suivant pas une

courbe unique. Il semble donc que l'aÆrmation <c'est donc syst�ematiquement le premier mode

qui transporte le plus d'�energie> (page 112), vraie dans le cas particulier pr�ec�edent, est fausse

dans le cas g�en�eral. Ici, aucun mode particulier n'�emerge de cette premi�ere analyse.

� �a partir de 1700 Hz, il apparâ�t des nombres d'onde tr�es lointains des pr�evisions. Cependant, ces
nombres d'onde ont l'air structur�es (il sont presque align�es). Il s'agit du ph�enom�ene de repliement
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Fig. IV.30: Nombres d'onde principaux dans le premier cas (p=40 cm)

(aliasing, c.f. page 37) : �a cause de la discr�etisation du champ sur une grille (xi; yi)i, des nombres

d'onde di��erents peuvent apparâ�tre �a la même place dans le plan d'onde (DFT, CFT ou IWC).

Plus pr�ecis�ement, si la grille est uniforme de pas (�x;�y), les nombres d'onde kx et kx +
2�
�x

(r�eciproquement ky et ky +
2�
�y ) apparaissent au même endroit. Dans le cas pr�esent, la grille est

e�ectivement uniforme, align�ee sur les raidisseurs. Le nombre d'onde �k(1)x peut donc apparâ�tre

au même endroit que le nombre d'onde �k(1)x + 2�
�x (r�eciproquement, les nombres d'onde �ky et

�ky + 2�
�y apparaissent au même endroit). Pour rem�edier �a ce probl�eme, il suÆt de se rappeler

qu'on a d�ej�a plac�e au même endroit kx et �kx (r�eciproquement ky et �ky). Les nombres d'onde
apparaissant au dessus de la limite �

�x (r�eciproquement �
�y ) subissent donc deux op�erations :

une sym�etrisation, kx ! �kx (r�eciproquement ky ! �ky) puis un \anti-aliasing" kx ! kx+
2�
�x

(r�eciproquement ky ! ky+
2�
�y ). Cette suite d'op�eration revient �a faire une sym�etrie par rapport

�a l'axe kx = �
�x (trac�e sur la �gure IV.30 en pointill�es marrons) (r�eciproquement ky = �

�y ).

Dans tout ce qui suit, un nombre d'onde ayant subit cette sym�etrie est not�e en couleur plus

claire dans les �gures.

La �gure IV.31 pr�esente les mêmes r�esultats que pr�ec�edemment, mais \d�e-repli�es". Les

points initialement positionn�es autour de 140 rad/m se confondent maintenant avec le nuage de

points situ�e sur les pr�evisions. Dans le sens perpendiculaire aux raidisseurs (k0y, en rouge), la

pr�evision d'orthotropie structurale est tr�es pertinente. Par contre, dans le sens des raidisseurs,

on ne voit pas de mode particulier. La deuxi�eme m�ethode est donc n�ecessaire.
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Fig. IV.31: Nombres d'onde principaux dans le premier cas (p=40 cm), avec proc�edure de d�e-repliement

Les r�esultats de la deuxi�eme m�ethode (par projection de la CFT) sont trac�es �gure IV.32.

Malheureusement, la pr�ecision de la m�ethode semble insuÆsante au vue de la densit�e des modes :

ceux-ci sont tr�es rapproch�es (k
(i)
x0 (!) � k

(i+1)
x0 (!)), et on ne sait pas vraiment �a quel mode

rattacher une estimation (!; kx0) donn�ee. Sur la �gure, deux paraboles ont �et�e trac�ees en pointill�es

noirs. Il s'agit des �equations de dispersion des deux structures (poutre et plaque) d�ecoupl�ees.

En haut de la �gure, c'est l'�equation de dispersion de la plaque qui apparâ�t ( Eh3

12(1��)k
4 = �h!2)

tandis qu'en bas, c'est celle de la poutre en 
exion (Eb
3

12 k
4 = �b!2).

Asymptote \plaque" : On constate que la courbe repr�esentant la plaque seule est une asymp-

tote des modes de 
exion : en e�et, �a haute fr�equence, l'espacement entre deux raidisseurs

devient in�ni devant la longueur d'onde. Dans cet espace inter-raidisseur, seule la plaque

vibre ; c'est donc son �equation de dispersion qui apparâ�t �a haute fr�equence.

Asymptote \poutre" : A titre informatif, on trace simplement l'�equation de dispersion de la

poutre seule en 
exion. On s'aper�coit qu'elle croise les modes propagatifs de section sys-

t�ematiquement en leur premier point d'in
exion. Ce comportement particulier n'est peut-

être qu'un hasard (il est montr�e dans la suite de l'expos�e que ce n'est pas le cas). Mais ce

point est suÆsamment remarquable pour qu'on modi�e l�eg�erement la deuxi�eme m�ethode

de recherche des nombres d'onde k
(i)
x0 : la limite inf�erieure de recherche, initialement pr�evue

�a l'orthotropie structurale, est baiss�ee �a l'asymptote poutre k =
�
12�
Eb2

�1=4p
!.
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Fig. IV.32: Nombres d'onde de tous les modes propagatifs dans le premier cas (p=40 cm)

Les r�esultats dans le cas des raidisseurs tr�es espac�es sont mitig�es :

� Dans la direction perpendiculaire aux raidisseurs, le mod�ele d'orthotropie structurale (ho-

mog�en�eisation basses fr�equence) est tr�es pertinent.

� Tous les modes propagatifs de 
exion semblent avoir un point d'in
exion sur l'asymptote

poutre. Cette asymptote est utilis�ee comme nouvelle limite basse pour la recherche des modes.

� Le fait d'avoir un espacement tr�es long entre les raidisseurs provoque un grand nombre de

modes propagatifs. En e�et, ceux-ci s'�etablissent �a partir de la fr�equence du mode non propagatif

correspondant de la section (kx = 0, mode non propagatif). Or, plus la structure de la section

est grande, plus ses modes ont une fr�equence basse. Autrement dit, plus la p�eriode des raidisseurs

est grande, plus les fr�equences de d�eclenchement sont basses. Etant limit�ees �a 0, ces fr�equences

sont donc de plus en plus rapproch�ees quand la p�eriode augmente.

� Le fait d'avoir un grand nombre de modes propagatifs empêche de pouvoir les distinguer lors

de la deuxi�eme analyse (projection des CFT). Il est donc n�ecessaire de rapprocher les raidisseurs.
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Deuxi�eme cas : raidisseurs moyennement espac�es.

La �gure IV.33 pr�esente les r�esultats de l'identi�cation des nombres d'onde dans les deux

directions principales (premi�ere m�ethode, par intersection du plan d'onde avec les axes kx0 et

ky0). De nouveau, des probl�emes des repliements apparaissent. Mais trait�es avec la m�ethode
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Fig. IV.33: Nombres d'onde principaux dans le deuxi�eme cas (p=20 cm)

d�ecrites plus haut, les points du plan d'onde d�e-repli�es sont de nouveau bien plac�es (en couleurs

claires sur la �gure IV.33).

Dans la direction ky0 , les r�esultats sont encore tr�es satisfaisants : l'orthotropie structurale

pr�evoit bien la position des nombres d'onde. Dans l'autre direction, plusieurs modes semblent

apparâ�tre. Mais les structures de ceux-ci n'�emergent pas. La deuxi�eme m�ethode est n�ecessaire.

Les r�esultats de la deuxi�eme analyse du deuxi�eme cas sont pr�esent�es �gure IV.34. Cette

fois-ci, la p�eriodicit�e des raidisseurs, plus faible, impose un faible nombre de modes propagatifs

dans le bande de fr�equence. En cons�equence de quoi il est ais�e de constater que les modes pr�evus

et mesur�es sont en bonne concordance, et que les modes de torsion n'apparaissent toujours

pas dans les donn�ees exp�erimentales. De plus, on constate que le point d'in
exion des modes

calcul�es est toujours sur la courbe de l'asymptote poutre. Dans cette direction, l'orthotropie

structurale semble sans int�erêt : en basses fr�equences, elle ne pr�evoie pas mieux la position des

nombres d'onde que l'asymptote poutre, et en hautes fr�equences elle ne semble jouer aucun

rôle. La m�ethode d'homog�en�eisation n'est pas valide dans cette direction. A�n de con�rmer ces

{ 120 {



CHAPITRE IV. ETUDES DES PAROIS RAIDIES

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

110
Equations de dispersion de la plaque raidie, dans la directions des raidisseurs

ν (Hz)

k 
(r

ad
/m

)

  Large bande, Step Sine, (BW=8)

  Large bande, Step Sine (BW=12)

  Large bande, Step Sine (BW=14)

  Large bande, Coh faible, (BW=8)

  MF, Coh elevee (BW=8)

2.p=1λ     

2.p=2λ     

2.p=3λ     

2.p=4λ     

2.p=5λ     

2.p=6λ     

Données Expérimentales
Modèle semi−numérique
Orthotropie structurale
Asymptotes "poutre" et "plaque"

Fig. IV.34: Nombres d'onde de tous les modes propagatifs dans le deuxi�eme cas (p=20 cm)

r�esultats, un dernier cas est test�e.

Troisi�eme cas : raidisseurs peu espac�es.

En ce qui concerne la premi�ere analyse (�gure IV.35), on voit dans ce cas des raidisseurs tr�es

peu espac�es que les deux premiers modes peuvent être per�cus par cette m�ethode. En e�et, on

d�etecte la pr�esence de deux courbes (bleues) correspondantes �a la direction de propagation dans

le sens des raidisseurs. L'�energie n'est donc pas syst�ematiquement majoritaire sur le premier

mode de propagation. Sur la �gure IV.36, qui pr�esente les r�esultats de la seconde m�ethode

d'analyse, les deux premiers modes sont tr�es marqu�es, et le troisi�eme �emerge de l'asymptote

poutre �a partir de 3500 Hz. Cependant, on note la pr�esence d'un grand nombre de couples

(!; k), sur l'ensemble de la gamme de fr�equence, �a grands nombres d'onde (en gris sur la �gure).

Ces points viennent d'un mauvais param�etrage de la seconde m�ethode d'estimation des modes

propagatifs : la bande BW utilis�ee pour le �ltrage est sans doute un peu trop �ne, ce qui

laisse aux variations dues au bruit la possibilit�e d'être d�etect�ees comme des modes propagatifs.

Cependant, on constate que le nombre de points d�etect�es sur les modes n'est pas tr�es �elev�e non

plus : avec une bande de �ltrage plus large, on �eliminerait les erreurs de mesure (en gris), mais

on �eliminerait aussi des points de mesure valides (sur les courbes, en rouge, orange et jaune).
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Fig. IV.35: Nombres d'onde principaux dans le troisi�eme cas (p=10 cm)

Cette explication m�erite un compl�ement : pourquoi ce compromis dans le r�eglage de la largeur de

bande du �ltrage est-il plus diÆcile �a atteindre dans le cas des raidisseurs rapproch�es que dans

les autres cas ? La r�eponse �a cette question tient au fait que la structure �etant beaucoup plus

raide, les amplitudes de d�eplacement sont beaucoup plus petites. Comparativement, le bruit est

donc plus fort. C'est pourquoi il est d�etect�e.

D'autres identi�cations incorrectes semblent surgirent au milieu des courbes (en bleu sur la

�gure IV.36). Ces apparitions viennent elles aussi d'une largeur de bande du �ltrage (param�etre

BW ) un peu trop courte. Dans ce cas, ce sont les rebonds dus au fenêtrage (leakage) qui sont

d�etect�es. Ceux-ci sont situ�es syst�ematiquement �a la même distance (correspondant �a 3�
Lx0

si Lx0

est la dimension de la structure dans la direction x0). D'une autre mani�ere que pr�ec�edemment,
ces points correspondent �a des erreurs de mesures (provenant cette fois-ci du fenêtrage, non du

bruit de mesure).

Conclusion

A partir d'une certaine fr�equence, l'orthotropie structurale n'est plus suÆsante pour d�ecrire

le comportement dynamique des plaques raidies. La longueur d'onde diminuant, les ondes ont

la possibilit�e d'être r�e
�echies par les raidisseurs, et cr�eent un r�eseau d'interf�erence dans chaque

p�eriode de la structure. Ce r�eseau d'interf�erence est vu comme une superposition demodes propa-
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Fig. IV.36: Nombres d'onde de tous les modes propagatifs dans le troisi�eme cas (p=10 cm)

gatifs, dont les caract�eristiques sont calculables grâce �a deux mod�eles EF-propagatifs (calcul CP

et Appui). Dans le plan d'onde, ces modes apparaissent comme des segments de droites parall�eles

�a l'axe des ky0 . Des m�ethodes d'identi�cation adapt�ees �a ces caract�eristiques permettent de me-

surer les vitesses de propagation associ�ees �a chacun des modes. La confrontation de ces calculs

analytiques avec les r�esultats des m�ethodes d'identi�cation sur des bancs exp�erimentaux est ex-

cellente. Ceci permet de con�rmer le fait qu'au del�a de la premi�ere fr�equence de \d�ecollement" du

nombre d'onde par rapport �a l'orthotropie structurale (fr�equence calculable grâce �a la m�ethode

EF-propagative, et de l'ordre de �c =
�
p eDx

8p2
, correspondant �a � = 4p), la plaque raidie se com-

porte comme une juxtaposition de guides d'onde. La dynamique pr�edite par cette juxtaposition

est alors valable en large bande (aucune limite n'a �et�e constat�ee).

Le chapitre suivant est une application de tout ce qui a �et�e pr�esent�e dans les quatre premiers

chapitres. La structure �etudi�ee est la table d'harmonie d'un piano �a queue. Elle fait l'objet d'une

�etude modale, puis d'une �etude moyennes fr�equences grâce �a la m�ethode IWC, ce qui exhibe le

comportement de plaque raidie �etudi�e dans ce chapitre.
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CHAPITRE V. IDENTIFICATION LARGE BANDE D'UNE TABLE D'HARMONIE DE PIANO

Chapitre V

Identi�cation large bande d'une

table d'harmonie de piano

Ce chapitre est une application de l'ensemble des pr�ec�edents chapitres �a une structure

donn�ee : la table d'harmonie d'un piano �a queue. Apr�es une rapide pr�esentation de ce \rayonna-

teur d'�energie acoustique", une analyse modale compl�ete est e�ectu�ee. Dans un premier temps,

les caract�eristiques des mat�eriaux sont d�etermin�ees sur des �echantillons �a travers une analyse

modale et un mod�ele �el�ements �nis. Dans un deuxi�eme temps, la structure compl�ete est d'un

cot�e mod�elis�ee par un logiciel �el�ements �nis, et d'un autre cot�e, test�ee �a travers une analyse

modale. Un recalage permet de constater que la m�ethode des �el�ements �nis pr�evoie pertinem-

ment le comportement modal de la structure, malgr�e les h�et�erog�en�eit�es et les imperfections du

mat�eriau de construction (du bois).

La table d'harmonie des pianos est construite comme une plaque raidie quasi-p�eriodique-

ment. L'utilisation de l'outil d'homog�en�eisation basses fr�equences vu au chapitre pr�ec�edent est

donc accomplie, mais sans succ�es. Les raidisseurs de cette structure �etant de hauteurs tr�es

variables, la structure ne peut être homog�en�eis�ee. Pour les plus hautes fr�equences, on tente

de voir la table d'harmonie sous l'aspect d'une juxtaposition de guides d'ondes. Les m�ethodes

expos�ees dans le chapitre pr�ec�edent sont employ�ees, cette fois-ci, avec succ�es. La pr�esence, pour

une même fr�equence, de plusieurs ondes de vitesses di��erentes entrâ�ne des conclusions in�edites

quant �a la fabrication des tables d'harmonie.

V.1 La table d'harmonie des pianos �a queue

Cette section pr�esente rapidement la nature du piano et de sa table d'harmonie. Elle pr�esente

aussi une justi�cation de l'�etude modale qui suit, �a travers la mise en �evidence de l'in
uence

du comportement modal de la table d'harmonie dans le son du piano. Pour plus d'informations

concernant le piano, on citera une �etude bibliographique compl�ete du piano e�ectu�ee par l'auteur,

dont les sources bibliographiques sont compil�ees �a la �n de cet ouvrage (page 171).
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V.1.1 Le piano

L'invention du piano peut être attribu�ee �a Cristofori : il cr�ea en 1709 un nouveau syst�eme

d'attaque des cordes du clavecin. La sonorit�e de l'instrument en fut radicalement modi��ee : il

devint possible de choisir l'intensit�e des notes jou�ees entre le doux { piano { et le fort { forte. Le

nom de l'instrument r�esuma ces possibilit�es. On l'appela pianoforte, nom que l'usage simpli�a

en piano. Quelques �evolutions, au XIX�emesi�ecle, dont les plus importantes furent celles de Erard

et de Steinway, ont amen�e le piano �a une \norme" tacite.

Blackham [100] distingue plusieurs grandes parties dans un piano (�g. V.1) :

Fig. V.1: Vue �eclat�ee d'un piano �a queue

1) Le meuble : c'est la partie visible de l'instrument, souvent laqu�ee ou en marqueterie, et qui

sert de support �a la m�ecanique et aux parties vibrantes. Le meuble est constitu�e au centre

d'un treillis massif en bois appel�e barrage, d'un \muret" (la ceinture) entourant l'ensemble

d'harmonie, des pieds, et des p�edales.

2) L'ensemble de commande : il s'agit des 88 touches du clavier, de la m�ecanique constitu�ee

des diverses pi�eces mobiles, et des marteaux.

3) La table d'harmonie : c'est une pi�ece de bois qui entre en vibration sous l'action des cordes

pour permettre un rayonnement eÆcace dans le milieu 
uide ambiant. Du point de vue

acoustique, c'est la pi�ece mâ�tresse du piano. Elle est excit�ee en vibration par les cordes via

deux chevalets (pi�eces de bois coll�ees sur la table pour permettre la liaison entre les cordes

et la table).

4) Le plan de cordes : Cette pi�ece est un moulage monolithique de m�etal supportant la tension

des 244 cordes, de l'ordre de 10 tonnes en moyenne et allant jusqu'�a 30 tonnes sur les pianos

les plus puissants, dits \de concert". Cette pi�ece est techniquement diÆcile �a r�ealiser car

son cahier des charges est exigeant : elle doit r�esister �a la compression, être rigide pour

o�rir aux cordes de bonnes conditions aux limites, ne pas être trop lourde (pour ne pas

alourdir l'ensemble du piano), être acoustiquement transparente (pour ne pas bloquer les
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ondes �emises par la table situ�ee juste en dessous d'elle), ne pas gêner la disposition des

cordes.

5) Le couvercle : il s'agit d'un capot articul�e fermant le piano (protection de la poussi�ere et des

projections) et qui, suivant le degr�e d'ouverture, joue un rôle important dans le rayonnement

et le timbre du piano.

V.1.2 La table d'harmonie

En jeu, l'instrumentiste agit sur le clavier qui, au travers de la m�ecanique, projette le

marteau contre la corde. Ce contact non lin�eaire provoque une excitation large bande de la

corde, qui r�epond sur l'ensemble de sa base modale (l�eg�erement inharmonique). Intervient en�n

la table d'harmonie, servant �a faire rayonner l'�energie vibratoire emmagasin�ee dans la corde.

D'o�u l'importance de l'�etude vibratoire et vibroacoustique du comportement dynamique de

cette structure.

Description

D'apr�es Conklin [103], le mat�eriau le plus couramment utilis�e pour cette table d'harmonie

est l'�epic�ea. Des planches sont tir�ees du coeur de l'arbre, avec une orientation des anneaux

annuels inf�erieure �a 45Æ. Ces planches sont ensuite assembl�ees entre elles. La d�ecoupe selon la

forme �nale se fait avec un angle de 30Æ �a 50Æ entre le petit cot�e et le �l du bois.

L'�epic�ea est un mat�eriau orthotrope, dont le rapport
E==
E?

est de l'ordre de 10 �a 20. La

grande faiblesse de la table dans la direction perpendiculaire au �l du bois a impos�e l'ajout de

renforts ; ce sont des barres d'�epic�ea, pleines et �epaisses, qui sont coll�ees sous la table, dans une

orientation quasi perpendiculaire au �l du bois. L'id�ee est que, statiquement, ces renforts �evitent

la �ssuration du bois au �l du temps, tandis que dynamiquement, ils rigidi�ent la structure

pour les basses fr�equences sans la modi�er pour les hautes fr�equences. La �gure V.2 montre le

positionnement des renforts sur une table d'harmonie ainsi que l'orientation des �bres du bois

de la table. Les �bres du bois des renforts est orient�ee dans leur grande dimension. Il faut noter

qu'en d�epit de l'apparence, l'espacement des renforts est variable ; le milieu de propagation est

donc quasi p�eriodique.

La pi�ece qui forme un triangle, en bas �a gauche de la �gure V.2, est appel�ee mouchoir. Outre

le fait de servir d'appui aux renforts, le mouchoir est mis en place par les facteurs de piano pour

<stopper les vibrations parasites qui ont lieu dans cette partie de la table d'harmonie>1. Sur

certains pianos, cet ajout n'est pas n�ecessaire (par exemple sur le Pleyel P170).

1Propos recueillis par l'auteur aux Manufactures Fran�caises de Piano.
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Fig. V.2: Positions des barres de tables (mod�ele P190)

R�eponse statique et dynamique

La corde tendue sur le plan de cordes est en appui sur le chevalet ; celui-ci re�coit donc une

pouss�ee verticale vers le bas, qu'il transmet �a la table d'harmonie (�g V.3). Cette pouss�ee est

directement reli�ee �a la tension de la corde et �a l'angle de la corde avec le plan de cordes. L'agrafe

au chevalet (qui d�e�nit la liaison entre la corde et le chevalet) est r�eglable en hauteur, ce qui

permet de modi�er cet angle.

�(�h)

F (�)

�h

Fig. V.3: Montage d'une corde au chevalet : mise en �evidence de la charge statique F

En statique, la table d'harmonie doit donc r�esister �a une charge r�epartie le long du chevalet,

charge qui la d�eforme. Pour conserver de bonnes caract�eristiques de rayonnement, on assemble

la table dans un moule convexe qui lui donne au repos une cambrure : elle est bomb�ee (la 
�eche

fait quelques centim�etres). Cette cambrure est pr�evue pour que la table soit �a peu pr�es plane

quand elle sera en charge. C'est donc pr�econtrainte que la table est utilis�ee.

Au niveau dynamique, id�ealement, la table d'harmonie devrait avoir de grands mouvements

uniform�ement sur toute la gamme d'excitation, i.e. de 27.5 Hz �a au moins 4186 Hz (pour les

fondamentales de chaque corde), quelle que soit la position de l'excitation sur le chevalet. Cette

capacit�e de d�eplacement est souvent quanti��ee par l'admittance au chevalet, qui est le rapport

d�eplacement/force d
F . Or, cette admittance varie fortement avec la fr�equence (c.f. �gure V.4) :

{ En tr�es basses fr�equences (� <� 100 Hz) { le registre grave du piano {, le mouvement de

la table n'est in
uenc�e que par sa raideur : elle vibre d'autant moins qu'il s'agit de basses

fr�equences. Dans cette plage fr�equentielle, la volont�e des facteurs de piano est alors de
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Fig. V.4: Allure de l'admittance (y-y) au milieu du chevalet

diminuer la raideur pour augmenter l'admittance ; dans cette optique, certains facteurs

diminuent l'�epaisseur de la table sur son contour.

{ Dans les basses fr�equences { le registre m�edium-grave {, apparâ�t la structure modale

de la table avec ses r�esonances. La valeur moyenne de l'admittance est alors de l'ordre

de 1 ms/kg qui est la valeur optimale du point de vue du timbre (compromis puis-

sance/dur�ee).

{ Puis dans les moyennes et hautes fr�equences (� >� 1000 Hz) { le registre m�edium-aigu

et aigu {, l'admittance redevient une fonction lisse et croissante de la fr�equence.

D'apr�es Giordino [118], la stabilit�e de l'admittance dans les moyennes fr�equences, autour

de la valeur moyenne de 1 ms/kg, est due �a une forte densit�e modale. L'admittance est d'autant

moins variable avec la fr�equence que la densit�e modale est grande. L'auteur construit pas �a pas

un mod�ele num�erique de table d'harmonie et conclut que c'est l'anisotropie (orthotropie) du

bois qui est �a l'origine de cette forte densit�e modale.

Mise en �evidence du �ltrage dynamique de la table

Comment v�eri�er si le comportement modal de la table d'harmonie in
ue sur le son du

piano ? Comment prouver qu'il existe, dans le son �nal du piano jou�e par un instrumentiste, une

trace de la dynamique modale de la table ? L'id�ee est de tracer, en fonction de la fr�equence, le

niveau acoustique �emis par la table, pour une excitation r�ef�erenc�ee utilisant l'ensemble du piano

{ de la touche �a la table, en passant par le marteau. Le balayage en fr�equence va être obtenu par

deux moyens : tout d'abord, chaque note de piano est constitu�ee de plusieurs partiels, c'est-�a-

dire plusieurs fr�equences �emergentes. Ensuite, changer de note revient �a d�ecaler dans le domaine

fr�equentiel tous ces partiels. Ainsi, une analyse fr�equentielle de toutes les notes du piano permet

de reconstituer une fonction fr�equentielle quasiment compl�ete.

A�n de v�eri�er l'importance de l'in
uence du comportement modal de la table d'harmo-

nie sur le son du piano, l'�echantillonnage complet d'un Yamaha C2 est e�ectu�e. L'excitation

constante du clavier est r�ealis�ee grâce �a un impacteur, compos�e d'une masse (254 g) guid�ee en

pivot glissant verticalement, lâch�ee d'une hauteur constante (40 mm), munie d'un amortisseur

en mousse. Des tests de reproductibilit�e ont montr�e une grande stabilit�e de l'excitation.
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Chaque note est enregistr�ee via un microphone GRAS d'un quart de pouce plac�e �a 30 cm

�a la verticale du LA 440. L'�echantillonnage �a 44,1 kHz assure une bande passante suÆsante.

La �gure V.5-gauche montre un exemple de son �echantillonn�e. On distingue ais�ement les quatre

phases habituelles d'un son de piano : attaque (attack), d�ecroissance (decay), chant (sustain),

relâchement (release).
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Fig. V.5: Exemple de son de piano. A gauche, d�ependance temporelle ; �a droite, d�ependance fr�equentielle

du chant

La partie la plus stable, le chant, subit une analyse fr�equentielle, mettant en �evidence des

partiels tr�es �emergents et inharmoniques, comme l'a montr�e pour la premi�ere fois R.W. Young

[138, 139, 140] (c.f. �gure V.5).

En�n, la fr�equence et le niveau de chacun de ces partiels sont stock�es, a�n d'en suivre

l'�evolution le long du clavier. Sur la �gure V.6, sont trac�ees les courbes (fr�equence du partiel n

en Hz)/(niveau du partiel n en dB). Ainsi, on s�epare compl�etement les variations de fr�equence

dues au changement de note d'un cot�e, et dues au changement de partiel d'un autre cot�e. En

premi�ere approximation, on peut supposer le niveau d'excitation constant d'un partiel �a l'autre

et d'une note �a l'autre. La �gure V.6 est donc similaire �a une fonction de transfert, et met en

�evidence un premier pic vers 110 Hz en dessous duquel le niveau est tr�es faible. Puis une forte

baisse de niveau, autour de 160 Hz, suivie d'un autre pic �a 210 Hz. Il semble �evident, toutes

choses �etant �egales par ailleurs, qu'il s'agit ici du �ltrage de la table d'harmonie avec un premier

mode vers 110 Hz et un second vers 210 Hz. Une autre interpr�etation de la forte variabilit�e

fr�equentielle de la pression acoustique pourrait être li�ee �a la nature du champ acoustique. En

e�et, le microphone �etait plac�e dans le champ proche acoustique, o�u les niveaux de pressions

sont fortement variables. Mais cette variabilit�e est surtout spatiale et non fr�equentielle ; de l'avis

de l'auteur, c'est bien �a la table d'harmonie que sont dues les fortes variations fr�equentielles du

niveau acoustique rayonn�e.

Ainsi, on peut montrer qu'il existe, dans le son des pianos, la trace, la signature du compor-

tement modal de la table d'harmonie. Une �etape importante dans l'analyse du piano est donc

l'analyse modale, qui r�egit les basses fr�equences (� 50! 300 Hz). C'est l'objet de la prochaine

section du chapitre.
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Fig. V.6: Niveau acoustique en fonction de la fr�equence

Dans le domaine des basses fr�equences, le formalisme modal est �a la fois pertinent et bien

mâ�tris�e. Par contre, dans le domaine des moyennes et hautes fr�equences, les m�ethodes sont

plus r�ecentes et moins performantes. En particulier, ces m�ethodes n�ecessitent l'identi�cation

de param�etres caract�eristiques des vibrations au sein de la structure. On appliquera donc les

m�ethodes d'exploration du plan d'onde �evoqu�ee au chapitre II. La pr�esence des renforts font

de la table d'harmonie une plaque p�eriodiquement raidie : on interpr�etera les r�esultats avec les

m�ethodes du chapitre IV.

V.2 Identi�cation modale d'une table d'harmonie

V.2.1 Caract�erisation du mat�eriau

La premi�ere �etape dans la construction d'un mod�ele num�erique de la table d'harmonie

consiste �a identi�er les param�etres physiques des mat�eriaux utilis�es dans la construction de la

table d'harmonie. A cette �n, des �echantillons de bois sont test�es, puis une analyse modale leur

est appliqu�ee. Parall�element, un mod�ele num�erique, bas�e sur une estimation des param�etres phy-

siques, est construit. L'�ecart entre les r�esultats est en�n minimis�e en faisant varier les param�etres

physiques du mod�ele num�erique. A la convergence, on a trouv�e les param�etres corrects.
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Analyse modale

Un �echantillon d'�epic�ea utilis�e pour la table d'harmonie est test�e. Les caract�eristiques de

cette plaque sont donn�ees dans la table V.a.

Longueur Largeur Epaisseur Masse Densit�e

300 mm 240 mm 7,9 mm 223 g 392 kg/m3

Tab. V.a: Caract�eristiques g�eom�etriques de l'�echantillon d'essai

La plaque est suspendue puis excit�ee par un marteau d'impact sur un maillage r�egulier de

N = 30 points. La force est mesur�ee par un capteur de force Br�uel & Kj�r 8200 et l'acc�el�eration

dans un coin de la plaque par un micro-acc�el�erom�etre P.C.B. M357 B11. Les signaux sont re-

cueillis sur un micro-ordinateur via l'interface d'acquisition OROS-OR25, qui donne directement

les Hmes
ij (!) �echantillonn�ees de 0 �a 1000Hz sur 401 lignes fr�equentielles (Æ� = 2; 5Hz).

OROS

Fig. V.7: Sch�ema de l'exp�erience pour identi�cation des param�etres physiques

Sur ces N = 30 fonctions de transfert, dont une mesure colocalis�ee en i = j = 1, la m�ethode

de la fraction rationnelle complexe (c.f. page 15) est appliqu�ee. Elle donne un nombre de modes

identi��es variable en fonction du point de mesure, comme le montre la �gure V.8-gauche. On

sait que, si un mode m0 est manquant pour un point i0, c'est que ce point est sur une ligne

nodale, i.e. �m0
i0

= 0. Il suÆt donc, pour �egaliser le nombre de modes identi��es sur chaque point,

de recopier les caract�eristiques globales du mode m0 identi��e au point colocalis�e i = 1, en lui

donnant un r�esidu nul. Ainsi, on compl�ete le tableau, ce qui donne la �gure V.8-droite.

Pour avoir les caract�eristiques globales des modes, il suÆt de moyenner les r�esultats le long

du point de mesure. Les fr�equences propres sont donn�ees dans le tableau V.b.

Remarque : On ne s'int�eresse ici qu'aux fr�equences propres, mais on a aussi �a disposition

les amortissements propres et les d�eform�ees. Sur la �gure V.8, on constate que l'estimation de la
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Fig. V.8: A gauche, pulsations modales en fonction du num�ero du point. A droite, les pulsations

compl�et�ees.

Num�ero 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fr�equence (Hz) 120.5 142 298 439 489 552 599 749 850 953

Tab. V.b: Fr�equences propres exp�erimentales de l'�echantillon d'�epic�ea

fr�equence propre est tr�es stable vis-�a-vis du point test�e. Ce n'est pas le cas pour l'amortissement,

sur la �gure V.9. C'est un probl�eme tr�es d�elicat, car l'amplitude d'un pic, i.e. sa valeur maximale,

est proportionnelle au r�esiduRm
i et inversement proportionnelle �a l'amortissement �m. Une erreur

d'estimation de l'amortissement se r�epercutera donc directement sur l'estimation du r�esidu,

c'est-�a-dire de la d�eform�ee au point consid�er�e. C'est pourquoi une m�ethode \horizontale" est

pr�ef�erable.
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�m
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Fig. V.9: Amortissements modaux identi��es en fonction du num�ero du point

Mod�ele num�erique et identi�cation des param�etres physiques

Le mod�ele num�erique est construit sousAnsys c
 grâce �a un �el�ement quadratique �a 4 n�uds{

6 degr�es de libert�e par n�ud. Le maillage correspond au maillage exp�erimental (vu la simplicit�e

de la g�eom�etrie et le domaine fr�equentiel trait�e, ce maillage est suÆsant). Les caract�eristiques

m�ecaniques, que nous recherchons, se r�eduisent aux cinq param�etres (Ex; Ey; �xy; Gxy; �?). An-
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sys poss�ede un module d'optimisation ; ces param�etres sont rentr�es comme variables et une

fonction d'erreur est g�en�er�ee :

" =

nX
m=1

(fAnsysm � f expm )2 (V.1)

A partir de param�etres physiques tir�es de la litt�erature (on trouve pour l'�epic�ea Ex ' 10 GPa

et Ey ' 1 GPa), le module d'optimisation trouve un minimum local par une m�ethode du gradient.

Apr�es plusieurs passages, on arrive aux valeurs �nales de la table V.c.

Ex Ey �xy Gxy �?
11,5 GPa 0,47 GPa 0,5% 0,5 GPa 1,5Æ

Tab. V.c: Valeurs des param�etres qui minimisent la fonction d'erreur

La table V.d compare les fr�equences propres trouv�ees avec ces param�etres aux fr�equences

propres trouv�ees exp�erimentalement. Les deux premiers modes ont �et�e invers�es aux vues des

d�eform�ees modales. En e�et, il est apparu que le premier mode exp�erimental avait une d�eform�ee

plus proche du mode num�erique num�ero deux, et inversement. Les deux premi�eres fr�equences

num�eriques ont donc �et�e invers�ees.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

fAnsysm (Hz) 155 130 315 436 487 552 617 750 878 1073

f expm (Hz) 120 140 298 440 490 550 600 750 850 950

�ecart relatif +29% -7.1% +5,7 -0,1% -0,6% +0,4% +2,8% +0% +3,3% +14%

Tab. V.d: Comparaison des r�esultats de l'identi�cation des param�etres avec les fr�equences propres

exp�erimentales

Ces r�esultats sont un peu d�ecevants, vu l'�ecart qui subsiste entre les fr�equences modales du

mod�ele num�erique et celles mesur�ees. N�eanmoins, il faut se rappeler que le mat�eriau test�e, du

bois, n'est pas parfaitement homog�ene, contrairement au mod�ele utilis�e. Mais il semble impos-

sible de prendre en compte cette h�et�erog�en�eit�e. Dans tous les cas, cette inhomog�en�eit�e ne peut

pas expliquer l'�ecart sur la premi�ere fr�equence propre, qui reste donc inexpliqu�ee.

Identi�cation du sapin

Le mouchoir, cette \poutre" �epaisse qui arrête les raidisseurs et forme ainsi un triangle dans

le coin de la table correspondant aux aigus, n'est pas en �epic�ea mais en sapin (�g. V.10). Il est

donc n�ecessaire de connâ�tre ses caract�eristiques m�ecaniques propres.

Un mouchoir isol�e est donc test�e de fa�con similaire. Seuls les premiers modes sont pris en

compte. La table V.e indique les r�esultats.

La comparaison de ces caract�eristiques avec celles de l'�epic�ea (table V.c) con�rme l'expli-

cation de l'utilisation de ce mat�eriau pour la fabrication de la table d'harmonie : l'�epic�ea est en

e�et plus rigide et surtout beaucoup plus l�eger que le sapin. Or on a vu que c'est le rapport
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Fig. V.10: Mouchoir isol�e du reste de la table d'harmonie

� Ex Ey �xy Gxy

691 kg.m�3 8,86 GPa 0,54 GPa 0,5% 1,6 GPa

Tab. V.e: Caract�eristiques m�ecaniques identi��ees sur le mouchoir seul, en sapin

E=� qui importe pour le comportement vibratoire d'une structure, puisqu'il pilote le lien entre

fr�equence et longueur d'onde.

V.2.2 Mod�elisation num�erique d'une table d'harmonie

La connaissance de la g�eom�etrie de la table d'harmonie, ainsi que de ses param�etres phy-

siques identi��es sur des �echantillons, permet la construction d'un mod�ele num�erique de cette

structure. Mais quelle validit�e celui-ci aura-t-il ? A�n de r�epondre �a cette question, ce mod�ele

num�erique est compar�e �a un mod�ele exp�erimental. Si la comparaison est satisfaisante, cela veut

dire que le mod�ele num�erique est suÆsamment �n, et qu'il est pr�edictif. Ainsi, de l�eg�eres modi-

�cations de ce mod�ele num�erique pourront servir �a une optimisation de la structure.

Mod�elisation �el�ements �nis de la table

Le mod�ele �el�ements �nis 2D de la table a �et�e r�ealis�e d'apr�es les donn�ees constructeur

d'une table d'harmonie d'un piano mod�ele P190 (Pleyel, longueur hors-tout 190 cm). Comme

pr�ec�edemment, les �el�ements utilis�es sont quadratiques �a 4 n�uds, 6 degr�es de libert�e par n�ud.

Le maillage (c.f. �gure V.11) est suÆsamment �n pour prendre en consid�eration tous les d�etails

g�eom�etriques.

Remarque : en r�ealit�e, la table n'est pas plane, mais tr�es l�eg�erement bomb�ee (elle est mise

en forme sur une portion de sph�ere). Cette subtilit�e g�eom�etrique n'est pas prise en consid�eration.

L'angle d'orthotropie, c'est-�a-dire la direction du �l du bois, est prise en compte par une

d�e�nition des caract�eristiques m�ecaniques par rapport �a un rep�ere local tourn�e de 55Æ.

Les �el�ements des raidisseurs ainsi que du mouchoir sont coll�es sur la table. En entrant un
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Fig. V.11: Maillage 2D de la table d'harmonie. A droite, d�etail sur les di��erents �el�ements utilis�es pour

prendre en compte la troisi�eme dimension (les niveaux de gris correspondent �a l'�epaisseur des

�el�ements).

peu dans les d�etails du logiciel �el�ements �nis, cela revient �a imposer aux noeuds des �el�ements

coll�es (raidisseurs et mouchoir) un d�eplacement calcul�e �a partir des mouvements des �el�ements

sur lesquels ils sont coll�es (la table d'harmonie). Les caract�eristiques dynamiques des �el�ements

coll�es (masse et raideur) sont ainsi int�egr�es dans ceux de la table.

Mais les �el�ements �nis 2D sont d�e�nis par rapport �a leur �bre neutre. Ceci signi�e que les

�el�ements des raidisseurs et du mouchoir sont mal mod�elis�es, puisqu'ils paraissent \noy�es" dans

la table, au lieu d'être plac�es au-dessus de celle-ci (c.f. �gure V.12).

Table r�eelle Mod�ele num�erique

Fig. V.12: Table et mod�ele en coupe

Cette \erreur de mod�elisation", li�ee au d�ecalage de la �bre neutre, est corrig�ee par l'ajout

d'un param�etre suppl�ementaire 
, qui va rigidi�er l'ensemble des caract�eristiques m�ecaniques

des mat�eriaux : les modules d'Young utilis�es dans le calcul �el�ements �nis seront donc 
Ex, 
Ey,


Gxy, . . .Pour l'instant, ce facteur 
 est pris �egal �a l'unit�e, et il sera recal�e par la suite, par

comparaison avec le mod�ele exp�erimental.

Remarque : Il est possible de mieux mod�eliser ce d�ecalage de la �bre neutre, par ajout de

petites poutres rigides de masse nulle, qui relieraient les n�uds des raidisseurs �a leurs projections

sur le plan de la table (ces petites poutres seraient donc perpendiculaires au plan de la table,

et de longueur h+b
2 si h est l'�epaisseur de la table et b celle du raidisseur). Le probl�eme de cette

technique vient du fait qu'il faut alors mailler la table en fonction de la position des raidisseurs

(les projections des n�uds des raidisseurs doivent être des n�uds de la table).

Un calcul modal, e�ectu�e sur l'ensemble des degr�es de libert�e correspondant �a la transla-

tion \verticale" (condensation de Guyan [46]), avec M = 30 modes, donne une base modale
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num�erique, not�ee par la suite ($m;	
m)m<M. Il est possible aussi de r�ecup�erer les op�erateurs M

et K de masse et de raideur. Par d�e�nition des modes propres, on a les relations suivantes :

8m 6M; �$2
mM 	m + K	m = 0 (V.2)

Construction exp�erimentale d'un mod�ele modal

Acquisition et identi�cation modale : A�n de construire une base modale exp�erimentale,

une table d'harmonie r�eelle issue de la châ�ne de production du P190 des Manufactures Fran�caises

de Piano est test�ee. Le mod�ele pr�ec�edent en est une construction num�erique �d�ele. Le maillage

choisi pour l'exp�erimentation est un sous-maillage (N = 60 points) du maillage num�erique

(�gure V.13). La position du capteur, en rouge sur la �gure V.13, est choisie en fonction des

r�esultats num�eriques : c'est le point de la table dont la d�eform�ee modale est globalement la plus

importante sur l'ensemble desM = 30 modes num�eriques. Ceci garantie que la mesure ne sera

pas \aveugle" pour certains modes (le capteur n'est sur aucune ligne nodale : 8m �m
j 6= 0).

Fig. V.13: Maillages ANSYS et exp�erimental

Les mesures sont e�ectu�ees avec la m�ethode du marteau de choc avec la même instrumen-

tation que lors des essais sur les �echantillons d'�epic�ea (c.f. page 132 et �gure V.14). Les deux

signaux sont �echantillonn�es et stock�es grâce au module d'acquisition SigLab c
 . Les fonctions

de transfert sont calcul�ees avec 5 moyennes sur 801 points pour une bande passante [0�200 Hz]
(Æ� = 0; 25Hz). Les

�
Hmes
ij (!)

�
j=60
16i660 sont ensuite r�ecup�er�ees sousMatLab c
 pour identi�cation

des modes.

Celle-ci est faite grâce �a la m�ethode du lissage globale (c.f. page 17), qui donne les M = 30

triplets modaux (!m; �m;�
m)m6M , dont les param�etres globaux (!m; �m) sont donn�es table V.f.

Comparaison au contexte bibliographique : Il existe tr�es peu de travaux pr�ec�edents

concernant une telle analyse modale d'une table d'harmonie de piano. On citera seulement

Kindel [121] et Suzuki [126], qui ne trouv�erent que quelques modes (4 �a 5) sur [50�160 Hz].

Mais leurs process exp�erimentaux �etaient di��erents, puisque leurs tables d'harmonie �etaient

mont�ees dans leur ceinture, ce qui approche les conditions aux limites d'un encastrement. Ici, la
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Fig. V.14: Banc de mesure pour expertise modale

Fr�equence (Hz) 1.5 11.8 12.7 13.4 18.0 24.9 36.7 41.7 52.4

Amortissement (%) 4.6 .6 .6 .6 .6 1.45 .65 .8 .65

Fr�equence (Hz) 55.2 56.9 63.3 66.9 83.8 86.8 95.1 100 113

Amortissement (%) .8 .65 .6 1.2 1.25 .6 .95 .7 .8

Fr�equence (Hz) 124 129 135 140 158 167 176 186 192

Amortissement (%) .8 .75 1.3 1 .9 .8 1.15 .95 .9

Tab. V.f: Caract�eristiques modales identi��ees. Le premier mode est un mode de corps rigide

table est suspendue, ce qui modi�e enti�erement l'allure des d�eform�ees et les fr�equences modales

(l'encastrement, qui rigidi�e la structure sur son pourtour, accrô�t fortement les fr�equences

propres). Concernant les amortissements, seul Suzuki [126] les a identi��es, autour de 2 �a 3 %. L�a

encore, ces amortissements l�eg�erement plus �elev�es que ceux trouv�es ici peuvent s'expliquer par le

montage sur le corps de l'instrument, montage qui peut dissiper de l'�energie (colle visco-�elastique,

micro-glissements, . . .). Les r�esultats trouv�es sont donc coh�erents avec ceux de la litt�erature.

Limite fr�equentielle : La table d'harmonie est sollicit�ee uniform�ement de 27.5Hz �a plus de

4000Hz (c.f. page 128). Alors pourquoi stopper l'analyse modale �a 200 Hz ? D'apr�es la table V.f,

l'estimation du recouvrement modal donne :

n(200Hz) � 0:1 modes=Hz

�(200Hz) = 2:�(200Hz) � 2%

) �(200Hz) � 40% (V.3)

200 Hz semble être la limite du domaine modal. Il serait d�elicat voire impossible de repousser

cette borne vers les hautes fr�equences, les modes n'�etant plus isol�es et n'�emergeant plus (de
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plus, l'hypoth�ese de Basile, qui suppose l'op�erateur d'amortissement co-diagonalisable avec ceux

d'inertie et de raideur { c.f. page 8 { est, classiquement, mise en d�efaut pour des domaines de

fr�equences plus �elev�ees ; or un op�erateur non co-diagonalisable entrâ�ne un couplage entre les

modes, ce qui interdit aux fonctions de transfert d'être mises sous la forme I.17). Les fr�equences

plus �elev�ees devront être trait�ees avec d'autres outils.

Comparaison des mod�eles

Maintenant que les bases modales num�eriques et exp�erimentales sont �a disposition, il est

n�ecessaire de les comparer. Puisque ces deux bases modales d�ecrivent le comportement dyna-

mique de la même structure, elles doivent être identiques.

Projections des mod�eles : Les maillages utilis�es pour d�ecrire les d�eform�ees sont di��erents ;

les d�eform�ees num�eriques sont d�ecrites sur le maillage num�erique (on notera donc n	m), tandis

que les d�eform�ees exp�erimentales sont d�ecrites sur le maillage exp�erimental (on notera e�m)

{ l'exposant pr�ec�edant la d�eform�ee indique l'initiale du maillage de description. Ce maillage

grossier est volontairement un sous-ensemble du maillage num�erique, plus �n. Il suÆt donc de

ne \regarder" les modes num�eriques que sur le maillage exp�erimental (projection des r�esultats

num�eriques sur le maillage exp�erimental). On construit alors la matrice de projection � :

8i 6M; j <M; �ij =

8><>: 1
si le n�ud exp�erimental i

correspond au n�ud num�erique j

0 sinon

(V.4)

Le vecteur e	m = �n	m, de taille M , repr�esente donc, sur le maillage exp�erimental, la

d�eform�ee modale num�erique m. Cette m�ethode d�egrade les r�esultats num�eriques, en \oubliant"

les points n'appartenant pas au maillage exp�erimental (d�ecimation).

Il est aussi possible de \faire le contraire", c'est-�a-dire de d�ecrire les d�eform�ees exp�erimen-

tales sur le maillage (�n) num�erique. On cherche donc les (n�m)m6M telles que :

e�m = �n�m (V.5)

Or, les d�eform�ees num�eriques (n	m)m6M forment une base tronqu�ee de l'ensemble des mouve-

ments possibles de la table. Chaque mode exp�erimental peut donc être d�ecrit, du moins partiel-

lement, dans cette base : c'est la projection des r�esultats exp�erimentaux sur la base num�erique.

Plus pr�ecis�ement, il s'agit d'�ecrire :

8m 6M; n�m =

1X
m0=1

amm0 :
n	m0

�
MX

m0=1

amm0 :
n	m0 (V.6)
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Une �ecriture matricielle donne :

n� =

264 n�1 n�2 � � � n�M

375
n	 =

264 n	1 n	2 � � � n	M

375
n� =n	:a (V.7)

En projection sur le maillage exp�erimental, cette �equation devient :

�n� = �n	:a
e� = �n	:a (V.8)

L'inversion du syst�eme se fait par moindres carr�es :

a =
�
t(�n	)�n	

��1
: t(�n	) e� (V.9)

Remarque : L'inversion pourrait être faite par moindres carr�es doubles :

a =
1

2

��
t(�n	)�n	

��1
: t(�n	) e�+

�
t( e�)�n	

��1
: t( e�) e�

�
(V.10)

Comparaison des modes : Cette matrice a permet de comparer ais�ement de visu les modes

exp�erimentaux et num�eriques. La �gure V.15 montre pour exemple le 8�eme mode num�erique

(n	8) et le 8�eme mode exp�erimental (8�eme colonne de n	:a), sur le maillage exp�erimental. La

ressemblance entre ces deux modes est assez grande.

Fig. V.15: Comparaison visuelle des modes 8 ANSYS (�a gauche) et exp�erimental (�a droite)

Dans l'optique de vouloir quanti�er cette ressemblance, le Modal Assurance Criterion [16]

est form�e (not�e par la suite MAC). Cet indice indique la corr�elation spatiale entre deux modes

quelconques d�ecrits sur le même maillage. Ici, les modes num�eriques sont compar�es aux modes

exp�erimentaux, sur le maillage exp�erimental (la projection sur la base num�erique n'ajoute aucune

information) :

MAC(m;m0) =
j t( e�m):(�n	m0)j
jj e�mjj:jj�n	m0 jj (V.11)
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La �gure V.16 trace cet indice pour l'ensemble des paires
�
e�m;n	m0

�
. Cette �gure est

tr�es encourageante, aux vues de la plupart des MAC qui sont presque nuls (en blanc), et de la

pr�esence d'une \ligne" de MAC importants (rouge fonc�e/noir), de l'ordre de 90 % sur les 10

premiers modes.

Fig. V.16: Modal Assurance Criterion pour l'ensemble des paires (mode num�erique/mode exp�erimental).

L�a o�u le MAC est important, les modes peuvent être appari�es, grâce �a une fonction de

correspondance cr�e�ee par l'algorithme suivant :

n 1

trouve (m1;m
0
1) = MAC(m1;m

0
1) = max(MAC)

8m;MAC(m;m01) 0

8m0;MAC(m1;m
0) 0

tant que MAC(mn;m
0
n) > valeur seuil

n n+ 1

trouve (mn;m
0
n) = MAC(mn;m

0
n) = max(MAC)

8m;MAC(m;m0n) 0

8m0;MAC(mn;m
0) 0

fin tant que

Il est utile de pr�eciser que cet algorithme d�etruit le MAC au fur et �a mesure.

Ainsi, les modes se retrouvent class�es non par fr�equences propres croissantes mais par

MAC d�ecroissants. La meilleur correspondance est entre le mode num�erique m01 et le mode

exp�erimental m1 ; la deuxi�eme meilleure correspondance est entre le mode num�erique m02 et le
mode exp�erimental m2 ; . . .De plus, il est alors possible de comparer les fr�equences propres des

modes appari�es. La �gure V.17 propose cette comparaison.

L�a encore, la correspondance est tr�es bonne, chaque mode propre num�erique ayant une

fr�equence tr�es proche de la fr�equence propre du mode exp�erimental appari�e avec lui. Il existe ce-
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Fig. V.17: Comparaison des fr�equences num�eriques et exp�erimentales

pendant une l�eg�ere sous-estimation syst�ematique des fr�equences propres par le calcul num�erique

(correspondant �a une surestimation de la masse ou une sous-estimation de la raideur).

L'�etape suivante consiste �a localiser les erreurs de mod�elisation et �a recaler le mod�ele

num�erique.

Recalage du mod�ele num�erique

Recalage global de la masse totale : La premi�ere erreur est ais�ement visible : le calcul

�el�ements �nis donne la masse totale de la structure, qu'il suÆt de comparer �a la masse r�eelle

mesur�ee avec une simple balance :

Masse mesur�ee : 6,4 kg

Masse calcul�ee : 6,185 kg

Erreur relative : + 3,5 %

Le premier recalage consiste donc �a prendre des masses volumiques plus importantes de

3; 5%, soit 405 kg.m�3 pour l'�epic�ea et 715 kg.m�3 pour le sapin.

Recalage global de la raideur : Il est pr�evisible, vue l'\erreur de mod�elisation" de la �bre

neutre (c.f. page 136), que le mod�ele num�erique sous-estime la raideur, et donc sous-estime les

fr�equences propres des modes. Sur la comparaison entre les fr�equences num�eriques et exp�eri-

mentales (�gure V.17), cette sous-estimation apparâ�t clairement. C'est donc maintenant que

le facteur 
 va devenir un param�etre. La sous-estimation des fr�equences �etant en moyenne de

12 %, et les fr�equences modales �etant proportionnelles �a la racine carr�ee du module d'Young

(c.f. �equation I.2 page 8, avec | proportionel �a E), le facteur de rigidi�cation est donc choisi

comme :


 = (+12%)2 = 1; 256 (V.12)
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Les deux recalages globaux qui viennent d'être faits, agissant grâce �a un facteur multi-

plicatif sur les caract�eristiques de l'ensemble des mat�eriaux utilis�es (respectivement les masses

volumiques et les modules d'Young et de cisaillement), ne modi�ent pas les r�epartitions spa-

tiales de masse et de raideur ; les allures des d�eform�ees s'en trouvent donc inchang�ees. Ainsi, on

a exactement les mêmes MAC, et donc le même appariement, qu'avant le recalage.

Localisation des erreurs de mod�elisation : m�ethode des r�esidus. Pour localiser les

erreurs, les modes exp�erimentaux sont r�einject�es dans l'�equation dynamique num�erique V.2,

issue du calcul Ansys c
 . On forme ainsi les r�esidus en force, d�e�nis pour chaque mode m par :

Rm = abs
��!2mM n�m + K n�m

�
(V.13)

o�u n�m est la m�eme colonne de n	:a, la fonction abs appliqu�ee �a un vecteur est un vecteur

constitu�e des valeurs absolues des coordonn�ees du vecteur :

abs

0B@ x1
x2
...

1CA =

0B@ jx1jjx2j
...

1CA
Si les modes exp�erimentaux �etaient solution de l'�equation dynamique (num�erique), alors ces

r�esidus seraient nuls. Pour avoir une erreur globale, ind�ependante du mode appari�e n consid�er�e,

il faut commencer par normer les r�esidus modaux. Puis, en leur a�ectant un poids �egal �a (1 �
MAC(mn;m

0
n)) a�n de prendre en compte la bonne ou mauvaise mod�elisation, le r�esidu global

est form�e :

R =
MX
n=1

(1�MAC(mn;m
0
n))
Rmn

jjRmn jj
(V.14)

Le vecteur R obtenu est du même type que les modes num�eriques e	m (c'est une fonction de

l'espace d�e�nie sur le maillage num�erique). Il repr�esente l'erreur de mod�elisation locale en espace

et globale en fr�equence (�gure V.18).

L'erreur parâ�t concentr�ee sur le mouchoir, cette pi�ece trap�ezo��dale qui vient arrêter les

renforts de tables. Mais l'erreur de mod�elisation est-elle plutôt en masse ou en raideur ?

Localisation des erreurs : adaptation de la m�ethode de Baruch et Berman. Pour

di��erencier la localisation des erreurs de mod�elisation en masse et en raideur, il est possible

d'adapter la m�ethode de recalage de Baruch [33, 34] et Berman [35]. En consid�erant que les

donn�ees exp�erimentales sont exactes, et en privil�egiant la connectivit�e de la matrice de masse,

cette m�ethode permet de calculer des matrices de correction �M et �K qui minimisent les

r�esidus.

En notant � =n 	:a les modes exp�erimentaux d�ecrits sur le maillage num�erique et

� =

264 !21 (0)
. . .

(0) !2n

375 la matrice diagonale du carr�e des pulsations propres, ces matrices de
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Fig. V.18: R�esidus

correction sont d�e�nies par :

�M = M �
�
t�M �

��1 �
I� t�M �

� �
t�M �

��1 t
(M �) (V.15)

�K = �K�:t(M �) � M �:
t
(K�) + M �:

�
t�K�

�
:
t
(M �) + M �:�:

t
(M �) (V.16)

Classiquement, ces matrices de correction sont ajout�ees aux matrices M et K pour rendre les

modes exp�erimentaux solution de l'�equation dynamique num�erique. Mais il est aussi possible de

s'en servir pour localiser les erreurs de masse et de raideur. Pour ce faire, on peut prendre la

norme in�nie de chaque vecteur ligne de �M , ce qui donne un vecteur d'erreur en M , qui peut

être trac�e dans l'espace (�gure V.19).

Fig. V.19: Erreur de mod�elisation en masse

L'erreur en masse semble localis�ee au bout du mouchoir. Or, la suspension de la table a

�et�e r�ealis�ee avec des petits crochets, eux-mêmes accroch�es �a des tendeurs. Le mod�ele num�erique

est donc agr�ement�e de masses r�eparties sur 4 noeuds, �a chaque bout du mouchoir. A partir
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d'une estimation de ces masses (quelques dizaines de grammes), il est possible de faire des \tirs"

successifs en contrôlant la progression du MAC. Cette optimisation donne une masse de 64 g

�a l'extr�emit�e droite et de -24 g �a gauche. Cette masse n�egative est assez curieuse, mais peut

s'expliquer par le fait que les donn�ees constructeur sont assez approximatives concernant le

mouchoir (en particulier sur la longueur de celui-ci). Apr�es correction, l'erreur en masse devient

tr�es homog�ene, ce qui interdit toute progression dans ce domaine (�gure V.20).

Fig. V.20: Erreur de mod�elisation en masse apr�es ajout de masses

L'erreur de mod�elisation en raideur peut être obtenue de la même fa�con. Elle semble localis�ee

tr�es pr�ecis�ement sur le mouchoir (�gure V.21).

Fig. V.21: Erreur de mod�elisation en raideur apr�es recalage en masse

Une optimisation des param�etres m�ecaniques du sapin, de même type que l'optimisation

pour la masse, est men�ee. Elle am�ene les r�esultats curieux de la table V.g.

� Ex Ey �xy Gxy

700 kg.m�3 5,04 GPa 0,54 GPa -23,8% 1,8 GPa

Tab. V.g: Optimisation des caract�eristiques m�ecaniques du mouchoir (sapin)
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En fait, il faut relativiser l'importance de ces param�etres : ils in
uent sur une tr�es petite

surface (un tr�es faible nombre d'�el�ements), et �nalement, n'am�eliorent gu�ere le mod�ele. L'erreur

de mod�elisation en raideur est pratiquement inchang�ee. Cette erreur de mod�elisation en raideur

et l'ineÆcacit�e de l'optimisation s'expliquent par l'\erreur de �bre neutre" du mod�ele (voir

page 136). Le mouchoir est en e�et, parmi toutes les pi�eces coll�ees sur la table, celle qui est la

plus �epaisse, donc loin de la �bre neutre. Or, la rigidi�cation par le facteur 
 laisse le mod�ele

sym�etrique par rapport au plan z = 0, tandis que le collage du mouchoir sur l'une des faces de la

table ne l'est pas. Sans doute la solution �evoqu�ee plus haut (le d�ecalage e�ectif des raidisseurs

par ajout de petites poutres rigides et sans masse) serait �a même de prendre en compte cette

dissym�etrie. Malgr�e tout, le mod�ele actuel est tr�es satisfaisant, et la rentabilit�e d'un mod�ele plus

�n n'est pas assur�ee.

Mod�ele �nal : Finalement, on obtient le mod�ele optimis�e suivant :

G�eom�etrie : inchang�ee

Direction du �l : 150 Æ (inchang�e)

Mat�eriau Epic�ea :
Ex Ey �xy Gxy �

14,4 GPa 0,62 GPa 1% 0,62 GPa 405 kg.m�3

Mat�eriau Sapin :
Ex Ey �xy Gxy �

5,04 GPa 0,54 GPa -23.8% 1,8 GPa 700 kg.m�3

Masses en bout de

mouchoir
: 62 g et -24 g.

Avec ces caract�eristiques m�ecaniques, le mod�ele num�erique est tr�es proche des modes ex-

p�erimentaux (�gure V.22).

Fig. V.22: MAC �nal sur les 21 modes appari�es

Le MAC est en moyenne de 90%, ce qui est tr�es �elev�e au vu du nombre de modes appari�es

(21). Les modes non appari�es s'expliquent comme suit :

� Le premier mode exp�erimental est un mode de suspension, assimilable �a un mode de corps
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rigide (un mode de corps rigide est un mode dans lequel la structure ne se d�eforme pas ; il a une

fr�equence nulle, et le nombre de modes de corps rigides �egale le degr�e d'hyperstatisme n�egatif

de la structure).

� Les 1er et 7�eme modes se \d�etriplent" ; ce ph�enom�ene est li�e �a la suspension (couplage des

\vrais" modes avec les modes de suspension). L'usage veut que l'on groupe ces modes sous le

nom de famille de modes (en anglais family modes [121]).

� En�n, le mode num�erique nÆ22 ne s'apparie avec aucun mode exp�erimental. Ceci s'explique en
regardant l'allure de sa d�eform�ee (�gure V.23). En e�et, on s'aper�coit qu'il s'agit d'unmode local,

qui ne fait vibrer que le coin plac�e derri�ere le mouchoir. La majorit�e des contributions modales

de ce mode (�22(xi)) sont donc nulles, et le mode est invisible. Le même ph�enom�ene pourrait

apparâ�tre si le capteur avait �et�e plac�e sur une ligne nodale (auquel cas on aurait simplement

�m(xj) = 0, ce qui suÆt �a ne pas voir le mode puisque �m(xj) est en facteur dans chaque

fonction de transfert).

Fig. V.23: D�eform�ee modale du mode num�erique 22. Il s'agit d'un mode local o�u seul le coin est en

vibration.

Finalement, on peut conclure que la mod�elisation �el�ements �nis, si elle est r�ealis�ee avec

assez de soins, peut être tr�es pr�ecise. Ce constat am�ene deux cons�equences :

{ Le mod�ele �el�ements �nis actuel est quasiment exact. Il peut servir pour des calculs

ult�erieurs, par exemple un calcul de rayonnement.

{ Le processus de mod�elisation �el�ements �nis est �able, donc pr�edictif. Il peut donc être

int�egr�e dans une d�emarche d'optimisation : la modi�cation d'une donn�ee de construction

(�epaisseur du mouchoir, emplacement du 3�eme raidisseur, . . .) in
uencera la dynamique

de la table, et la mod�elisation �el�ements �nis permettra de pr�edire cette in
uence. Ainsi,
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il ne sera plus n�ecessaire de construire, monter, puis tester la pi�ece pour savoir si la

modi�cation est positive ou n�egative.

Dans cette optique d'optimisation, se pr�esente pourtant un �ecueil insurmontable : en quoi la

connaissance des modes de la structure peut-elle nous renseigner sur la qualit�e d'un instrument ?

Quel rapport existe-t-il entre les caract�eristiques modales de la table d'harmonie et sa perfor-

mance, au sens employ�e par les facteurs de pianos ? Autrement dit, il manque �a l'optimisation des

pianos la notion de fonction de coût, qui permet de juger de la qualit�e d'un instrument. Or toute

optimisation se base sur la maximisation { ou minimisation { d'une fonction de coût. Cependant,

la notion de qualit�e, en musique, est n�ecessairement li�e �a des aspects psycho-acoustiques, qui

sortent du cadre de cette th�ese. Aussi l'investigation dans cette direction n'ira-t-elle pas plus

loin dans ce travail.

V.3 Tentative d'homog�en�eisation de la table d'harmonie

Toujours dans l'optique d'une optimisation structurale de la table d'harmonie, il semble

utile de fabriquer un mod�ele un peu plus param�etrique. En e�et, il est d�elicat d'optimiser la

position de chaque renfort, l'�epaisseur de chaque pi�ece, etc. . .A la place, il serait plus souple

d'utiliser des param�etres plus g�en�eraux, comme par exemple l'espacement des renforts. A cette

�n, il est possible d'envisager un mod�ele semi analytique, o�u les caract�eristiques m�ecaniques

globales de l'assemblage seraient calcul�ees analytiquement, puis un mod�ele num�erique, bas�e

sur ces caract�eristiques m�ecaniques, donneraient les solutions modales �a partir de la g�eom�etrie

ext�erieure de la table. C'est l'homog�en�eisation (c.f. page 87).

V.3.1 Probl�emes dus aux hypoth�eses de l'homog�en�eisation

Un mod�ele homog�en�eis�e de la table est donc construit �a partir des donn�ees constructeur de

la table d'harmonie (�g. V.24). La position de chaque renfort, avec un angle constant de 55Æ,
est donn�ee par le tableau V.h.

25mm 5mm

L1 L2 L3

b

NÆ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

L1 90 98 125 140 160 170 160 160 162 162 245 215

L2 70 125 165 250 370 485 630 760 792 758 600 348

L3 130 130 140 155 190 235 235 218 206 215 190 197

b 14 15 16 17 18 21 23 23 22 20 18 14

Fig. V.24: Dimensions des renforts de table du P190
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NÆ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

l(i) 245 106 106 104 104 104 102 102 102 100 100 100 190

Tab. V.h: Positionnement des renforts sur le P190

Fig. V.25: D�ecoupage en 4 zones de la table pour homog�en�eisation (�a droite, maillage correspondant)

La table va donc être \d�ecoup�ee" en quatre zones (�g.V.25) :

Zone (I) fortement raidie

Zone (II) faiblement raidie

Zone (III) non raidie (table seule)

Zone (IV) bicouche table+mouchoir

Chacune de ces zones est homog�en�eis�ee s�epar�ement.

Dans la zone (I), la variation de l'�epaisseur des raidisseurs doit être moyenn�ee. Or, d'apr�es

l'expression IV.2, le moment d'inertie en 
exion est proportionnel �a b3. La moyenne va donc être

une moyenne cubique, avec une pond�eration en fonction de la longueur du raidisseur :

(I)b =

 
1P

i L2(i)

X
i

L2(i)b(i)
3

! 1
3

(V.17)

Remarque : Dans le calcul d'homog�en�eisation de la masse volumique (�equation IV.6), c'est

b et non b3 qui intervient. Le fait de moyenner de fa�con cubique induit donc une erreur sur la

masse. Pour r�esoudre ce probl�eme, il faut faire un premier calcul d'homog�en�eisation avec une

moyenne arithm�etique de b, qui donne une certaine �epaisseur et une certaine densit�e h1 et �1.

Ensuite, il faut faire un deuxi�eme calcul avec la moyenne cubique de b, qui donne h2 et �2. On

sait que �2 est incorrect ; sa valeur correcte est simplement �2 = �1
h1
h2

(conservation de la densit�e

surfacique). Cependant, dans le cas pr�esent, cette correction est tr�es faible (�a peine 1%).

Dans les zones (I) et (II), la direction du bois (30Æ) et la direction des raidisseurs (35Æ)
ne correspondent pas tout �a fait. La seule id�ee raisonnable est de moyenner ces directions et de
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Zone hH �H EH
x EH

y GH
xy �?

(I) 17,2 mm 264 kg.m�3 1,23 GPa 5,27 GPa 1,27 GPa 32,5 Æ

(II) 9,1 mm 373 kg.m�3 7,15 GPa 2,39 GPa 2,07 GPa 32,5 Æ

(III) 7,7 mm 392 kg.m�3 11,5 GPa 0,47 GPa 1,16 GPa 30 Æ

(IV) 35,5 mm 571 kg.m�3 7,52 GPa 0,40 GPa 0,86 GPa 35 Æ

Tab. V.i: Caract�eristiques m�ecaniques homog�en�eis�ees des quatre zones de d�ecoupage de la table.

prendre 32,5Æ comme direction d'orthotropie.

Dans les zones (I) et (II), l'espacement entre les raidisseurs est moyenn�e (moyenne

arithm�etique sans pond�eration).

Ces approximations des caract�eristiques g�eom�etriques du voile raidi sont discutables et

mettent en p�eril la validit�e du calcul d'homog�en�eisation. Il faut cependant noter qu'elles n'ont

jamais �et�e �evit�ees dans la litt�erature ([118, 121]). On peut s'attendre �a ce qu'elles ne perturbent

pas trop le mod�ele, surtout dans le domaine des basses fr�equences qui traite la structure de fa�con

globale.

La table V.i donne en r�esum�e les caract�eristiques (�epaisseur, densit�e, modules d'Young,

module de cisaillement et angle d'orthotropie) des quatre zones de d�ecoupage.

V.3.2 R�esultats de l'homog�en�eisation

A�n de valider ces homog�en�eisations, un calcul �el�ements �nis est e�ectu�e avec le nouveau

mod�ele (�g. V.25). L'int�erêt de l'homog�en�eisation est de pouvoir mailler de fa�con plus grossi�ere ;

cependant, a�n de pouvoir comparer plus ais�ement les r�esultats, c'est l'ancien maillage num�erique

qui est utilis�e.

Comparaison des mod�eles

Le MAC entre les deux mod�eles (exp�erimental / homog�en�eis�e en quatre zones, �gure V.26-

gauche) est plutôt d�ecevant ; il est \
ou", c'est-�a-dire que plusieurs modes \homog�enes" res-

semblent �a plusieurs modes exp�erimentaux. Et surtout, ses valeurs sont assez faibles. L'appa-

riement des modes a donc du mal �a se faire, et seules 12 paires peuvent être mises en �evidence

(�gure V.26-droite).

Le r�esultat est l�a encore assez mauvais, les fr�equences propres du mod�ele homog�en�eis�e �etant

toutes largement sup�erieures �a celles du mod�ele exp�erimental, et, plus grave, dans des proportions

variables (les ronds bleus de la �gure V.26-droite ne sont pas align�es).

Il est possible, comme dans la partie pr�ec�edente, de recaler globalement le mod�ele en raideur.

On pourrait ainsi �eviter le d�ecalage syst�ematique en fr�equence. Mais le recalage ne peut aller
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Fig. V.26: A gauche, MAC entre le mod�ele exp�erimental et le mod�ele homog�en�eis�e. A droite, comparaison

des fr�equences des modes appari�es.

plus loin : tout d'abord, le MAC �etant tr�es mauvais, on ne peut pas utiliser brutalement les

m�ethodes expos�ees plus haut, qui consistent �a utiliser les modes exp�erimentaux dans l'�equation

dynamique num�erique. En e�et, si les mod�eles sont trop �eloign�es, les erreurs trouv�ees n'ont plus

aucun sens. De plus, l'homog�en�eisation, de part sa fonction de simpli�cation de mod�ele, doit

être pr�edictive. Le recalage n�ecessaire ici �eloignerait beaucoup le mod�ele des param�etres initiaux

tir�es de l'homog�en�eisation. Le c�ur du mod�ele ne se situerait plus dans cette homog�en�eisation,

mais dans le recalage. . .

Une explication possible

En r�ealit�e, même si on tente d'optimiser les param�etres du mod�ele homog�en�eis�e, il est

impossible de le faire \coller" au mod�ele exp�erimental (avec un grand MAC sur un nombre

important de paires de modes). Ce qui veut dire qu'aucun mod�ele homog�en�eis�e (en quatre

zones) ne peut synth�etiser le comportement r�eel de la structure. Pourquoi ?

Une �ebauche d'explication consiste �a revenir sur la moyenne des hauteurs des raidisseurs

(page 149). Au lieu de moyenner cette hauteur, on peut essayer de la laisser variable. Pour

ce faire, on fait un calcul d'homog�en�eisation sur chaque p�eriode spatiale de la table. Même si

ce calcul est faux (le milieu est suppos�e p�eriodique, alors qu'il n'est compos�e que d'une seule

p�eriode), il repr�esente n�eanmoins une indication de la rigidit�e dynamique de l'assemblage, en

fonction de la position sur la table d'harmonie. La �gure V.27 pr�esente l'indicateur vibratoireeD = D
�h , appel�e rigidit�e dynamique, qui pilote le rapport existant entre la longueur d'une onde

et sa fr�equence (voir l'�equation II.51 page 50).

Le r�esultat est saisissant : dans la zone (I) fortement raidie, la rigidit�e dynamique D
�h , dans

la direction parall�ele aux raidisseurs (i.e. quand ceux-ci se d�eforment) varie du simple au double

(300 m2Hz �a 550 m2Hz) ! Il semble donc tout �a fait logique qu'un unique param�etre ne puisse

en aucun cas d�ecrire la richesse de ce comportement.
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Fig. V.27: Indicateur de la rigidit�e dynamique de la table, avec une \homog�en�eisation locale"

V.3.3 Conclusion sur l'homog�en�eisation

Malgr�e un outil qui semble eÆcace { l'homog�en�eisation basses fr�equences des structures

orthotropes raidies {, la table d'harmonie semble r�esister �a l'homog�en�eisation. Cette r�esistance

vient du fait que les raidisseurs sont tous di��erents, en particulier de hauteur variable, ce qui

fait varier grandement la rigidit�e de l'ensemble (d�ependant du cube de l'�epaisseur). Il semble

donc vain de vouloir utiliser un mod�ele simple de table d'harmonie (contrairement �a tout ce que

l'on trouve dans la litt�erature). N�eanmoins, cette conclusion am�ene une question : cette forte

variation de dynamique le long de la table est-elle voulue par les facteurs, et si oui, pourquoi ?

Ne pourrait-on envisager une mani�ere plus simple et mieux mâ�trisable de la faire varier (en ne

faisant varier que l'�epaisseur ou que l'�ecartement par exemple) ?

Finalement, on peut faire ressortir de cette �etude deux outils majeurs pour la conception des

pianos. Le premier est l'utilisation des �el�ements �nis ; leur validit�e a �et�e montr�e avec pr�ecision. Le

second est l'homog�en�eisation des plaques orthotropes raidies, qui peut faire sortir des indicateurs

pouvant servir aux facteurs d'instruments �a d�eterminer la taille et l'emplacement des raidisseurs

de leur table d'harmonie.

V.4 Param�etres propagatifs de la table d'harmonie

L'identi�cation comportementale de la table d'harmonie a �et�e r�ealis�ee avec le formalisme

modal, mais la plage de fr�equence �etait limit�ee �a quelques centaines de Hertz. Or, on sait que

la table d'harmonie est utilis�ee sur un domaine fr�equentiel bien plus large. C'est pourquoi il est

n�ecessaire d'utiliser les techniques pr�esent�ees au chapitre II pour compl�eter l'analyse qui a �et�e

faite.
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V.4.1 Banc d'essai

La table d'harmonie est donc de nouveau suspendue. Elle est excit�ee par la même châ�ne

d'excitation que celle des bancs pr�ec�edents (explications �a la section III.1.1 page 62). Le montage

est photographi�e �gures V.28 et V.29.

Fig. V.28: Photo du banc de mesure avec la table d'harmonie et le Laser (châ�ne de mesure)

Fig. V.29: Photo du banc de mesure avec la table d'harmonie et le Laser (châ�ne d'excitation et raidis-

seurs)

Plusieurs �echantillonnages spatiaux (xi; yi)i sont r�ealis�es (�gure V.30).

a. C'est le r�esultat d'un mailleur libre qui maille �a partir des bords vers l'int�erieur. Comme

on l'a vu, ce type de maillage empêche de contrôler le probl�eme de repliement (aliasing). A�n
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a. b.

c. d.
Fig. V.30: Les quatre maillages de la table d'harmonie

de pouvoir monter en fr�equence, on pr�evoit un deuxi�eme maillage.

b. Le maillage n'est plus li�e �a la g�eom�etrie (�a part quelques points, cinq ici, qui servent de

r�ef�erence spatiale pour calibrer le Laser). La surface �etant relativement �etant assez �elev�ee (1,6

m2), le nombre de points est assez grands. On ne peut pas diminuer beaucoup la taille de la

maille �x, qui pourtant est un facteur limitant de la m�ethode. Il faut pr�evoir une autre solution.

c. A�n de diminuer la taille de la maille sans augmenter le nombre de points, c'est la surface

de mesure qui est diminu�ee. On reste dans le centre de la table d'harmonie, l�a o�u les raidisseurs

se trouvent e�ectivement. La maille tombe �a 4 cm.

d. Le dernier maillage compl�ete le pr�ec�edent en faisant diminuer la maille jusqu'�a 2,5 cm.

V.4.2 Orthotropie structurale et mesure des modes

Un calcul pr�edictif est fait suivant la m�ethode d'homog�en�eisation basses fr�equences (sec-

tion IV.1.1). On rappelle qu'elle fournit les caract�eristiques d'une plaque homog�ene, appel�ees

orthotropie structurale. Comme la structure n'est que pseudo p�eriodique (c.f. page 148), on est

oblig�e de faire une moyenne des caract�eristiques g�eom�etriques de l'assemblage. Finalement, la

plaque homog�en�eis�ee retenue est celle correspondant �a la zone (I), c'est �a dire la zone fortement
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raidie, qui repr�esente la majorit�e de la surface de la plaque.

L'analyse des donn�ees exp�erimentales est, comme pour le banc pr�ec�edent, e�ectu�ee en deux

temps : estimation du nombre d'onde dominant dans chacune des deux direction d'orthotropie,

puis recherche de tous les modes propagatifs dans la direction des raidisseurs.

V.4.3 R�esultats

Orthotropie

Les r�esultats de la premi�ere analyse sont pr�esent�es �gure V.31.
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Fig. V.31: Nombres d'onde principaux dans la table d'harmonie

Tout d'abord, on remarque que la plaque homog�ene (orthotropie structurale) est quasiment

isotrope : les raidisseurs ont pour e�et de compenser la souplesse de la table dans la direction per-

pendiculaire au �l. Cette remarque est valable pour le domaine de validit�e de l'homog�en�eisation,

c'est-�a-dire en statique et en basses fr�equences. On retrouve l'explication apport�ee par les fac-

teurs de piano concernant les raidisseurs de la table (page 127) : <statiquement, ces renforts

�evitent la �ssuration du bois au �l du temps>.
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Dans la direction y0, on voit que l'orthotropie structurale sur-estime l�eg�erement les nombres
d'onde. On a vu �a la section IV.2 de ce chapitre (page 97) que c'�etait le cas pour les gros

raidisseurs tr�es lourds (comparativement �a la plaque), ce qui est le cas ici.

Dans la direction x0, on per�coit d�ej�a la pr�esence de deux modes, mais encore de fa�con assez


oue. Il est cependant remarquable que le formalisme des guides d'onde continue d'être pertinent

avec cette structure seulement pseudo p�eriodique.

Modes propagatifs

Les r�esultats de la seconde analyse sont pr�esent�es �gure V.32.
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Fig. V.32: Nombres d'onde des modes propagatifs dans la table d'harmonie

Remarque : sur ces donn�ees exp�erimentales, la recherche des nombres d'onde des modes

propagatifs est beaucoup plus ardue. En particulier, on remarque une grande sensibilit�e �a la

largeur de bandeBW du �ltre. Les r�esultats pr�esent�es sont en r�ealit�e �epur�es : on a volontairement

omis de tracer les couples (!; k
(i)
! ) correspondant �a des erreurs de mesure (en gris sur les �gures

pr�ec�edentes). Le crit�ere de s�election est subjectif : une identi�cation est suppos�ee erron�ee si elle
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apparâ�t isol�ee, sans aucune autre identi�cation (!; k
(i)
! ) proche d'elle.

Ces r�esultats sont moins concluants que dans les cas plus purs expos�es plus haut. Ici, le mode

1 et le mode 2 n'apparaissent pas de fa�con continue. Leurs contributions semblent concurrentes

car l'un disparâ�t lorsque l'autre est pr�esent.

Plus g�en�eralement, les courbes sont moins bien d�e�nies, plus \h�esitantes".

De plus, il faut remarquer un ph�enom�ene nouveau : �a certaines fr�equences (par exemple sur

la plage 3500�4000 Hz), des \branches descendantes" surviennent dans l'�equation de dispersion.
Ce ph�enom�ene ressemble �a un probl�eme de repliement (aliasing) : le mode 3 (en jaune) semble

\rebondir" sur la droite imaginaire kx0 ' 78 rad/m. De même, au-del�a de 4000 Hz, les modes 2

(en orange) et 3 (en jaune) pr�esentent des portions de courbes d�ecroissantes. Si ce ph�enom�ene

ressemble au repliement, ce n'en est pourtant pas, les nombres d'onde de rebonds n'ayant aucun

rapport ici avec la longueur de maille.

Malgr�e ces quelques r�eserves, les r�esultats des m�ethodes d'identi�cation des nombres d'onde

sont tr�es satisfaisants. Le formalisme des guides d'onde est bien adapt�e �a la structure, même

si elle n'est que pseudo p�eriodique. Les m�ethodes de mesure comme l'analogie avec les guides

d'onde sont donc valid�ees.

V.5 Conclusion sur la table d'harmonie

En basses fr�equences, le formalisme modal est tout �a fait indiqu�e pour l'analyse vibratoire

des tables d'harmonie. L'outil des �el�ements �nis, notamment, s'av�ere tr�es pertinent. Il permet

de reconstruire correctement les vingt premiers modes de la structure libre-libre. Il pourrait par

exemple servir �a un outil d'optimisation, mais celui-ci ne peut exister sans crit�ere de qualit�e.

Un autre axe de recherche, qui n'a pas �et�e abord�e ici, est la connaissance et la mod�elisation

correcte des conditions aux limites de la table en fonctionnement. Celle-ci n'est pas libre-libre,

mais imparfaitement encastr�ee. Les �el�ements �nis et l'analyse modale peuvent être tr�es utiles

dans ce domaine (identi�cation des conditions aux limites, d�etection de d�efauts de collage).

Mais l'utilisation des �el�ements �nis est relativement lourde et d�elicate. C'est pourquoi on

a tent�e d'utiliser un outil d'homog�en�eisation des structures raidies, valid�e grâce �a plusieurs

cas tests. N�eanmoins il s'est av�er�e incapable de reproduire le comportement modal d'une table

d'harmonie. Il a �et�e montr�e que c'est �a cause de la grande variation de rigidit�e due �a l'utilisation

de raidisseurs de hauteurs tr�es diverses. Le centre de la table est tr�es raidi tandis que les bords le

sont beaucoup moins. Il est alors normal qu'un outil d'homog�en�eisation, qui r�epartit la raideur

uniform�ement, s'av�ere inutile.

A plus hautes fr�equences, l'outil d'analyse bas�e sur une m�ethode d'exploration du plan

d'onde (CFT, IWC) met en �evidence le comportement \guide d'ondes" de la table d'harmonie :
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les tables d'harmonie des pianos peuvent être vues comme des juxtapositions de guides d'onde.

Ceci implique en particulier que le nombre d'onde propag�e dans le sens des raidisseurs est

multiple : il y a plusieurs ondes, �a chaque fr�equence, capables de transporter de l'�energie dans

la table d'harmonie. Ce comportement est-il connu des facteurs d'instruments ? Est-il voulu par

le constructeur, ou bien est-ce un \d�efaut" de la m�ethode de construction ?

De l'avis de l'auteur, les facteurs d'instruments n'ont jamais pris en consid�eration ce

ph�enom�ene { sans doute par ignorance de celui-ci. Cette multiplicit�e des ondes est-elle une

qualit�e ou un d�efaut ? Il faut se rappeler la fonction de la table d'harmonie : elle permet la

transformation de l'�energie vibratoire contenue dans la corde en une �energie acoustique �emise

dans l'air ambiant. Ce sont donc ses qualit�es vibroacoustiques qui doivent être au centre des

pr�eoccupations. On peut alors apporter deux types de r�eponses �a la question de l'e�et de la

multiplicit�e des ondes :

Les modes propagatifs : un \moins" dans la qualit�e du piano ? On sait que si la

vitesse de phase d'une onde dans la structure est sup�erieure �a la vitesse du son dans l'air,

alors le rayonnement de la structure est tr�es eÆcace. Autrement dit, ce sont les petits nombres

d'onde qui rayonnent eÆcacement. Les premiers modes, �a grands nombres d'onde, sont donc

\inutiles". De fa�con plus gênante, même, ils consomment de l'�energie vibratoire. Du point de

vue du rayonnement, il serait donc pr�ef�erable de n'avoir qu'un mode, mais tr�es rigide (faible

nombre d'onde) pour obtenir un meilleur rendement. Dans ce cas, une solution simple serait

d'homog�en�eiser r�eellement la structure, en \fondant" les raidisseurs dans le mat�eriaux. On a

vu qu'en basses fr�equences, la structure est quasiment isotrope. Il faudrait alors utiliser un

mat�eriau isotrope qui aurait une rigidit�e et une masse �equivalente. On pourrait se tourner

vers des mat�eriaux composites (�bre de verre, de carbone), qui grâce �a leurs �bres ont une

tr�es grande rigidit�e pour une faible masse. L'int�erêt dans leur cas est de pouvoir croiser leurs

�bres a�n d'obtenir ce mat�eriau isotrope recherch�e. Mais, a�n de conserver son aspect et ses

sp�eci�cit�es, on pourrait utiliser de l'�epic�ea, en contrecollant deux tables d'harmonie non raidies

l'une sur l'autre, en croisant les �ls du bois. Les caract�eristiques statiques seraient conserv�ees ; �a

hautes fr�equences, les ondes �a grand nombre d'onde seraient �elimin�ees ; l'aspect de la table serait

quasiment inchang�ee ; les connaissances techniques particuli�eres aux mat�eriaux composites ne

seraient pas n�ecessaires.

Les modes propagatifs : un \plus" dans la qualit�e du piano ? Cependant, on sait aussi

que deux ondes se propageant �a des vitesses di��erentes ne rayonnent pas dans l'air avec le même

angle d'�emission (dans le cas des ondes supersoniques). La multiplicit�e des ondes provoque donc

une meilleure r�epartition angulaire de l'�emission du son : la directivit�e est sans doute moins

marqu�ee avec plusieurs ondes qu'avec une seule. Dans ce cas, la spatialisation du son est plus

homog�ene, ce qui est une bonne caract�eristique pour un piano.

Malheureusement, il n'est pas possible de pousser plus loin l'analyse par manque de connais-
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sances en acoustique musicale. Ici encore, comme pour le domaine modal (section V.2), il manque

un indice permettant de juger de la qualit�e d'un instrument.

Comme on l'a vu, la poursuite de l'analyse, apr�es ces consid�erations purement m�ecaniques,

se heurte �a la pluridisciplinarit�e qui est n�ecessaire �a l'�elaboration d'une aide �a la conception de

pianos de qualit�e. On peut se r�ejouir que dans cette direction, un vaste \programme de recherche

d'aide �a la conception innovante de piano" a �et�e lanc�e r�ecemment �a Paris (France). Ce projet

s'articule autour de domaines tr�es divers, comprenant notamment ceux :

{ de la facture instrumentale (E. Marandas, CNSM2 de Paris),

{ de la mod�elisation num�erique (J. Frelat [115], LMM3),

{ de l'intelligence arti�cielle (M. Sebag, M. Schoenauer, CMA4),

{ de la perception de la qualit�e acoustique (V. MaÆolo, LAM5, M. Castellengo, LAM),

{ de la synth�ese sonore (M.P. Verge, LAM),

{ du contrôle actif des structures (C. Besnainou [115], LAM),

{ des mat�eriaux composites (C. Besnainou, LAM).

Cet ambitieux projet, qui tente la synergie de quatre laboratoires, et mobilise plus d'une

dizaine de participants, est pr�evu sur une dur�ee de quatre ann�ees.

2Consevatoire Nationale Sup�erieur de Musique
3Laboratoire en Mod�elisation M�ecanique
4Centre de Math�ematiques Appliqu�ees
5Laboratoire d'Acoustique Musicale
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Conclusions et perspectives

Conclusions

L'�etude du comportement vibratoire des structures est classiquement divis�ee en deux do-

maines fr�equentiels : en basses fr�equences, les modes sont tr�es marqu�es et leur formalisme est

donc tr�es adapt�e. En plus hautes fr�equences, l'amortissement et la densi�cation modale im-

pliquent que chaque mode n'est plus visible individuellement. Une vision propagative, bas�ee sur

un formalisme ondulatoire, est alors plus adapt�ee �a l'�etude des vibrations.

L'identi�cation est l'une des tâches �a accomplir dans l'�etude des vibrations d'une structure.

L'identi�cation part d'une s�erie de mesure et l'interpr�ete selon un mod�ele donn�e. Elle permet �a la

fois de constater si un mod�ele d�ecrit la r�ealit�e et de trouver les valeurs num�eriques des param�etres

de ce mod�ele. Avec le formalisme modal, il existe un grand nombre de m�ethodes d'identi�cation.

On a vu que les plus performantes devaient identi�er les modes de fa�con horizontale, c'est-�a-

dire ind�ependamment du point de mesure. Par contre, avec le formalisme ondulatoire, et en

particulier dans les syst�emes �a deux dimensions, il existe tr�es peu de m�ethodes. On a donc

d�evelopp�e quelques id�ees concernant l'identi�cation du nombre d'onde complexe dans les milieux

de propagation �a deux dimensions. Ce d�eveloppement a abouti �a la m�ethode par corr�elation

d'ondes inhomog�enes (m�ethode IWC). On a vu qu'une application de cette m�ethode consistait

en l'identi�cation d'un param�etre baptis�e \raideur dynamique" { qui n'est autre que le rapport

de la raideur et de la densit�e surfacique {, et qui synth�etise l'ensemble de l'�equation de dispersion

d'un milieu orthotrope.

L'application de cette m�ethode d'identi�cation sur un grand nombre de cas tests a aboutit

�a diverses conclusions. La dualit�e approche modale/approche propagative a �et�e mise en �evidence

sur une plaque isotrope. On a valid�e le concept d'�eprouvette virtuelle, qui consiste �a mod�eliser

num�eriquement un �echantillon de structure pour en d�eduire des caract�eristiques globales du

comportement, caract�eristiques qui sont valides pour une structure compl�ete. Une application

plus riche de la m�ethode IWC a �et�e men�ee sur un cas orthotrope �a coeÆcients variables, incarn�e

par une plaque sandwich en nid d'abeilles. La m�ethode IWC s'est r�ev�el�ee tr�es bien adapt�ee

aux moyennes fr�equences, c'est-�a-dire au-del�a du domaine modal. De plus, il a �et�e montr�e que

l'identi�cation des param�etres m�ecaniques r�egissant l'�equation de dispersion n'est sensible ni

aux conditions aux limites, ni �a la position d'une source ponctuelle sur la structure. Quelles que

soient ces conditions, la m�ethode identi�e bien les caract�eristiques de propagation du milieu.
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L'utilisation d'ondes inhomog�enes comme fonctions de projection dans la m�ethode IWC

avait deux buts. Le premier �etait de pouvoir prendre en consid�eration les champs proches.

Ceux-ci sont g�en�er�es par les discontinuit�es du milieu, en particulier la source et les conditions

aux limites. Ils sont mod�elis�es par des nombres d'onde fortement complexes. Un algorithme

adapt�e est donc capable de reconnâ�tre la contribution de ces champs proches et de les �eliminer

automatiquement. Ce premier but a �et�e atteint : l'analyse de la raideur dynamique ne d�epend

ni des conditions aux limites ni de la position de la source. Le second but de l'utilisation des

ondes inhomog�enes �etait de mesurer l'amortissement des ondes au sein de la structure. Il a �et�e

montr�e dans le cas 1D que, si cette mesure est bien li�ee �a l'amortissement de la structure, elle est

cependant tr�es sensible �a la pr�esence et la position de la source dans le champ mesur�e. Dans le

cas 2D, la relation entre amortissement spatial et amortissement modal, qui est bien croissante,

n'a cependant pas �et�e clairement identi��ee. La conclusion quant �a la mesure de l'amortissement

interne par la m�ethode IWC est donc que cette mesure ne repr�esente qu'une estimation de

l'amortissement structural.

Le cas des plaques raidies pr�esente une s�eparation des domaines fr�equentiels. A basses

fr�equences, la plaque rigidi��ee pr�esente un comportement d'orthotropie elliptique, nomm�ee or-

thotropie structurale. La m�ethode IWC con�rme ce comportement. A plus haute fr�equence,

l'�equation de dispersion n'a plus la forme d'une ellipse mais d'une portion d'ellipse compl�et�ee

par des segments de droites. Cette �equation de dispersion n'est alors plus continue. Les portions

d'ellipse se situent autour de la direction perpendiculaire aux raidisseurs, alors que les segments

de droites se situent dans la direction des raidisseurs. Ces segments de droites correspondent

�a des modes propagatifs : ce concept chim�erique vient du fait que dans une direction, le com-

portement est modal, stationnaire, tandis que dans l'autre, il est propagatif. Les raidisseurs se

comportent alors comme des guides d'onde. Une m�ethode baptis�ee EF-propagative, utilisant

des outils classiques d'�el�ements �nis et de calcul num�erique, a �et�e mise en �uvre pour calculer

les nombres d'ondes de ces modes dans la direction des raidisseurs. Une m�ethode d�eriv�ee de la

m�ethode IWC a �et�e d�evelopp�ee pour la mesure de ces nombres d'onde, et la confrontation de

ces r�esultats avec les calculs pr�evisionnels s'av�ere excellente sur un grand nombre de cas tests.

Une synth�ese applicative de toutes les m�ethodes d'identi�cation d�ecrites a �et�e pr�esent�ee.

Elle s'int�eresse aux vibrations d'une table d'harmonie de piano. Il a �et�e d'abord montr�e que

le comportement modal de la table peut être per�cu dans le son issu du piano, ce qui justi�e

l'�etude modale qui a �et�e men�ee par la suite. Celle-ci a mis en �evidence que la mod�elisation

num�erique pouvait pr�edire le comportement modal de la table d'harmonie. Cette mod�elisation

num�erique peut donc servir d'outil de d�eveloppement pour simuler des modi�cations des plans

de construction. A plus haute fr�equence, il a �et�e d�emontr�e que la table d'harmonie se comporte

comme un guide d'onde, avec en particulier la pr�esence de plusieurs ondes pour une même

fr�equence. La multiplicit�e de ces ondes peut avoir des cons�equences particuli�eres sur le son des

pianos.
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Perspectives

Quatre grands axes de travail peuvent être d�evelopp�es �a partir du travail de cette th�ese. Le

premier consiste en l'approfondissement de la mâ�trise et de l'interpr�etation de l'amortissement

spatial 
. Une premi�ere �etude simple porterait sur un milieu monodimensionnel, par exemple

un poutre fortement amortie. On a vu que dans ce cas, amortissement spatial et amortisse-

ment modal doivent être identiques pour un champ loin des singularit�es. Ce comportement bien

particulier doit être retrouv�e exp�erimentalement sur banc d'essai. Une deuxi�eme �etude, plus

ambitieuse, mettrait en place di��erentes m�ethodes d'identi�cation exp�erimentales de l'amor-

tissement sur la même structure bidimensionnelle. Plus particuli�erement, la m�ethode IWC, la

m�ethode de la puissance inject�ee, une mesure de temps de r�everb�eration et une analyse temps-

fr�equence m�eriteraient d'être compar�ees. Les relations analytiques liant ces di��erents mod�eles

d'amortissement, mod�eles pourtant bas�es sur di��erents types d'hypoth�eses, seraient ainsi mis

exp�erimentalement en lumi�ere ou en d�efaut.

Un second axe de recherche qui vient dans la lign�ee de ce travail de th�ese est l'�etude du

rayonnement des plaques. On sait en e�et que celui-ci est �etroitement li�e aux caract�eristiques

des ondes propagatives de la structure. On d�e�nit en particulier une fr�equence de co��ncidence

pour laquelle les nombres d'ondes acoustique et structural sont identiques. Or, cette fr�equence

de co��ncidence devient une plage de fr�equences pour les milieux orthotropes. Le couplage 
uide-

structure est alors plus complexe. Une �etude exp�erimentale vibroacoustique, bas�ee sur une tech-

nique de type holographie de champ proche et sur l'exploration du contenu des plans d'ondes,

serait tr�es adapt�ee �a l'�etude de ce couplage. Dans cette optique, une collaboration avec l'Ins-

titute of Fundamental Technological Research, �a Varsovie (Pologne), est actuellement mise en

place avec le professeur Holnicki. Plus particuli�erement, les moyens d'essais acoustiques de ce

laboratoire serait mis �a pro�t pour compl�eter l'�etude du comportement des plaques raidies.

Un prolongement plus direct du travail pr�esent�e dans ce m�emoire est l'exploitation du

code de calcul bas�e sur la m�ethode IWC et fourni au Laboratoire de Tribologie et Dynamique

des Syst�emes. Ce programme autonome et de prise en main ais�ee ne n�ecessite que la donn�ee

des champs vibratoires des structures, et permet de d�eterminer les �equations de dispersion as-

soci�ees grâce �a l'exploration des plans d'onde. Plusieurs structures sont envisag�ees pour être

test�ees. La premi�ere consisterait en une plaque raidie dans deux directions perpendiculaires,

assemblages tr�es courants dans l'industrie. On s'attend �a retrouver l'orthotropie structurale

et le comportement guide d'onde dans les deux directions. Un banc d'essai exp�erimental est

actuellement en construction. Une deuxi�eme structure, consistant en une plaque isotrope recou-

verte d'un mat�eriau poro-�elastique, serait test�ee �a travers le concept d'�eprouvette virtuelle. Une

mod�elisation El�ements Finis tr�es pr�ecise, int�egrant des mod�eles complexes de mat�eriaux poreux,

est en cours de d�eveloppement. Elle fournira des champs spatiaux de vibration qui pourront être

test�es grâce �a la m�ethode IWC int�egr�ee dans le logiciel fourni. Dans une perspective �a plus long

terme, la m�ethode IWC pourrait être appliqu�ee �a l'�etude des plaques perfor�ees, des plaques re-

couvertes de mat�eriau fortement visco-�elastique (bitume), ou de la propagation guid�ee �a travers

des g�eom�etries toriques (comme les pneumatiques des v�ehicules terrestres).
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ANNEXE A : SYNTHESE MODALE CORRIGEE PAR NOYAU STATIQUE

Annexe A : Synth�ese modale avec

correction par le noyau statique

A.1 Troncature modale

On a vu au chapitre I.1 que la r�eponse dynamique de toute structure pouvait être mise sous

la forme (�equation I.15) :

ŵ(x; !) =
+1X
m=1

bFm(!)
�!2 + 2i�m!m! + !2m

�m(x)

o�u (!m; �
m; �m) est la base modale de la structure, et bFm(!) = R bF�m est la contribution modale

de la force. Cette formule est rigoureusement juste, mais diÆcile �a mettre en �uvre �a cause de la

somme d'une in�nit�e de termes. En g�en�eral, on utilise une troncature modale, c'est-�a-dire qu'on

arrête la somme quand la pulsation modale d�epasse un certain seuil (par exemple 3 ou 10 fois

la pulsation de calcul !). La solution devient alors approch�ee, car on consid�ere que :

+1X
!m>3!

bFm(!)
�!2 + 2i�m!m! + !2m

�m(x) � 0 (A.1)

Pour chaque mode en e�et, on a :

!m > 3!

) j � !2 + 2i�m!m! + !2mj � !2m > 9!2

Les modes tronqu�es ont donc une contribution au moins neuf fois moins importante que les

modes excit�es. Si le seuil �etait �x�e �a 10, cette contribution serait 100 fois moins importante.

A.2 Correction par le noyau statique

On imagine disponible la r�eponse statique de la structure ust(x). La formule I.15 �etant

toujours vraie, on peut �ecrire :

wst(x) = ŵ(x; 0) =

+1X
m=1

F st
m

!2m
�m(x)
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soit, en utilisant la troncature modale :

wst(x) =
X

!m<3!

F st
m

!2m
�m(x) +

+1X
!m>3!

F st
m

!2m
�m(x) (A.2)

Or, pour !m > 3!, on a :

j � !2 + 2i�m!m! + !2mj � !2m���� 1

�!2 + 2i�m!m! + !2m

���� � 1

!2mbFm(!)
�!2 + 2i�m!m! + !2m

�m(x) �
bFm(!)
!2m

�m(x)

+1X
!m>3!

bFm(!)
�!2 + 2i�m!m! + !2m

�m(x) �
+1X

!m>3!

bFm(!)
!2m

�m(x) (A.3)

L'�equation A.3 remplace l'approximation A.1, ce qui donne pour l'�equation I.15 originelle :

ŵ(x; !) =

+1X
m=1

bFm(!)
�!2 + 2i�m!m! + !2m

�m(x)

=
X

!m<3!

bFm(!)
�!2 + 2i�m!m! + !2m

�m(x) +
+1X

!m>3!

bFm(!)
�!2 + 2i�m!m! + !2m

�m(x)

�
X

!m<3!

bFm(!)
�!2 + 2i�m!m! + !2m

�m(x) +

+1X
!m>3!

bFm(!)
!2m

�m(x)

�
X

!m<3!

bFm(!)
�!2 + 2i�m!m! + !2m

�m(x) + wst(x)�
X

!m<3!

bFm(!)
!2m

�m(x)

ŵ(x; !) � wst(x) +
X

!m<3!

bFm(!) � 1

�!2 + 2i�m!m! + !2m
� 1

!2m

�
�m(x) (A.4)

L'�equation A.4 est donc une alternative �a la troncature modale classique : il s'agit de la

troncature modale corrig�ee par le noyau statique. Si la r�eponse statique est connue, la formule A.4

est tout �a fait exploitable puisque la somme y est �nie. La section suivante propose l'exemple

de la poutre appuy�ee-appuy�ee.

A.3 Exemple : synth�ese modale de la poutre appuy�ee-appuy�ee avec correc-

tion par le noyau statique

Le syst�eme �etudi�e en exemple est une poutre appuy�ee-appuy�ee de longueur L, de section S,

de moment d'inertie en 
exion I, de caract�eristiques m�ecaniques E et �. Le mod�ele utilis�e est

celui de Euler-Bernouilli (correspondant �a la plaque de Love-Kirchho� vue au chapitre II.4) :

EI
@w4

@x4
+ �S

@w2

@t2
= F (x; t) (A.5)
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La base modale, norm�ee par la masse, est :

�
!m =

m2�2

L2

s
EI

�S
; �m =

r
2

�SL
: sin

m�x

L

�
m

L'�equation A.4 devient, pour une force harmonique ponctuelle F (x; t) = F sin!t Æ(x�x0) :

w(x) � wst(x) +
2F

EIL

mmaxX
m=1

sin
m�x

L
sin

m�x0
L

�
1

�k4 + 2i�m(
m�
L )2k2 + (m�

L )4
� 1

(m�
L )4

�

avec k4 = �S
EI!

2 et mmax =
p
3
kL

�
.

En ce qui concerne le noyau statique, on peut le calculer analytiquement sous les hypoth�eses

de la R�esistance des Mat�eriaux. La �gure A.1 d�e�ni les conventions d'�ecritures.

F
F1

F2

x0
Fig. A.1: Poutre appuy�ee-appuy�ee

Le bilan des forces et des moments donne :(
F1 + F2 = �F
Fx0 + F2L = 0

soit

(
F1 = �F L�x0

L

F2 = �F x0
L

Pour x 2 [0 x0], le moment estM1(x) = �F1x = �EIw001 .

Pour x 2 [x0 L], le moment estM2(x) = �F2(L� x) = �EIw002 .

L'int�egration de ces �equations donne, avec les conditions aux limites w(0) = w(L) = 0 :

w1(x) =
F1
6EI

x3 + ax et w2(x) =
F2
6EI

(L� x)3 + b(L� x)

Les constantes a et b sont d�etermin�ees grâce �a la continuit�e C1 de la fonction en x0 :

w1(x0) = w2(x0) ) F1
6EI

x30 �
F2
6EI

(L� x0)
3 = �ax0 + b(L� x0)

w01(x0) = w02(x0) ) F1
2EI

x20 +
F2
2EI

(L� x0)
2 = �a� b

Tous calculs faits, la d�e
ection de la poutre s'�ecrit :

- Pour x 2 [0 x0], w1(x) =
�F
6EIL

(L� x0) x
h

x2 � x0 (2L� x0)
i

- Pour x 2 [x0 L], w2(x) =
�F
6EIL

x0 (L� x)
h
(L� x)2 � (L� x0)(L+ x0)

i
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A.4 Discussion sur l'int�erêt de la m�ethode

Le gain apport�e par la correction du noyau statique est en g�en�eral tr�es faible. De plus, on

peut ajouter que :

{ cette correction diminue quand la source s'�eloigne des bords. En e�et, en se rapprochant

du bord, les variations spatiales de la d�eform�ee statique sont de plus en plus rapides ;

autrement dit, plus la source est proche d'un bord, plus les grands nombres d'ondes sont

excit�es. Il faut aller chercher les modes �elev�es pour bien synth�etiser le noyau statique.

R�eciproquement, si la source est loin des bords, peu de modes suÆsent �a bien repr�esenter

le noyau statique. Dans ce cas, la correction par le noyau statique est inutile.

{ elle s'att�enue quand la fr�equence augmente. En e�et, plus la fr�equence augmente, plus

la limite de la troncature augmente, et mieux le noyau statique est bien repr�esent�e par

la synth�ese modale. Autrement dit, plus la fr�equence augmente, plus le terme correctif

apport�e par le noyau statique est faible.

Pour conclure, cette correction n'est int�eressante que dans des cas tr�es particuliers. Tout

d'abord, il est n�ecessaire de connâ�tre le noyau statique, ce qui est rarement le cas (par exemple,

dans le cas simple d'une plaque appuy�ee-appuy�ee, ce noyau n'est pas connu). De plus, il faut

travailler avec une source qui excite les forts nombres d'ondes, c'est �a dire qui impose des

variations spatiales tr�es brusques (par exemple une source ponctuelle proche d'un bord, ou deux

sources ponctuelles de sens oppos�es tr�es proches l'une de l'autre). En�n, il faut travailler sur

une fr�equence relativement basse. Si ces trois caract�eristiques sont r�eunies, et uniquement si les

trois sont r�eunies, alors la correction par le noyau statique pr�esente un int�erêt. Dans tous les

autres cas, il est inutile de la faire.
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Annexe B : Noyau de Green pour

une plaque orthotrope

Le noyau de Green est la r�eponse du milieu, suppos�e in�ni, �a une sollicitation �el�ementaire

(c.f. Morse [24]). Un certain nombre de m�ethodes utilisant ce noyau pour calculer le champ dans

les structures r�eelles, il semble int�eressant de mentionner les principaux r�esultats sur ce sujet,

a�n d'apporter une vision d'ensemble des milieux bidimensionnels orthotropes.

B.1 Noyau de Green pour une plaque isotrope

Avec les hypoth�eses de Love-Kirchho�, l'�equation du mouvement d'une plaque mince iso-

trope s'�ecrit :

D

�
@4w

@x4
+
@4w

@y4
+ 2

@4w

@x2@y2

�
+ �h

@2w

@t2
= 0 (B.1)

Dans le domaine fr�equentiel, cette �equation devient (avec � le Laplacien d'une fonction) :

�2ŵ � �h!2

D
ŵ = 0 (B.2)

Le noyau de Green in�ni go doit donc être solution de l'�equation :

�2go � �h!2

D
go = Æ(x)Æ(y) en coordonn�ees cart�esiennes

=
1

r
Æ(r)Æ(�) en coordonn�ees polaires (B.3)

Avec des consid�erations de fonctions �nies en r ! +1 et r = 0, d'ondes divergentes (se

d�epla�cant du point source vers l'ext�erieur), et d'�egalit�e �a la force �el�ementaire �a l'origine, on

arrive �a la solution ind�ependante de � :

go(r) =
i

8

p
Dp
�h!2

h
H

(1)
0 (kr)�H

(1)
0 (ikr)

i
(B.4)

avec k = 4

q
�h!2

D le vecteur d'ondes solution de l'�equation de dispersion II.51, et H
(1)
0 la fonction

de Hankel de premi�ere esp�ece d'ordre 0.

La �gure B.1 est une vue centr�ee sur l'excitation de ce noyau de Green isotrope.
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Fig. B.1: Noyau de Green d'une plaque mince isotrope

B.2 Noyau de Green pour l'orthotropie elliptique [72]

Le noyau de Green g doit v�eri�er, cette fois-ci :�
Dx

@4g

@x4
+Dy

@4g

@y4
+ 2
p
DxDy

@4g

@x2@y2

�
� �h!2g = Æ(x)Æ(y) (B.5)

Le changement de variables X = (Dx)
�1=4x, Y = (Dy)

�1=4y permet de revenir au cas

pr�ec�edent ; en e�et, en se rappelant que

8� 6= 0 ; Æ(�x) =
1

�
Æ(x)

on aboutit �a l'�equation :

�2
XY

g � �h!2g = 4
p
DxDy:Æ(X)Æ(Y ) (B.6)

qui est exactement, au facteur 4
p
DxDy pr�es, l'�equation B.3. D'o�u la solution, en notant R =p

X2 + Y 2 :

g(R) =
i

8

4
p
DxDyp
�h!2

h
H

(1)
0 ( 4
p
�h!2R)�H

(1)
0 (i 4

p
�h!2R)

i
(B.7)

Il est alors utile d'introduire le pseudo nombre d'ondes K(�) d�e�ni par :

K(�) =
�
�h!2

�1=4q
D
�1=2
x cos2(�) +D

�1=2
y sin2(�) (B.8)

Cette fonction est construite pour avoir la relation :

K(�)r = 4
p
�h!2R (B.9)

ce qui am�ene �nalement la solution d�e�nitive :

g(r; �) =
i

8

4
p
DxDyp
�h!2

h
H

(1)
0 (K(�)r)�H

(1)
0 (iK(�)r)

i
(B.10)

La �gure B.2 est une vue de ce noyau de Green elliptique, avec
p
Dy=Dx = 1=2.
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Fig. B.2: Noyau de Green d'une plaque mince orthotrope (orthotropie elliptique)

Remarque : Il est bon de noter que, contrairement au cas isotrope (�equation B.4) qui fait

intervenir le nombre d'onde dans la fonction de Hankel, ici, dans le cas de l'orthotropie elliptique,

le facteur K(�) apparaissant dans la fonction de Hankel n'est qu'un pseudo nombre d'ondes. En

particulier, on a K(�) di��erent de k(�), vrai nombre d'ondes du milieu :

II.56 : k4(�) =
�h!2�p

Dx cos2(�) +
p
Dy sin

2(�)
�2

,

B.8 : K
4(�) = �h!2

 
cos2(�)p

Dx
+
sin2(�)p

Dy

!2

B.3 Noyau de Green pour l'orthotropie non elliptique

Dans le cas o�u Dxy 6= 2
p
DxDy, il devient tr�es d�elicat, voir impossible, de trouver le noyau

de Green ~g analytiquement (le signe ~ sera employ�e pour toutes les grandeurs se rattachant au

milieu orthotrope non elliptique). Plusieurs approches peuvent être employ�ees :

{ Int�egration directe : par transform�ee de Fourier directe puis inverse, on trouve :

~g(x; y) =
1

�

ZZ
ei(�kxx+kyy)

��h!2 +Dxk4x +Dyk4y +Dxyk2xk
2
y

dkxdky (B.11)

Mais le calcul de cette int�egrale r�esiste aux outils classiques. . .

{ Changement de variable : pour se ramener au cas bien mâ�tris�e de l'isotropie, il

suÆrait de trouver un changement de variable (X (x; y) ; Y (x; y)) tel que :

Dx
@4

@x4
+Dy

@4

@y4
+Dxy

@4

@x2@y2
 ! @4

@X4
+

@4

@Y 4
+ 2

@4

@X2@Y 2
= �2

XY
(B.12)

Mais un tel changement de variable reste introuvable. . .

{ Analogie avec le cas elliptique : le terme constant, devant la fonction de Han-

kel, semble être li�e �a la racine carr�ee de l'aire d�e�nie par le carr�e du nombre d'onde
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�p
2�
�R

�
~k4(�)d�

�� 1
2

�
. Reste le pseudo vecteur d'onde ~K(�), qui est li�e �a l'�equation de

dispersion. Le noyau de Green serait alors de la forme :

~g(r; �) =
i

8

p
2�qR

�
~k4(�)d�

h
H

(1)
0 (~K(�)r)�H

(1)
0 (i~K(�)r)

i
(B.13)

Mais l'expression analytique du pseudo vecteur d'onde demeure inconnue. . .

{ M�ethode des perturbations : en notant E l'op�erateur elliptique

��h!2+Dx
@4

@x4
+Dy

@4

@y4
+2
p
DxDy

@4

@y2@x2
et ~E = E + � @4

@y2@x2
o�u � =Dxy�2

p
DxDy est suppos�e

petit, on a :

E(g) = Æ (B.14)

~E (g + g0) = Æ

=) E(g0) = �� @4

@y2@x2
(g + g0) (B.15)

ce qui donne au premier ordre en � :

E(g0) = �� @4g

@y2@x2
(B.16)

En passant toutes ces relations dans le domaine de Fourier spatial (not�e par le symbole )̂,

il vient :

B.14 ) Ê ĝ = 1 ) ĝ =
1

Ê
B.16 ) Ê ĝ0 = ��k2xk2y ĝ
=) ĝ0 = ��k2xk2y ĝ2

g0 = ��@
4(g � g)
@x2@y2

(B.17)

o�u � d�esigne la convolution de deux fonctions.

Le noyau de Green d'une plaque orthotrope (faiblement) non elliptique serait alors donn�e

en fonction du noyau de Green elliptique g par la relation :

~g(x; y) = g(x; y) � �
@4(g � g)
@x2@y2

(x; y) (B.18)

Mais l�a encore, l'expression analytique du deuxi�eme terme n'est pas ais�ement calculable. . .
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Annexe C : Etablissement du mod�ele

de Nilsson pour les sandwichs nid

d'abeilles

Cette section reprend les calculs propos�es par Nilsson [78], et qui aboutissent �a l'�equation

de dispersion d'une plaque sandwich nid d'abeilles III.14 (page 79) :

�
GH

!
p
�

�"
D

3
2 (!)

DBF
�D

1
2 (!)

#
+D(!)� 2DHF = 0

C.1 Notations et champ de d�eplacement

Les caract�eristiques g�eom�etriques de l'assemblage sont celles donn�ees �gure III.17 page 79,

et son rappel�ees sur la �gure C.1 ci-dessous. La d�e
exion normale de la plaque est suppos�ee

provenir non seulement de la 
exion de l'ensemble mais aussi du cisaillement et de la rotation

de l'âme. La �gure C.1 sch�ematise les deux mouvements "purs" associ�es : la 
exion � et le

cisaillement 
.

hh HH

Flexion Cisaillement

Fig. C.1: D�e
exion du sandwich due �a la 
exion et au cisaillement
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La d�e
exion totale w provient alors des d�eplacements angulaires dû �a la 
exion et au

cisaillement, respectivement � et 
 :
@w

@x
= � + 
 (C.1)

Les caract�erisitques m�ecaniques sont Ec; G et �c pour le c�ur, et Ep et �p pour les peaux.

Quelques grandeurs g�en�erales sont calcul�ees :

� La densit�e surfacique : � = 2h�p +H�c

� L'inertie en rotation d'une section : I =
�cH3

12
+ �ph

�
H2

2
+Hh+

2h2

3

�
� La rigit�e en 
exion de l'assemblage : DBF =

EcH3

12
+Eph

�
H2

2
+Hh+

2h2

3

�
� La rigidit�e en 
exion d'une peau : DHF =

Eph3

12

On peut alors calculer un hamiltonien lin�eique associ�e au mouvement de la plaque. Le mouvement

� est associ�e �a la 
exion de l'ensemble tandis que le mouvement 
 est associ�e au cisaillement de

l'âme et �a la 
exion des deux peaux. L'�energie potentielle est donc :

U =
1

2

Z  
DBF

�
@�

@x

�2

+ 2DHF

�
@


@x

�2

+GH
2

!
dx

=
1

2

Z �
DBF � 0 2 + 2DHF 
 0 2 +GH
2

�
dx (C.2)

L'�energie cin�etique, quant �a elle, est consitu�ee de la translation verticale de la plaque et de la

rotation de la section :

T =
1

2

Z  
�

�
@w

@t

�2

+ I

�
@�

@t

�2
!
dx

=
1

2

Z �
� _w 2 + I _� 2

�
dx (C.3)

L'hamiltonien est alors alors d�e�ni par la fonctionnelle :

H = T � U

=
1

2

Z �
� _w 2 + I _� 2 �DBF�

0 2 � 2DHF

0 2 +GH
 2

�
dx (C.4)

Les trois fonctions w, � et 
 �etant lin�eairement li�ees, la premi�ere �etape du calcul consiste �a

�eliminer 
 de l'�equation C.4 grâce �a la d�e�nition de w �a travers l'�equation C.1 :

H =
1

2

Z �
� _w 2 + I _� 2 �DBF�

0 2 � 2DHF

�
w 00 2 � � 0

�2 �GH
�
w 0 � �

�2 �
dx (C.5)

C.2 Principe de Hamilton

Le principe de Hamilton stipule que :

Æ

Z
H dt = 0 (C.6)
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Or la minimisation de cette fonctionnelle implique que, si les fonctions sont not�ees ui et les

variables xj, on a6 :

8i;
1X
k=0

(�1)k
"

@H

@ui;j(k)

#
;j(k)

= 0 (C.7)

Ici, les fonctions sont w et �, et les variables x et t. De plus, la fonctionnelle ne d�epend pas des

d�eriv�ees sup�erieures �a l'ordre 2 des fonctions. En e�et, par exemple, pour i = 1, j = 2, k = 3 :"
@H

@ui;j(k)

#
;j(k)

=

"
@H

@ @
3w
@t3

#
;t3

=

�
@H

@ _�w

�
;t3

= [0];t3 = 0 (C.8)

ou encore, pour i = 2, j = 1, k = 3 :"
@H

@ui;j(k)

#
;j(k)

=

"
@H

@ @
3�
@x3

#
;x3

=

�
@H

@� 000

�
;x3

= [0];x3 = 0 (C.9)

Les �equations C.7 s'�ecrivent alors en un syst�eme de deux �equations :8>>>><>>>>:
@H

@w
�

�
@H

@w 0

�
;x

�
�
@H

@ _w

�
;t

+

�
@H

@w 00

�
;x2
+

�
@H

@ �w

�
;t2

= 0

@H

@�
�

�
@H

@� 0

�
;x

�
�
@H

@ _�

�
;t

+

�
@H

@� 00

�
;x2
+

�
@H

@ ��

�
;t2

= 0

(C.10)

dont plusieurs termes sont nuls :8>>>><>>>>:
0 �

�
@H

@w 0

�
;x

�
�
@H

@ _w

�
;t

+

�
@H

@w 00

�
;x2

+ 0 = 0

@H

@�
�

�
@H

@� 0

�
;x

�
�
@H

@ _�

�
;t

+ 0 + 0 = 0

(C.11)

En utilisant l'expression C.5 de l'hamiltonien, ce syst�eme devient :(
GH(w 00 � � 0)� � �w � 2DHF(w

0000 � �000) = 0

GH(w 0 � �) +DBF�
00 � 2DHF(w

000 � �00)� I �� = 0
(C.12)

C.3 Equation de dispersion

La solution recherch�ee est sous la forme d'une onde plane :

w(x; t) = w0e
�i(!t�kx)

�(x; t) = �0e
�i(!t�kx)

6Pour plus de pr�ecisions sur les conditions d'extremum d'une fonctionnelle, se rapporter par exemple �a l'ouvrage

de J.F. Imbert : Analyse des structures par El�ements Finis, Cepaducs �editions, 2eme �edition, 1984, annexe 1

page 441.
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Les d�erivations par rapport au temps et �a l'espace deviennent des multiplications respectivement

par �i! et par ik. Le syst�eme C.12 s'�ecrit :(
GH(�k2w0 � ik�0) + �!2w0 � 2DHF(k

4w0 + ik3�0) = 0

GH(ikw0 � �0)�DBFk
2�0 � 2DHF(�ik3w0 + k2�0) + I!2�0 = 0

(C.13)

Et avec une �ecriture matricielle :"
�GHk2 + �!2 � 2DHFk

4 �iGHk � 2iDHFk
3

iGHk + 2iDHFk
3 �GH �DBFk

2 � 2DHFk
2 + I!2

#"
w0

�0

#
= 0 (C.14)

Une solution non nulle ne peut être trouv�ee que quand le d�eterminant s'annule :

(�GHk2 + �!2� 2DHFk
4)� (GH +DBFk

2 +2DHFk
2� I!2) + (GHk+2DHFk

3)2 = 0 (C.15)

Cette �equation est un polynôme d'ordre 6 en k :

�!2(GH � I!2)

+ k2
�
�GH(GH � I!2) + �!2(DBF + 2DHF) +G2H2

�
+ k4

�
�GH(DBF + 2DHF)� 2DHF(GH � I!2) + 4GHDHF

�
(C.16)

� k6 2DHF(DBF + 2DHF � 2DHF)

= 0

qui se simpli�e en :

�!2(GH� I!2)+k2!2
�
GHI+�(DBF+2DHF)

�
+k4

�
2DHFI!

2�GHDBF

�
�k62DHFDBF = 0

(C.17)

C.4 Plaque �equivalente

Comme au chapitre II, on cherche une plaque �equivalente, dont les caract�eristiques de rigi-

dit�e sont r�esum�ees �a travers une rigidit�e �equivalente D, d�e�nie par le nombre d'onde apparent :

D = �
!2

k4
(C.18)

L'�equation C.17 devient alors (en divisant par k6) :

D
3
2

!
p
�
(GH� I!2)+ D

�

�
GHI+�(DBF+2DHF)

�
+

D
1
2

!
p
�

�
2DHFI!

2�GHDBF

�
�2DHFDBF = 0

(C.19)

En�n, deux hypoth�eses suppl�ementaires sont apport�ees :

� DBF � DHF : les peaux sont �nes et le c�ur �epais.

� I!2 � GH : l'inertie en rotation est n�eglig�ee devant les e�orts de cisaillement.
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L'�equation de dispersion devient alors, en divisant par DBF :

D
3
2

DBF!
p
�
GH +D

�
1 +

GHI

DBF�

�
� D

1
2

!
p
�
GH � 2DHF = 0 (C.20)

Et, en rajoutant l'hypoth�ese suivante (non fournie par Nilsson dans son article) :

� GHI � �DBF : l'inertie de rotation est n�egligeable devant l'inertie en translation,

et/ou le cisaillement du c�ur est n�egligeable devant la 
exion de l'ensemble.

l'�equation de dispersion devient celle recherch�ee :

D
3
2

DBF!
p
�
GH +D � D

1
2

!
p
�
GH � 2DHF = 0 (C.21)

�
GH

!
p
�

�"
D

3
2 (!)

DBF
�D

1
2 (!)

#
+D(!)� 2DHF = 0 (III.14)
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Annexe D : mise en place de la

m�ethode de la puissance inject�ee par

une approche exp�erimentale

Cette annexe expose la mise en place de la m�ethode de la puissance inject�ee (Injected

Power Method, PIM [36, 37]) �a partir de mesures exp�erimentales obtenues par v�elocim�etrie laser

�a balayage. Cette m�ethode consid�ere un bilan �energ�etique global pour une structure en r�egime

permanent. A partir de l'�equation locale I.53 (c.f. page 23), d�e�nie pour une largeur de bande

�! de fr�equence centrale !c :

� c2g
�!c

�W + �!cW = �inj

on construit un bilan �energ�etique global. En int�egrant sur toute la surface, avec une force ponc-

tuelle, et en notant W =
R
W et �inj =

R
�inj, ce bilan devient :

�!cW = �inj (D.1)

L'estimation de l'�energie totale W et de la puissance inject�ee totale �inj donnera donc directe-

ment l'amortissement structural �. Dans toute cette section, on s'int�eresse non plus �a la position

dans le plan d'onde (�equation de dispersion), mais �a des valeurs �energ�etiques proportionnelles

aux carr�es des amplitudes. C'est donc la relation exacte III.3 qui sera utilis�ee, et non la relation

de proportionnalit�e III.4.

D.1 Estimation de l'�energie totale

Sur un mode, on sait que l'�energie cin�etique d'un syst�eme est �egale �a l'�energie de d�eformation

(en moyenne temporelle). L'�energie totale est donc le double de l'�energie cin�etique Ec :

W = 2Ec (D.2)

Cette relation est v�eri��ee �a la fr�equence d'un mode propre. A une fr�equence plus �elev�ee,

c'est l'�energie cin�etique qui domine, tandis qu'�a une fr�equence plus basse, c'est l'�energie de

d�eformation. Ainsi, avec une forte densit�e modale (il y a beaucoup de modes r�esonnants, et

autant de modes au-dessus qu'en dessous de la fr�equence d'excitation), on peut supposer que
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cette relation est vraie pour toutes les fr�equences. Le fait de l'int�egrer sur la largeur de bande

�! voulue la rend \encore plus vraie".

Connaissant le champ de vitesse _̂w(x; y) sur une grille assez dense, on pourrait estimer

l'�energie cin�etique par la relation (le second 1
2 vient du calcul de la valeur RMS ) :

Ec =
1

2

ZZ
S
�h

1

2

��� _̂w(x; y)���2 dS
� 1

4

NX
i=1

�hjF̂ (!)j2jHi(!)j2dSi (D.3)

(en utilisant la relation III.1, voir section III.1). Mais, ne connaissant pas la r�epartition spatiale

de la masse �h, on est oblig�e de faire une moyenne :

Ec � jF̂ (!)j2
4

Mtot

N

NX
i=1

jHi(!)j2 (D.4)

o�u Mtot est la masse totale de la structure. Si on associe le terme 1
N au signe

P
, la relation D.4

revient �a faire la moyenne quadratique des mesures
D
jH2

i (!)j
E
i
. Voulant une relation sur la

bande de fr�equence �!, il faut moyenner cette relation, ce qui am�ene :

W = 2Ec � 2
Mtot

4

�
jF̂ (!)j2

D
jH2

i (!)j
E
i

�
!2�!

(D.5)

En�n, la densit�e spectrale d'�energie est suppos�ee faiblement variable avec la fr�equence, ce qui

permet d'�ecrire :

W � Mtot

2

D
jF̂ (!)j2

E
!2�!

�D
jH2

i (!)j
E
i

�
!2�!

(D.6)

D.2 Estimation de la puissance inject�ee

Elle passe par la connaissance de la vitesse _w(xe; t) et de la force F (t) au point d'excitation

xe. La puissance inject�ee instantan�ee vaut :

�inj(t) = _w(xe; t)F (t) (D.7)

En moyenne temporelle, pour une pulsation !, cette �equation devient :

�inj(!) =
1
2 <

�
_̂we(!)F̂

�(!)
�

(D.8)

La connaissance de la phase relative entre _we et F est donc tr�es importante, du fait de l'extraction

de la partie r�eelle du produit (qui fait sortir le cosinus de cette phase). Pour être certain de

bien mesurer cette di��erence de phase, il est pr�ef�erable d'utiliser un capteur et une châ�ne

d'acquisition bien r�ef�erenc�es en phase. Or, le Laser et le capteur de force n'ont pas �et�e �etalonn�es

conjointement : leur di��erence de phase est incertaine. C'est pourquoi on modi�e l�eg�erement le

montage exp�erimental en rempla�cant le capteur de force par une tête d'imp�edance qui d�elivre
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les signaux force F (t) et acc�el�eration �we(t) au point d'excitation. La fonction de transfert He(!)

est ensuite calcul�ee (de même que dans l'�equation III.1), et on a la relation :

�̂we(!) = F̂ (!)He(!) (D.9)

A partir de la mesure de l'acc�el�eration et de la force au point inject�e grâce �a une tête

d'imp�edance, on peut �ecrire :

�inj(!) = 1
2 <

�
�̂we(!)
i! F̂ �(!)

�
= 1

2 <
�
�i
! He(!)F̂ (!)F̂

�(!)
�

= 1
2!=(He(!)) jF̂ (!)j2 (D.10)

Pour une bande de largeur �!, il faut moyenner cette derni�ere �equation sur toute la bande :

�inj =
1
2

D
1
!=(He(!)) jF̂ (!)j2

E
!2�!

(D.11)

De nouveau, l'hypoth�ese de variation lente de F̂ (!) sur �! est faite, ce qui am�ene :

�inj � 1
2

D
1
!=(He(!))

E
!2�!

D
jF̂ (!)j2

E
!2�!

(D.12)

D.3 Estimation de l'amortissement structural

Finalement, grâce aux �equation D.6 et D.12, l'�equation D.1, socle de la m�ethode PIM,

devient :

�!cMtot

�D
jH2

i (!)j
E
i

�
!2�!

�
�
1

!
=(He(!))

�
!2�!

(D.13)

Une derni�ere �etape consiste �a consolider les hypoth�eses Moyennes Fr�equences (forte densit�e

modale et �equipartition de l'�energie). Pour l'instant, ayant excit�e �a un point donn�e, il est probable

que certains modes soient d�efavoris�es par cette excitation (proche d'une ligne nodale) tandis que

d'autres soient favoris�es. Pour lisser cet e�et, on moyenne les r�esultats sur diverses excitations

(par exemple 5). Ces 5 points sont choisis de fa�con \al�eatoire" (en �evitant, par exemple, de se

placer sur les lignes de sym�etrie du syst�eme). En notant Hij le transfert entre l'excitation j et

le point i, on a donc pour chaque bande �! :

�!cMtot

*�D
jH2

ij(!)j
E
i

�
!2�!

+
j2[[1::5]]

�
*�

1

!
=(Hej (!))

�
!2�!

+
j2[[1::5]]

(D.14)

La m�ethode de la PIM dans ce cas exp�erimental revient donc �a faire d'un côt�e la moyenne

sur les sources de la moyenne fr�equentielle de la moyenne des carr�es des modules des FRF aux

points de mesures, et de l'autre cot�e �a la moyenne sur les sources de la moyenne fr�equentielle de

la partie r�eelle de la FRF en vitesse au point d'excitation (ou le rapport de la partie imaginaire

de la FRF en acc�el�eration et de la pulsation).
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Annexe E : Calcul analytique des

modes propagatifs

La section IV.3 proposait une m�ethode bas�ee sur un calcul �el�ements-�nis, dite m�ethode

�el�ements-�nis propagative, pour calculer les �equations de dispersion des modes propagatifs dans

les parois raidies. Cette annexe propose quant �a elle une approche enti�erement analytique, dans

le cas particulier d'un assemblage de poutres �a section constante pos�ees sur une plaque iso-

trope. Cette annexe est directement emprunt�ee �a la th�ese de L. Houillon [19], elle-même un

r�esum�e de l'article de Fahy et Lindqvist [69]. Cet article fondateur, �ecrit en 1976, d�eveloppe

une s�erie de calculs analytiques et d'astuces math�ematiques. Le lecteur soucieux de v�eri�er le

d�eveloppement des calculs permettant les �ecritures de cette section sont invit�es �a se reporter sur

l'article d'origine.

Le but de ce paragraphe est la caract�erisation du comportement vibratoire d'un guide

d'ondes (poutre) �equip�e d'une paroi (plaque). Seules les ondes de 
exion de la plaque sont

consid�er�ees, puisque la g�eom�etrie de la structure permet de n�egliger les ondes longitudinales et

transverses. Cette hypoth�ese est correcte si les longueurs d'onde rencontr�ees sont sup�erieures �a

l'�epaisseur de la plaque. Soit donc une plaque homog�ene isotrope de largeur 2L, de longueur x

in�nie, munie sur ses deux bords y = �L et y = L d'une poutre. Le mouvement de 
exion de

la plaque est not�e w, celui de la poutre wb, et le mouvement de torsion de la poutre est not�e �b
(c.f. �gure E.1).

x

y

z

L

w

wb

�b

Fig. E.1: D�e�nition de la plaque raidie
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Equations du mouvement de la plaque et de la poutre Sous les hypoth�eses de Love-

Kirchho�, l'�equation du mouvement en 
exion de la plaque s'�ecrit :

D

�
@4w

@x4
+ 2

@4w

@x2@y2
+
@4w

@y4

�
+ �h

@2w

@t2
= 0 (E.1)

L'hypoth�ese de guide d'ondes dans la direction x (c.f. �equation IV.17 page 103) est appliqu�ee.

Dans ce cas, elle s'�ecrit :

w = wpe
�yei(!t�kx) (E.2)

L'�equation de dispersion dans la plaque est donc :

�4 � 2�2k2 + k4 � k4p = 0 (E.3)

avec k4p = �h!2=D, le nombre d'onde de la plaque en 
exion. Elle admet 4 solutions :

� �1 et ��1 avec �21 = k2 + k2p

� �2 et ��2 avec �22 = k2p � k2

La solution g�en�erale de la plaque en 
exion devient :

w(x; y; t) =
�
A

(p)
cosh�1y +A

(i)
sinh�1y +B

(i)
sin�2y +B

(p)
cos �2y

�
ei(!t�kx) (E.4)

(o�u les exposants
(p)

et
(i)

signi�ent Paire et Impaire).

Quant �a la poutre, il faut distinguer les ondes de 
exion et de torsion. Les �equations du

mouvement sont donc :

� pour la 
exion EI
@4wb

@x4
+ �S

@2wb

@t2
= D

�
@3w

@y3
+ (2� �)

@3w

@x2@y

�
x=L�

(E.5)

� pour la torsion GJ
@2�b
@x2

� �J
@2�b
@t2

= D

�
@2w

@y2
+ �

@2w

@x2

�
x=L�

(E.6)

o�u I est l'inertie g�eom�etrique par rapport �a l'axe yy0, S la section de la poutre, et J l'inertie

g�eom�etrique en torsion de la poutre. Puisque la poutre se comporte comme un guide d'ondes,

les solutions g�en�erales sont respectivement en 
exion et en torsion :

wb = wb e
i(!t�kx) et �b = �b e

i(!t�kx) (E.7)

On �etudie alors s�epar�ement les modes sym�etriques et antisym�etriques.
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Etude des modes sym�etriques Le mouvement de 
exion de la plaque se simpli�e :

w(x; y; t) =
�
A

(p)
cosh�1y +B

(p)
cos �2y

�
ei(!t�kx) (E.8)

La continuit�e des d�eplacements entre la poutre et la plaque �a l'ordonn�ee y = L implique que :

wb = A
(p)

cosh�1L+B
(p)

cos �2L (E.9)

�b = A
(p)
�1 sinh�1L�B

(p)
�2 sin�2L (E.10)

Dans la suite de l'expos�e, les notations suivantes seront utilis�ees :

C1 = cosh�1L C2 = sinh�1L

C3 = sin�2L C4 = cos �2L

ce qui permet de r�ecrire les �equations E.9 et E.10 :

wb = A
(p)
C1 +B

(p)
C4

�b = A
(p)
�1C2 �B

(p)
�2C3

L'utilisation de ces notations et de la forme des champs (en exponentielles) permet de r�ecrire

les �equations E.5 et E.6 sous la forme :

A
(p) �

C1(k
4 � k4b )� ��31C2 + �(2� �)k2�1C2

�
+ B

(p) �
C4(k

4 � k4b )� ��32C3 � �(2� �)k2�2C3

� = 0 (E.11)

A
(p) �

�1C2(k
2 � k2T ) + ��21C1 � ��k2C1

�
+ B

(p) ���2C3(k
2 � k2T )� ��22C4 � ��k2C4

� = 0 (E.12)

o�u les quantit�es suivantes ont �et�e d�e�nies :

k4b = �S!2=EI : nombre d'onde de la poutre libre en 
exion

� = D=EI : rapport des 
exions de la plaque et de la poutre

k2T = �!2=G : nombre d'onde de la poutre libre en torsion

� = D=GJ : rapport de la 
exion de la plaque et de la torsion de la poutre

Le syst�eme d'�equations (E.11,E.12) est de la forme M :X = 0 (avec tX = [A
(p)

B
(p)
]), qui admet

des solutions non nulles seulement si le d�eterminant de la matrice M est nul, soit :

�2C1C3

�
(k4 � k4b )(k

2 � k2T )� ��
�
�21�

2
2 + (2� �)k2�21 � �22�k

2 � (2� �)�k4
��

+

�1C2C4

�
(k4 � k4b )(k

2 � k2T )� ��
�
�21�

2
2 � (2� �)k2�22 + �21�k

2 � (2� �)�k4
��

+

2k2p
�
�C1C4(k

4 � k4b )� ��1�2C2C3(k
2 � k2T )

�
= 0 (E.13)

Etude des modes antisym�etriques En ce qui concerne les modes antisym�etriques, le mou-

vement de 
exion de la plaque est r�egi par l'�egalit�e :

w(x; y; t) =
�
A

(i)
sinh�1y +B

(i)
sin�2y

�
ei(!t�kx) (E.14)
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A l'ordonn�ee y = L, il y a continuit�e des d�eplacements entre la poutre et la plaque, ce qui se

traduit par les relations :

wb = A
(i)
C2 +B

(i)
C3 (E.15)

�b = A
(i)
�1C1 +B

(i)
�2C4 (E.16)

Les �equations E.5 et E.6 s'�ecrivent alors :

A
(i) �

C2(k
4 � k4b )� ��31C1 + �(2� �)k2�1C1

�
+ B

(i) �
C3(k

4 � k4b ) + ��32C4 + �(2� �)k2�2C4

� = 0 (E.17)

A
(i) �

�1C1(k
2 � k2T ) + ��21C2 � ��k2C2

�
+ B

(i) �
�2C4(k

2 � k2T )� ��22C3 � ��k2C3

� = 0 (E.18)

L'�equation de dispersion dans le cas antisym�etrique est donn�e par :

�1C1C3

�
(k4 � k4b )(k

2 � k2T ) + ��
���21�22 + (2� �)�k4 + 2�22k

2 � 2�k2pk
2
��
+

�2C2C4

��(k4 � k4b )(k
2 � k2T ) + ��

�
�21�

2
2 � (2� �)�k4 + 2�21k

2 � 2�k2pk
2
��
+

2k2p
�
�C2C3(k

4 � k4b ) + ��1�2C1C4(k
2 � k2T )

�
= 0 (E.19)

On peut remarquer que les �equations E.13 et E.19 sont des polynômes d'ordre 1 en � et � .

� les termes constants repr�esentent la 
exion de la plaque

� les termes en � repr�esentent le couplage entre la 
exion de la plaque et celle de la poutre

� les termes en � repr�esentent le couplage entre la 
exion de la plaque et la torsion de la poutre

� les termes en �� repr�esentent le couplage r�esiduel entre la 
exion et la torsion de la poutre

E.1 Application au banc �evolutif du chapitre IV.4

Calcul des param�etres du mod�ele analytique

On applique ces calculs dans le cas des parois raidies vues au chapitre IV.4. Les ca-

ract�eristiques des ces plaques sont rappel�ees dans le tableau suivant E.a :

Voile

� E � G h

2800 kgm�3 75 GPa 0,33 28 GPa 1,25 mm

Raidisseurs

� E � G a b

2800 kgm�3 75 GPa 0,33 28 GPa 10 mm 5 mm

P�eriodicit�e

Etape 1 Etape 2 Etape 3

p = 40 cm p = 20 cm p = 10 cm

Tab. E.a: Caract�eristiques de la plaque et des raidisseurs pour le banc �evolutif
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ANNEXE E : CALCUL ANALYTIQUE DES MODES PROPAGATIFS

Les param�etres des �equations E.13 et E.19 sont calcul�es comme suit :

D =
Eh3

12(1 � �2)
= 13; 7 Nm

S = a(b+ h) = 6; 25:10�5 m2

I =
a(b+ h)3

12
= 2; 03:10�10 m4

J = I +
a3(b+ h)

12
= 7; 24:10�10 m4

Les param�etres \avanc�es" deviennent alors :

kp =
4

r
�h

D

p
! = 0; 711

p
!

kb =
4

r
�S

EI

p
! = 0; 327

p
!

kT =

r
�

G
! = 3; 15:10�4!

� =
D

EI
= 0; 898 m�1

� =
D

GJ
= 0; 671 m�1

Dans l'article de Fahy [69], le param�etre L est d�e�ni comme la distance s�eparant l'axe de

sym�etrie du syst�eme et la �bre neutre de la poutre. Cependant, la continuit�e des d�eplacements

des �equations E.9 et E.10 est vraie �a l'interface entre la plaque et la poutre. Il semble donc plus

judicieux d'utiliser pour le param�etre L la distance s�eparant l'axe de sym�etrie et le bord de la

poutre (�gure E.2).

xx

yy

zz

LL

D�e�nition de l'article de Fahy D�e�nition utilis�ee ici

Fig. E.2: Zoom sur la d�e�nition du param�etre L

Cette d�e�nition de L donne la relation :

L =
p� a

2
(E.20)

soit, pour les trois �etapes du banc �evolutif :

Etape 1 Etape 2 Etape 3

L = 0; 195 m L = 0; 095 m L = 0; 045 m
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Comparaison des r�esultats

La comparaison entre les r�esultats de la m�ethode EF-propagative et de la m�ethode analy-

tique sont pr�esent�es sur la �gure E.3. Les courbes noires repr�esentent les r�esultats de l'�equation

de Fahy (modes sym�etriques et antisym�etriques). Les pointill�es repr�esentent les �equations de

dispersion \pures" : �a faible nombre d'onde, la torsion de la poutre (droite kT / !), �a nombre

d'onde moyen, la 
exion de la poutre (parabole kb /
p
!), et �a nombre d'onde fort, la 
exion

de la plaque seule (parabole kp /
p
!).
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Fig. E.3: Comparaison m�ethode analytique (Fahy) m�ethode El�ements-Finis/guide d'onde

Les modes analytiques pr�esentent deux paliers qui d�e�nissent trois zones. Les paliers arrivent

lorsque l'�equation de dispersion du mode s'approche d'une �equation de dispersion de la poutre

(torsion ou 
exion). La premi�ere zone correspond donc �a un mouvement principalement gouvern�e

par la torsion de la poutre. La seconde zone correspond �a un mouvement o�u la 
exion de la

poutre domine. En�n, la troisi�eme zone est domin�e par le mouvement de 
exion de la plaque

(les raidisseurs sont quasiment immobiles, comme il a �et�e vu au chapitre IV.3). Ces constations

sont synth�etis�ees sur le sch�ema de la �gure E.4.
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kp

kb

kT

1

2

3

1 : Mouvement domin�e par la torsion de la poutre

2 : Mouvement domin�e par la 
exion de la poutre

3 : Mouvement domin�e par la 
exion de la plaque (la poutre est immobile)

Fig. E.4: Sch�ema d'explication du comportement des modes dans le mod�ele analytique

De leur côt�e, les modes solution de la m�ethode EF-propagative n'ont qu'un palier, corres-

pondant �a la 
exion de la poutre. La correspondance semble assez bonne dans les domaines (2)

et (3) (
exion de la poutre, 
exion de la plaque).

E.2 Neutralisation du couplage avec la torsion

Comme le propose d'ailleurs Houillon [19], on va supprimer le couplage avec la torsion de

la poutre. Il suÆt pour cela de poser :

� = 0 (E.21)

Les �equation E.13 et E.19 se simpli�ent alors respectivement en :

�
C4

C3�2
+

C1

C2�1

�
(k4 � k4b )� 2k2p� = 0 (E.22)

�
C3

C4�2
� C2

C1�1

�
(k4 � k4b ) + 2k2p� = 0 (E.23)
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Fig. E.5: Comparaison m�ethode analytique (Fahy) m�ethode El�ements-Finis/guide d'onde

Les r�esultats sont alors plus convaincants (�gure E.5). Les �ecarts sont faibles et concentr�es

dans la zone de dominance de la poutre. Ces �ecarts concernent la fr�equence d'apparition d'un

mode, et il semble que la m�ethode analytique surestime l�eg�erement les nombres d'ondes dans

cette partie de l'�equation de dispersion. Mais il est n�ecessaire de rappeler que ce guide d'onde a

�et�e calcul�e pour appr�ehender le comportement moyenne fr�equences des plaques raidies. Or, on a

vu que dans ce cas, les faibles nombres d'onde sont masqu�es pas l'orthotropie structurale. Dans

le plan d'onde associ�e �a une telle plaque, les modes propagatifs apparaissent comme des segments

de droite, uniquement s'ils �emergent de l'orthotropie structurale. En dessous de cette limite, les

di��erences entre les mod�eles analytique et EF propagatifs n'ont donc aucune importance.
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