Numéro d’ordre : 2004-09 Année 2004

THESE

présentée devant

L’ECOLE CENTRALE DE LYON

pour obtenir le grade de

DOCTEUR

Spécialité : Mécanique

par

Julien BERTHAUT

CONTRIBUTION A I’IDENTIFICATION
LARGE BANDE DES STRUCTURES
ANISOTROPES

Application aux tables d’harmonie des pianos

Soutenue publiquement le 4 juin 2004 devant le jury :

MM. X. BOUTILLON Examinateur
A. CHAIGNE Rapporteur
M.N. ICHCHOU Examinateur
L. JEZEQUEL Directeur
R. OHAYON Rapporteur
G. PAVIC Président






LISTE DES PERSONNES HABILITES A DIRIGER DES RECHERCHES

ECOLE CENTRALE DE LYON

Liste des personnes habilitées a diriger des recherches

ALLARD Bruno
AIT-EL-HADJ Smail
ARQUES Philippe
AURIOL Philippe

BAILLY Christophe
BATAILLE Jean
BAYADA Guy

BEN HADID Hamda
BERGHEAU Jean-Michel
BEROUAL Abderrahmane
BERTOGLIO Jean-Pierre
BLAIZE Alain
BLANC-BENON Philippe
BLANCHET Robert
BUFFAT Marc

BUREAU Jean-Claude

CAMBON Claude
CAMBOU Bernard
CARRIERE Philippe
CHAMBAT Michele
CHAMPAGNE Jean-Yves
CHAMPOUSSIN J-Claude
CHANTE Jean-Pierre
CHEN Liming

CLERC Guy
COMTE-BELLOT Genevieve
COQUILLET Bernard
CREPEL Pierre

DAVID Bertrand
DUBUJET Philippe

ESCUDIE Dany

FERRAND Pascal
FOUVRY Siegfrid

maitre de conférence
professeur
professeur
professeur

professeur

professeur

professeur

professeur

professeur

professeur

directeur de recherche
maitre de conférence
directeur de recherche
professeur

professeur

professeur

directeur de recherche
professeur

chargé de recherche
professeur

malitre de conférence
professeur
professeur
professeur
professeur
professeur émérite
malitre de conférence
chargé de recherche

professeur
maitre de conférence

directeur de recherche

directeur de recherche
chargé de recherche

— il —

CEGELY
GRESTI

CEGELY

LMFA
LMFA
MAPLY
LMFA
LTDS
CEGELY
LMFA
LTDS
LMFA
LEOM
LMFA
CEGELY

LMFA
LTDS
LMFA
MAPLY
LMFA
LMFA
CEGELY
ICTT
CEGELY
LMFA
IFOS
MAPLY

ICTT
LTDS

LMFA

LMFA
LTDS

INSA
ECL
ECL
ECL

ECL
UCBL
INSA
UCBL
ENISE
ECL
CNRS
UCBL
CNRS
ECL
UCBL
INSA

CNRS
ECL
CNRS
UCBL
INSA
ECL
INSA
ECL
UCBL
ECL
ECL
CNRS

ECL
ECL

CNRS

CNRS
CNRS



LISTE DES PERSONNES HABILITES A DIRIGER DES RECHERCHES

J. BERTHAUT

ECOLE CENTRALE DE LYON

Liste des personnes habilitées a diriger des recherches

GAFFIOT Frédéric
GAGNAIRE Alain
GALLAND Marie-Annick
GARRIGUES Michel
GAY Bernard

GENCE Jean-Noél
GENDRY Michel
GEORGES Jean-Marie
GRENET Genevieve
GUIRALDENQ Pierre

HAMADICHE Mahmoud
HEIBIG Arnaud
HELLOUIN Yves
HENRY Daniel
HERRMANN Jean-Marie
HOLLINGER Guy

JAFFREZIC-RENAULT Nicole

JEANDEL Denis
JEZEQUEL Louis
JOSEPH Jacques
JUVE Daniel
JUVE Denise

KAPSA Philippe
KRAHENBUHL Laurent
KRAWCZYK Stanislas

LACHAL Aimé

LANCE Michel
LANGLADE-BOMBA Cécile
LE BOT Alain

LE HELLEY Michel

LE RIBAULT Catherine
LEBOEUF Francis
LOEHAC Jean-Pierre
LOUBET Jean-Luc
LYONNET Patrick

professeur

maitre de conférence
maitre de conférence
directeur de recherche
professeur

professeur

chargé de recherche
professeur émérite
directeur de recherche
professeur émérite

maitre de conférence
professeur

maitre de conférence
chargé de recherche
directeur de recherche
directeur de recherche

directeur de recherche
professeur
professeur
professeur
professeur
ingénieur de recherche

directeur de recherche
directeur de recherche
directeur de recherche

PRAG

professeur

maitre de conférence
chargé de recherche
professeur

chargée de recherche
professeur

maitre de conférence
directeur de recherche
professeur

—iv -

LEOM
LEOM
LMFA
LEOM
LMFA
LMFA
LEOM

LTDS
LEOM

IFOS

LMFA
MAPLY

LMFA
IFOS
LEOM

IFOS
LMFA
LTDS
LEOM
LMFA
IFOS

LTDS
CEGELY
LEOM

MAPLY
LMFA
IFOS
LTDS

LMFA
LMFA
MAPLY
LTDS
LTDS

ECL
ECL
ECL
CNRS
UCBL
UCBL
CNRS
ECL
CNRS
ECL

UCBL
INSA
ECL
CNRS
CNRS
CNRS

CNRS
ECL
ECL
ECL
ECL
ECL

CNRS
CNRS
CNRS

INSA
UCBL
ECL
CNRS
ECL
CNRS
ECL
ECL
CNRS
ENISE



LISTE DES PERSONNES HABILITES A DIRIGER DES RECHERCHES

ECOLE CENTRALE DE LYON

Liste des personnes habilitées a diriger des recherches

MAITRE Jean-Francois
MARION Martine
MARTELET Claude
MARTIN Jean-Michel
MARTIN Jean-René
MASSON Jean-Pierre
MATHIA Thomas
MATHIEU Jean
MAZUYER Denis
MIDOL Alain
MOREL Hervé
MOREL Robert
MOUSSAOUI Mohand
MUSY Francois

NICOLAS Alian
NICOLAS Laurent,

PERKINS Richard
PERRET-LIAUDET Joél
PERRIN Jacques
PHANER-GOUTORBE Magali
PICHAT Pierre

POUSIN Jérome
PONSONNET Laurence
PREVOT Patrick

REBOUX Jean-Luc
RETIF Jean-Marie
ROBACH Yves
ROGER Michel
ROJAT Gérard
ROUSSEAU Jacques
ROUY Elisabteh

professeur émérite
professeur
professeur
professeur
professeur
professeur

directeur de recherche
professeur émérite
professeur

malitre de conférence
chargé de recherche
professeur
professeur

malitre de conférence

professeur
directeur de recherche

professeur

maitre de conférence
professeur

maitre de conférence
directeur de recherche
professeur

maitre de conférence
professeur

professeur

maitre de conférence
professeur
professeur
professeur
professeur émérite
professeur

MAPLY
MAPLY
IFOS
LTDS
IFOS
CEGELY
LTDS
LMFA
LTDS
LTDS
CEGELY
LMFA
MAPLY
MAPLY

CEGELY
CEGELY

LMFA
LTDS

LEOM
IFOS
MAPLY
IFOS
ICTT

LTDS
CEGELY
LEOM
LMFA
CEGELY
LTDS
MAPLY

ECL
ECL
ECL
ECL
ECL
UCBL
CNRS
ECL
ECL
UCBL
CNRS
INSA
ECL
ECL

ECL
CNRS

ECL
ECL
INSA
ECL
CNRS
INSA
ECL
INSA

ENISE
INSA
ECL
ECL
UCBL
ENISE
ECL



LISTE DES PERSONNES HABILITES A DIRIGER DES RECHERCHES J. BERTHAUT

ECOLE CENTRALE DE LYON

Liste des personnes habilitées a diriger des recherches

S SALVTA Michelle maitre de conférence IFOS ECL
SANDRI Dominique maitre de conférence MAPLY UCBL
SCHATZMAN Michelle directeur de recherche MAPLY CNRS
SCOTT Julian professeur LMFA ECL
SIDOROFF Francois professeur LTDS ECL
SIMOENS Serge chargé de recherche LMFA CNRS
SOUTEYRAND Eliane directeur de recherche IFOS CNRS
STREMSDOERFER Guy professeur IFOS ECL
SUNYACH Michel professeur LMFA UCBL

T TARDY Jacques directeur de recherche LEOM CNRS
THOMAS Gérard professeur LAGEP UCBL ECL
THOUVEREZ Fabrice maitre de conférence LTDS ECL
TREBINJAC Isabelle maitre de conférence LMFA ECL
TREHEUX Daniel professeur IFOS ECL

A% VANNES André-Bernard professeur IFOS ECL
VIKTOROVITCH Pierre directeur de recherche LEOM CNRS
VINCENT Léo professeur IFOS ECL
VOLPERT Vitaly directeur de recherche MAPLY CNRS

Z ZAHOUANTI Hassan professeur LTDS ENISE

direction de la recherche

mise a4 jour le 13 mai 200/

—vi-



RESUME

Résumé

Ce travail aborde l'identification des structures anisotropes et de leur comportement dy-
namique large bande. Aux basses fréquences, les modeles prévisionnels font couramment appel
a une description modale des phénomenes. Les techniques d’identification portent alors sur la
construction des triplets modaux (wy,, &m, ¢m). Aux moyennes et hautes fréquences, pour les-
quelles cette approche s’avere inopérante, la plupart des modeles prévisionnels fait appel & une
vision propagative des comportements dynamiques. L’identification concerne alors les parametres
de la propagation des ondes, en particulier ’équation de dispersion et 'amortissement spatial.

L’identification des équations de dispersion pour des structures anisotropes dans le domaine
de fort recouvrement modal est la principale contribution de ce travail. Apres 'abandon d’un
premier axe de recherche, basé sur des techniques de Prony, qui s’avere inopérant dans le domaine
fréquentiel souhaité, une deuxiéme approche est mise en place. Elle se base sur la projection d’un
champ vibratoire sur des ondes inhomogenes. Un indice de corrélation, dénommé IWC (Inhomo-
geneous Wave Correlation), fonction des parametres de propagation, est alors optimisé, ce qui
permet d’extraire dans chaque direction les parameétres de la propagation, tout en éliminant les
champs singuliers liés a la source, aux conditions de bords, ... On constitue ainsi une méthode
d’identification dans I’espace des nombres d’ondes (k-space).

La méthode IWC est ensuite testée aussi bien sur des éprouvettes virtuelles que sur des bancs
d’essais. Ces utilisations de la méthode montrent la dualité approche modale/approche propa-
gative, le comportement isotrope trés amorti d’un bicouche acier/matériau poreux, 'orthotropie
fortement variable avec la fréquence d’un sandwich & base de nid d’abeilles, le comportement
orthotrope des parois raidie & basses fréquences (orthotropie structurale). Dans ce dernier cas, la
méthode IWC permet de fixer une limite de validité de cette orthotropie structurale et de mettre
en évidence, & plus haute fréquence, la propagation multimodale guidée dans ce type de struc-
ture. Les courbes de dispersion ainsi obtenue sont comparées avec succes avec les résultats d’'une
méthode prédictive de mise en ceuvre tres simple appelée méthode éléments finis propagative.

Les résultats des investigations entreprises dans ce travail sont appliquées a une table d’har-
monie de piano & queue. Celle-ci est couplée aux vibrations des cordes et sert de “rayonnateur”
d’énergie. C’est une structure anisotrope et raidie, dont le comportement dynamique affecte di-
rectement la signature acoustique de l'instrument de musique. Une étude large bande (modale
pour les basses fréquences et propagative pour les moyennes fréquences) est opérée, montrant
I’application & une structure réelle des techniques développées dans le mémoire.

Mots clefs : comportement dynamique large bande, équations de dispersion, anisotropie,
identification, acoustique musicale

— vil —



ABSTRACT J. BERTHAUT

Abstract

This work adresses anisotropic structures identification and their dynamics on a large fre-
quency range. For low frequencies, predictive models employ a modal description (wy,, &m, ¢m),
as being at the core of identification techniques. This approach fails in the medium and high
frequency domain. Propagative approaches are hence preferred. Identification is then based on
wave propagation parameters, like dispersion curves and spatial wave decay.

Wave dispersion curves identification for anisotropic structures in the high modal overlap
domain is the main contribution of this work. First, an extension of Prony’s method is investiga-
ted. However, this approach gives poor results in the frequency band of interest. For that purpose
the Inhomogeneous Wave Correlation method (IWC) has been developed. This latter is based
on the projection of the wavefield on inhomogeneous waves. Once optimized, the correlation
between the wavefield and the referred inhomogeneous wave provides propagation parameters
for each direction in the plate. Singularities, implied by the source and the bounded domain,
are automatically rejected. As a consequence, this k-space method is not sensitive to boundary
and excitation conditions.

IWC method is then tested on virtual wavefields as well as on experimental data. Numerous
phenomena are exhibited : the wave/mode duality ; the highly damped isotropic behaviour of a
multilayered steel/porous material ; the strongly frequency dependent orthotropy of a honeycomb
assembly ; the orthotropic behaviour of ribbed-panels in the low frequency domain. In this last
case, IWC method shows a frequency limit of this structural orthotropy, which is replaced by
a multi-modal wave-guided propagation. The experimental dispersion curves obtained with an
extension of the IWC method are successfully compared with numerical results of a simple
numerical method based on classical Finite Element tools.

The results of all the investigations of this work are applied to a piano soundboard. This
piece of wood is coupled with the strings motion and radiates energy in the air. This is an
anisotropic ribbed structure, and it is shown that this latter influences directly the musical tone
of the instrument. A broad-band analysis, modal in the low frequency domain and propagative
in the medium frequency domain, is carried out as an example of all the identification techniques
described earlier.

Keywords : broad-band dynamical behaviour, dispersion curves, anisotropy, identification,
musical acoustics
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Nomenclature

Variables générales

r,0 : Coordonnées polaires (m,rad)

x,v, z : Variables d’espace (m)

z',y’ : Repere aligné sur les raidisseurs (m)
u,v,w : Champ de déplacement (m)

t : Temps (s)

v : Fréquence (Hz)

w,w : Pulsation (rad/s)

Caractéristiques d’un milieu

E : Module d’Young (Pa)

E : Module d’Young modifié par le coeffi-
cient de Poisson (E = £)

G : Module de cisaillement (Pa)

v : Coefficient de Poisson (-)

p : Densité volumique (kg/m?)

o : Densité surfacique (kg/m?)

Mo : Masse totale (kg)

D : Moment d’inertie linéique en flexion
(Nm)

D : Moment d’inertie dynamique en flexion

(D=2, mt/s)

Variables modales
K, k : Raideur (matrice, opérateur) (N/m)
M, m : Masse (matrice, opérateur) (kg)
wp, : Pulsation modale (rad/s)
&n @ Amortissement modal (-)
¢™, @™ U™ : Déformée modale (kg 2)

Variables propagatives
¢, : Vitesse de phase (m/s)
cg : Vitesse de groupe (m/s)
k  : Nombre d’onde réel (rad/m)
%k : Nombre d’onde complexe (rad/m)
K : Pseudo nombre d’onde pour un milieu
orthotrope (rad/m)
v : Amortissement spatial (-)

g : Noyau de Green infini (m?)

J. BERTHAUT

Variables Energétiques

n(v) : Densité modale (modes/Hz)
n : Amortissement énergétique (-)
i Recouvrement modal (-)

W : Densité d’énergie (J/m*)

& : Energie modale (J/mode)

IIin; : Puissance injectée (W/m®)

Tso : Temps de réverbération & 60 dB (s)

Notations mathématiques
i : Nombre imaginaire pur (i = —1)
0 :- Symbole de Kronecker (0 ou 1)
- Distribution de Dirac (-)

: Dérivation partielle par rapport au
temps (s71)

: Transformée de Fourier d'un signal tem-
porel (s)

: Transposée d’une maftrice (-)

*

: Conjugué d’une grandeur complexe (-)

arg : Argument d’un nombre complexe (rad)

R : Partie réelle d’'un nombre complexe (-)

§ @ Partie imaginaire d’une grandeur com-
plexe (-)
Abréviations

CFT : Continuous Fourier Transform
CP : Conditions Périodiques

DFT : Discrete Fourier Transform
EF : Eléments Finis

FFT : Fast Fourier Transform

FRF : Frequency Response Function, Fonc-
tion de transfert

ITD : Ibrahim Time Domain

IWC : Inhomogeneous Wave Correlation
MAC : Modal Assurance Criterion

MES : Méthode Energétique Simplifiée
NAH : Nearfield Acoustical Holography
PIM : Power Injected Method

SEA : Statistical Energy Analysis

SEFSD : Single Frequency Space Domain
SSTD : Single Station Time Domain
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INTRODUCTION

Introduction

Le comportement vibratoire des structures suscite I'intérét de la communauté scientifique
et technique depuis la révolution industrielle et la généralisation de la machine dans tous les
secteurs d’activité. Le fonctionnement des machines représente en effet une source vibratoire qui
induit une réponse dynamique des structures, et un rayonnement acoustique souvent indésirable.
Or, pendant longtemps la conception et le dimensionnement des structures ne répondaient qu’a
des criteres de tenue statique. Les contraintes de conception dynamique sont apparus suite a
la manifestation d’amplifications importantes entrainant fatigue, endommagement, rupture et
nuisances acoustiques. La prévision et la maitrise des vibrations solidiennes se révele donc une
nécessité pour améliorer la conception des machines.

Les phénomenes vibratoires peuvent étre appréhendés selon deux approches phéno-méno-
logiques : 'approche modale et I’approche propagative. D’une part, on assiste & un phénomene
d’amplification dynamique et de stockage d’énergie; c’est 'approche modale pour laquelle le
formalisme d’ondes stationnaires est approprié. D’autre part, on assiste & un phénomene de
propagation et de transfert d’énergie; c’est 'approche propagative ou ondulatoire, basée sur
un formalisme et une vision propagatifs. Les deux approches ne sont nullement en opposition
mais offrent une complémentarité dans la description des phénomeénes vibratoires et vibroacous-
tiques. Elles présentent donc une dualité qu’il convient d’exploiter. En effet, certains phénomenes
physiques s’expliquent plus facilement avec 'approche modale tandis que d’autres sont mieux

appréhendés avec le formalisme propagatif. Cependant, il convient de noter que toutes les “pas-
serelles” mathématiques qui relient les deux approches ne sont pas parfaitement établies, et que

certaines interprétations physiques mutuelles restent obscures.

Les outils d’aide a la conception dont les industries ont besoin doivent permettre de
modéliser les comportements dynamiques des structures afin de les dimensionner. Cependant,
la qualité de leurs résultats dépend étroitement de la pertinence du modele utilisé. Il convient
donc de valider ces modeles a travers des confrontations entre les prédictions des modeles et les
comportements réels des structures. C’est le role de I'identification, qui permet d’interpréter des
données expérimentales sous I'éclairage d’'un modele donné. L’identification a deux buts : valider
un modele au vu de données expérimentales, et quantifier les valeurs des parametres pertinents
auquel le modele fait appel.

La mécanique des vibrations s’intéresse en premier lieu aux répartitions de la raideur et
de la masse inertielle qui caractérisent les oscillations des réponses observées. Une vibration est
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un échange permanent entre une énergie cinétique (liée & la masse) et une énergie potentielle
de déformation (liée de la raideur). Ce principe physique simple est le coeur de la plupart des
modeles, aussi bien dans une approche modale qu’avec un formalisme propagatif. Il permet entre
autre de prévoir les fréquences particuliéres pour lesquelles les systémes stockent de ’énergie —
on parlera de fréquences de résonance, ou fréquences modales. De méme, il permet de connaitre
les caractéristiques de propagation des ondes au sein d’'un milieu, comme la vitesse de phase
et la vitesse de groupe. Dans la réalité, aux effets inertiels et élastiques s’ajoutent des effets
dissipatifs liés aux divers mécanismes d’amortissement (viscoélasticité, frottement, rayonnement
acoustique, ...). La dissipation de 1’énergie permet de controler les niveaux vibratoires dans les
structures et constitue & ce titre un enjeu important dans la conception dynamique des machines.
Néanmoins, I’amortissement est beaucoup plus difficile & appréhender que la masse et la raideur.
Les modeles qui décrivent les mécanismes de dissipation sont souvent imparfaits. Aujourd’hui
encore, 'analyse des phénomenes d’amortissement des structures constitue un pan important de
la recherche en mécanique des vibrations.

Dans de nombreuses situations de chargement, le comportement vibratoire des struc-
tures présente un caractére fréquentiel large bande. Or, la montée en fréquence s’accompagne
inéluctablement de phénomeénes particuliers dans lesquels 'amortissement joue un role capital.
En effet, la montée en fréquence provoque une densification des spectres qui rend inopérante la
notion de fréquence de résonance isolée a laquelle I'approche modale fait appel. L’appréciation
de cette densification se fait alors par l'intermédiaire du concept de densité modale n(v). En
outre, cette densification des modes accompagnée de 'amortissement crée un phénomeéne de
recouvrement (noté = n x v x n) qui limite "approche modale aux basses fréquences (domaine
de tres faible recouvrement modal). Ainsi il apparait clairement que 'amortissement pénalise
plus ’approche modale que ’approche propagative.

D’un point de vue fréquentiel, I’approche propagative semble offrir des avantages aussi bien
en basses fréquences qu’en moyennes et hautes fréquences (domaines de fort recouvrement mo-
dal). L’identification des parametres de propagation présente deux avantages majeurs. Elle peut
apporter une alternative & l'identification des parametres modaux afin de caractériser sur un
large spectre fréquentiel le comportement vibratoire. Elle peut également fournir les parametres
nécessaires a certains modeles prévisionnels adaptés aux hautes et moyennes fréquences. A titre
d’exemple, la SEA (Statistical Energy Analysis) prédictive, outil largement employé dans I'indus-
trie, fait appel a une vision purement propagative dans I’établissement des modeles de simulation.

Force est de constater que la littérature scientifique actuelle est largement fournie en termes
d’identification modale. Elle est cependant pauvre en techniques d’identification des parameétres
de propagation, plus particulierement en ce qui concerne les structures planes et les milieux
bidimensionnels. L’'une des motivations de cette these est d’apporter une contribution dans ce
domaine.

Les sujets d’application de ces techniques sont tres variés. Ils vont du plus simple
(poutre d’Euler Bernoulli, plaque plane homogene isotrope) aux plus complexes (matériaux
viscoélastiques, anisotropie, assemblages complexes comme les parois raidies, les sandwichs ou
les nids d’abeilles). La finalité des études associées est trés généralement orientée vers la réduction
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des niveaux vibratoires et la limitation des émissions vibroacoustiques. Une application plus ori-
ginale est celle qui consiste a étudier des instruments de musique. En effet, ils présentent pour la
plupart une tres grande complexité structurale et donc phénoménologique : matériaux exotiques,
comme le bois, a la fois légérement hétérogene, orthotrope, et viscoélastique; formes et assem-
blages peu communs, avec de fortes discontinuités comme les ouies des violons ou les barrages
des tables de guitare; tres large bande de fréquences d’excitation, qui est systématiquement non
linéaire. Comme on le voit, ’analyse des instruments de musique présente une grande quantité
de défis scientifiques, notamment en mécanique des vibrations. L’originalité de cette application
vient du fait qu’elle prend & contre-pied la finalité habituelle des études vibratoires, puisqu’ici la
fonction méme des structures est de vibrer. Il ne faut plus limiter les vibrations mais au contraire
les provoquer tout en les controlant.

Les travaux présentés dans ce mémoire, fruit d’une theése financée par le Ministere de la
Recherche et des Nouvelles Technologies, effectuée au Laboratoire de Tribologie et Dynamique
des Systemes & ’Ecole Centrale de Lyon, participent a I’appréhension du comportement dyna-
mique des structures complexes. L’accent est mis sur le développement de nouvelles techniques
d’identification avec une approche propagative des vibrations.

Le premier chapitre fait un tour d’horizon des différentes techniques d’identification déja
existantes. L’approche modale, dont le formalisme est trés rapidement rappelé, a permis le
développement d'un grand nombre de techniques, aussi bien temporelles que fréquentielles, off-
line que on-line. Les plus récentes de ces techniques, temporelles et on-line, sont la base de cer-
taines techniques de controle actif. En ce qui concerne les formalismes propagatifs, les techniques
d’identification sont beaucoup moins nombreuses, et se limitent bien souvent a des structures
de type guide d’ondes monodimensionnels et a I'identification d’un seul parametre a la fois.

Le chapitre IT tente de compléter ces techniques d’identification dans le cadre propagatif,
en en proposant de nouvelles. Le domaine spatial, direct, permet une extension ondulatoire
d’une méthode d’identification modale trés classique et tres performante. On adapte ainsi la
méthode ITD (Ibrahim Time Domain) en remplacant la discrétisation temps-espace par une
discrétisation espace-espace. La faisabilité de la méthode est testée, et ses limitations mises
au jour. D’autres techniques sont proposées & travers ’exploration du plan d’onde, qui est
au domaine spatial ce que le domaine fréquentiel est au domaine temporel. La derniére de ces
méthodes, la Inhomogeneous Wave Correlation (IWC), integre I'utilisation d’ondes inhomogenes
référencées et propose une stratégie d’élimination des champs d’ondes singuliers basée sur la
partie imaginaire du nombre d’onde (liée & 'amortissement spatial de ’onde). La technique ainsi
élaborée traite un champ spatial et aboutit & I'identification de la courbe de dispersion associée.
Cette méthode caractérise les nombres d’onde de flexion dans les structures bidimensionnelles,
indépendamment de la forme de I’échantillon traité, des conditions aux limites de ’essai, et de
I’excitation utilisée. On rappelle ensuite les modeles classiques de plaque plane, et leurs équations
de dispersion, ce qui permet de construire le modele d’une plaque homogene équivalente a la
structure d’origine.
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Le chapitre suivant débute par une étude de la validité de la méthode IWC dans le cas
monodimensionnel, aussi bien pour l'identification du nombre d’onde que celle de 'amortisse-
ment. On y propose ensuite une série d’applications des deux nouvelles méthodes (méthode TWC
d’identification des nombres d’onde et de 'amortissement, puis méthode d’identification de la
plaque homogene équivalente) & des fins de validation. La premiére confrontation s’opere sur
un champ obtenu par synthése modale, et permet de comparer deux modeles d’amortissement,
en mettant en lumiére la dualité approche modale/approche propagative. La seconde confron-
tation s’appuie sur des résultats expérimentaux acquis par vélocimétrie laser a balayage. Deux
cas de structures complexes sont testés. Le premier concerne une plaque d’acier recouverte d’un
matériau poroélastique. Cet assemblage présente un comportement fortement amorti. La courbe
de dispersion correspondant & cette structure bicouche est alors nettement identifiée. Le second
cas de validation expérimentale s’intéresse au comportement complexe d’une structure sandwich
de type nid d’abeille. Les résultats de I'identification montrent des comportements particuliers
rarement décrits dans la littérature scientifique dédiée — avec notamment une orthotropie dont
les rigidités dépendent de la fréquence. Ainsi la méthode proposée s’avere un outil simple et
performant, capable de rendre compte de la richesse de la dynamique d’une structure complexe

anisotrope sur un large spectre fréquentiel.

Le chapitre IV est dédié aux structures raidies. Il débute par une application numérique
de la IWC a partir d'un champ synthétisé par éléments finis sur un échantillon de taille réduite
(possibilité de monter assez haut en fréquence). Ceci constitue un principe d’identification de
type éprouvette virtuelle. Les résultats des investigations opérées montrent que le comportement
propagatif basses fréquences des plaques raidies est celui d’une plaque orthotrope, que l'on
désigne par le nom d’orthotropie structurale. A plus hautes fréquences, un comportement original
apparailt, confirmé par des mesures sur un assemblage réel. L’interprétation des phénomenes
observés sur I'éprouvette numérique et sur les essais est alors entrepris. On montre clairement
que l'orthotropie structurale s’efface pour laisser place au concept de propagation multimodale
guidée, concept détaillé dans les deux derniéres sections du chapitre. On introduit et on rappelle
alors une méthode spectrale prévisionnelle des ondes structuralement guidées. Cette méthode
est basée sur un nouveau schéma spectral couplé & une modélisation réduite éléments finis
de la structure'. La méthode est appliquée aux échantillons de parois raidies testés, et permet
d’extraire les courbes de dispersion dans la direction parallele aux raidisseurs. Ces prévisions sont
ensuite comparées aux résultats de I'identification expérimentale, dont la méthode est adaptée a
l'aspect multimodal de la propagation. La confrontation calcul/essais montre une concordance
inespérée offrant des possibilités d’interprétation et d’optimisation large bande de ce type de
structures.

Le dernier chapitre de cette these constitue une synthese applicative des techniques d’identi-
fication modale et propagative étudiées auparavant, sur un cas concret : la table d’harmonie d’'un
piano & queue. Quelques éléments d’appréciation de la dynamique de la table dans le cadre de la
signature acoustique des pianos sont d’abord proposés. Il est montré alors que la table d’harmo-
nie contribue d’'une maniére significative dans la qualité sonore du piano. En basses fréquences,

LCette méthode est développée depuis quelques années au sein de I’équipe Dynamique des Structures et des
Systemes du Laboratoire de Tribologie et Dynamique des Systemes, Ecole Centrale de Lyon, France.
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une identification modale et une tentative d’homogénéisation sont opérés. Les limites de cette
derniére sont ainsi constatées. Puis I'identification des parametres de propagation est menée. Les
courbes de dispersion associées sont fournies et interprétées. L’ensemble des résultats obtenus
peuvent servir & des modeles de rayonnement acoustique & des fins d’optimisation de la qualité
sonore du piano.
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CHAPITRE I. TECHNIQUES D’IDENTIFICATION DES STRUCTURES

Chapitre 1

Techniques d’identification des
structures

Ce chapitre dresse un état de I'art concernant les méthodes d’identification des structures.
[’accent y est mis respectivement sur les techniques d’identification des parametres modaux et
des parametres de propagation. La présentation de ces techniques s’appuie également sur une
vision large bande du comportement dynamique des structures. En effet, certaines techniques
perdent leur pertinence dans le domaine de fort recouvrement modal.

REPONSE ! !
DYNAM CLE BF V= : HFE

Approches modales

Approchés ondulatoires

FREQUENCE

Fic. 1.1: Schéma de réponse dynamique d’une structure

En basses fréquences, la dynamique d’une structure est largement dominée par un caractere
modal. Les modes créent des résonances (i.e. des maxima dans la courbe de réponse fréquentielle,
c.f. figure I.1) trés marquées. L’identification des structures revient donc & définir les ca-
ractéristiques de ces modes : déformées, fréquences et amortissements modaux. La littérature
scientifique offre alors un grand nombre de techniques de natures diverses : temporelles ou
fréquentielles.

En moyennes et hautes fréquences, le comportement modal des structures est moins pro-
noncé (figure I.1). Il convient alors d’aborder la dynamique des structures sous un angle différent.
Dans ce domaine, plusieurs modeles prévisionnels sont étudiés et font I'objet de recherches
intensives de la part de la communauté scientifique. Contrairement au domaine des basses

—7-
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fréquences, ou les approches modales font I'unanimité, le domaine de fort recouvrement mo-
dal est appréhendé tantot par des approches modales appropriées, tantot par des approches
propagatives. Les techniques de condensation en moyennes et hautes fréquences (Ohayon [27])
relevent de la premiére doctrine. Les méthodes énergétiques prédictives globales (comme 1'ana-
lyse statistique de ’énergie, SEA) ou locales (comme la Méthode Energétique Simplifiée, MES)
font appel quant a elles a une description fortement propagative. Ces derniéres nécessitent la
connaissance de parametres de propagation particuliers, comme ’amortissement et 1’équation de
dispersion. Force est de constater que les techniques d’identification de ces parametres n’ont pas
bénéficié du méme engouement que celles du domaine modal. Tres peu de références abordent
ce sujet.

Le chapitre débute par un bref rappel sur le formalisme modal suivi d'un exposé succinct
des techniques classiques d’identification modale. En particulier la méthode I'TD, la méthode de
la fraction rationnelle complexe et la méthode du lissage global sont développées. La premiere
fera I'objet d’une extension au domaine spatial dans le chapitre II. La seconde partie du cha-
pitre se focalise principalement sur certains modeles prévisionnels de la dynamique moyennes et
hautes fréquences et passe en revue les quelques techniques d’identification des parametres de
propagation existantes. La question de Iamortissement, variable essentielle pour ces modéles,
est également abordée.

I.1 Identification des parametres modaux

I.1.0 Formalisme modal

Soit une structure €2 continue soumise a un champ de force F' et aux conditions aux limites
C.L.. Les opérateurs d’inertie, d’amortissement, et de raideur, supposés linéaires, s’écrivent
m (i), €(u) et k(u). Le probléeme & résoudre est alors :

{ ICn.(IQJl.)-I-C(?l)-Fk(U):F (I.1)

La premiere étape consiste & construire la base modale. Les propriétés de linéarité des
opérateurs, la nature définie positive de m et la positivité de k, permettent de trouver une
infinité dénombrable de fonctions ¢ de I'espace, qui vérifient une propriété d’orthogonalité :

(L.2)
(¢m) = Omm/ w2

Mathématiquement, (¢™) est la base de co-diagonalisation de m et de k, normée par m. De
plus, on fait I’hypothése de Basile, qui suppose qu’on a :

/Q P C(F™) = B 2o 13)

-8 -
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Ainsi, on a construit des triplets (¢, wp,,&n), appelés modes. Chaque mode m est défini par
sa déformée ¢, sa pulsation wp, et son amortissement &,. On peut alors décomposer tout
mouvement u(x,t) sur la base modale :

u(z,t) =Y qu(t)d"™ (z) (L.4)

En injectant 1.4 dans I.1, on obtient :

(Do) + e (Sios) 41 (St ) =7 19
m m m
et par linéarité des opérateurs :

> [dmm (™) + Gme(6™) + ank (¢™)] = F (L6)

m

Puis en utilisant 'opérateur fQ P (projection sur le mode m'), on obtient :
> (q'm [ m@™ + i [ @™ +an | ¢m’k(¢m)> = [omF
- Q Q 0 5

Et, grace a l'orthogonalité des modes (équation 1.2) et I’hypotheése de Basile (équation 1.3),
I’équation 1.7 devient un systeme découplé selon tous les modes m :

Gm + 28mwmGm + wzn,Qm = / " F (1'8)
Q

Pour une excitation ponctuelle au point z, F(x,t) = F;_(t)d,, (), le systéme précédent
s’écrit :
Gm + 2§mWmqm + wgan = Fme¢m (ze) (1.9)

Par transformée de Fourier, notée ~, il vient :
w2 + 2 WmWhnm + W2 Gm = Fr, ™ (2e) (1.10)

Soit : R
. F,.¢™(x
Gm = — 9" (@e) 5 (1.11)
—w? + 21 wnw + Wi,

D’ou, apres avoir utilisé la transformée de Fourier sur u,, (équation 1.4) :

gy (1,0) = Y Gm(w)¢™ (w)

_ Fy, (w) ™ (ze) m
N ; —w? + 2 wmw + w2, 9" (@) (1.12)

Si la force est quelconque, on la décrit comme une distribution de forces ponctuelles :

F(a,t) = /Q Fro (£)50, (2)dze (113)

-9 -



I.1. IDENTIFICATION DES PARAMETRES MODAUX J. BERTHAUT

Par linéarité, on obtient la solution :

(z,w) :/Qﬂme(x,w)dme (I.14)

soit, finalement :

/ By (0)¢™ (2e)dae

o) = 3 = e (1.15)

Fn(w) = /ﬁxe (W)@ (ze)dze est appelé effort modal généralisé, ou encore contribution modale

de la force.

Il est courant d’utiliser la notion de fonction de transfert entre deux points de la structure.
En formalisme modal, celle-ci s’écrit donc, pour une mesure en z; et une excitation en z; :

Hij(w) = “ﬁ%‘;) (116)
gty = 3° ) -

— —w? + 2 pwnw + w2,

La présentation ci-dessus effectuée reste valide avec un systeme discrétisé (1'opérateur
/ qu’o devient ™., et la multiplication par §,, est remplacée par I’évaluation de la coordonnée
Q

i). Le résultat est alors :

Hyw) = 30— 118)

— —w? + 2 mwmw + W},

On retrouve le principe de réciprocité en constatant que I'équation 1.17 est symétrique en
1 et 7. La caractérisation des fonctions de transfert consiste a identifier les parametres présents
dans 'expression 1.17. Il s’agit respectivement de déterminer la déformée modale, la fréquence
du mode, et son amortissement.

I.1.1 Les méthodes d’identification modale

L’identification modale consiste comme on vient de la voir & déterminer les triplets
(o™, wim,&m) & partir de mesures expérimentales. Il existe de nombreuses méthodes d’identi-
fication modale (Ewins, [16] et Norton [26]). Norton classe dans la référence [26] ces méthodes
d’identification en deux grands groupes : celles basées sur la forme des fonctions de transferts
— ou méthodes fréquentielles — et celles basées sur le décrément logarithmique — ou méthodes
temporelles.

~10 -
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Les méthodes temporelles

De nombreuses méthodes d’identification modale temporelles existent, et de nombreux ou-
vrages les recensent ([2], [10], [25], [29]). Plus particuliérement, il convient de citer Ewins [16],
qui met en place toutes les méthodes précitées ; Budiwantoro [13], qui propose I'utilisation de la
transformée en z (systtme ARMA — AutoRégressif & Moyenne glissAnte —, filtre de Kalman), la
méthode de la variable instrumentale et celle de la matrice d’autocorrélation ; Pontoizeau [54],
dont la classification s’opére en séparant les méthodes off-line (ITD, SSTD, Polyréférence, Ei-
gensystem Realisation Algorithm — ERA —, variable instrumentale, maximum de vraisemblance)
et les méthodes on-line (modéle ARMAX — AutoRegressive Moving Average with eXogenous
inputs —, moindres carrés récursifs, Least Mean Square, méthode de Burg, filtre de Kalman
étendu). Dans cette lignée, de nombreuses techniques d’identification sont associées au controle
actif, qu’il soit adaptatif ou optimal.

Les méthodes temporelles sont basées sur le fait que chaque mode répond en temps comme
un systeme linéaire & un degré de liberté, c’est-a-dire avec une dépendance temporelle exponen-
tielle. Zaghlool [65] propose une méthode qui minimise I'instrumentation & un unique capteur :
la Single Station Time Domain method (SSTD). Sa formulation matricielle donne acces aux
fréquences propres et amortissements propres — que ceux-ci soient faibles ou non. La méthode
d’Ibrahim Time Domain [53] (notée par la suite ITD) est beaucoup plus lourde, puisqu’elle met
en jeu un nombre important de points de mesure, mais elle identifie les déformées modales ¢™
inaccessibles avec la SSTD. La section [.1.2 de ce mémoire s’étendra plus largement sur cette
méthode ITD, dont s’inspire une nouvelle méthode d’identification propagative présentée au
chapitre I1.2. Alors qu’ITD utilise une excitation et un grand nombre de points de mesure, la
méthode Polyréférence [38] met en jeu une mesure et un grand nombre d’excitations. La encore,
I’ensemble des triplets modaux sont identifiés.

Gade [44] précise certaines difficultés liées a l'utilisation des réponses impulsionnelles dans
I’analyse modale. En effet, il est courant d’obtenir ces réponses impulsionnelles par transformées
de Fourier inverses des fonctions de transferts entre : un point de mesure et la force d’excitation’.
Or, cette facon d’obtenir les réponses impulsionnelles induit systématiquement des erreurs. En
premier lieu, le spectre n’étant pas connu sur ’ensemble de la bande de fréquence 0 — +oo, on
assiste a un probleme de “fenétrage inverse”. Celui-ci limite les variations brutales des signaux.
Une autre difficulté peut étre engendrée par la discrétisation spectrale. En effet, le spectre
n’est connu que sur un peigne de Dirac (i.e une suite arithmétique de fréquences). Dans le
cas d’une résonance trés aigué (amortissement tres faible, bande passante a4 3 dB tres étroite),
la discrimination en fréquence peut étre insuffisante. C’est ce point particulier, qui a motivé
l'utilisation d’une méthode fréquentielle lors de P’analyse modale de la table d’harmonie (c.f.
chapitre V, page 125).

!Pour plus d’informations sur ces concepts (transformées de Fourier, réponse impulsionnelle, spectre, .. .), voir
Pouvrage de J. Max [22] : “Méthodes et techniques de traitement du signal”.
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Les méthodes fréquentielles

Les méthodes fréquentielles (référencées dans tous les ouvrages généraux [16], [25], ) tra-
vaillent dans ’espace de Fourier, le plus souvent sur des fonctions de transfert du systeme. La
plus classique est celle du pic. Sous I’hypothese que les modes sont bien isolés et peu amortis, les
fonctions de transferts présentent des pics dont les caractéristiques — position, hauteur, largeur —
sont liées simplement aux triplets modaux. Cette méthode est détaillée page 17. Une seconde
méthode est celle du lissage du cercle : sous les mémes hypothéses, on peut montrer que le dia-
gramme de Nyquist (fonction de transfert tracée de fagon paramétrique dans le plan complexe)
forme un cercle sur chaque résonance (chaque pic vu sur la fonction de transfert se transforme
en cercle). L’analyse géométrique de ce cercle donne les caractéristiques modales. Cependant,
les hypothéses sur lesquelles ces deux méthodes se basent (modes isolés et peu amortis) sont tres
restrictives. Afin d’élargir les possibilités des méthodes fréquentielles, des méthodes globales ont
été développées (méthode de la fraction rationnelle complexe, méthode du lissage global). Elles
seront explicitées aux sections [.1.3 et 1.1.4. L’arsenal mathématique ne cessant de s’élargir, on
utilise désormais aussi la transformée en ondelettes pour ’analyse modale ([48, 49]). Le princi-
pal intérét des ondelettes est de permettre une représentation temps-fréquence des phénomenes.
Ainsi, si les caractéristiques d’un mode évoluent avec le temps — comme c’est le cas pour des
systemes non-linéaires —, cette méthode est capable de suivre la fréquence instantanée et I’am-
plitude instantanée de celui-ci.

Toutes ces méthodes travaillent sur une série de fonctions de transfert en différents points
de la structure. Les déformées modales ¢™ sont obtenues par lecture des résultats de facon
“horizontale”, c’est-a-dire sur un mode donné en faisant varier le point de lecture. Une alternative
pour la mesure des déformées est actuellement développée par Stanbridge [58, 59]. II utilise un
vibromeétre laser & balayage dont la fonction balayage s’effectue en continu. En balayant un
trajet donné de fagon sinusoidale, la réponse du systéme est multipliée par la fonction balayage.
Dans le domaine fréquentiel, ceci se traduit par une convolution de la réponse modale par une
fonction liée & la déformée le long du trajet parcouru. Ainsi, les pics modaux apparaissent avec
des “rebonds” dont les amplitudes forment une série qui correspond & la déformée du mode le
long du trajet balayé. Ces amplitudes sont obtenues par analyse modale fréquentielle classique
(méthode du pic par exemple).

R. Randal [55] fait une comparaison de Defficacité des principales méthodes appliquées &
I'identification modale : méthode de la fraction rationnelle complexe, méthode de I'’exponentiel
complexe, méthode du cepstre complexe, méthode de ’enveloppe de Hilbert et méthode d’Ibra-
him Time Domain (ITD). Ses conclusions sont que les meilleurs résultats sont obtenus avec
la méthode de la fraction rationnelle complexe et la méthode ITD. C’est pourquoi les sections
suivantes détaillent précisément ces deux méthodes, ainsi qu'une extension de la méthode de la
fraction rationnelle.

Remarque : La seule méthode d’identification normalisée est celle de la poutre d’Oberst qui identifie les
premiers modes d’une poutre nue, puis ceux de la méme poutre recouverte d’'un matériau a caractériser. L’analyse
de la modification des parametres modaux permet de déterminer les caractéristiques du matériau ajouté a la
poutre. Cependant, cette méthode est plus une méthode d’identification des parametres mécaniques d'un matériau

qu’une méthode d’identification des modes d’une structure.
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CHAPITRE I. TECHNIQUES D’IDENTIFICATION DES STRUCTURES

La comparaison de modéles modaux

La comparaison des modeéle modaux est nécessaire pour juger la qualité d'une identification
modale. La premiére démarche simple mais insuffisante consiste a comparer les fréquences mo-
dales des deux modeles. Cependant, les fréquences de deux modes proches, dans deux modeles
modaux différents, peuvent étre rangées dans des ordres différents. On assiste & un croisement
des modes. Par exemple, pour une plaque libre libre en flexion, la fréquence du premier mode
de torsion (1,1) peut étre inférieure ou supérieure & celle du premier mode de flexion (0,2).
Il convient alors de classer les modes non plus selon leur fréquence, mais selon leur déformée.
L’outil classiquement utilisé est le Modal Assurance Criterion (MAC) [16]. Cet indice juge de la
ressemblance entre deux déformées quelconques ¢™ et ¢m' :

[oroeon ey

¢/wn ‘aaf [ wpaa 19T

Un MAC proche de 0 indique que les déformées sont tres distinctes tandis qu'un MAC

proche de 1 signifie une forte ressemblance entre deux déformées. Ainsi, on peut comparer les
fréquences de deux modes semblables. Si on ne connait les déformées que sur un ensemble discret
de points, 'expression .19 devient :

™|

MAC B
(') = 1]

(I.20)

On a vu qu’il existe un grand nombre de méthodes d’identification modale. Les paragraphes
suivants sont consacrés plus précisément a la description de trois de ces méthodes : la méthode
ITD, la méthode de la fraction rationnelle complexe, et la méthode du lissage globale. Ces
techniques seront employées dans la suite de ce travail.

I1.1.2 TIbrahim Time Domain method [53]

C’est une méthode d’identification temporelle qui fait appel a la réponse impulsionnelle de
la structure. Celle-ci n’est autre que la transformée de Fourier inverse de la fonction de transfert
H;j(w) (équation 1.17). On choisit un point z; d’excitation, avec j quelconque et invariant. On
récrit alors H;;(w) sous la forme :

Hyj(w) = Y —— (1.21)

avec o

_ _ : )
Tom T Ve Aom = Wm <£m vl fm) (1.22)
T%m—l—l = _T;m y o Aomtl = Wi (fm - i\/ 1 - g?n)
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I.1. IDENTIFICATION DES PARAMETRES MODAUX J. BERTHAUT

L’expression [.21 permet de revenir au domaine temporel, avec une réponse impulsionnelle qui
prend la forme :

hi(t) = rhetn! (1.23)

De plus, il est nécessaire de faire une troncature modale au mode n, en supposant que les modes

tronqués n’interviennent pas dans la réponse impulsionnelle :

hi(t) ~ Y rietnt (1.24)

La méthode ITD utilise un point d’excitation et N; points de mesure, avec un échantillonnage

temporel (¢ to -+ ty,). Deux “jeux” de mesures X et Y décalés de AT sont faits :
hi(t1)  hi(tz) ha (tn,)
—_ hg (.tl) ha(t2) : h2(1.5N2) (1.25)
hny(t1) by (B2) -+ by ()
et
hy (t1 + AT) hy (tg + AT) o hy (tN2 + AT)
v — ha(ty —I— AT)  ha(te + AT) -+ ha(tn, .-I- AT) (1.26)
hn,(t1 + AT) hy,(ta +AT) --- hy,(tn, + AT)

I1 est naturel de penser que les deux matrices X et Y sont liées I'une & 'autre par une relation
lindaire. Si tel était le cas, on aurait une matrice A (N x Np) vérifiant :

AX =Y (1.27)

Afin de calculer A, la formule des moindres carrés double peut étre utilisée :

1
A= [(YX) (X))~ + (YY) (XY) 7] (1.28)
II faut noter a ce stade que Ny doit étre supérieur a Ny, c’est-a-dire que 'on doit considérer un
nombre d’instants de mesure plus important que le nombre de points de mesure pour valider
cette méthode. X et Y peuvent étre récrites différemment :

X=RA,Y=RA (1.29)
avec
’)"% . r717, ,r,%e/\lAT . T'Tlle)\lAT e/\ltl .. e/\ltN2
T{Vl 7,.7]7/\71 7"{\71 e)\nAT .. T;LVle)\nAT e)\ntl .. e)\ntNQ
(1.30)

De plus, en notant R,, la m®™® colonne de R, on remarque que :

R =emAT R (1.31)
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CHAPITRE I. TECHNIQUES D’IDENTIFICATION DES STRUCTURES

En combinant les équations 1.29 et 1.31 avec ’équation 1.27, on obtient :

AR, =eAT R, (1.32)

L’identification se pose alors en terme spectral (calcul aux valeurs propres). Connaissant
les solutions propres de A, on aura donc directement les déformées aux points de mesure et
les fréquences propres, en inversant le systeme 1.22. L’application de cette méthode se heurte
cependant au probleme de choisir a prior: le nombre N; de points de mesure, qui doit étre
supérieur au double du nombre n de modes participants. Il existe quelques méthodes ([13],
[16]) pour lever ce probleéme, qui consistent & faire plusieurs identifications en faisant varier le
nombre de modes identifiés N7, en suivant 1’évolution d’un indicateur de validité de la réponse.
Cet indicateur subit un saut au moment ou N; est optimal. Un autre probleme de la méthode
ITD vient du fait que I'algorithme trouve exactement % modes, nombre qui est généralement
supérieur a n. Cet écart entre le nombre de modes participants du modele n et le nombre de
modes identifiés % est nécessaire pour modéliser le bruit de mesure inévitable. Alors comment
faire la différence entre un mode effectif du systéme et un mode di au bruit de mesure? Cette
question est a ce jour sans réponse claire et précise.

I.1.3 Meéthode de la fraction rationnelle complexe

Cette méthode — présentée ici a titre d’exemple de méthode fréquentielle — présente un
avantage sur les autres méthodes fréquentielles : elle ne nécessite pas d’avoir des modes bien
séparés, car elle travaille directement sur les fonctions de transfert H;; completes, sans isoler les
modes. Elle nécessite cependant une troncature modale, et met la fonction de transfert sous la
forme :

2 1 2
w? + 21 pwmw + w
m=1 gm m m

Puis cette fraction rationnelle est récrite sous la forme :
2n—1
> Ap(iw)?
p=0

Hij(w) = - _ LAl (1.34)
T o S ey P
p:

P4 et Pp sont des polynomes de C. On calcule alors la fonction d’erreur :
€2 = / 1P (iw) — HE®(w) Pp (i) P (1.35)

ou H i‘}les(w) est la fonction de transfert mesurée. On peut ajouter une pondération sur le spectre,
telle la cohérence par exemple, pour tenir compte de la qualité de la mesure. L’expression 1.35
est quadratique en P4 et Pg. On pourra donc trouver directement, par annulation du gradient,
les parametres ((Ap)p<an—1, (Bp)p<on—1) :

0e?

q
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2n—1 2n—1

/W%IMWM—ZA/mMm—ZB/EM ) (iw)P T dw  (1.36)

Récrit matriciellement, ceci donne :

[(iw)’dw -+ [(iw)?" 'dw mees(w)(' )Odw meeS( )(iw)Q”*Idw
[(w)dw -+ [(w)"dw [ H7%(w) Ydw -+ [ H7%(w)(iw) )2 dw
M= : - : : : :
f(iw)én_ldw o [(iw) "2 dw fHZ-r;-leS(w)(iw)Odw mees (iw)*2dw
P="[ A Agn—1 By Bon—1 ]

mees 1w 2ndw

. mees lw 2n+1dw
P=M" : (1.37)

mees 1w 4n ldw

Ainsi, la construction et l'inversion de la matrice M permettent de trouver directement les
polynomes P4 et Pp. Ensuite, une décomposition en éléments simples dans C(X) donne direc-
tement un modele de la forme :

2n
r
H™S(w) ~ ! 1.38
R Wiyt (1.38)
avec, théoriquement, r; € iR, ro; = —ro;_1 et Ag; = conj (Ag;—1). On retrouve les parametres

modaux, comme précédemment, en inversant le systeme [.22. Cependant ces relations entre
pOles et résidus associés ne sont pas toujours vérifiées. Il arrive que :

— r; ¢ iR : c’est toujours le cas, & cause du bruit de mesure. En fait, il suffit de vérifier
Vapprozimation modes réels en constatant que R(r;) < I(r;). Mais il arrive que ce ne
soit pas le cas.

— Jdg / T2y #F —T2ig—1 : On constate alors que Ag;, # conj (Ag;,—1). L’algorithme a trouvé
un pole simple, tandis que le modele modal impose des poles doubles.

Dans ces deux cas, il est nécessaire de perturber ’algorithme, par exemple en changeant les

bornes d’intégration (i.e. la plage de fréquences traitée), ou en changeant le nombre de modes
n identifiés.

Pour appliquer la méthode il est nécessaire de connaitre a priori le nombre de modes n
recherchés ; les mémes solutions que celles proposées pour la méthode ITD (voir page 15) peuvent
étre employées. Mais on peut aussi, plus simplement, tracer le graphe (w, Hi‘}?es(w)) et dénombrer
de visu le nombre de modes & identifier. La méthode de la fraction rationnelle, comme la méthode
ITD, identifie les parametres modaux pour chaque points de mesure. C’est nécessaire pour les
déformées, mais c’est génant pour les parametres w,, et &,,, qui ne doivent pas dépendre du point
de mesure. Des écarts peuvent apparaitre sur les identification d’'un méme parametre sur divers
points. La Structural Dynamics Toolbox (SDT) sous MATLAB® 5.3 (Etienne Balmes, 19902),
propose une interface trés performante qui met en ceuvre cette méthode. Elle va méme au-dela,
en proposant une identification des parameétres w,, et &, de facon “horizontale”, c’est-a-dire ne
dépendant pas du point de mesure.

2 http://www.sdtools.com
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I.1.4 Méthode du pic et méthode du lissage global

La méthode du pic est une méthode fréquentielle, qui suppose que les modes sont suffisam-
ment espacés pour pouvoir écrire, localement, la fonction de transfert sous la forme :

Hii(w) = " (z:) 9™ (x4)

= .39

—w? + 2ipwmw + w2, (1.39)
L’admittance (fonction de transfert en vitesse) s’écrit alors :
: M e\ AT i

—w? + 2 pwmw + w2,

Sous I'hypothése d’un amortissement faible, on retrouve les caractéristiques du mode par un
calcul d’atténuation & 3 dB :

1 )] = max (1750

Soient (w1, w2, wmax) tels que {
|H(wi)lap = [Hj(w2)lap = |Hj (Wmax)|las — 3

alors, sous I'hypothese que &, est faible, on a :

Wm = Wmax
_ w2 —wi]
=

1.41
2 (L.41)

¢" (i)™ (25) = 2Emwm |H j(wm)]

Une limitation de cette méthode vient de I’aspect numérique liée & 1’échantillonnage. En
effet, la fonction de transfert n’est connue que sur un ensemble discret de valeurs de w. Or, pour
les amortissements tres faibles, le pic est trés aigu (|we — wi| < wyy,), et il est peu probable que
la discrétisation du spectre permette une bonne lecture. Pour lever cette limitation, on peut
considérer qu’autour de -3 dB, &, suit la loi :

Aw
~ 1.42
Sm wWin (AH ) )062 (1.42)

La figure 1.2 montre le résultat de cette estimation pour &,, variant de 0,1% & 5%, sur des
fonctions de transferts synthétisées. On voit que pour une différence de niveau de la fonction
de transfert allant de 1 dB & 4 dB (au lieu de 3 dB dans la méthode de base), l’estimation
de &, est correcte & un demi point pres. Ceci permet d’avoir plusieurs mesures de &, et lisse
ainsi les erreurs induites par la mesure et I’échantillonnage. Cette méthode est trés simple et
tres efficace. Elle permet d’estimer trés rapidement les parametres modaux. Mais, du fait de
ses hypotheéses qui sont rarement vérifiées (influence mutuelle des modes), elle ne réalise qu’une
estimation des parameétres : les résultats sont peu précis, surtout pour I’amortissement et le
résidu (¢ (x;)¢™(x;)). C’est pourquoi d’autres méthodes plus robustes sont développées.

La méthode du lissage global est également une méthode fréquentielle, qui considére un
point d’excitation z; et N points de mesure (z;);,. . Comme dans la méthode de la fraction
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@)/, x@h) 0%
0.06 T

- \u///,

0.041 1

w 0.03[ 1

0.02 \—w/

0 T i T T I
1 15 2 25 3 35 4

Alh| (dB)

Fia. 1.2: &, estimé par l’équation précédente (-) , et &, réel (---)

rationnelle complexe, la méthode du lissage global modélise les fonctions de transfert par une
troncature au mode n :

t —w? 4+ 2 pwmw + w2,

Il s’agit d’une méthode “manuelle”, qui fonctionne en deux étapes.

e Tout d’abord, elle identifie horizontalement les parameétres modaux (wp,,&y). Pour ce
faire, un sous ensemble aléatoire I C Ny est utilisé pour sommer des fonctions de transfert en
vitesse :

mo= Y i iwd™ (i) 9™ (z;)
Y PP s

_ Xn: iw ) (¢" (z:)¢™ (25))

—w? 4+ 2 wmw + w2,

=1
n

- ¥ lw Ry (L44)

= —w? 4+ 2 wmw + w2,

en notant R = > (¢™ ()™ (25))-
1€l
Le but de la sommation sur quelques points de mesure est triple : détruire une partie du
bruit de mesure, s’affranchir des problémes posés par un point sur une ligne nodale® (le mode
disparait alors de la fonction de transfert correspondante), et moyenner les éventuelles variations
des parametres modaux d'un point a 'autre. La méthode du pic est alors utilisée sur Hy, ce
qui donne une premiere estimation des parametres (wp,&m, Ri") (R{" n’a aucune signification

3Les modes peuvent avoir une déformée qui est nulle sur certains points. Dans un systéme monodimensionnel,
ces points sont isolés et sont appelés neuds. Pour une structure bidimensionnelle, on peut montrer que ces points se
regroupent en une courbe continue (au moins 02), appelée ligne nodale. Les noeuds d’un mode en trois dimensions
se retrouvent sur une surface nodale.
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physique). Ensuite vient une phase d’optimisation de chaque parametre, avec comme critére

d’optimisation la minimisation de I'erreur :

|

Il est utile de préciser que cette minimisation d’erreur fait “coller” les deux fonctions de

> (wH (w)) — H (w)| dw (1.45)
i€l

transfert en module et en phase. L’effet d’une variation d’un parametre est tres visible sur les
fonctions de transfert : w,, controle la position horizontale du pic, &,, dirige la largeur du pic,
et R{" pilote la position verticale du pic (c.f. fig. 1.3).

. Wm

By*

I

Fia. 1.3: Effets des variations des parameétres modaux sur un pic

Comme on le voit, les parametres modaux ne sont pas indépendants. Il faut donc affiner
itérativement chacun des parametres, ce qui en fait une méthode un peu longue. Finalement, on
peut vérifier ou affiner les résultats en changeant de sous ensemble 1.

e Dans un deuxiéme temps, a partir de cette identification des paramétres modaux (Wi, &),
la méthode identifie les résidus R; = (¢]"¢}"). Maintenant que les parametres globaux (wp, {m)

sont fixés, il suffit de travailler sur les fonctions de transfert en déplacement (Hi‘}les(w)> . La
i<N
méthode manuelle décrite plus haut est de nouveau utilisée, avec minimisation de I'erreur :

e = / () — Hij(w)] dw (1.46)
w
., Og S .
Il faut noter que V7 # j , R 0, ce qui simplifie grandement la méthode.
J
Enfin, grace & la mesure colocalisée (i = j), on peut remonter aux déformées modales
normées par la relation :
R.

;' - (1.47)

~VE

Ainsi, & partir de fonctions de transfert en déplacement (dont une colocalisée), la méthode
du lissage global appuyée par une méthode du pic améliorée, permet d’identifier complétement

les parametres modaux (W, &m, ™) Cette méthode est plus robuste que la méthode de la

m<n’
fraction rationnelle complexe, et présente 'avantage d’identifier les parametres globaux (wy,, &)
horizontalement, c’est-a-dire indépendamment du point considéré. Néanmoins, elle a le défaut

d’étre assez manuelle et donc cotiteuse en temps.
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I.1.5 Conclusion

Le formalisme modal offre une grande variété de méthodes d’identification, chacune
ayant ses avantages et ses inconvénients. Aucune de ces méthodes ne peut prétendre étre
systématiquement la mieux adaptée & une application donnée; il faudra choisir la méthode
employée en fonction de la situation. On retiendra cependant les points suivants :

— la méthode ITD, temporelle et off-line, est tres performante, tant qu'on dispose des
réponses temporelles du systéme (et non des fonctions de transfert & partir desquelles on
peut reconstruire les réponses temporelles, mais de fagon erronée).

— la méthode du lissage global, basée sur celle de la fraction rationnelle complexe, relaxe
I’hypothése de modes bien séparés. C’est la plus performante des méthodes fréquentielles.

De facon formelle, la représentation modale est valide pour tout le spectre. Aucune hy-
pothese explicite sur la fréquence n’est faite. Mais, dans les faits, deux constats limitent sa
validité. D’une part, la dynamique haute fréquence est sensible & la troncature modale, la base
modale devant étre d’autant plus riche que la fréquence augmente. D’autre part, ’amortissement
joue un role fondamental lors de cette montée en fréquence. Si I'amortissement est important
ou si les fréquences modales sont rapprochées, les modes n’émergent plus de facon isolée. Le for-
malisme modal n’a plus d’intérét. Lyon [21] propose un indicateur nommé recouvrement modal
pour quantifier cette limite. Le recouvrement modal définit par :

p=nXvXn (1.48)

ou n est la densité modale, v la fréquence et n amortissement énergétique (n = 2£). Avec un
recouvrement modal de 30%, il devient difficile d’isoler un mode donné; & partir de 50%, il est
impossible de séparer les modes. Il s’agit d’ailleurs d’une des définitions possibles du domaine
des moyennes et hautes fréquences. On sort du domaine modal pour entrer dans le domaine des

moyennes fréquences lorsque le recouvrement modal atteint un tiers a un dems.

I.2 Identification des parametres de propagation

Cette partie fournit des éléments concernant la représentation ondulatoire du comportement
dynamique des structures. L’accent y est mis d’abord sur la dualité formelle entre les approches
modales et propagatives et sur les difficultés d’interprétation qui y sont rattachées. Une breve
revue des modeles prévisionnels basés sur les approches propagatives est ensuite proposée. En-
fin, les techniques d’identification des parameétres de propagation (parametres d’entrée de ces
modeles) sont alors exposés.

I.2.1 La dualité approche modale / approche propagative

La question de la “dualité approche modale / approche propagative” est & la fois séculaire
et tres contemporaine. Elle a passionné et continue & le faire d’illustres scientifiques et de nom-
breux chercheurs. Comme le rappelle Langley [74], la réponse dynamique — vibratoires ou acous-
tiques — peut étre vue aussi bien en termes de modes (ondes stationnaires) qu’en termes d’ondes
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élastiques libres. On peut citer la SEA en exemple. Les principes fondamentaux de cet outil
sont souvent exprimés en termes modaux tandis que certains parametres, comme les facteurs
de pertes par couplage, sont issus d’une argumentation basée sur des phénomenes ondulatoires.
Mais cette dualité n’est pas évidente & mettre en ceuvre, comme le précise Lyon [21] : Souli-
gnons qu’il est toujours possible, DU MOINS EN THEORIE, d’arriver auz mémes conclusions par les
deuz approches. Pour Fahy [17], la génération d’un champ parfaitement stationnaire & partir de
réflections arbitraires d’ondes propagatives reste un véritable mysteére.

Dans le cas monodimensionnel, cette dualité est montrée formellement de fagon mathéma-
tique. En effet, pour les vibrations libres d’un tel systéme, la combinaison d’une onde progressive
et d’une onde rétrograde, de méme nombre d’onde k satisfaisant I’équation de dispersion, forme
une onde stationnaire appelée mode. La maniere avec laquelle ces ondes se combinent, en termes
de phase réciproque et de rapport d’amplitudes, est déterminée a partir des conditions aux
limites. Mais cette dualité n’est valable que pour un mode unique excité sur sa fréquence propre.
Pour une autre fréquence, la forme du mode est inchangée mais son nombre d’onde k£ n’est plus
compatible avec I'équation de dispersion. La dualité entre un mode et deux ondes propagatives
s’effondre. La réponse forcée du systéeme est en réalité une combinaison linéaire des modes de la
structure. Pour percevoir la dualité approche modale/approche propagative dans ce cas, il faut
faire appel & la décomposition de Mittag-Leffler* de la réponse ondulatoire du systeéme :

w—w, Wy

w(w) = Ate ik@z L g—gikwa _ w(0) + Zb’" [ 1 + i] (1.49)
r

Cette expression est formellement la méme que 1.21, vue précédemment concernant le forma-
lisme modal. Les deux approches, ondulatoire et modale, sont donc ici mises en parallele. Mais
I'interprétation physique de cette dualité est plus difficile & exhiber. Loin d’une résonance, les
modes se combinent entre eux de fagon complexe pour former les ondes propagatives, aucun des
modes pris isolément n’étant associé simplement & ces ondes. Pour une excitation large bande,
la situation est différente puisque la réponse est largement dominée par les modes résonants qui,
comme on I’a vu plus haut, peuvent chacun étre considérés comme une combinaison d’une onde
aller et d’une onde retour.

Dans le cas bidimensionnel, le probleme est nettement plus compliqué. En amont méme de
la dualité approche modale / approche propagative, Langley [74] met en évidence le probléeme
de 'unicité de la représentation ondulatoire d'un champ de vibration. Il exhibe en effet :

e une formulation “guide d’onde” dans un sens (resp. dans l'autre sens),

= 400
w(z,y) = ;ws(x) sin (%) resp. ;ws(y) sin (?)

e une formulation en terme de réseau d’interférence d’ondes cylindriques (4 travers la méthode
des sources images),

wia,y) = (~5ig) D (1) [H (kra) = Hi? (ikr,)|

n

“La décomposition de Mittag-Lefler est en fait la décomposition en série de Laurent d’une fonction
méromorphe. Les fonctions méromorphes sont des fonctions disposant de poéles isolés et holomorphes sur I’ou-
vert privé de ces points.
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e et enfin une formulation par superposition d’ondes planes
2w . . 2 .
’UJ(.’L‘, y) — / A(Q)e—lk(x cos 0+y sin 6‘)d9 + / B(Q)e—k(xcos 0+y smﬂ)dg + wp(x, y)
0 0

Cette derniere représentation peut étre lue comme la superposition d’un champ réverbéré dominé
par des ondes planes et d’'un champ direct (u,(z,y)) correspondant au noyau de Green de
la plaque infinie. Cependant, la distribution angulaire des amplitudes A(#) ne peut pas étre
déterminée de facon unique. Cette non-unicité de la vision propagative est de nature a soulever
bien des questions. A I'opposé, la représentation modale est unique, chaque déformée modale
étant clairement définie. Une autre maniere de prouver cette unicité est d’invoquer 'unicité de
la décomposition de Mittag-Leffler 1.49.

Malgré les ambiguités d’interprétation de la dualité approche modale/approche propagative,
force est de constater que les deux approches “cohabitent” parfaitement dans la littérature
scientifique. Faire appel a 'une ou a l'autre de ces approches est plus une question de culture
scientifique. L’approche modale semble étre préférée dans un contexte numérique et expérimental
alors que l'approche ondulatoire correspond mieux & une démarche analytique. Cette distinction
ne prend pas en considération la montée en fréquence qui limite de fait I’approche modale et
“épargne” dans une certaine mesure ’approche propagative.

I[.2.2 Les modeles prédictifs moyennes et hautes fréquences

Lorsque la fréquence augmente, la plupart des structures accusent une densification modale,
accompagnée d’une hausse du recouvrement modal (c.f. Lyon [21]). Ce phénomeéne “brouille” les
modes, les mélange, ce qui pénalise les approches purement modales. Ainsi de nombreuses alter-
natives a ces dernieres ont été proposées, dont certaines sont encore en cours de développement.
Il ne s’agit dans ce mémoire de faire une revue exhaustive de toutes ces méthodes, mais d’en
présenter quelques-unes a titre d’exemple, pour lesquelles les parametres de propagation sont
des données essentielles.

L’Analyse Statistique de 'Energie (Statistical Energy Analysis, SEA), dont les fondements
sont donnés par Lyon [21], est une méthode énergétique : les variables ne sont plus des gran-
deurs cinématiques (linéaires), mais des grandeurs énergétiques (quadratiques). De nombreuses
hypothéses sont nécessaires & son application (modes résonants, équirépartition de I’énergie sur
tous les modes, couplages conservatifs, ...). La SEA est une approche globale qui consiste &
subdiviser les structures complexes en sous-systemes plus simples qui respectent les hypotheses
fondatrices. Armé d’indicateurs globaux sur ces sous-systémes — périmetre L, section S, volume
V', densité modale n;, facteur de pertes par dissipation 7;, facteurs de pertes par couplage 7; ; —,
il est possible d’établir des bilans d’énergie. Par exemple, pour une structure composée de deux
sous-systemes, on a le schéma présenté figure I.4. Avec la relation de réciprocité nin; o = nong 1,
le bilan énergétique donne pour le sous-systeme 5 I'énergie modale &; suivante :

12,1
Eoy=E—— 1.50
? ! N2 + 12 ( )
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wim 2B
> 29
wn2,1 B

me1 w"’2E2
F1a. 1.4: Exzemple d’analyse SEA pour deux sous-structures

Or, la SEA prédictive fait fortement appel a une représentation propagative des sous-systémes.
Les indicateurs cités plus haut dépendent donc des caractéristiques des ondes se propageant dans
la structure. A titre d’exemple, la densité modale pour un systéme isotrope vaut :

1-D 2-D 3-D
) L Sw Vw? (L.51)
n(v) = S

e 2mepeg 2%202@09

w ) dw .
ou ¢, = — est la vitesse de phase et ¢, = —- la vitesse de groupe des ondes concernées. Il en est
de méme pour le calcul des facteurs de pertes par couplage qui font appel non seulement aux
propriétés géométriques et mécaniques des liaisons mais aussi aux caractéristiques des ondes.
Aussi est-il nécessaire, en SEA prédictive, de bien connaitre I'équation de dispersion du milieu.
Elle constitue en effet une donnée du probleme.

Cependant, la SEA présente intrinséequement une limitation concernant la répartition spa-
tiale de ’énergie. En effet, elle utilise des valeurs moyennes en temps et en espace sur chaque
sous-systemes. Ces moyennes engendrent une perte d’information, en particulier sur le plan de
la localisation de 1’énergie. Afin de pallier cet inconvénient majeur, une méthode locale a vu le
jour & partir de la SEA ([11, 15, 19, 20, 23, 31]). Baptisée Méthode Energétique Simplifiée, elle
met en place des équations énergétiques issues des bilans de puissance locaux. La MES se base
également sur une description propagative des comportements vibratoires et acoustiques et sur
la relation intrinséque entre flux de puissance I et densité d’énergie W (loi de Biot) :

I=c,Wit (152)

Ainsi, dans le cas d’ondes planes, il est établi que la densité d’énergie associée est régie par une

équation du type :

02

LAW + nwW = Iy, (1.53)
nw

équation dans laquelle apparaissent les deux parametres pertinents : ¢, et 7. D’autres modeles
peuvent étre formulés pour des ondes cylindriques ou sphériques ou pour des phénomeénes cou-
plants ces différents types d’ondes. La encore la connaissance de I'équation de dispersion, a

travers la vitesse de groupe c,, est nécessaire.

L’utilisation de 1’équation de dispersion du milieu n’est pas l'apanage des méthodes
énergétiques. La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC [82]), par exemple,
nécessite elle aussi la connaissance de ’équation de dispersion. D’autres approches a variables
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cinématiques se basent également sur la connaissance précise des parametres de propagation,
parmi lesquelles on peut citer la méthode numérique dénommée Wave Based Method développée
entre autres par Bareille [67]. Comme pour les éléments finis, cette approche numérique consiste
a utiliser pour la description du champ solution, une base de fonctions de formes. Cependant, a
contrario des éléments finis, ces fonctions de formes ne sont plus des polynémes mais une base
d’ondes planes propagatives, solutions exactes de I'’équation du mouvement homogene. Ainsi on
passe outre le probleme de discrétisation du maillage connu par la méthode des éléments finis. Le
calcul des amplitudes se fait par interférences au niveau des frontiéres. L’'intérét de cette méthode
est de constituer un probleme de taille invariante par rapport d la longueur d’onde. Cependant,
lors de la sélection des ondes propagatives utilisées pour la projection des champs, 1’équation
de dispersion est supposée connue. Cette fois-ci, il est nécessaire de connaitre 1’équation de
dispersion compléte, c’est-a-dire dépendant de la pulsation et de la direction de propagation.

I[.2.3 Les méthodes d’identification des parametres propagatifs
Identification de ’équation de dispersion

Dans le cas monodimensionnel, Mac Daniel [51] propose une méthode d’identification du
nombre d’onde complexe basé sur un formalisme ondulatoire. Avec des conditions initiales iden-
tiquement nulles et une excitation en bruit blanc aux seules extrémités de la poutre, il montre
qu’elle est le lieu de propagation de quatre ondes inhomogenes :

(@, w) = c1 ()T + eo(w)e T 4 ey (w)eT + eq(w)eFT (L.54)
avec (en notant m la masse linéique de la poutre)
2

b= (L55)

B(1— (@)1

Il utilise expérimentalement une antenne de n accélérometres, placés sur la poutre aux points

{z1,z9,...,2,}. Une écriture matricielle de I’équation 1.54 estimée & chacune de ces positions
fournit :
Qpmes (l‘la (.d) ei]iml efi]iirl e]i:rl e ]i:rl e (w)
wmes (l,l’ (.d) el]ifvg e—l]ﬁ:xz e]ﬁ:l‘z e” .]m'z Cs (w)
_ (1.56)
: : : : : c3(w)
Qymes («'L'na w) ei]mn e—i]mcn e]mcn e—]mn Cq4 (w)
mes

(ot la notation signifie mesurée). Ainsi, & partir d’'un nombre d’onde % donné, les amplitudes
{c1,ca,c3,c4} peuvent étre estimées par moindres carrés (simples ou doubles®). Pour juger de la

validité du nombre d’onde % qu’on s’est initialement donné, une fonction d’erreur est calculée

5Pour un probléme linéaire d’inconnues X, posé sous la forme Y = MX avec M matrice quelconque, la formule
des moindres carrés simples fournit X = (tMM) -t (MY) et la formule des moindres carrés doubles fournit

X =1 ((Mv) (MY + (M) (YY)

2
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en comparant au champ expérimental le champ reconstitué a partir des amplitudes trouvées :
n
~mes ~ 2
> @™ (i, w) — (i, w)|
i=1

(k) = ;
S i, w)
i=1

Ainsi, a tout nombre d’onde % est associé un indice d’erreur qui juge de la capacité de ce nombre

(L57)

d’onde % a représenter le champ expérimental. Il suffit alors d’utiliser un algorithme d’optimisa-
tion non linéaire pour minimiser I'erreur ¢ en faisant varier le parametre %. En répétant cet algo-
rithme pour toutes les fréquences contenues dans ’excitation, I’équation de dispersion complexe
est retrouvée. Mac Daniel utilise ces résultats principalement pour identifier I’amortissement 7
dans la poutre testée, grace a la formule :

_ ‘%(#) (1.58)

R(KY)

Sa méthode permet d’identifier ’'amortissement sur une large bande de fréquence, contrairement

aux méthodes modales. Cette bande de fréquence est cependant limitée : du coté des basses
fréquences, la longueur d’onde ne doit pas trop dépasser la longueur de la poutre. Ainsi, la
premieére fréquence modale est une limite en dessous de laquelle la méthode est inefficace. Du
coté des hautes fréquences, il s’agit d’avoir un bon rapport signal/bruit : les ondes ne doivent pas
avoir la place d’étre trop amorties. Pour connaitre cette limite hautes fréquences, Mac Daniel
construit une fonction d’erreur £'(w) qui stocke l'erreur résiduelle e(k°P') (a4 la convergence
de T'algorithme d’optimisation). Cet indicateur subit un saut & la fréquence de coupure de la
méthode.

La méthode de Mac Daniel correspond aux méthodes temporelles vues a la section
précédente (page 13). On reconnait en effet, dans ’équation matricielle 1.56, une écriture si-
milaire & la formulation 1.29 de la méthode I'TD. Ces écritures matricielles consistent & écrire les
résultats des mesures sous la forme du produit d’une matrice composée d’exponentielles mul-
tipliée par le vecteur des amplitudes de ces exponentielles. Pour I'TD, la variable est le temps
tandis que pour Mac Daniel, la variable est I'espace. On qualifiera, donc sa méthode de spa-
tiale. Les méthodes fréquentielles de la section précédente sont basées sur le passage dans le
domaine fréquentiel grace a la transformée de Fourier. Parallelement ici, on peut former des
méthodes basées sur le passage dans le domaine de Fourier, appelé domaine des nombres d’onde
(k-space). Dans le cas bidimensionnel, ce domaine est un plan; on parlera du plan d’onde. Les
deux méthodes exposées dans ce qui suit sont des méthodes d’analyse du plan d’onde.

En ce qui concerne I'identification de ’équation de dispersion d’un milieu bidimensionnel,
Ferguson [43] propose une méthode utilisant un vibrometre Laser & balayage, qui mesure le
champ de vibration d’une portion de plaque plane. Cette portion de champ mesuré est choisie
avec soin : elle doit étre loin de la source ponctuelle utilisée pour exciter la plaque, et loin des
bords de la plaque. Ainsi, on peut supposer qu'une seule direction de propagation transmet
de V’énergie. L’utilisation d’un transformée de Fourier continue 2-D, au lieu d’une transformée
de Fourier discréte (3 travers un algorithme FFT)®, permet de détecter précisément le nombre

Les notions de transformées de Fourier Discréte ou Continue sont explicitées au chapitre I1.3.
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d’onde correspondant & cette propagation. La limitation de cette technique vient du fait que
I’équation de dispersion n’est alors identifiée que dans une direction.

Dans le méme ordre d’idée Williams [64] utilise une technique dérivée de I'holographie
de champ proche (NAH) pour déterminer ’équation de dispersion d’une cavité cylindrique.
La NAH est une méthode de mesure d’un champ vibratoire & partir du champ acoustique
rayonné par la structure ([50, 63]). A partir de la mesure du champ proche rayonné par la
structure, une procédure de rétropropagation utilisant I’espace des nombres d’onde et 1’équation
de Helmholtz permet de connaitre la vitesse normal de la structure. Cette structure peut étre
plane ([61]) ou cylindrique ([62]). Williaws [64], donc, utilise cette méthode de mesure pour
déterminer I’équation de dispersion d’un tube de section circulaire. Il constate que sa mesure
donne directement I’équation de dispersion, en fréquence et en espace. En particulier, toutes
les directions de propagation sont examinées. Cependant, deux limitations sont & préciser. Tout
d’abord I’amortissement interne n’est pas déterminé. Ensuite, et c’est la surtout la principale
limitation, la nature périodique de de la structure permet une utilisation efficace de I'algorithme
FFT (qui suppose le champ périodique).

Le présent travail de theése se veut une extension des techniques visant & identifier ’équation
de dispersion de structures planes non périodiques ainsi que ’amortissement de celles-ci.

Identification de ’amortissement

Il serait absurde de présenter les méthodes d’identification liées aux modélisations moyennes
et hautes fréquences (SEA, MES,...) en omettant I'identification de Pamortissement. Celui-ci
en effet, bien que ne présentant pas un caractére purement propagatif, suscite I’attention toute
particuliere de nombreuses publications. Le grand intérét porté par la communauté scientifique
sur "amortissement est justifié par le role crucial qu’il joue dans la détermination des amplitudes
vibratoires des structures.

Norton [26] rappelle les deux grandes techniques d’identification du facteur de perte
énergétique 7). La premiere est la méthode de la puissance injectée (Power Injected Method [36],
PIM). Cette méthode est basée sur un bilan d’énergie, qui égalise la puissance injectée dans une
structure a la puissance dissipée :

Hinj = nwW (1'59)

Il insiste tout particulierement sur le fait que la mesure de la puissance injectée doit étre effectuée
avec la plus grande rigueur, les résultats quant a ’amortissement étant tres sensibles. Pour une
excitation en bruit blanc, il conseille I'utilisation de l'interspectre pour estimer la puissance
injectée, tandis que pour une excitation déterministe (sinus glissant par exemple), on préférera
la mesure de la partie réelle de I'impédance. A titre d’exemple, on peut citer Bloss [37] qui
mesure et compare 'amortissement de différentes vitres de voiture, et dont l'originalité vient
de l'utilisation d’'un vibrometre laser & balayage pour obtenir ’énergie portée par la structure.
On remarquera néanmoins qu’il ne suit pas les recommandations de Norton puisqu’il utilise
une excitation en bruit blanc et estime la puissance injectée a travers I'impédance au point
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d’excitation. Des précisions sur l'utilisation de la méthode PIM sur un cas expérimental, avec
cette démarche de Bloss, sont détaillées en Annexe D.

La seconde technique d’identification du facteur de perte énergétique citée par Norton est
celle du temps de réverbération a 60 dB, Tgg, qui est lié & "amortissement 1 par la formule :

13,82
-2 1.60
"= T (1.60)

La structure doit étre excitée par un bruit blanc, puis laissée libre (arrét de la source). On aura
donc intéret a utiliser une excitation sans contact, par exemple acoustique ou électromagnétique
(un contact entre la source coupée et la structure rendrait la mesure sensible & 'amortissement
interne de la source). On pourrait étre tenté de préférer une méthode d’excitation de type choc,
mais Crocker [41] montre les difficultés liées & cette méthode, principalement celle d’exciter
uniformément toutes les bandes de fréquence.

Une modification de cette méthode est mise en ceuvre par Chaigne [40] pour valider di-
vers modeles d’amortissement dans des plaques (couplage thermo-élastique, viscosité, radiation
acoustique). L’excitation de la plaque est assurée par une source acoustique monochromatique
accordée précisément sur une fréquence modale de la plaque, tandis que la mesure s’effectue
grace a un vibromeétre laser. Ainsi, il a acceés aux temps de réverbération non pas moyennés sur
des bandes de fréquence mais précisément sur les modes de la plaque. Ses résultats montrent que
les modeéles d’amortissement utilisés rendent parfaitement compte de la dépendance fréquentielle
du taux d’amortissement, sur un large panel de cas tests (aluminium, verre, fibre de carbone,
épicéa).

Mais les deux méthodes de mesure de "amortissement citées, — la méthode du temps de
réverbération et la méthode de la puissance injectée — ne donnent pas les méme résultats, comme
le constatent Bies [36] et Brown [39]. En effet, si on considére, sur une bande de fréquence, un
amortissement modal trés variable, seuls les modes peu amortis seront tres résonants, et donc
porteront beaucoup d’énergie. La méthode de la puissance injectée, basée sur ’énergie contenue
dans la structure, ne sera sensible qu’aux faibles amortissements. Si on coupe la source, pour
mettre en ceuvre la méthode du temps de réverbération, les premiers instants de la décroissance
seront pilotés par les modes décroissant le plus vite, c’est a dire les grands amortissements, tandis
que la décroissance tardive sera gouvernée par les faibles amortissements. Sum [60] corrige un
peu cette analyse, expliquant que pour la méthode de la puissance injectée, la mesure concerne
les amortissements des modes qui dominent (en énergie) le champ de vibration. Or ceux-ci ne
sont pas nécessairement les modes les moins amortis. D’apres Ranky [56], quelle que soit la
raison réelle qui fait différer les résultats des deux méthodes, c’est celle de la puissance injectée
qui donne les résultats adéquats pour une analyse SEA. Dans le cas d’un amortissement constant
d’un mode a 'autre, les deux méthodes donnent des résultats similaires.

Afin d’affiner un peu la méthode du temps de réverbération dans le cas d’amortissements
modaux treés variables, Norton [26, 52| propose de traiter le temps de décroissance avec une
analyse temps-fréquence. Ainsi, on peut suivre 1’évolution d’un pic donné, qui correspond &
un mode, et identifier I’amortissement de chaque mode. De plus, cette méthode permet de
mesurer d’éventuels couplages intermodaux, avec des transferts d’énergie entre modes. Mais
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cette technique est délicate, les résultats étant tres sensibles aux parametres de ’analyse temps-
fréquence (fréquence d’échantillonnage, pas d’avancement temporel, .. .).

1.3 Conclusion

Dans le domaine des basses fréquences, la dynamique des structures est dominée par son
comportement modal. Ceux-ci créent des pics importants et isolés dans les réponses fréquentielles
des structures. L’identification revient alors & caractériser ces pics. De nombreuses méthodes
existent. On les classe en général selon deux groupes, selon qu’elles soient temporelles ou
fréquentielles. Cependant, alors que la fréquence augmente, les pics créés par les modes sont de
plus en plus larges et de plus en plus rapprochés. L’identification modale devient tres délicate.
Dans ce domaine des forts recouvrements modaux, d’autres modeles prédictifs sont nécessaires.
Si aucun ne semble aujourd’hui remporter tous les suffrages de la communauté scientifique,
nombreux font appel & une vision propagative des phénomeénes. La question de l'identification
se trouve alors focalisée sur les parametres de propagation. Si peu de références existent aujour-
d’hui dans ce domaine, on retiendra cependant deux types de méthodes. Le premier, représenté
principalement par Mac Daniel [51], est dérivé des méthodes de Prony et s’appuie sur la des-
cription spatiale des ondes, & travers un exponentiel complexe. On parlera de méthode spatiale.
Mais, pour l'instant, ce type de méthodes n’a été développé que pour des structures mono-
dimensionnelles. Le chapitre suivant met en place une extension de cette méthode spatiale, &
travers le développement de la Single Frequency Space Domain. Le second type de méthode
d’identification, dont Ferguson [43] et Williams [64] sont les principaux représentants, s’appuie
sur la description des vibrations & travers leur contenu spectral, c’est & dire en décomposant les
champs dans l’espace des nombres d’onde. Le chapitre suivant propose une nouvelle méthode
de ce type, baptisée méthode Inhomogeneous Wave Correlation. L’originalité de cette méthode
réside dans 'utilisation d’ondes inhomogenes pour décrire le champ, ce qui permet de masquer
leffet des champs singuliers et de donner une indication sur ’amortissement structural.
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CHAPITRE II. IDENTIFICATION DES PARAMETRES PROPAGATIFS DES STRUCTURES
BIDIMENSIONNELLES

Chapitre 11

Identification des parametres
propagatifs des structures
bidimensionnelles

Ce chapitre présente la mise en place de deux nouvelles méthodes visant l'identification
de I'équation de dispersion et de 'amortissement spatial des structures 2-D. Apres une rapide
mise en place du probléme et des conventions d’écritures, se tient une description détaillée de la
premiere de ces méthodes. Celle-ci travaille sur un champ monochromatique et directement dans
le domaine spatial, d’ott son nom de Single Frequency Space Domain (SFSD). C’est une adap-
tation dans le domaine spatial et en deux dimensions de la méthode temporelle ITD présentée
dans le chapitre précédent. La méthode ainsi réalisée est une méthode de type Prony pour
I’identification des nombres d’ondes. Elle est ensuite numériquement testée. Ses limitations sont
discutées.

La troisieme section du chapitre concerne la description de méthodes du plan d’onde, depuis
la FFT jusqu’a une nouvelle méthode désignée IWC — Inhomogeneous Wave Correlation. Cette
derniére est basée sur des hypotheses typiquement moyennes et hautes fréquences et semble étre
tres prometteuse. Elle permet de construire une équation de dispersion & partir d’'un champ
vibratoire spatial. L’équation de dispersion obtenue dépend de la fréquence et de la direction.
La méthode IWC offre entre autres l'avantage de s’affranchir par construction des variations
singulieres du champ spatial (champs proches), ce qui la rend en partie indépendante des condi-
tions aux limites et d’excitation. L’équation de dispersion ainsi obtenue est ensuite exploitée.
Divers modeles de plaque sont brievement rappelés. Pour chacun de ces modeles (Love-Kirchhoff,
Mindlin, cas isotrope, cas orthotrope), 'équation de dispersion théorique est présentée. L’iden-
tification des parametres apparents s’obtient alors par traitement des équations de dispersion :
celle identifiée par IWC et celle donnée par I'un des modeles. Ce traitement s’appuie sur une
technique de moindres carrés. Ainsi, la méthode IWC couplée a cette méthode d’identification
des parametres permet de déterminer une plaque homogene équivalente & la structure d’origine.
On peut parler d’homogénéisation adaptée au domaine des petites longueurs d’ondes.
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La derniere partie s’attache & valider numériquement 1’approche proposée ici. Pour ce faire,
on s’intéresse en premier lieu aux cas des structures monodimensionnelles. Il semble en effet
nécessaire de vérifier la pertinence de la méthode IWC dans ce cas. Les structures bidimension-
nelles feront I'objet de nombreuses validations (expérimentales et numériques) dans les chapitres
qui suivent.

II.1 Mise en place du probleme

Lorsque la fréquence d’analyse augmente, les longueurs d’onde de vibration au sein de la
structure diminuent. Du point de vue d’une onde, la structure devient grande, et I'influence des
conditions aux limites est localisée. La plupart des points de la structure sont loin des conditions
aux limites et 'équation du mouvement y est homogene. Quantitativement, le champ est donc
composé majoritairement de fonctions solution de cette équation homogene, c’est-a-dire des
ondes libres. On notera, pour une pulsation w donnée :

Pp(z,y,t) = e IWIThD) (IL.1)
Pryky (2,y,t) = e 1 (Ferthyy) (I1.2)
(pkg(iﬂ,y,t) — e—i(wt—k(mcosé‘-i—ysinﬂ)) (H.3)

Pour passer de la formulation I1.2 & la formulation I1.3, on a besoin de la relation suivante :

k
tanf = k_y ,  kz.cosf >0 (I1.4)
T
Un champ harmonique de pulsation w (dont la dépendance en w est implicitement incluse dans
le signe ") est donc écrit sous la forme :

n n
m=1 m=1
de facon discrete, et
+o00 p27 . . 400 27 .
W(z,y) = / / a(f)eF(zcost+ysind) qoqp — / / a(0)®y, 9dOdk (11.6)
o Jo o Jo

de facon continue.

Un autre point clef dans 1’étude des vibrations est la prise en compte de I’amortissement
structural. Celui-ci dépend fortement du modele utilisé (comme le rappelle Lyon [21], p.154),
et il n’est pas toujours aisé d’établir un lien rigoureux entre les différents amortissements des
différents modeles. En effet certains modeles présentent des équivalences a fréquences pures
(fréquences de résonances), alors que d’autres sont valides en bandes larges. Il convient alors
de souligner les risques de confusion et d’interprétation incorrecte entre ces différents modeles.
Avec le formalisme ondulatoire utilisé ici, le modele d’amortissement le plus adapté est celui de
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I’amortissement spatial, noté v', qui transforme les ondes propagatives en ondes inhomogenes :

k +— k==Fk(1+1iy)
Py (my) = elFerthuy) (IL.7)
@k’%g(a:,y) _ eik(1+ify)(xcos€+ysin0) (H.8)

[’équation I1.8 fait implicitement appel & une hypotheése supplémentaire. En effet 'amortisse-
ment d’une onde est supposée étre identique selon les deux directions x et y. Ceci améne les
relations suivantes :

B =/ R(k)? + R(ky)? (11.9)
tanf = igzz; , cos(0).R(kz) >0 (I1.10)

2 2
(g(k""’)> + <%(ky)> (IL.11)
R(%z) R(ky)
Dans ces expressions, le nombre d’onde et 'amortissement spatial sont laissés libres de varier
aussi bien en fréquence qu’en direction de propagation 6. Les relations présentées dans cette
section forment le socle de toute technique d’identification des parametres d’identification. Il
faut tout de méme noter que les techniques recherchées ne s’intéressent absolument pas & I'am-

plitude des ondes, mais bien a leurs formes. Les questions d’unicité de représentation, évoquée
au chapitre précédent, n’ont pas lieu d’étre ici.

I1.2 Mséthode spatiale (SFSD)

Par analogie avec la méthode Single-Station Time-Domain (SSTD), extension de la méthode
d’Ibrahim Time Domain (ITD), la méthode proposée ici travaille de fagon harmonique dans le
domaine spatial. Elle est donc baptisée Single-Frequency Space-Domain (SFSD)2. Exposée de
fagon synthétique, la méthode I'TD explore un champ & deux variables (position x et temps t).
Par une réorganisation de mesures effectuées sur une grille uniforme (les avancements en z et
en ¢ sont constants), elle identifie ce champ & une suite de fonctions exponentielles en temps et
quelconque en espace. La méme démarche sera employée par la suite dans le domaine purement
spatial.

1 convient de signaler & ce stade que la définition utilisée ici s’écarte légerement de celle employée par Lyon
dans son ouvrage de référence [21]. L’amortissement spatial v y est défini en Nepers/m, tandis qu’ici, il est
adimensionalisé par k.

2Pour lidentification des signaux temporels, on a & disposition les méthodes temporelles et les méthodes
fréquentielles. Pour des signaux spatiaux comme c’est le cas ici, on construit par analogie des méthodes spatiales
et des méthodes du plan d’onde. La variable temporelle est le temps ¢, tandis que la variable fréquentielle est la
pulsation w. La variable spatiale est la position z (ou la position (z,y)), tandis que la variable du plan d’onde est
le nombre d’onde k (ou le vecteur d’onde (kz, ky)).
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I1.2.1 Description de la méthode

L’idée ici consiste a transposer l'algorithme ITD sur un champ doublement spatial, en
substituant aux couples (position/temps) les couples (position z/ position y). Ceci revient &
mettre I’équation IL.7 sous la forme :

@iy () = elhomcibuy (IL12)

ce qui permet d’écrire le champ (équation I1.5) sous la forme :

(T, y) =Y amPs,, () eFmvy (IL.13)
m=1

On reconnait formellement la formulation 1.23 de la méthode ITD. Cette méthode impose
donc que le champ soit connu sur une grille uniforme. On définit alors les suites (z;)i<n, et

(y5)j<ns
Ti=x0+i XAz, y; =y + 7 x Ay (11.14)

Ceci permet de former les deux matrices X et Y :
Vi <N, Vi< No— 1, Xy =b(zi,y) Y = oz, y; + Ay) (IL.15)

ce qui permet de calculer la matrice A :

A= % [(YX) (X))~ + (YY) (XY) 7] (I1.16)
dont les couples propres vérifient :
P home (1) P ko (1)
Vm, A %’”f (@2) | _ ity %””f (2) (I1.17)
P ke (€7) P ke (@ 7)

La résolution d’un probleme aux valeurs propres donne toujours des vecteurs propres connus
a4 une constante multiplicative pres. L’amplitude a,, de chaque onde, qui est une constante
multiplicative devant la forme d’onde, n’est donc pas identifiée par la méthode. Elle a disparue
dans la norme du vecteur propre. La premiere composante du vecteur d’onde est donc estimée
par la valeur propre de la matrice A. Quant au vecteur propre, chacune de ses lignes est reliée
a la précédente par la relation :

Phima (Tig1) _ @ Pmatint

p— .kaA
P (o) S (1118)
mx ?

On a donc & disposition une grandeur liée au nombres d’onde recherchés. En notant
(A(m), V(m)) les couples propres de la matrice A, on peut calculer la moyenne et I'écart type

de la relation I1.18 :
Ni—1 V(m)

1
(m) _ i+1
pm = — g ) (I1.19)

=1 7
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- 1 Ni—1 - V(n,i) 2\ 1/2

m) _ m) i+
A o Z (u V(m)> (I1.20)
=1 9
Les deux composantes du vecteur d’onde sont données par les relations :
In(A(™) In(u(™)

Ky = ————— t By = ———— I1.21
my iAy ¢ me Az ( )

D’apres la relation I1.18, I’écart type |a(m)| devrait étre nul. Ceci permet de mesurer la
qualité de I'identification du vecteur d’onde k,, : si |o(™)] est faible, I'identification est correcte
tandis que pour |o(™)| élevé, elle est mauvaise. La méthode SFSD élimine automatiquement les
ondes incorrectes lorsque I'indice |0(m)| est supérieur & 'unité. Ainsi, le probleme soulevé avec
la méthode ITD (c.f. page 15), portant sur la différenciation, parmi les ondes identifiées, entre
les ondes du champ et les ondes modélisant le bruit, trouve une solution avec I'indicateur |o(™)|
de validité de I'onde identifiée.

Cependant un autre probleme est soulevé : tandis que cette nouvelle méthode SFSD se situe
par hypotheses dans le domaine des courtes longueurs d’onde (moyennes/hautes fréquences), elle
n’identifie qu’un nombre fini et relativement faible d’ondes (= nombre de colonnes de mesures,
soit & peu pres la racine carrée du nombre de points de mesures). La méthode SFSD nécessite
donc d la fois une longueur d’onde faible (hautes fréquences) et une densité modale faible (basses
fréquences), ce qui la situe de fait & la frontiére entre domaine modal et moyennes fréquences.

11.2.2 Etude de la méthode sur une simulation numérique

La méthode SFSD semble efficace, avec sa capacité a reconnaitre les “bonnes” ondes des
artefacts de calcul et des erreurs de mesure, tout en semblant limitée par le nombre des ondes
présentes dans le champ. Qu’en est-il réellement 7 Le réponse a cette question est explorée grace
a la synthese d’un champ, afin de controler parfaitement son contenu propagatif. Soit donc un
champ synthétique w(z,y) donné sous la forme :

o
n

(i, yy) = 3 g @ Ar i Emd) (11.22)

m=1
Le symbole (°) représente un parametre connu, qui est la cible de la méthode SFSD. La grille est
parfaitement uniforme sur 21 x 23 points, ce qui permet d’identifier au plus 22 ondes. b(z;,y;) =
b;j représente un bruit de mesure simulé, complexe, gaussien centré sur 0 et d’écart type 10~ *m.
Les parametres cibles de chacune des ondes sont choisis aléatoirement avec une distribution

uniforme :
a € [0 1] +1i[0 1]
i N
Azx Az
0 € [0 27]
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tandis que Damortissement ¥ est gaussien centré sur 1% et d’écart type 0,1%. Le nombre
des ondes 7 est paramétrique et variera de 0 & 30. Pour chaque valeur de 7, 1000 champs
aléatoires I1.22 sont testés avec la méthode SFSD (la convergence statistique est atteinte).
Connaissant les ondes effectivement contenues dans le champ, il est possible de classer les ondes
identifiées en deux groupes :

1 . Ondes correctement identifiées (—) : les parametres (kpn,,0,,) de 'onde identifiée m
sont proches des parameétres (];m/, ém/) d’une onde m' présente dans le champ (6, =0y
+1,5° et ky,/ b= 1=+ 1%). On ne prend pas en compte la qualité de I’estimation de
I’amortissement.

2 . Artefacts (—) : dans le cas contraire ('onde identifiée est lointaine de toutes les ondes
présentes dans le champ)

La figure 1.1 indique les résultats statistiques de cette opération : les abscisses indiquent le
nombre 7 d’ondes présentes dans le champ. Les ordonnées représentent le nombre n des ondes
identifiées rapporté & n. Les niveaux de gris indiquent la probabilité (blanc pour 0, noir pour 1)
de trouver, avec n ondes présentes dans la champ, n ondes identifiées. La courbe bleue représente
le nombre des ondes correctement identifiées (en moyenne statistique), la courbe rouge le nombre
d’artefacts de la méthode (ces deux courbes sont rapportées au nombre n d’ondes présentes dans
le champ).

1.2 B

o o
o ©
T T
I I

— correctement
o
»
T
Il

Nombres des ondes identifiées
— incorrectement

0.2+ B

I I I I I
5 10 15 20 25 30

Nombre 7 d’ondes présentes dans le champ
Fia. I1.1: Résultats statistiques obtenus pour la SFSD

Pour une onde présente dans le champ (n = 1), I'algorithme basé sur la SFSD trouve
la plupart du temps la bonne onde. Parfois, il trouve deux ondes qui sont proches de I'onde
présente dans le champ (la courbe bleu est & 105%). De temps en temps, il trouve aussi une
onde incorrecte (courbe rouge & 5%).

Ce comportement se poursuit jusqu’a 7 = 11 ondes présents dans le champ : les ondes
présentes sont correctement identifiées, parfois en double (courbe bleue au dessus de I'unité),
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tandis que le nombre des ondes incorrectes augmentent jusqu’a représenter le quart des ondes
identifiées correctement (courbes rouges croissantes de 5% a 25%).

De n = 11 & n = 22 ondes présentes dans le champ, tandis que le nombre des ondes mal
identifiées est presque stable (il passe de 25 & 20%), le nombre des ondes correctement identifées
d’effondre pour atteindre & peine 50%. Dans ces conditions, parmis les ondes identifiées, il y en
a plus d’une sur trois qui est incorrecte, sans possiblité de savoir laquelle; de plus, 'algorithme,
n’a identifié que la moitié des ondes présentes dans le champ.

Au deld de n= 22, les nombres des ondes correctement identifiées et mal identifiées continue
de chuter, ce qui pouvait étre prévu puisque 'algorithme ne peut pas identifier plus de No—1 = 22
ondes.

I1.2.3 Conclusion sur la SFSD

L’algorithme proposé semble donc étre limité en nombre des ondes présentes dans le champ.
Celui-ci doit étre inférieur a la moitié du nombre de colonnes dans la grille de point de mesures.
Une solution & ce probleme, comme dans la méthode ITD, consisterait & faire varier le nombre
de ces lignes (en particulier les augmenter). Mais cette voie semble sans issue : contrairement a la
méthode ITD ot ces points sont des mesures temporelles (un millier de points supplémentaires
ne représentent qu’une fraction de seconde de mesure supplémentaire), les points dans SFSD sont
des mesures spatiales beaucoup plus coiiteuses en temps (la mesure d’un point supplémentaire
dure environ 10 secondes). De plus, puisqu’il faut Ny de 'ordre de Ny (grille carrée), le nombre
de points de mesure est égal au carré du nombre des ondes potentiellement identifiées . Toute
augmentation du nombre des ondes potentiellement identifiées sera donc tres cotiteuses en termes
de processus expérimental. Il est donc impossible d’envisager I’augmentation du nombre de points
de mesure comme solution & la limitation du nombre des ondes identifiées par la SFSD.

Le nombre peu élevé des ondes présentes dans le champ est un probleme tres limitant.
En effet, cette méthode était développée pour travailler sur des champs moyennes et hautes
fréquences, mais cette limitation en nombre des ondes revient & utiliser la méthode dans le
domaine modal, ou les outils présentés dans la section I.1 sont plus performants et moins cotuteux.
Un dernier point convainquant d’abandonner cette méthode, est le fait qu’elle ne leve pas un
probléme soulevé par Ferguson [43] & propos de 'obtention de champ de mesures. D’aprés lui,
il est difficile d’obtenir des mesures de bonne qualité, sans bruit, [...] sur une grille spatiale
uniforme. Or, la méthode SFSD suppose acquises de telles mesures, puisqu’elle utilise une grille
uniforme et ne permet pas de prendre en compte la qualité d’une mesure. L’investigation doit
étre menée dans une autre direction.

I1.3 Méthodes du plan d’ondes (k-space)

Il existe peu de références quant a I'identification des nombres d’ondes dans les structures
bidimensionnelles. On citera seulement Ferguson [43], qui, grace & une transformée de Fou-
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rier continue et une procédure de moindres carrés, identifie le nombre d’onde dominant dans
une partie du champ d’une plaque. Cette méthode est donc limitée a l'identification d’une di-
rection de propagation & la fois. De plus, elle est sensible aux singularités du champ spatial.
La méthode développée ici vise en premier lieu 'identification des structures bidimensionnelles
planes, mais il convient de noter qu’elle sera parfaitement adaptée aux champs monodimension-
nels. La construction de la méthode généralise des notions classiques en traitement du signal,
issues de la transformée de Fourier. On commence donc, pour des raisons de clarté, par exposer
les différentes techniques déja existantes.

I1.3.1 Transformée de Fourier Discrete : DFT

Cette méthode est la premiere qui vienne a I'idée quand il s’agit d’explorer le contenu en &
d’un champ spatial (de la méme fagon qu’elle permet d’explorer le contenu spectral d’un signal
temporel). Sont rappelées ici les hypotheses et les limitations de ce calcul, mis en lumieére de
telle facon qu’il apparaisse comme la base de ce qui suivra.

(H1) : Le champ est connu sur une grille uniforme (xz =1Ax,y; = jAy) 0SiSN2=1

0<i<Ny —1

(H2) : En dehors de cette grille, le champ est supposé 2D —périodique, & savoir :
Vij €N, (i, jAy) = i ((i\N)As, (7\N2)Ay) (11.23)

en notant \ le reste de la division euclidienne.

On montre alors que la famille des exponentielles de nombres d’onde

(km,, = pAky, kyg = qAK )o<q<N2 )

2p§N1—

avec Ak, = A Zx et Ak, = N?Zy est une base de description de ’ensemble des fonctions

complexes de ’espace. Autrement dit, on peut écrire le champ w sous une unique forme :

Ni—1 Nax—1

Wiy =Y Y Wlkap, kyq) e Fermitkuani) (I1.24)
p=0 ¢=0

La transformation w — 1/2\1, appelée transformée de Fourier discréte (DFT : Discrete Fourier
Transform), a pour formulation :

Ni—1N»—1

-~ 1 R » 4 ‘

W(kaps byg) = = Y Y tb(wy,y;)e FerTithuays) (I1.25)
NNz = =0

La DFT est bijective : toute l'information contenue dans le champ w(z;,y;) est contenue dans
sa transformée w(kyp, kyq), et réciproquement. On pourra donc passer librement et dans les
deux sens d’une fonction spatiale & sa transformée de Fourier discrete. Cependant la DFT est
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confrontée & plusieurs problemes® qui limitent son utilisation. Ces problémes peuvent se résumer

comme suit :

e Repliement (aliasing) : Du fait de la discrétisation du champ 0, sa DFT est 2T -périodique :

Az~
W (g, by) = (ki + 2, Ky) = (ko by + )

Cette propriété implique que si le champ contient un nombre d’onde k, en dehors de

[—Alx Aix] ou ky en dehors de —Aiy Aly], cette onde apparaitra a une mauvaise place

dans la DFT.

e Fenétrage (leakage) : Le champ @ étant connu sur une surface finie, une onde (k;, k,) unique,
qui devrait apparaitre dans la DFT comme une distribution de Dirac, apparait sous la
forme d’un sinus cardinal : I’épaisseur du Dirac s’élargit et des rebonds apparaissent (fi-
gure 11.2).

—

Fia. 11.2: Schéma de l’effet du fenétrage sur un sinus pur

e Discrimination en k : La composition en ondes du champ  n’est connue que sur une grille
du plan d’onde. Tl est donc impossible de connaitre précisément les vecteurs d’onde (faible
discrimination en k).

Elle présente également des avantages notables qu’il convient de souligner :

e Bijectivité : La DFT étant bijective, on peut construire une fonction réciproque, nommée
IDFT (Inverse Discrete Fourier Transform). Cette fonction permet par exemple de
synthétiser un champ & partir de sa composition en k-space, ou de filtrer aisément un
champ (un filtrage est une convolution ; dans le plan d’onde, cette convolution devient une
simple multiplication).

e Rapidité : 1l existe un algorithme rapide de calcul des DFT, la FFT (Fast Fourier Transform).
Méme si cet algorithme impose aux nombres de lignes et colonnes du champ d’étre une
puissance de 2, sa grande rapidité le rend tres populaire.

Afin d’illustrer la progression DFT—CFT—IWC, le champ de la figure 1.3 sera traité avec
les trois méthodes. I’obtention de ce champ n’étant pas le propos de ce chapitre, elle ne sera
pas explicitée ici (il s’agit d’un champ extrait de I’étude de la section I11.3). La figure 11.4 est le
résultat de la DF'T sur ce champ.

Dans cet exemple, la faible discrimination en k est évidente : les “pixels” sont grossiers,
donc imprécis. De plus, on peut voir les effets du fenétrage, qui crée des“lignes” autour des
points & forte valeur (sur la ligne k; = 50 rad/m en particulier).

®Repliement, fenétrage, discrimination, bijectivité et rapidité sont les caractéristiques classiques de toute trans-
formée de Fourier discréte. Pour plus d’informations sur ce sujet, on peut se référer a 'ouvrage de de MAX [22]
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Fic. 11.3: Champ test pour la DFT, CFT et IWC
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[
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Fic. I1.4: Exemple de calcul de DFT

I1.3.2 Transformée de Fourier Continue : CFT

Cette méthode vise a augmenter la discrimination en k en estimant le contenu ondulatoire

du champ pour n’importe quel couple (k;, ky). Pour ce faire, 'hypothese (H2) est abandonnée

(le champ est nul en dehors des points de mesures). La définition de la transformée de Fourier

— 38 —



CHAPITRE II. IDENTIFICATION DES PARAMETRES PROPAGATIFS DES STRUCTURES

BIDIMENSIONNELLES
continue (Continuous Fourier Transform, CFT) est alors :
Ni—1Na—1
(ks ky) = Y D b, yy)e i) (11.26)
i=0 j=0

C’est formellement, & une constante multiplicative pres, la méme formulation que pour la DFT.
Cette transformée n’est plus bijective, la CFT “inventant” de l'information. Mais elle est aussi
précise que I'on souhaite, la transformée pouvant étre évaluée pour n’importe quel nombre d’onde
k. Le fait de ne pas utiliser la FFT permet de plus d’ajouter quelques souplesses dans le calcul
de l'intégrale :

(i) 11 est possible d’ajouter une pondération sur les points, de telle sorte qu'un point mal
mesuré affecte peu le résultat.

(ii) Le champ n’a pas besoin d’étre connu sur une grille uniforme. Dans ce cas, il est nécessaire,
pour chaque point de mesure (z;,¥;)icn, de connaitre la surface dS; qu’il représente.

Le point (i) est facile & traiter. En notant p; € [0 1] l'indice de qualité du point i, 'équa-
tion I1.26 s’écrit :

(ki Foy) sz w(w, y;)e T e i thyvi) (I1.27)

En ce qui concerne le point (ii), une approximation de la surface représentée par un point peut
étre faite. On note d(7, ) la distance euclidienne séparant deux points :

d(i, ) = (2 — 2;)* + (i — y;)° (11.28)

Il faut ensuite trier, pour chaque point i, les distances le séparant des points du maillage. Soit
donc o; la permutation de Ny qui trie ces distances entre le point ¢ et tous les points du maillage :

Vi, oq(1) = i
d(i,04(1)) = 0 < d(4,0i(2)) < d(i,04(3)) <...d(¢,04(N — 1)) <d(z,04(N))  (I1.29)

Une estimation de d.S; est alors la moyenne des quatre plus petites distances au carré :

ds; = (d(i, Ui(j))2>j:2__5 (11.30)

La figure I1.5 montre un exemple de maillage non uniforme. L’estimation de dS;, notée sur
la figure par un dégradé de couleurs et par la taille des carrés entourant chaque point, est
pertinente : un point isolé a un carré de fortes dimensions et de couleur sombre (dS; élevé)
tandis qu’aux points de maillage dense, le carré est petit et de couleur claire (dS; faible). De
plus, afin de vérifier la cohérence de 'estimation, une estimation de l’aire (connue) de la surface

S = //S ds ~ stz- (IL.31)

Avec cette définition de d.S;, 'expression de la CFT donnée par ’équation 11.26 s’écrit :

est faite :

(K, by Zpl W (z, y; e Feithuyi) g g, (11.32)
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[ J dxdy =1.5924 m?

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 13 1.4

Fic. 11.5: Estimation des surfaces élémentaires pour le calcul des intégrales de surface. La surface de
chacun point (+) est symbolisée par un carré de la méme surface. La couleur correspond elle
aussi 6 la surface associée au point courant.

=11

-150

150 <100 <5

0 50 1040 150
K

Fia. 11.6: Ezemple de calcul de CFT.
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La CFT du champ de la figure 1.3, qui sert d’exemple pour les trois méthodes du plan
d’ondes, est montrée dans la figure 11.6. Comme on s’y attend, le probléme de discrimination en
k a disparu, tandis que le probleme de fenétrage est toujours 14 (on voit clairement les “rebonds”
autour des fortes valeurs de la CFT). L’utilisation d’un maillage quelconque semble étre trés
intéressante, puisque la méthode devient tres souple d’utilisation. Néanmoins, cette nouvelle
distribution des points du maillage s’accompagne de ’apparition d’un nouveau probleme : tandis
qu’avec une grille uniforme le repliement est bien maitrisé (on connait précisément les périodes
du plan d’onde, et donc ses axes de symétrie), le repliement avec un maillage quelconque devient
lui aussi quelconque. Il y a donc danger de ne plus rien reconnaitre dans le plan d’onde (aucun
filtre anti-repliement ne peut étre mis en place).

I1.3.3 Corrélation avec des ondes inhomogenes : IWC

L’expression 11.26, qui exprime la fagon de calculer une CFT, est, & y bien regarder, une
facon de comparer le champ @ avec une onde plane progressive de vecteur d’onde (k, ky). Pour
tenir compte de I’amortissement, on veut comparer le champ & une onde inhomogene référencée
(de formulation I1.8). Cependant, ’énergie portée par 'onde @k,%g est différente de celle portée
par 'onde @kﬁf’g (méme direction, méme longueur d’onde, amortissement différent). Il faut donc
rapporter la co-énergie des fonctions & leurs énergies respectives. C’est la transposition, dans le
l’espace des nombres d’ondes, du calcul d’'un MAC effectué dans le domaine modal (c.f. page 13) :

‘//w ‘P,Ma dxdy‘
\/ J[vitasay. [f 12 o azay

ou * désigne le conjugué d’une grandeur complexe. La quantité IW C(k,~y, 0) représente la contri-

IWC(k,,0 (11.33)

bution de I'onde ¢ dans le champ @, c’est & dire la quantité d’énergie portée par cette onde,
rapportée & 1’énergie totale contenue dans le champ. Avec v = 0, ce calcul est exactement, & une
constante pres, un calcul de CFT. Les intégrales doubles sont calculées de la méme maniére que
pour la CFT, c’est-a-dire avec estimation des surfaces élémentaires d.S; et prise en compte d'un
indice p; de qualité de la mesure :

> pith (i, yi)- Py 9 (i, yi) S
N (I1.34)

\/sz|11) xzayz dS sz|(’0k,'y, $Zayz)| ds;

La IWC est soumise aux mémes limitations que la CFT :

IWC(k,v,0

e Repliement : Du fait du maillage non uniforme, le repliement éventuel est non maitrisé.
e Fenétrage : Le fenétrage brouille le plan d’onde
e Bijectivité : L’opération n’est pas bijective; on ne peut pas construire de “IWC inverse”.

La transformée IWC est une fonction R? — R, qu’on peut donc difficilement représenter.
C’est pourquoi il est nécessaire de sélectionner certaines ondes au détriment d’autres. On cherche
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& identifier le comportement du milieu, & travers son équation de dispersion. D’apres les modeles
classiques de plaques planes (modeles qui seront explicités en détails par la suite), ’équation de
dispersion, a w fixé, est une bijection entre k et 0. Ainsi & w et @ fixés, on ne recherche donc
qu’une onde. Cette recherche s’effectue par la maximisation de la fonction (k,vy) — IWC(k,~,0).
Cependant, une attention particuliere doit étre apportée a la recherche de ce maximum. En
effet, & cause du fenétrage, le comportement de cette fonction est fortement non monotone. La
recherche est donc prévue en trois temps :

1) &y =0 fixé. Cela revient a trouver le maximum de la CFT sur un rayon, c’est &
dire a 6 fixé. C’est ici qu’apparait clairement ’effet de fenétrage, comme le montre ’exemple de
la figure I1.7. C’est pourquoi un algorithme de type dichotomie, qui se focalise sur les meilleurs
k trouvés, est d’abord adopté.

[=]
q

g &
e

...
o
B

IWC(k,0,8)
= £ R
i -
.
L]

L=
k=1
=
+

;

1] i
L = [} 1] i e

Fi1G. IL.7: Premiére recherche de (k,v), avec v =0 fizé.

2) k étant fixé sur la valeur trouvée & la premiére étape, on cherche le meilleur
amortissement ~y qui fait correspondre 'onde ¥ au champ dans cette direction. Cette fonction
est beaucoup plus lisse, mais le méme algorithme que celui de la premiere étape est utilisé
(figure I1.8).

i bib
Ll
il =
e

1iFE

IWC(k,~,0)

Lled

3 3 !
2

o

. =
Lilid al (] [ = a1 k] [} 4%
vy

Fi1G. 11.8: Deuziéme recherche de (k,7), avec k fixé a la valeur trouvée a l’étape 1.
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3) Autour du couple (k,7) ainsi trouvé, un algorithme de gradient est utilisé pour
affiner la recherche (figure 11.9). Ainsi, pour n’importe quelle direction €, on peut identifier les

¢ Le i} X L] (L1
k

Fi1a. I1.9: Troisiéme recherche de (k,7), par le gradient, autour de (k,7) identifié auzx deux premiéres
étapes.

parametres de propagation de 'onde, & savoir (k(6),v(0)).

2m

On fait alors varier ’angle # sur un échantillonnage angulaire <9i =@1-1) Ny . Pour

)1<z‘gN9
chaque 6;, le calcul précédent est appliqué, ce qui identifie un couple de fonctions (k(0),v(0))

sur I’échantillonnage angulaire (6;) . Dans le cadre du comportement dynamique moyennes

iGNNe
fréquences exposé dans le chapitre précédent, on peut supposer qu’'une grande majorité de di-
rections 6 portent de 1’énergie. Cependant pour les autres directions, l'algorithme arrive tout
de méme a identifier des ondes, qui risquent d’étre incorrectes. L’algorithme est alors affiné en

éliminant dans deux cas particulier les ondes identifiées :

- si la corrélation IWC (k(6;),v(0;),0;) est trop basse (ici < 35% du maximum de
IWC*, maximum au sens des angles), ce qui signifierait que ’'onde porte tres peu d’énergie ;

- si "amortissement de 1'onde est trop fort (ici y(6;) > 1), ce qui signifierait que
londe ne transporte pas d’énergie (elle est suramortie ou évanescente).

On notera par la suite [y ’ensemble des indices ¢ des directions de propagation restant apres
cette élimination. On a donc :

Viely, IWC K(0:),7(6:),0;) > 35IWCmax et ~(6;) < 1

Le deuxiéme critere de sélection permet d’éliminer automatiquement la contribution du
champ proche. Or celui-ci provient des conditions aux limites et de la source; on peut donc
s’attendre, grace a ce critére, & ce que cette méthode d’identification ne dépende ni de la source
ni des conditions auzx limites. Ce point trés important sera vérifié expérimentalement dans la
suite du mémoire. Ce point distingue également la méthode TWC des travaux antérieurs. De

“Cette valeur seuil de 35% est un paramétre de la méthode qui a 6té fixé suite & une étude numérique. Cette
valeur s’est imposée car elle laissait suffisement d’ondes dans la discrétisation des angles tout en éliminant les
valeurs considérées comme incorrectes.
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plus, le premier critére de sélection élimine les directions portant peu d’énergie. Afin d’avoir un
ensemble [y d’ondes identifiées assez grand, il est donc important d’avoir beaucoup de directions
de propagation. Ceci revient a dire qu’on a une forte densité modale, c’est-a-dire qu’on se place
a moyenne ou haute fréquence. Cet algorithme est donc dédié a I'analyse moyennes et hautes
fréquences.

Seules les ondes propageant suffisamment d’énergie sont ainsi sélectionnées. On peut
alors représenter les deux fonctions angulaires k(6) et y(f) (figure II.10 pour l'exemple),

échantillonnées sur un ensemble (6;);.;,. On notera par la suite k; = k(6;) et v = (6;) les
identifications dans les directions (6;) Bien stur, ce résultat IWC n’a de valeur qu’apres

i€lyp”
comparaison des figures 11.4, I1.6 et 11.10.

90
60

0 180

v(0)

Fic. I1.10: Ezemple de calcul IWC

270

Il convient de préciser que 'algorithme IWC aboutit & des amortissements spatiaux aussi
bien négatifs que positifs. Bien que paraissant anormal (un amortissement négatif modélise une
onde progressive dont 'amplitude augmente, ce qui est physiquement incorrect), ce compor-
tement n’a été ni expliqué ni contraint & disparaitre. Considérant qu’il s’agissait juste d’'une
convention de signe pour la propagation, 'algorithme IWC prend la valeur absolue de ’amor-
tissement ||

Afin de résumer la description de la méthode fournie dans cette section, un schéma de
lalgorithme développé (on suppose que la fonction ITWC' est une fonction de trois parametres
réels (0,k,7) qui renvoie la corrélation (entre 0 et 1) correspondante a I’équation I1.33) est
proposeé :
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%4 Construction de deuzr fonctions 6 — k et 0 — v de candidats :
Pour 0; variant de 0 & 27w
trouve k1 / IWC(0;,k1,0) = max, (IWC(0;, k,0))
trouve y1 / IWC(0;,k1,v1) = max(,)(IWC(0;, k1,7))
trouve (k;,7;) autour de (k1,7y1) / IWC(0;, ki, ;) = max, , (IWC(0;, k, 7))
fin pour
/i Repérage du mazimum de la IWC :
IWCmM — max ;) (IWC(QH ki,'yi))
/% Elimination des mauvais candidats :
listeOK + [ ]
Pour 0; variant de 0 & 27
Si <1
Si IWC(0;,ki,vi) > 35%IW Can
listeOK « [ listeOK i ]
fin si
fin si
fin pour

Les deux fonctions § — k et & — «y sont alors connues sur les couples (0;, k;) et (0;,;) pour
i dans la liste des sélectionnés listeOK (qui correspond & lensemble Iy, défini page 43). Les
fonctions ne sont donc connues que sur une discrétisation non uniforme de l'intervalle [0 27]. La
fonction 6 — k est I'équation de dispersion identifiée dans les direction (oi)iel[o' Cette fonction
est traitée dans la section suivante afin d’estimer les paramétres mécaniques apparents.

II.4 Modeles de plaques ; équation de dispersion

La section précédente a permis d’identifier, pour une structure donnée, une fonction k(w, 0)
appelée équation de dispersion. Or il existe un certain nombre de modeles de plaques qui per-
mettent ’établissement analytique d’une telle équation. Cette section présente ces modeles ana-
lytiques. La section suivante aura pour but de confronter I’équation de dispersion trouvée par
la méthode IWC & celle d’un modele choisi, et ainsi d’identifier les parametres mécaniques
apparents du modele correspondants & la structure testée. Fortement inspirée de 'ouvrage de
Graff [18], cette section présente d’abord le modele classique de Reissner-Mindlin, puis sa sim-
plification qui donne le modele de Love-Kirchhoff. Est ensuite présenté le modele orthotrope
correspondant au modele de Love-Kirchhoff.

I1.4.1 Modéeles analytiques pour 1’équation de dispersion

La théorie de la flexion des plaques remonte 4 la fin du 19°™€ siecle avec le modéle de Love [75]
basé sur les hypotheses de Kirchhoff. Rayleigh [28] puis Timoshenko [83] approfondissent ce
modele en ajoutant des effets d’inertie en rotation et de cisaillement, et finalement Reissner [80]
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et Mindlin [76] parachévent le modele pour lui donner sa forme actuelle.

Hypothéses et champ de déplacement : Le modeéle de Reissner-Mindlin fait tomber deux
hypotheéses du modele de Love-Kirchhoff : 1) les sections droites, au repos perpendiculaires a la
fibre neutre de la plaque, ne restent pas normales & la fibre neutre. 2) L’inertie en rotation n’est
pas négligée. Par contre, de méme que dans I’ancien modele, la contrainte o,, dans la direction
transversale, est nulle (devant s’annuler sur les deux surfaces extérieures de la plaque, et celle-ci
étant fine, elle est supposée nulle partout). Le champ de déplacement, quant & lui, est supposé
de la forme :

u(x,y,z,t) = —zngI(x,y,t)
U($7yazat) = —Z¢y($,y,t) (1135)
w(xayazat) = ’UJ(,’L‘,y,t)

ou u et v sont les déplacement dans le plan, w le déplacement transverse, ¢, et ¢, les rotations
des sections par rapport & la fibre neutre (c.f. fig.II.11).

Fic. II.11: Champ de déplacement dans la théorie de Reissner-Mindlin

Relations contraintes-déformations : D’apres le systeme 11.35, les déformations s’écrivent :

_Ou _ O¢y
gm_ax N Zax
yy—ay - 8y

ow
Eyxz & = 0

(0w o0\ | (04 04,
%y—z(aﬂaﬁ) _ 2(8y+am> (11.36)

_1 %_’_8_1” — _1 ¢ _8_“}
81'12_2 0z Ox - 2\ oz
(o 0wy 1( 0w

=2\ 0z oy N 2\ oy
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Avec les hypotheses de Kirchhoff, le modele de Love considere que ‘3—1;’ = ¢, et ‘Z—’;’ = ¢y, ce
qui implique en particulier que les cisaillements transverses €., et £,, sont nuls. La loi de Hooke,
décrivant le comportement d’un matériau linéaire, élastique et isotrope, s’écrit® :

T E vE vE 0 0 0
vE E vE 0 0 0
o= vl vE B0 o0 g avec® E = B (I1.37)
0 0 0 2G 0 0 1— .2
0O 0 0 0 2G 0
L0 0 0 0 0 2G|

Fonctions d’énergies : L’énergie potentielle de déformation est, pour un volume V', donnée
par :

1
U=- / GEdv (11.38)
2 Jv

Ce qui donne, avec le champ de déformations I1.36 et la loi constitutive [1.37, et apres intégration

Y hna h h .
sur I’épaisseur [—5 E] :

1 e Iy’ s 0py 1 (b, Oy \>
U‘E/SD[(az ) _2(1_”)<8x8_;‘1(6y %) )]

ow 2 ow 2
<% — b ) n (a_y e ) ] s  (IL.39)

est le moment d’inertie en flexion de la section droite. k? est un facteur qui

+x%Gh

En?
D=——-
12(1 — v?)
corrige ’hypothese qui suppose les contraintes o, et 0y, constantes dans I’épaisseur; en effet,
celle-ci est en contradiction avec leur nullité sur les faces extérieures de la plaque. La valeur
numérique de x2, semblant dépendante du coefficient de Poisson v, et autour de 0,8, reste
sujette a caution et continue de faire couler de ’encre.

L’énergie cinétique, quant & elle, s’écrit (en utilisant le signe (*) pour la dérivée partielle
par rapport au temps) :

T=3 / p (0 + 9% +?) dV (11.40)
14

soit, en utilisant le champ I1.36 et apres intégration sur I'épaisseur :

T = %h/s (7112 + f—; (62 + </5y2)> ds (11.41)

Le probleme de I’apparition du coefficient de Poisson dans le module de Young apparent (quand on passe

d’une poutre & une plaque, E est remplacé par E) est un probleme trés délicat étudié récemment par Norris [79].
Il conclut qu’on peut prendre en compte un terme de transition entre la poutre et la plaque, terme qui dépend
fortement et des dimensions de la plaque et du modele utilisé pour la plaque (Mindlin, Kirchhoff, ...).
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Principe de Hamilton : Le principe de Hamilton appliqué aux énergies 11.39 et I1.41 donne
directement ’équation du mouvement d’une plaque libre sous la forme :

g ((1 —V)V2py + (1+u)3 (a% + %» — k*Gh <¢x — 8—“’) — phgqé'x =0

Ox \ Ox oy ox 12
D ) 0 (0¢s 00y 2 dw\ _ph® . _
5 <(1 V)V, + (1 +V)8y < o + oy k°Gh | ¢y a9 D by =
0p,  0¢ N
2 2, _ B U =
k“Gh <V W= oy > phi =0 (11.42)

Equation de dispersion : On cherche des solutions en ondes planes, c’est a dire de la forme,
pour une fonction y :

x(&,t) = xoe [WkT) (11.43)

Les fonctions exponentielles formant une base de I’espace des fonctions (c’est en particulier
une famille libre), la pulsation w et le vecteur d’onde k sont donc communs & toutes les fonctions
de lespace : les rotations (¢, ¢y) et le déplacement w ont méme fréquence et méme longueur
d’onde. Cette forme des solutions permet de passer dans I’espace des fréquences et des nombres
d’ondes, grace aux relation :

o . 0 0

o = ik a—y:iky —=-iw K =k+k

Et pour plus de clarté dans I'exposé, les notations suivantes sont adoptées :

- D(l-v) + D(1+v) o+ - D
A = oph A = oph A=A +A = o
G h?

_ 20 _h
B—/{p a=15

Le systeme I1.42 se met alors sous la forme :

—A kK2 - Ak2 - B+ aw? — A kok, iBk, 0
— A kyk, ~A K? -~ A"k} - B+aw® iBk, 0 =0 (149
— iBk, —iBk, —Bk* + w? w®

Les solutions non identiquement nulles sont obtenues par annulation du déterminant du systeme :
(—A K2 =B +aw?) |(A" + A)BE* — (A" + A" + aB)w?k? + (aw? — B)w2] =0  (IL45)

Cette équation, qui relie le vecteur d’onde k et la pulsation w, est 1’équation de dispersion.
C’est une équation d’ordre 3 en k2. Dans les milieux 3 comportement symétrique, I’équation de
dispersion est toujours en k? : pour une solution k; donnée, le vecteur d’ondes —Fk; est aussi
solution. Il s’agit en fait du méme type d’onde, I'une se propageant dans un sens et l'autre dans
I’autre sens. Les plaques épaisses de Mindlin admettent donc trois types d’ondes :
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— Les deux premiers types d’ondes sont coupés & w? = 12’:}27(2;. En dessous de cette pulsa-
tion, ces ondes sont évanescentes, c’est-a-dire a vecteur d’ondes imaginaire pur, avec une
décroissance exponentielle et pas d’oscillations. Les vecteurs propres associés permettent
de connaitre la forme de ces ondes. La composante verticale est tres faible : il s’agit en
fait d’ondes faisant tourner les sections sans modifier la hauteur de la fibre neutre. Ce ne
sont donc pas des ondes de flexion.

— Le troisieme type d’onde n’est pas coupé. L’équation de dispersion pour cette onde est :

A B)w? A —aB)2wt + 4ABw?
12— (A +aB)w? + \/(2ABa 2wt + w (I1.46)
soit, en notant G = Kk2G et E = 1—Eu2 :
, ([E+Gw+ \/(E — Q)2 + EG? b w?
k2 = __ (I1.47)

2E'G

Comportements asymptotiques ; modele de Love-Kirchhoff : En basses fréquences, on
retrouve I’équation de dispersion des plaques minces, avec le modele de Love-Kirchhoff :

Dk* — phw? (11.48)

En hautes fréquences, cette onde de flexion se transforme en onde de cisaillement (au facteur
correctif k2 pres) :

K GE? o pw? (11.49)
k

LRM

e PP PE PP

/{ZLK i ~ X 1, 29

ST

s
e

i w
We

Fia. I1.12: Equation de dispersion d’une plaque épaisse (Reissner-Mindlin)

La figure I1.12 présente en échelles logarithmiques 1’équation de dispersion du modele de
Mindlin (en bleu) et ses deux asymptotes (en noir, modele de flexion de Love-Kirchhoff et onde
de cisaillement). On peut préciser les rapports qu’il existe entre ces modeles :
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k*G%h
pD

— Le modele de Kirchhoff et I’onde de cisaillement se croisent pour w? = (comparaison
Cisaillement /Flexion x Cisaillement /Inertie Massique).

— A cette fréquence de coupure, ’écart entre les modeles de Mindlin et de Kirchhoff vaut :

ERM l+a+/(1—-a)+4

avec o0 = —
v 9 kIK )

Le gain apporté par le modele de Mindlin vis-a-vis du modele de Kirchhoff est donc limité

w1 v) (I1.50)

aux hautes fréquences et pour les plaques tres épaisses. L’utilisation de ce modele sera donc
exceptionnelle, réservée a des cas bien particuliers. Dans tout ce qui suit, on n’utilisera que le
modele de Love-Kirchhoff.

I1.4.2 Equation de dispersion d’une plaque orthotrope

Isotropie : L’équation de dispersion pour une plaque isotrope est donc, avec le modele de
Love-Kirchhoff (avec D = z55s) :

Dk = phw? (IL.51)

Orthotropie quelconque : Pour un matériau orthotrope bidimensionnel, le comportement
mécanique est régit par cinq parametres : E, le module d’Young dans la direction z, Ey le
module d’Young dans la direction y, v, le coefficient de Poisson de x — y, G le module de
cisaillement dans le plan et p la masse volumique. On retrouve le coefficient de Poisson y — z
par la formule v, E, = v, E,. La loi de Hooke I1.37 (qui a perdu les lignes et colonnes 3, 5 et 6

du fait du modele de Kirchhoff, dans lequel ¢,, = £,, = g, = 0), s’écrit alors :

[ Ozx ] | B VyEm Exx
=y 1 =11
Ve Ly Ly (11.52)
0 €
Ty L —vpvy 1 =11y v
| Ozy | i 0 0 2G| | eay |
L’équation de dispersion devient :
E.h? A E,h3 h [ v, E, v E
k ! ky + — [ —~ L' +AG | k2k2 = phw?®  (IL.53
B0 —vory) T B0 —vary) T2 \ Tty 1y ohy = phe (I153)
(On retrouve bien le modele isotrope avec E, = E, = E et G = %H—Lv) En posant :
h3 B, h*  E, R ([ vyE,
Dl‘:_ia Y= To1 . . TY = To +
121 — vy 121 — vy 12 \ 1 = vy

on obtient ’équation :

Dyky + Dyky + Dyykk, = phuw? (11.54)
En coordonnées polaires, cette équation devient :
k*(0) (Dy cos*(0) + Dy sin*(0) + Dy, cos?(0) sin®(9)) = phw” (I1.55)
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Orthotropie elliptique : Afin de simplifier ’équation I1.54, on peut faire une hypothese
quant & la valeur du module de cisaillement. En effet, :

alors Dy =2\/D,D,

1VEE, — v E,

i G
5t 2 1 — vy

et I’équation I1.54 se factorise en :

(«/Dm.kﬁ + \/Dy.kg%)Q — phu? (11.56)

Ce type d’orthotropie sera appelé orthotropie elliptique®. En coordonnées polaires, cette équation
devient :

£ 0) (VD cos®(0) + /Dy sin’(0)) = phes” (I157)

Autres cas de figure : Dans les cas plus compliqués, deux possibilités sont envisagées :
— Le module de rigidité en flexion, constant dans le modele de Love-Kirchhoff, est rendu
variable avec la fréquence. Ceci donne alors I’équation de dispersion suivante :

e dans le cas isotrope :
D(w)k* = phw? (T1.58)

e dans le cas orthotrope elliptique :

2
E1(0) ( Dy (w) cos?(0) + /Dy (w) sin2(0)> = phw? (I1.59)
e dans le cas orthotrope quelconque :
E*(0) (Dy(w) cos*(0) + Dy(w) sin*(0) + Dyy(w) cos?(0) sin®(0)) = phw?  (11.60)

— On ne s’intéresse qu’a la relation de dispersion elle-méme, dans une direction donnée. La,

construction d’un modele devient hors de propos :

kp : w+— kg(w) (H.61)

Les modeles présentés ci-dessus doivent étre confrontés aux résultats de la méthode TWC
afin d’en extraire les parametres pertinents. C’est I'objet de la section suivante.

I1.5 Construction des parametres mécaniques apparents

Cette section présente une méthode d’“homogénéisation” adaptée au domaine des moyennes
et hautes fréquences. A partir d’hypothéses hautes fréquences (méthode IWC), on construit un
modele simple dont le comportement dans 'espace des nombres d’ondes s’apparente & celui

®On trouve parfois la valeur D,, = \/D,D,, considérée comme valide dans la plupart des cas. Cependant,
cette valeur n’apportant pas de simplification de ’équation de dispersion, elle ne sera pas particularisée (elle
rentrera dans la catégorie “orthotropie quelconque”).
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de la structure initiale. La construction des parameétres apparents de ce modéle — & travers
ses caractéristiques dynamiques (D, p,...) — fait I'objet de cette section. Pour une plaque en
flexion, c’est le rapport D= pgh qui pilote la dépendance entre la pulsation w et le nombre d’onde
k (c.f. section 11.4). C’est donc cette “rigidité dynamique” qu’on se propose de reconstruire.
[’homogénéisation est complétée par la donnée d’une épaisseur h de plaque équivalente. On en

déduit alors une densité volumique apparente p connaissant la masse totale de la structure M

(p = g

de dispersion identifiées et au modele que I'on souhaite leur associer.

). La détermination des modules apparents est liée d’abord & la forme des équations

I1.5.1 Modele isotrope

Dans le cas du modele de plaque isotrope de Love-Kirchhoff (c.f. page 50), 'équation de
dispersion s’écrit (équation I1.51) :
DE* = phw?

Par définition, le comportement d’une plaque isotrope ne dépend pas de la direction. Le nombre
d’onde k et ’amortissement v ne doivent donc pas dépendre de ’angle #. On prendra alors la
moyenne, sur les directions identifiées, du nombre k et de 'amortissement ~y, soit :

E = (ki)ict, (11.62)
v = (idier (IT.63)
La rigidité dynamique vaut donc :
2
~ W
D= iz (11.64)

La donnée de D permet de décrire completement le comportement de la structure étudiée. Pour
un matériau plus complexe mais toujours isotrope, cette rigidité dynamique peut dépendre de
la variable w.

I1.5.2 Modele d’orthotropie elliptique

Dans le cas orthotrope elliptique du modele de Love-Kirchhoff (c.f. page 51), 'équation de
dispersion, exprimée dans le repére d’orthotropie (les coordonnées polaires de ce repere s’écriront

avec le signe ' ), s’écrit :

k() <\/D_I cos2(8) + /Dy sin2(0')>2 — phu?

soit, en notant A, ’angle d’orthotropie, c’est-a-dire la direction d’un axe d’orthotropie mesuré
dans le repére initial :

2
E1(6) <\/ Dy cos* (0 —01) + 1/ Dy sin?(0 — 0J_)> = w? (11.65)
Les parametres recherchés sont alors <6‘ 1, dy = \/13x, dy = \/ZA)/y).
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Angle d’orthotropie ¢, : Par définition de I'orthotropie, la droite portée par le vecteur iy,
est axe de symétrie du comportement. On doit donc avoir :

VO, k(O—0)=k(-0—0,), dou k(O)=Fk(—0—20,) (11.66)

D’oti I'idée de calculer la fonction d’intercorrélation R(A6) suivante :

2
R(AF) = %/ kE(0)k(—6 — Af)do (I1.67)
™ Jo
On a, d’apres ’équation (I1.66) :
1 2w
R(A0) = o / KO0 + 20, — AB)dO (11.68)
T Jo

qui est donc maximal pour Af = 20, . On trouve donc un angle principal d’orthotropie 6, en
recherchant le maximum de la fonction d’intercorrélation des fonctions k(0) et k(—6), atteint
pour Abp,x = 260 . ’implémentation numérique de cette recherche mérite quelques explications.
Cherchant un angle d’orthotropie dans [0 7], la fonction d’intercorrélation R sera calculée sur
Iintervalle [0 27] (A@max = 260 ). Ce résultat va donc concerner les valeurs de k sur [—27 27].
Il faut donc commencer par doubler la taille des vecteurs k; et 6; en posant :

Viely, 6_; = 60, —2r (11.69)
ki = Kk (I1.70)

De plus, il faut se rappeler que la méthode TWC n’a sélectionné que certaines ondes : dans
certaines directions (6;);¢1,, le nombre d’onde n’est pas connu. Afin de pouvoir calculer R(Af)
pour n’importe quel A#, il faut sur-échantillonner la fonction k, par exemple par une méthode
d’interpolation linéaire. La précision sur I’angle d’orthotropie sera double de celle de ce sur-
échantillonnage (0, = %AOmaX). Ceci complete le processus de recherche de la direction appa-
rente d’orthotropie.

Rigidités dynamiques en flexion 51, 5y : Pour trouver les rigidités en flexion de la
plaque orthotrope équivalente, un indice d’erreur est calculé a partir de 'équation (I1.65) et des
identifications (k;)ic1, de k(6). Soit £ défini par :

2
€= Z (dm cos?(0; — 01) + dysin®(0; —0,) — %) (I1.71)
1€ly 3

Les parametres recherchés (d, d,) étant linéaires dans ’expression mise au carré, il est aisé
de calculer les valeurs optimales au sens des moindres carrés. Afin d’alléger les écritures, il est
nécessaire de définir les notations suivantes :

> remplace Z
i€ly
¢; remplace cos(0; —6)) (11.72)

s; remplace sin(6; —6))
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L’équation (I1.71) devient :
2
=5y, (dmc? + dys? — %) (I1.73)
Dans un premier temps, le gradient de cette erreur est mis sous la forme :

4 242 s
grade = 2. [ 220522 %:cgzz ] , [ jr ] —92. [ g&i ] (I1.74)
171 [ Yy i k2

Or, le minimum de cette erreur est atteint lorsque s’annule son gradient :
grad e(dy,dy) =0 (11.75)
d’ou
-1

dy | _ b Ycst 2 CZZ/:}_? (IL.76)

dy | | Xesi st | | Zsig '
Ainsi, le calcul puis inversion d’une matrice (2 x 2) donne directement les rigidités en flexion de
la plaque orthotrope elliptique équivalente (la meilleure au sens des moindres carrés). Les trois

paramétres d’orthotropie (D, = d2, ﬁy = dz, 01) ont donc été retrouvés a partir des couples
(0iy ki)icty-

I1.5.3 Modele d’orthotropie non elliptique

Dans le cas orthotrope non elliptique du modeéle de Love-Kirchhoff (c.f. page 50), I’équation
de dispersion s’écrit (équation I11.55), dans le repére d’orthotropie (coordonnées (k',6")) :

k" (0") (Dy cos*(0) + Dy sin*(0) + Dy cos?(0) sin?(0')) = phw?

soit, en notant #, I'angle d’orthotropie, c’est-a-dire la direction d’un axe d’orthotropie mesuré
dans le repere initial :

E*(6) (ﬁm cos* (0 —0,) + ﬁy sin*(0 —0,) + ﬁmy cos?(6 — 6 ) sin?(H — OJ_)) = w? (11.77)

Les parametres recherchés sont (1333, ﬁy, 5my, 0 L).

Angle d’orthotropie #, : La méme méthode que pour l'orthotropie elliptique est adoptée
(recherche du maximum de la fonction d’intercorrélation entre k(6) et k(—6)).

Rigidités en flexion : Un indice d’erreur est fabriqué a partir de I’équation I1.77 :

w2

2
€= Z (f?m cos(6; —0,) + l~)y sin(0; — 60,) + ﬁxy cos®(; — 61 )sin®(0; —0,) — F) (I1.78)
i€ly 7
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Les mémes notations que précédemment (équations I11.72) sont utilisées ici. Le minimum de
I’indice d’erreur est atteint & 'annulation du gradient, ce qui donne :

ﬁx ZCS 2044 2062 —1 Zf
D, | = 2044 Zsi 2024 . Zsf T
D,y 206 2 Zc?s? 204 4 ZC ?w_z

l

Les quatre parametres d’orthotropie (Dg, Dy, Dy, , 61 ) ont donc été retrouvés a partir des

(11.79)

couples (91', ki)ieﬂe.

I1.5.4 Conclusion

On a donc vu qu’a partir d'un champ de vibration monochromatique, la méthode TWC
permet de trouver, pour un ensemble discret et non maitrisé de directions 0, le nombre d’onde et
Pamortissement dans une structure plane. On construit en particulier une fonction £(6), pour une
pulsation donnée. Selon que cette fonction exhibe un comportement uniforme, elliptique, ou non
elliptique, on peut, grace a une procédure de moindres carrés, trouver les parametres mécaniques
d’un modele de Love-Kirchhoff équivalent. Pour chaque pulsation, on peut donc construire une
rigidité dynamique D (ou des rigidités dynamiques avec un angle d’orthotropie). Ces rigidités
peuvent étre constantes vis & vis de la pulsation (modele de Love-Kirchhoff classique), ou ne pas
P’étre (D(w)). La méthode sera validée aussi bien numériquement qu’expérimentalement dans le
cas bidimensionnel dans les chapitres qui suivent. Cependant, afin d’en apprécier les potentialités,
on propose dans la section suivante une étude numérique dans le cas monodimensionnel.

IT1.6 Validation dans le cas monodimensionnel

Dans cette section on se donne un champ spatial monodimensionnel. Celui-ci est synthétisé
selon plusieurs approches — propagatives et modales. La synthése de ce champ permet de
modéliser un grand nombre de cas de figure. Une adaptation monodimensionnel de la méthode
IWC lui est alors appliquée. Les comparaisons entre les ondes utilisées lors de la synthése et les
ondes identifiées par IWC sont fournies et commentées.

I1.6.1 Synthese ondulatoire
Dans son article sur la dualité approche modale / approche ondulatoire, Langley [74]
représente n’importe quel champ 1D sous la forme suivante :

) (1+ Rye? ko) (1 4 Rye?ik(l—))
1— R1R262i]iL

w(z) = AgeiH@= (I1.80)

ot Ay est une amplitude, zy la position de la source, R; et Rs les coefficients de réflexion en
amplitude (de module 1), et L la longueur du milieu de propagation. Le nombre d’onde k% est
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complexe avec k = k(1+1y) (c.f. page 31). En réalité, un tel champ peut étre mis sous la forme :
w(zr) = Agehr 1 poeihe (I1.81)

Il faut préciser qu’en fait, cette formulation n’est correcte que loin des singularités, c’est-a-dire
qu’elle néglige la contribution du champ proche et n’est valide que si le domaine ne contient pas
de source. Un tel champ est synthétisé avec des parametres aléatoires”. La figure I1.13 en est
un exemple. Une centaine de champs aléatoires sont synthétisés puis identifiés par une version

o o.5 EN 15 =
>

Fia. I1.13: Exemple de champ synthétisé par la formule I11.80

simplifiée de la méthode IWC. La corrélation des fonctions est calculée sur un grand ensemble
de couples (k,~y), définis sur une grille uniforme. Le maximum est trouvé directement parmi ces
valeurs. La figure I1.14 (gauche) montre le résultat pour le nombre d’onde k. La correspondance
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+ .
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T
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= -+ 5] e
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g # g 4+
o = Eal
< s 3 5 W
£ 3¢ 1 2 s 4 + b
s + = +
© + g .
2 o251 # 4 @ 25+ + 4
S s £ +
s + 2 +
2 + 2 +
g 20- + 4 = 2F o+ . 4
2 + 2 +
S g +
@ 15- o+ B L + + 4
o 15 o £ 15 .
e + S +
5 4+ £ -+
£ < + +
S 10p -+ - 1k tr T 4
# + o+
# +
5f + B 5k i 4
+ 05, 4
+ -+
-
ol . . . . . . . L L o . . . . . . . I I
0 5 10 15 30 35 40 45 50 0 0.5 15 2 2.5 3 35 4 45 5
Nombre de longueurs d'onde dans la synthese (kmme) Amortissement utilise dans la synthese (y, en %)

cible

Fia. I1.14: Résultats de recherche de k et v sur le champ obtenu par synthése ondulatoire.

entre le nombre d’onde utilisé dans la formule I1.80 et le nombre d’onde identifié par la IWC
est parfaite. De méme la figure I1.14 (droite) indique que Ialgorithme IWC est valide aussi pour
Iidentification de 'amortissement 7, & quelques exceptions pres.

"Tous les parametres sont choisis aléatoirement (selon une loi uniforme) dans un intervalle donné : L € [1 10] m,
|Ri| = |R2| = 1, arg(Ry, R») € [0 27)°, z0 € Lx]0 1[, k € 2% x[0 50], ce qui équivaut a avoir entre 0 et 50 longueurs
d’ondes dans la poutre, v € [0 0, 2].
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I1.6.2 Synthese modale

On s’intéresse ici & la synthese du champ d’une poutre par la formulation modale (c.f.
chapitre 1.1). Dans le cas appuyée-appuyée par exemple, la solution modale s’écrit (tronquée®

au mode Mmpyax, dont la fréquence est 9 fois supérieure & la fréquence excitée) :
Mmax MmmTo : mnx
sin (2720 gin (772)
w(z) = Ap Y VT (I1.82)
m=1 (T) B

Comme pour la syntheése ondulatoire, ce champ modal est synthétisé avec les mémes parametres
aléatoires (exemple figure 11.15), puis testé par la méthode TWC simplifiée (figure I1.16). A

o o.5 ES 15 =
>

Fia. I1.15: Exemple de champ synthétisé par l’équation 11.82
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Fia. I1.16: Résultats de recherche de k et v sur le champ obtenu par synthése modale.

gauche, les résultats pour k demeurent excellents. A droite, les résultats de I'identification IWC
sur le champ modal pour I'amortissement v sont quant & eux plutot décevants; la majorité
du temps, la méthode IWC n’arrive pas a identifier correctement I’amortissement. Elle le sous-
estime. Quelles différences existe-t-il entre les deux champs qui puissent expliquer que 'identifi-
cation de 'amortissement ne soit pas la méme ? Elles sont au nombre de deux. La premiere est
labsence de la source dans le champ ondulatoire (formule I1.80). La seconde est 'absence du

x 7!7;:1:)

champ proche (termes en e”* et e dans le champ ondulatoire.

8En réalité, la troncature modale n’influe pas sur le résultat. Des tests ont méme été effectués sur un champ
obtenu par synthese modale avec prise en compte du noyau statique (voir ’annexe A page 175). Les résultats
IWC sont les mémes avec ou sans cette correction.
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I1.6.3 Synthese modale, absence de source

Afin de ne plus prendre en compte la source, on réduit le domaine d’intégration de la
IWC & l'espace compris entre la source et le second appui (figure 11.17). Les résultats sont

o o.5 EN 15 =
>

FiG. IL.17: Ezemple de limitation du domaine d’intégration pour exclure la source

tracés figure I1.18. Le nombre d’onde est toujours identifié correctement, et I'identification de
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FiG. 11.18: Résultats de recherche de k et v sur le champ obtenu par synthése modale. Les intégrales de
la IWC ne sont calculées que sur une portion du champ.

I’amortissement spatial est presque parfaite. C’est donc la présence de la source dans le champ
d’intégration qui empéche la IWC d’identifier correctement I’amortissement. On voit en effet
sur la figure I1.15 que les termes dominant du champ sont, & gauche de la source, une onde
rétrograde amortie (son enveloppe croit quand z augmente), et & droite de la source une onde
propagative amortie (son enveloppe décroit quand z augmente). Pour une identification dans le
sens propagatif (k > 0), la partie gauche apparait donc avec un amortissement négatif. La TWC
fait une sorte de moyenne de cet amortissement négatif avec 'amortissement positif de 'onde
propagative, et 'amortissement final trouvé est inférieur & 'amortissement théorique.

Cette explication implique que l'identification de I'amortissement est sensible, lui, & la
présence et & la position de la source, contrairement & celle du nombre d’onde k.
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I1.6.4 Synthese modale, absence de source, absence de champ proche

Afin de retrouver le cas de la parfaite identification vue avec la synthese ondulatoire, on
réduit encore le domaine d’intégration de la IWC pour éliminer le champ proche. La contribution
de celui-ci n’est perceptible qu’aux bords du précédent domaine : proche de la source et de
I'appui’. On enléve donc ces zones lors du calcul des intégrales (figure I1.19). Les résultats,

o o.5 EN 15 =
>

Fia. I1.19: Ezemple de limitation du domaine d’intégration pour exclure la source et le champ proche

présentés sur la figure I1.20, sont équivalents a ceux trouvés dans le cas de la synthése ondulatoire.
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Fia. I1.20: Résultats de recherche de k et v sur le champ obtenu par synthése modale. Les intégrales de
la IWC ne sont calculées que sur une portion du champ.

On voit bien que I'influence du champ proche est bien plus faible que celle de la source.

I1.6.5 Conclusion

Cette premiere validation justifie I'utilisation de la méthode TWC pour identifier les nombres
d’ondes réels. La méthode est parfaitement efficace dans ce cas monodimensionnel. 11 a été
montré, de facon plus particuliere, qu’elle est totalement insensible a la position de la source,
ce qui été prévu par l'analyse de la méthode (c.f. page 43). Le nombre d’onde est correctement

9Plus précisément, le champ proche n’est présent qu’aux abords de la source puisque la condition d’appui
simple ne crée pas d’ondes évanescentes. Mais pour rester plus général, la portion située proche de la limite du
domaine est écartée.
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identifié, quel que soit la taille de la structure, les conditions aux limites, la position de la
source, 'amortissement. En ce qui concerne I’amortissement, par contre, la méthode IWC semble
sensible a la présence de la source, et dans une moindre mesure a la présence du champ proche.
L’amortissement trouvé est alors systématiquement sous-évalué.

Dans le cas monodimensionnel, la méthode TWC identifie parfaitement du nombre d’onde
réel, et donne une indication par défaut de 'amortissement. Qu’en est-il du cas bidimensionnel,
auquel la méthode est dédiée ? Afin de répondre & cette question, le chapitre suivant propose des
validations de la méthode aussi bien numériques qu’expérimentales, sur des structures complexes.
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Chapitre 111

Validations : cas des parois
poro-¢élastiques et des nids d’abeilles

Ce chapitre propose quelques applications de la méthode IWC pour diverses structures.
Le comportement apparent est pour chacune d’entre elles identifié. Les applications concernent
des structures planes et des champs bidimensionnels, domaine privilégié de I'application de la
méthode TWC. La chapitre débute par une présentation des différents moyens permettant d’obte-
nir un champ de vibration spatial (synthése modale, éléments finis, techniques expérimentales).
En particulier le moyen de mesure employé courament dans le cadre de ce travail est décrit.
Il s’agit d’'une mesure par vélocimétrie laser & balayage, mesure sans contact qui s’avere étre
d’une grande souplesse dans le cas présent. Le chapitre se poursuit par un test numérique de
la méthode TWC. Dans ce cas, la synthése modale est mise ceuvre dans le cas 2D, afin de va-
lider la dualité approche modale/approche propagative. Elle montre une parfaite cohérence du
point de vue des nombres d’ondes, mais relate une divergence entre amortissement modal et
amortissement spatial.

Sont ensuite présentées les validations expérimentales de la méthode. Deux structures par-
ticulierement intéressantes ont été selectionnées : une structure bicouche a base de matériaux
poro-élastiques, et une structure sandwich nid d’abeilles. Plusieurs motivations ont justifié ce
choix. En effet, ces structures font encore I'objet d’intenses efforts d’un point de vue modélisation
numérique, alors que peu de résultats expérimentaux sont disponibles. En particulier, ces
modélisations numériques ne concernent pour le moment que le domaine des basses fréquences.
D’autre part, ces structures sont représentatives des matériaux courament utilisés dans I’indus-
trie. Enfin, ce sont des assemblages de diverses constituants qui leur confére un riche comporte-
ment dynamique. Ainsi, un banc d’essai générique est construit.

Le champ spatial des vitesses normales obtenu expérimentalement par sollicitation dyna-
mique du bicouche acier/poreux est traité par la méthode IWC. Les résultats de ’analyse montre
un comportement de type plaque de Kirchhoff isotrope. La présence des poreux se traduit par
un treés fort amortissement structural apparent (de 'ordre de la dizaine de pour cent). Ensuite,
le sandwich en nid d’abeilles est traité sur le méme banc d’essai. L’application de la méthode
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IWC montre des comportements particuliers remarquables. En effet, les rigidités dynamiques en
flexion apparaissent fortement dépendantes de la fréquence. De plus, le sandwich a un comporte-
ment orthotrope, lui-méme dépendant de la fréquence. Un fait particulier est & souligner : pour
une petite bande de fréquence, le sandwich testé a un comportement isotrope. Une confron-
tation avec un modele analytique monodimensionnel référencé dans la littérature conclut le
chapitre. Les comparaisons entre ce modele et les identifications expérimentales montrent un
accord concluant.

III.1 Techniques d’acquisition du champ spatial

Toutes les méthodes d’identification de ’équation de dispersion présentées dans le chapitre
précédent présupposent la connaissance du champ harmonique % sur un maillage (z;,y;)i<n
référencé. Comment obtenir ce champ? Quelles informations peut-on alors tirer de Ianalyse
de I'équation de dispersion ainsi obtenue ? Plusieurs méthodes existent quant a I'obtention du
champ : mesure par balayage manuel d’une méthode ponctuelle (marteau de choc, vélocimétrie,
accélérometres, ...), mesure par holographie acoustique de champ proche (Near field Acoustic
Holography, NAH), mesure par thermographie infrarouge (thermo-élastocimétrie), mesure par
vélocimétrie laser & balayage, calcul numérique éléments-finis, calcul analytique par synthese
modale. Seules les trois derniéres techniques sont développées dans cette section. En effet, le
balayage manuel est bien trop cotiteux en temps; la NAH nécessite 'utilisation d’une chambre
sourde et d'une antenne acoustique; et la thermographie suppose connues les relations thermo-
dynamiques au sein du matériau.

IT1.1.1 Mesure du champ par vélocimétrie laser a balayage

Vélocimetre : La vélocimétrie laser est une mesure sans contact qui permet de connaitre la
vitesse dans une direction donnée d’un point situé & la surface d’une structure. Un faisceau laser
est envoyé sur ce point. Si la zone d’impact est suffisamment diffusante, une partie du rayon
est renvoyée a I’émetteur qui peut comparer le signal initial & ce rayon réfléchi. L’analyse est
effectuée grace a un interférometre de Michelson. L’effet Doppler implique que la fréquence du
rayon réfléchi soit différente de la fréquence d’origine, du fait de la vitesse de déplacement du
point d’impact du rayon (en notant v et A les fréquence et longueur d’onde du laser, év = QT“’)
Ainsi, un analyseur de signal permet de décrire instantanément le signal w(t) de la vitesse de
translation du point d’impact. La position relative de ’émetteur laser et du point d’impact
n’est pas anodine. Du fait de I'utilisation des interférences entre les signaux émis et réfléchis,
la longueur du trajet lumineux ne doit pas étre un multiple de la longueur d’onde du rayon.
En d’autres termes, il existe des plages de fonctionnement du laser hors desquelles la mesure
ne peut pas étre effectuée. De plus, la qualité du signal est inversement proportionnelle & la
distance entre émetteur et point d’impact.
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Vélocimetre a balayage : La fonction “balayage” permet, grace aux mouvements des op-
tiques au sein de I'appareil, de changer automatiquement 1’angle d’émission du rayon. Ainsi, le
rayon peut étre dirigé n’importe olt dans un angle solide donné (son “champ de vision”).

Le positionnement du laser par rapport a la structure devient alors critique, puisqu’il est
le résultat d’'un compromis : le laser doit étre suffisamment loin de la structure pour qu’elle
entre entierement dans son champ de vision, mais suffisamment pres pour ne pas trop dégrader
le signal. De plus, pour des structures planes, le fait de changer la position du point d’impact
change la longueur du trajet lumineux (la variation de longueur est d’autant plus grande que
le laser est proche de la structure). Cette variation risque d’étre plus importante que la largeur
d’une plage de fonctionnement, et certains points de la structure auront du mal & étre mesurés.
Enfin, on peut préciser que ’état de surface de la structure ne doit pas étre trop lisse : en effet, si
la structure est trés réfléchissante, la réflection risque d’étre spéculaire (angle d’incidence égale
angle de réflexion), et du fait du balayage et de son incidence variable, le rayon réfléchi risque
de rater 'émetteur.

Bien que paraissant tres souple & utiliser, la technologie de laser 4 balayage est assez délicate
a mettre en ceuvre, et donne des résultats parfois décevants. En particulier, pour certains points
de mesure, le signal perd de sa qualité, et ne représente plus la vitesse de la structure. C’est
pourquoi il est indispensable d’avoir un indice de qualité p; pour chaque point de mesure.

Mesure d’une référence : Le vélocimetre ne mesure évidement la vitesse de la structure
qu’au point d’impact du laser (“spot” laser). Les différents points de mesure sont donc mesurés
a des temps différés : il est alors nécessaire d’avoir une référence temporelle.

Afin de régler ces deux problémes (indice de qualité des mesures et référence temporelle), le
montage utilise la mesure de la force injectée dans la structure. Celle-ci est provoquée par un pot
vibrant attaché & la structure via un capteur de force. Afin d’avoir des mesures larges bandes
(pour plusieurs fréquences différentes), le signal envoyé au pot vibrant est un bruit blanc, et on
récupere les signaux sous forme de fonctions de transfert entre la vitesse des points de mesure
et la force au point d’excitation : X

Hifw) = 2o:@) (I1L.1)
F(w)

(avec toujours le signe * pour la transformée de Fourier). La cohérence des signaux indique la

qualité de la mesure :

g, (w)F(w
() — L @) F (@) )
|we; (w)||F(w)]
On a le déplacement de la surface par la relation :
w(]:ia Yi, UJ) = w
iw
— F(w)Hz(w) (IH 3)
iw ’
= constante, X H;(w)
x Hj(w) (I11.4)
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A w donnée, le champ w est donc proportionnel aux fonctions de transfert directement obtenue
par le laser. Toutes les méthodes d’identification du plan d’onde ne s’intéressant pas & 'amplitude
du champ (mais & sa répartition) on identifiera donc w; & H;.

Banc de mesure : Le principe du banc de mesure est synthétisé dans le schéma de la fi-
gure III.1. Un laser & balayage Ometron VPI+ est utilisé!. Tl est interfacé grace a Ideas Master

Echantillonneur

-] LASER

b H N .
Pot d’excitation — Mesure continue
— Mesure échantillonnée

Capteur de force'] —— Signal d’excitation
plaque testée — Energie d’excitation
— Pilotage des appareils

EL --- Rayon laser

Fia. II1.1: Schéma du banc d’acquisition

Series OpenGL, qui permet a la fois de générer le maillage, de piloter la position du laser, et de
gérer un échantillonneur Paragon Hewlett Packard 35654A. Celui-ci a deux fonctions : il récupere
les signaux du laser et du capteur de force Briiel & Kjaer 8001 qui recueille la force ponctuelle
injectée, et il génere le bruit blanc envoyé au pot d’excitation Briiel & Kjaer 4801.

Le résultat d’une acquisition est sous la forme de N fonctions de transfert. Il suffit alors
de lire toutes ces fonctions de transfert & une méme pulsation pour fabriquer le champ (i;);<n
souhaité. La figure IT1.2 est une photographie du banc de mesure.

Résultats : Ce type de banc, avec 'analyse IWC, permet de caractériser des structures réelles.
En particulier, on pourra ainsi faire des mesures d’amortissement ou valider des théories construi-

sant des équations de dispersion.

I1I.1.2 Obtention du champ par calcul numérique : éprouvette virtuelle

Une autre méthode pour avoir les champs harmoniques d’une plaque consiste a effectuer un
calcul numérique précis et cotiteux d’un échantillon de la structure. En effet, il faut rappeler que

LCet équipement a été acquis dans le cadre du contrat régional IMPACT [32] portant sur la vibroacoustique
passive et active. La région Rhone Alpes est remerciée pour son aide financiére.
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(®)
i a ®

®

1 : Laser a balayage 2 : Pilotage laser, pilotage Paragon, stockage données 3 : Echantillonneur HP Paragon

4 : Chaine d’excitation 5 : plaque testée

FiG. I11.2: Banc de mesure avec Vibrométre Laser a Balayage

c’est le milieu qui est caractérisé, indépendamment des conditions aux limites (et en particulier
de la taille de la structure). Les résultats obtenus sur une plaque pourront étre utilisés pour
une plaque beaucoup plus grande. Les caractéristiques de cette plaque équivalente prenant en
compte toutes les subtilités constitutives du milieu, on n’aura pas besoin de les décrire dans
cette grande structure. Il n’est plus nécessaire de prendre un maillage trés précis, ce qui permet
un trés grand gain au niveau du colit numérique des calculs.

Le calcul numérique peut étre tres compliqué, avec prise en compte d’une géométrie com-
plexe (présence de raidisseurs, matériaux multicouches, ...), et mettant en jeux de nombreux
phénomenes (couplages multiphysiques). Le principe est que toutes ces particularités influen-
ceront I’équation de dispersion en flexion de la plaque, la “signeront”. Le fait d’utiliser cette
équation de dispersion comme modele d’une plaque homogene sera donc une facon de modéliser
I’ensemble de ces caractéristiques, a un cott tres faible.

Enfin, cette démarche pourra servir pour dimensionner les assemblages. En effet, la
modélisation d’'un échantillon puis I’analyse de son plan d’onde permet de connaitre, sans rien fa-
briquer réellement, les caractéristiques nécessaires & la structures pour respecter des contraintes
vibratoires. C’est le principe de I'éprouvette virtuelle.

I11.1.3 Calcul du champ par synthéese modale

Les plaques homogenes isotropes rectangulaires appuyées-appuyées sont un cas canonique
tres utilisé en mécanique des vibrations. En effet, leur schéma modal est connu. Pour une plaque
de dimensions a X b, de masse Mo = phab, appuyée sur son pourtour, le probleme est modélisé
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sous la forme :

([ DA%w + phii = 0 sur ]0 a[x]0 b]

w(z,0) = w(zr,b) = sur [0 a]
S w(0,y) =w(a,y) = sur [0 b] (I11.5)

%;’é’ (2,0) = ‘%ﬁ’(m,b) =0 sur [0 q

| 5:2(0,9) = §%(a,y) =0 sur [0 0]

On pose alors :
V (m,n) EN? | kyy = m= kyn = n% (IIL.6)
a

Gmn (2, Y) :\/ﬁ sin(kpmx) sin(kyny) (T11.7)

D

Wi = (Ko + ki) (I11.8)

ph
On montre aisément que la famille (wpn, $rmn)m,n est la base modale du systeme (selon la
définition de la page 8). La dissipation est modélisée sous forme d’amortissement visqueux ce qui
permet, grace a I’hypothese de Basile, de poser 'amortissement modal &,,,,,. Pour une excitation
ponctuelle harmonique au point (z,y.) d’amplitude Fp, cela implique que le champ peut étre
écrit sous la forme (c.f. équation 1.12) :

w(x,y) _ Z F0¢mn(we) 5 ¢mn(:v,y)

— —w? 4 2 wmnw + w2,

4F, Z sin(kzmxe) sin(kymye) sin(kzmx) sin(kymy)

Mot - —w? + 2 Wmnw + w2,

(111.9)

Il reste un point a traiter avant de pouvoir synthétiser le champ : I’équation I11.9 comporte
une somme infinie sur ’ensemble des modes. On sait qu’en dessous de sa fréquence propre, la
contribution modale d’un mode diminue quand sa fréquence propre augmente. Réciproquement,
a une fréquence donnée, les modes de grande fréquence propre auront une contribution faible. On
pourra donc approximer la réponse de la structure par la réponse des premiers modes (troncature
modale?). Le seuil & partir duquel un mode est négligé est fixé & 3 : la troncature modale écarte
les modes dont la fréquence propre est supérieure a 3 fois la fréquence d’excitation :

) 4F, 4F,
w(z,y) = Mo Z (“.)_’_Mtt Z (-+)
0 mn/wmn <3w 0 mn/wmn>3w
4F,
~ I11.10
Mo >ooo() ( )
mn/wmn <3w

On peut ajouter que le produit des sinus joue en faveur de la troncature modale. Quelles que
soient les coordonnées (x,y, Te, Ye ), le signe d’un sinus sera variable. Sa contribution sera parfois
positive, parfois négative, et finalement sa somme sera presque nulle. La figure I11.3 présente un
exemple de troncature.

2Cette approximation peut étre affinée en ajoutant une correction grace au noyau statique. L’annexe A page 175
présente cette correction, qui n’est pas nécessaire ici.
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FiG. I11.3: Exemple de troncature modale pour la synthése du champ d’une plaque appuyée-appuyée

Ce cas purement académique a deux objectifs. Premiérement, il met en évidence la dua-
lité approche modale / approche ondulatoire (wave/mode duality, c.f. Langley [74]), puisque
le champ est synthétisé avec le formalisme modal tandis qu’il est identifié avec le formalisme
ondulatoire. Deuxiémement, il permet de mettre en relation les amortissements modal (&,,) et

spatial (y(0)).

II1.2 Analyse d’'un champ obtenu par synthese modale bidimen-
sionnelle

La méthode de recherche TWC est appliquée & un champ issu d’une synthése modale
modélisant les vibrations d’une plaque homogene isotrope appuyée-appuyée. Les dimensions
de cette plaque sont ¢ = 90 cm, b = 70 cm. L’excitation est placée au point de coordonnées
xo = 50 cm, Yo = 50 cm. La grille des “points de mesure”, c’est-a-dire des points ou1 est évalué le
champ w, a pour espacements Ax = Ay = 2 cm, ce qui en fait une grille uniforme de N = 1656
points. Le champ est généré pour 90 pulsations différentes, correspondantes aux trentiemes d’oc-
tave allant de 200 Hz & 1600 Hz. L’amortissement visqueux modal £ est choisi constant. Trois
cas tests sont exposés (tableau IIL.a). A titre indicatif, on précise la densité modale, son inverse,
ainsi que le recouvrement modal (aux bornes de I'intervalle de fréquence) pour ces 3 cas test>.

3La densité modale est donnée par la formule 1.51 page 23 : n(w) = 275:% qui donne dans le cas d’une plaque
de Love Kirchhoff n = —2—. La densité modale d’une plaque ne dépend pas de la fréquence. Le recouvrement

4m\/ D
modal est donné par la formule 1.48 page 20 : p = nnv.
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Cas 1 Cas 2 Cas 3
D (m*s~?) 5 2 0,5
¢ (%) 8 0,5 4
n (mode/Hz) 22,4 103 35,4 103 70,9 1073
n~! (Hz/mode) 45 28 14
w(v) (%) 72 — 573 7 — 56 113 — 900

J. BERTHAUT

TAB. IIl.a: Caractéristiques dynamiques des trois cas test

Vue la synthese modale (équation IT1.8), 'équation de dispersion du milieu devrait étre celle
de Love-Kirchhoff isotrope I1.51 :
DEk* = w?

La figure I11.4 montre un exemple de résultat IWC (cas test 1) & 1270 Hz). Le modele isotrope
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Fic. II1.4: Exemple de résultat IWC sur un champ issu de synthése modale

semblant pertinent, on pourra utiliser I'algorithme d’homogénéisation hautes fréquences pour
les plaques isotropes exposés dans le chapitre précédent (section I1.5.1), et tenter de retrouver
D constant. Le figure II1.5 indique le résultat pour les trois cas tests.

On voit que la méthode, bien que subissant une déviation* systématique en basses fréquences
(surestimation), identifie correctement la rigidité dynamique. Il est méme surprenant que la
méthode donne un bon résultat dans le cas test 2), ou 'hypothese de fort recouvrement modal
n’est pas vérifiée. Le méthode TWC, bien que prévue pour fonctionner en moyennes et hautes
fréquences, s’avere tout de méme efficace dans le domaine modal.

“De plus, il faut rappeler que la méthode IWC s’applique & identifier des vecteurs d’ondes; or, la rigidité
dynamique dépend de k en k= (équation I1.64). Une erreur d’identification en k se propagera donc sur D 4 la
puissance 4 : il faut voir les erreurs d’identification de la figure III.5 comme tres faibles (les erreurs sont trés
“zoomées” ).
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Fia. II1.5: Comparaison des rigidités dynamiques utilisées pour la synthése modale et identifiées par la
IWC (modéle isotrope)

11 est difficile de concevoir une relation directe entre amortissement modal et amortissement
spatial : le premier est un parametre donnant la décroissance temporelle d'un mode donné,
tandis que le second explicite la décroissance spatiale d’une onde donnée. C’est entre autres
lavis de Lyon [21] : L’amortissement spatial d’une onde est un concept délicat a exprimer en
termes de description modale. Cependant, il précise que ces deux amortissements sont liés a
I’amortissement énergétique n par les deux formules :

= 2 (IT1.11)
(1T1.12)

Dans le cas présent d'une plaque de Love-Kirchhoff, pour laquelle on a ¢, = 2cy, ces relations
aboutissent a : ¢

=2 I1I.1
7=3 (ITL.13)

C’est pourquoi la figure I11.6 compare les amortissement spatiaux y(w) identifiés par la méthode
IWC & la moitié de I'amortissement modal utilisé lors de la synthese modale. Les résultats pour

I’amortissement v ne sont pas aussi concluants que pour la rigidité dynamique D. Néanmoins,
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F1G. II1.6: Comparaison de l’amortissement modal (synthése) et spatial (identification IWC)

on peut dire que sur les cas test 1) et 3) lidentification de I'amortissement est satisfaisante.
Pour le cas test 2), par contre, I'identification est incorrecte. Mais dans ce cas, il faut se rappeler
que le recouvrement modal est tres faible : les hypotheéses de bases de la méthode TWC ne
sont pas vérifiées. Il est donc naturel qu’elle ait du mal & identifier 'amortissement. L’allure de
I’amortissement identifié en fonction de la fréquence semble étre systématiquement une fonction
décroissante, alors que ’amortissement modal de synthése était lui, constant. L’identification
n’est donc pas idéale pour toutes les fréquences. On peut s’interroger sur cette décroissance,
sans doute liée aux mémes problémes que dans le cas monodimensionnel (sous-estimation de
lamortissement ). Comme on le voit, les mémes doutes que dans le cas monodimensionnel
subsistent quant & l'identification de I’amortissement.

La synthese modale d’un champ a permis de valider la méthode IWC de fagon générale. Elle
s’avére capable d’identifier les rigidités dynamiques de la structure testée de fagon tres précise. La
plage de fréquence dans laquelle cette identification est correcte s’étend des hautes fréquences
jusqu’a une partie du domaine modal, ou ses hypothéses ne sont pourtant pas vérifiées. Du
point de vue de 'amortissement, elle ne permet d’avoir qu’une estimation de I’amortissement
spatial — méme si cette identification n’est pas parfaite. On peut ajouter que cette section, qui
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concerne un champ obtenu par synthése modale identifié par une méthode utilisant le formalisme
ondulatoire, est en soi une validation trés explicite de la dualité approche modale / approche
ondulatoire de Langley [74].

II1.3 Application aux parois poro-élastiques

Cette section s’attache & valider la méthode IWC sur un champ vibratoire obtenu
expérimentalement. Deux assemblages sont testés. Le premier est constitué d’une plaque en
acier couverte d’un feutre, le second est une plaque d’acier similaire recouverte d’une mousse
visco-élastique (figure IT1.7). La rigidité de ces plaques est dominée par celle de I'acier, et les
masses sont comparables. L’équation de dispersion devrait donc étre identique. Par contre, la
mousse semble beaucoup plus dense que le feutre : amortissement de ce second assemblage
devrait donc étre supérieur a celui de la plaque avec le feutre.

F1a. II1.7: Bicouches acier/poreuz (a gauche feutre, a droite, mousse)

Les plaques sont de dimension 50 x 38 cm. Leurs conditions aux limites sont considérées
libre-libre grace a une suspension verticale tres souple. La grille de mesure est uniforme de pas
Az = Ay =17,2 mm (N = 690). L’enregistrement de la cohérence p; donne un indice de qualité
de chaque mesure. Les fonctions de transfert sont récupérées sur [500 6700] Hz avec un pas de
ov =1 Hz.

II1.3.1 Résultats pour I’équation de dispersion

Dans un premier temps, on s’assure que la méthode IWC donne des résultats cohérents.
Puisque l'acier est beaucoup plus rigide que la partie poreuse, I’équation de dispersion devrait
étre proche de celle de I'acier, donc isotrope. De plus, la plaque étant extrémement fine (quelques
dixieémes de millimetre), le modele de Love-Kirchhoff parait a priori adapté. Le nombre d’onde
k ne doit donc pas dépendre de ’angle 0, et la rigidité dynamique D doit étre constante vis A
vis de w.

—71 -



I11.3. APPLICATION AUX PAROIS PORO—ELASTIQUES J. BERTHAUT

Les figures II1.8 et II1.9 montrent que ces hypotheses sont correctes pour les deux plaques :
a gauche, Iisotropie est vérifiée (pour la fréquence 2500 Hz, choisie & titre d’exemple), & droite
le modele de Love-Kirchhoff est mis en évidence (avec D(w) = cst). La rigidité de la plaque
recouverte de mousse étant légerement inférieure a celle de la plaque recouverte de feutre, on

peut en déduire qu’elle est légéerement plus souple et/ou plus lourde.

150

180

— Rigidite dynamique identifiee
— - Moyenne de I
. T

. . . T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
v (Hz)

B
+ Vecteurs d'ondes identifies par IWC
— — Modele isotrope identifie

Fia. II1.8: Comportement isotrope de Love-Kirchhoff pour la plaque d’acier recouverte de feutre

180

— Rigidite dynamique identifiee
— - Moyenne de I
. . . T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
v (Hz)

B
+ Vecteurs d'ondes identifies par IWC
— — Modele isotrope identifie

Fia. II1.9: Comportement isotrope de Love-Kirchhoff pour la plaque d’acier recowverte de mousse

I11.3.2 Résultats pour 'amortissement

En ce qui concerne I'amortissement, les résultats sont indiqués sur la figure I11.10. Les
valeurs de 'amortissements spatial v(w) ont été moyennées sur des tiers d’octave. Ces résultats
d’amortissement sont tres élevés. Il faut en effet se rappeler que 'amortissement spatial est lié

a 'amortissement énergétique par la relation I11.12 :
n =4y

Les niveaux d’amortissement énergétique 7 sont donc ici de 'ordre de 10 % pour la plaque avec le
feutre, et de 15 % pour la plaque avec la mousse au deld de 1000 Hz. Ces résultats sont en relatif
accord avec ceux récemment publiés ([42], [51]). Mais ces fortes valeurs s’expliquent aisément
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Amortissement y moyen par bande de fréquence
| | |

Il Acier + feutre
Il Acier + mousse
9 % r

8 % r

7 % -

6 % -

5 % -

4% - -

3% r

2 % -

1% -

0% - -
500 Hz 1000 Hz 2000 Hz 4000 Hz

F1G. II1.10: Amortissements spatiauz comparés des deux plaques testées

par la présence des matériaux poreux, dont la fonction ici est de dissiper 1’énergie. La mousse
est plus dense que le feutre, il est normal qu’elle amortisse plus la plaque que ne le fait le feutre.
On n’a cependant aucune valeur de référence a laquelle comparer ces niveaux d’amortissement,
ce qui permettrait de lever les doutes émis & la section précédente concernant ’identification de
I’amortissement.

I11.3.3 Conclusion

Sur une structure réelle, isotrope et amortie, la méthode IWC est tout a fait valide en large
bande, jusqu’a des fréquences bien supérieures aux limites de 'analyse modale. Sa mise en ceuvre
sur des données expérimentales a été accomplie sans probleme et s’avérent fructueuse. Elle est
capable d’identifier correctement le comportement d’une plaque isotrope de Love-Kirchhoff, et
donne une indication assez précise de ’amortissement interne de la structure. De plus, on peut
noter que bien que la méthode IWC soit itérative (1’algorithme posséde de nombreuses boucles
imbriquées), elle est entierement automatique. Elle s’avere donc beaucoup plus rapide que toutes
les méthodes d’identification modale présentées au chapitre I.1.
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II1.4 Application a un sandwich nid d’abeilles

Le but de cette section est d’utiliser la IWC avec une structure plus complexe qu’une plaque
de Love-Kirchhoff isotrope, par exemple une “plaque sandwich en nid d’abeilles”.

Les sandwichs nid d’abeilles représentent un intérét tout particulier dans I'industrie, du fait
de leur tres faible masse pour des rigidités équivalentes tres élevées, en compression notamment.
Elles sont couramment utilisées dans la fabrication automobile, aéronautique et ferroviaire (par
exemple sur le prochain Train & Grande Vitesse de la Compagnie Japonaise des Chemins de Fer).
Le probleme majeur dans la modélisation de ces structures est la variété d’échelles différentes
mises en jeu : les parois des nids d’abeilles sont tres fines, les cavités hexagonales d’un ordre 100
fois supérieur, et les panneaux eux-mémes peuvent étre 100 plus grands que les alvéoles. Aucun
modele éléments-finis ne peut traiter simultanément toutes ces échelles.

C’est pourquoi on tente de trouver un comportement équivalent de la plaque, & travers
des caractéristiques dynamiques comme la masse surfacique, le moment d’inertie en flexion, ...
Saito [57], par exemple, utilise une poutre en nid d’abeilles, dont il identifie les caractéristiques
modales (méthode du marteau de choc). Grace & un modele de poutre de Timoshenko, il op-
timise un jeu de parametres (E, G) afin que les fréquences du modele “collent” aux fréquences
expérimentales. Les parametres ainsi obtenus peuvent étre utilisés dans tout modele Eléments
Finis utilisant une telle plaque en nid d’abeilles.

Nilsson [78] utilise une méthode tout a fait similaire (analyse modale de poutres) pour
identifier les parametres apparents d’un sandwich nid d’abeilles. 11 utilise cette identification pour
valider un modele comportemental qui permet de prédire le nombre d’onde de ces structures (ce
modele comportemental provient d’une étude antérieure [77] sur les assemblages multicouches).
Néanmoins, il teste 'orthotropie de tels matériaux en prenant des poutres découpées selon des
axes d’orthotropie; son analyse n’est pas vraiment bidimensionnel.

L’objectif de cette section est donc de reprendre son modele pour le confronter aux résultats
bidimensionnels obtenus grace a la IWC.

La structure choisie est un sandwich nid d’abeilles®, de dimensions 50x80 cm, composé de
deux peaux en plastique qui semble tissé, et une ame en nid d’abeilles dans une autre matiere
plastique. La figure IT1.11 est une vue de cette plaque, avec & droite un zoom mettant en évidence
la structure alvéolaire de I’ame. L’absence de connaissances sur les matériaux est totale. La
seule maniere de modéliser le comportement de ce matériau est donc d’utiliser son équation de
dispersion, qu’on peut identifier grace & la IWC.

®Cette structure a été aimablement fournie par RIETER SA.
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ii. ".' :
!

FiG. II1.11: Plaque en nid d’abeilles (a droite, zoom sur l’dme)

IIT1.4.1 Comportement angulaire apparent

Afin d’analyser le comportement dynamique de cet assemblage, quelques analyses IWC
sont faites. Le résultat, figure I11.12, montre clairement que la structure a un comportement
orthotrope, avec un angle d’orthotropie #; proche de 0. La dépendance de k en 6 est assez

g
L et N
+1
180 kA i
i
i+
4
%-.
......... + IWC a 3320 Hz
+ IWC a 2000 Hz
+ IWC a 1000 Hz
70 + IWC a 496 Hz

Fia. II1.12: Traitement IWC pour quelques fréquences différentes

lisse, sans variation particuliere entre deux directions d’orthotropie (la courbe n’a ni bosse ni
creux prononcé). On fera donc I’hypothése que Porthotropie est elliptique. De plus, aspect
de la courbe k() change avec la fréquence : la courbe verte, & 496 Hz, est allongée vers le
haut. La courbe rouge (1000 Hz) est & peu pres circulaire, tandis que la courbe noire (3320 Hz)
est allongée horizontalement. Les rigidités dynamiques sont donc variables. Ces trois points
expliquent 'utilisation du modele orthotrope elliptique & rigidités variables (équation II.59,
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1000

+ Identification de 6,
_ . Moyenne <eD>w

Fia. II1.13: Recherche de l'angle d’orthotropie pour le sandwich en nid d’abeilles (R() = )

page 51) :

2
k4(9)( D, (w) cos®(6) + Dy(w)sin2(9)> = w?

Une premiere analyse est faite sur I’angle d’orthotropie. Sur un échantillonnage fréquentiel, la
courbe 6| (w) est identifiée. On moyenne ensuite cet angle pour trouver 6 (supposé indépendant
de la fréquence). La figure I11.13 indique le résultat de cette recherche : on trouve 6, ~ —2°.

IT1.4.2 Rigidités Dynamiques apparentes

Avec cet angle 6, fixé, on peut passer & 'analyse des nombres d’onde avec le modele
des rigidités dynamiques variables, et fabriquer ainsi les deux fonctions Di(w) et Do(w). Pa-
rallelement, on construit, & titre indicatif, ’amortissement y(w) (en 'absence de modele plus
fin, Pamortissement spatial est supposé isotrope). La figure I11.14 montre les rigidités dyna-
miques et amortissement ainsi trouvés. On voit que ces fonctions sont tres variables avec la
fréquence. Deux comportements peu communs sont a souligner. Premierement, les deux rigidités
dynamiques se croisent : la direction la plus rigide change selon la fréquence. En deuxiéme point,
il faut noter que la courbe 1~72 n’est pas monotone; en particulier, en basses fréquences, cette
fonction est croissante tandis que globalement, elle est décroissante. Les données expérimentales
inspirent les trois remarques suivantes :

1. Ces résultats sont la compilation de résultats obtenus a partir de deux jeux de mesure.
Celles-ci étaient décalées en fréquences (0—3200 Hz, 1000—4000 Hz). Voila pourquoi il apparait,
pour la courbe Dy autour de 2250 Hz, une sorte de “dédoublement”. Cependant, ce tres léger
dédoublement, presque nul et concentré sur une plage de fréquence tres faible, montre que la
mesure est fortement reproductible.

2. Pour des raisons inexpliquées, la cohérence issue du signal laser chute sur une petite
bande autour de 2600 Hz, et aussi & partlr de 3500 Hz. Ceci explique les “accidents” dans les
courbes A ces fréquences (autant sur Dy et Dy que sur 7).
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Fia. T11.14: Résultats de l’analyse IWC et modéle orthotrope elliptique a rigidités variables, pour la plaque
en nid d’abeilles

3. Les courbes sont tres chahutées en basses fréquences. C’est normal, puisque la IWC est
une méthode moyennes et hautes fréquences.

La lecture des résultats concernant l'amortissement présentés dans la figure I11.14 est
délicate. En effet, 'atténuation des ondes v est de 'ordre de la dizaine de pour cent dans
la bande de fréquence de 1000 Hz & 4000 Hz, ce qui correspond & un amortissement structural
de l'ordre de 40 pour cent. Cette valeur semble étre trés importante. Il est également difficile
de juger de sa pertinence vu le manque indéniable de résultats équivalents dans la littérature
scientifique. La bande de fréquence en dessous de 1000 Hz est hors des limites de la méthode.
Dans cette bande, le résultat n’est pas pertinent.

I11.4.3 Vérification de ’orthotropie

Afin de vérifier que le modele ne dépend pas des conditions aux limites, la plaque est
retaillée aux dimensions de 58.2x38.5 cm, avec un angle de 12,4° par rapport a la premiere
(c.f. figure IT1.15). La photo ITI.11 est d’ailleurs une prise de vue de cette plaque retaillée. Deux
nouvelles mesures sont faites. Les résultats de la méthode IWC et de la recherche des parametres
mécaniques sont présentés figure I11.16. En ce qui concerne les rigidités, les résultats sont tres
semblables a ceux de la figure I11.14. Ceci signifie que, comme prévu, la méthode IWC ne dépend
pas des conditions aux limites : c’est bien le matériau qui est identifié, et non son environnement.
Il faut nuancer ce propos pour les basses fréquences, ou les mesures de la plaque retaillée sont
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| o ‘DireEEion_d_u fil des peaux

FiG. I11.15: Changement des conditions aux limites et de la direction du fil pour la plaque sandwich nid
d’abeilles
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Fia. II1.16: Résultats IWC pour la plaque en nid d’abeilles retaillée

peu exploitables car trés chahutées. Ce comportement s’explique par le fait qu’ayant retaillé la
plaque, la limite domaine modal/moyennes fréquences est repoussée vers le haut (tous les modes
sont de fréquence plus élevée). En ce qui concerne "amortissement, on remarque que les mesures
de 7 ne se suivent ni entre la plaque entiére et la plaque retaillée, ni entre les différents essais sur
la plaque retaillée. Il semble donc que la mesure de 'amortissement, elle, dépende des conditions

aux limites.
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I11.4.4 Modele analytique

La littérature concernant les plaques en nid d’abeilles est relativement récente, mais on
trouve plusieurs approches ([77, 78, 81]). Celle adoptée par Nilsson [77, 78] est particulierement
intéressante car elle permet de construire analytiquement une équation de dispersion pour les
ondes de flexion dans les systémes monodimensionnels sandwich nid d’abeilles.

Equation de dispersion : Les caractéristiques géométriques de ’assemblage sont données
figure II1.17. Les caractéristiques mécaniques sont notées, pour le cceur et dans une direction

Fia. II1.17: Caractéristiques géométriques de l’assemblage dans le modéle de Nilsson

donnée, E¢ (module d’Young), G (module de cisaillement) et p¢ (densité). Pour les peaux, les
données mécaniques sont EP pour le module d’Young et pP pour la densité. On construit alors
quelques grandeurs générales qui allégeront les écrites postérieures. Tout d’abord, la densité
surfacique de I’assemblage est donnée par :

o =2hp® + Hp°

Puis la rigidité statique de I’assemblage® est calculée :

crr3 H2 2h2
Dpr = E°h| — + Hh+ —
BF D + < 5 + + 3 >
Enfin, la rigidité d’une peau seule est notée :
EPR?
D —
HF 12

On sait qu’a chaque fréquence, il existe un nombre d’onde &k dans la structure. On définit alors
la rigidité équivalente & cette fréquence par expression :

Grace a ces écritures, et dans une direction donnée, I'analyse de Nilsson (développée en An-
nexe C) ameéne I'équation de dispersion suivante :

( s ) [Dgw - D (w)

D —2Dpp = 111.14
oo Do + D(w) ur =0 ( )

bCette rigidité statique est obtenue par assemblage des rigidités de chacune des couches avec décalage de la

fibre neutre (théoreme de Kcenig). On verra a la section IV.1.1 une extension de ce théoréme.
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Comportements asymptotiques : En basses fréquences, on obtient :
D(w) ~ Dgr (IT1.15)

soit

k(w) ~ <DLBF> v N (ITL.16)

On retrouve une plaque de Love-Kirchhoff avec une rigidité équivalente issue d’une ho-
mogénéisation basse fréquence (théoréme de Keenig, c.f. section IV.1.1 page 86). En hautes
fréquences, on obtient :

D(w) ~ 2Dur (1T1.17)

soit

s\ /4
k(w) ~ <2DHF> Vo (I11.18)

Ceci équivaut a une flexion des deux peaux en phase, avec cisaillement pur du coeur. Mais le
cisaillement est en w tandis que la flexion est en y/w; c’est donc elle qui domine le mouvement
(elle demande un plus faible nombre d’onde, donc une énergie de déformation moindre). La
figure IT1.18 est une vue de cette équation de dispersion, avec ses deux asymptotes (& gauche,
k(w) en échelles log-log, & droite, D(w) en échelle semilogarithmique en fréquence).

T T
" Equation .17 " Equation .17
H o Flexion des peaux (D) H o Flexion de lensemble (Koenig) (Dg)

A Flexion de I'ensemble (Koenig) (D) A Flexion des peaux (D,

e

Y VVVVVVVVVV YV VvV vV VvV ¥V v v

Nombre d'onde (log)
Rigidité D

A a A A A AAA

.
Frequence (log) Frequence (log)

Fia. II1.18: Equation de dispersion analytique de Nilsson pour les nid d’abeilles

I11.4.5 Identification des parametres apparents

Les données issues de la méthode IWC vont pouvoir servir a identifier les parametres
nécessaires au modele de Nilsson, ce qui permettra de comparer le modele analytique iden-
tifié et les mesures expérimentales. Une premiere série d’identification repose sur les mesures de
caractéristiques globales de la plaque. Soit, dans le cas présent :

Moy =1,72kg S =0,40 m®> H + 2h = 20,6 mm (I11.19)
= 0 =4,3 kgm™> (I11.20)
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Les parameétres restants & identifier (H, F,G,...) sont ensuite trouvés par moindres carrés.
L’équation de Nilsson ITI.14 peut étre écrite sous la forme, pour la direction o (o € {z,y}) :

3 1
AyuDZ — BaDE — wC, = —Dow (IT1.21)

On forme alors la matrice A (toutes les fonctions de la fréquences sont connues sur I’échantil-
lonnage fréquentiel (w;);) :

-3 1
D;,? (wl) —sz (wl) —Wwq 0 0 0
3 1
D% (CL}Q) —D% (wg) — W 0 0 0
3 1
D (wi) —Dzi(wi) —w; 0 0 0
A= X ; (IT1.22)
0 0 0 Dy2 (wl) —Dﬁ (wl) — W1
3 1
0 0 0 Dy2 (wg) —Dﬁ (wg) — w9
3 1
0 0 0 Dy(wi) —Dyj(wi) —uwj
et le vecteur V : ) )
Dy (w1).wi
D:v (wg).wg
Dm(wz) Wi
V= — : 111.23
Dy(wl) w1 ( )
Dy((.UQ) w2
Dy (wz) Wi

Les estimations optimales des parametres (A, B, C, A, By C,), optimales au sens des moindres
carrés de I'équation IT1.21, sont alors :

“[Ay By Cp Ay B, C,] = (*AA) ' AV (IT1.24)

De plus, on peut ajouter des lignes & la matrice A et au vecteur V pour augmenter le nombre
de contraintes. Ici, les contraintes suivantes ont été ajoutées :

~ [-9.5¢* 120 0 0 0] et [0]: D, fini et de dérivée nulle en 0 (limite Dppy)

~ [0 0 0 —3et1e! 0] et [0]: Dy fini et de dérivée nulle en 0 (limite Dgpy)

- [0 0 150 0 0] et [ 1.5¢% ] : limitation de Dypy
- [0 0 0 0 0 5e*]et[3.87" ] : limitation de Dyupy,
- [0 0 0 0 1e®0]et [ 6e®]:repousse 'inflexion vers les basses fréquences (limite G,)
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Coeur Peaux
H FE Gy Gy h E, E,
15,6 mm | 643 MPa | 20 MPa | 40 MPa 2,5 mm | 2,12 GPa | 1,28 GPa

TAB. IILb: Résultats de l'identification des paramétres du modeéle de Nilsson pour le nid d’abeilles

On remonte ensuite aux caractéristiques mécaniques en identifiant terme & terme les équa-
tions II1.14 et II1.21. Le tableau ITL.b indique les résultats de cette identification. Ces résultats
sont globalement en accord avec le modele de Nilsson comme le montre la figure I11.19. La moitié
gauche de celle-ci présente les identifications des nombres d’onde k; en bleu et &, en rouge, ainsi
que le modele de Nilsson en noir. Les pointillés indiquent les comportements asymptotiques
décrits précédemment. Sur la partie droite de la figure, ces résultats sont traduits en termes
de rigidité (comme dans la figure II1.18). L’accord sur les nombres d’ondes est probant en

‘ — 1000 ‘
Erreur en kX: 3.7% o : : Erreur en DX: 15 %

k_ (rad/m)

X

107

ky (rad/m)

10

-~ N N N N N L N N N N 0 N N N N N T N N N N
200 400 1000 2000 4000 200 400 1000 2000 4000
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)

Fia. II1.19: Comparaison entre le modéle de Nilsson identifié (en noir) et les mesures IWC (en couleurs)

particulier dans la direction z et a partir de 400 Hz, I’erreur restant confinée & quelques pour
cent. La comparaison des rigidités dynamiques montre quant & elle des écarts paraissant plus
importants (das & Pamplification de erreur par passage des nombres d’onde aux rigidités). En
dessous de 400 Hz, les écarts entre modele et identifications sont tres importants du fait de la
limitation basse fréquence de la méthode IWC.
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I11.5 Conclusion sur la méthode IWC

II1.5.1 Identification de structures complexes

Grace a la méthode TWC et a la recherche d'un modeéle de plaque équivalente, la dynamique
complexe d’un assemblage sandwich nid d’abeilles peut étre appréhendée. En particulier, la
dépendance de la rigidité en fonction de la fréquence est bien pergue. Le modele analytique
correspondant, développé par Nilsson [78], peut ainsi étre validé et les parametres physiques
qu’il utilise identifiés. On peut méme se féliciter de voir la IWC tres précise et acérée, puisqu’elle
détecte un phénomene non prévu par le modeéle de Nilsson : autour de 1200 Hz, la structure
est isotrope, avec une rigidité dynamique dans une direction plus faible que prévue (sur la
figure II1.14, la courbe rouge, autour de la fréquence citée, est anormalement basse, égale a la
rigidité dans 1’autre direction).

Au niveau implémentation numérique, la méthode IWC est performante. Le méme pro-
gramme permet d’utiliser aussi bien un champ synthétisé numériquement qu’un champ obtenu
par des mesures expérimentales (robustesse). L’algorithme est entiérement automatique : les ba-
layages fréquentiel et angulaire, les recherches de (k(w, 6),v(w, #)), la sélection des identifications
correctes, 'identification des parameétres d’un modele équivalent, sont entierement automatiques.
Si cette procédure, qui donne les modeles complets sur I’ensemble de la bande de fréquence & dis-
position, est relativement longue (une & deux heures sur des PC cadencés & 2GHz), I'utilisateur
n’a aucune intervention & faire, contrairement & la majorité des méthodes modales.

II1.5.2 Limites fréquentielles de la IWC

La méthode TWC est typiquement une méthode moyennes fréquences : en dessous d’'une
certaine fréquence — limite qui dépend de la taille de la structure, de son équation de dispersion,
et de son amortissement —, 'approche utilisée est non valide. En effet, I'un des fondements de la
méthode est 'hypothése de fort recouvrement modal, qui implique une répartition de I’énergie
dans toutes les directions de propagation. On a vu cependant que la méthode est toujours valide
pour des recouvrements modaux tres inférieurs a l'unité. Cependant, afin d’amoindrir cette
limitation, plusieurs pistes sont a envisager. Tout d’abord I’analyse modale, vue & la section L.1,
une méthode explicitement basses fréquences, et qui vient donc compléter la méthode ITWC.
Néanmoins, ses détracteurs lui reprochent de n’estimer les caractéristiques d’une structure que
sur quelques fréquences particulieres — ses fréquences propres. Une seconde piste consisterait a
densifier le schéma modal avec un léger balayage en fréquence. A la fréquence centrale de la
bande, certaines directions sont excitées tandis que d’autres ne transportent aucune énergie :
le diagramme de la TWC, a cette fréquence, possede de grands secteurs angulaires vides, et la
recherche d’un modele de plaque équivalente s’appuie sur trop peu de données. Mais pour des
fréquences voisines, sans doute les directions excitées seront-elles différentes. En superposant les
diagrammes IWC, ceux-ci se densifieraient et la recherche des parametres équivalents seraient de
nouveau efficace. Il faudrait cependant supposer a priori un type d’équation de dispersion (par
exemple k* o w?) afin de stabiliser le nombre d’onde dans la bande de fréquence (en suivant
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notre exemple, il faudrait comparer, dans la bande de fréquence, non pas les nombres d’onde
mais les grandeurs k//w).

Mais un tel développement est-il vraiment nécessaire, alors que les efforts se portent aujour-
d’hui principalement vers les plus hautes fréquences 7 La méthode IWC, de ce c6té-1a, ne connait
pas vraiment de limite, & part peut-étre celle du maillage spatial. En effet, plus la fréquence va
augmenter, plus les longueurs d’onde vont diminuer. La limitation vient du probléme de re-
pliement, avec le théoreme de Shannon imposant & I'expérimentateur au moins deux points de
mesure par longueur d’onde. Cependant, la IWC est insensible aux conditions aux limites. Une
solution pour obtenir une équation de dispersion & des fréquences plus élevées consiste simple-
ment & ne mailler qu’une partie de la structure & étudier, en limitant la surface & une petite
zone. Le choix de cette zone n’est pas anodin, puisqu’il risque de privilégier une direction de
propagation donnée (comme dans l'article de Ferguson [43]). Afin de minimiser ce risque, il
faut prendre une petite zone autour de la source ponctuelle, qui émet des ondes dans toutes les
directions. Grace a cette limitation de la taille de la zone mesurée, la IWC n’a de fait aucune
réelle limite en hautes fréquences. Cette méthode est mise en ceuvre sur le cas concret de la table
d’harmonie qui sera exposé dans le dernier chapitre de ce manuscrit.

I11.5.3 Identification de ’amortissement

Un autre aspect de la méthode IWC est sa capacité & estimer 'amortissement spatial . Mais
cette estimation reste obscure : le signe changeant de I'amortissement identifié est difficilement
interprétable, et les valeurs des identifications dans le cas d’un champ synthétisé de fagon modale
apparaissent trop faibles. De plus, on a vu dans I’étude théorique du cas monodimensionnel que
la mesure de ’amortissement était dépendante des conditions aux limites et de la position de la
source. Ce fait est mis en évidence par des constatations expérimentales :

La figure II1.14 présentait les résultats de deuz essais identiques, espacés dans le temps.
Les deuz résultats d’amortissement sont quasiment superposées : la mesure est bien reproduc-
tible. Ce n’est pas le cas lors des essais pour la plaque retaillée (figure II1.16). Si la mesure
de 'amortissement est reproductible, elle est donc trés sensible aux conditions de 'expérience
(peut-étre celles-ci ont légérement changé entre les deux derniers essais). La comparaison des
courbes d’amortissement entre la plaque d’origine et la plaque retaillée (figures I11.14 et TI1.16)
montre que la mesure des rigidités dynamiques est a peu pres la méme dans les deux cas, alors
que "amortissement spatial est lui tres différent. Il est donc certain que 'amortissement spatial
n’est pas qu’un amortissement local, interne & la structure, mais bien le reflet d’'un amortisse-
ment global prenant en compte toutes les pertes énergétiques. Ces pertes semblent dépendre
fortement des conditions aux limites, de la position de la source, et de la taille de la structure.

Le chapitre suivant applique la méthode IWC & un autre type de structure anisotrope que
sont les parois raidies.
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Chapitre IV

Etudes des parois raidies

Ce chapitre traite de la vibration en flexion des plaques raidies périodiquement, structures
typiquement anisotropes. Ces structures sont trés souvent utilisées dans I'industrie, aussi bien
dans le batiment, les transports maritimes et aériens, que dans la construction d’instruments de
musique & travers leur table d’harmonie. Le comportement dynamique de ces structures offre
une richesse phénoménologique notable. Ces structures, bien qu’abondamment étudiées dans la
littérature scientifique, cachent des concepts de base non encore explorés. C’est en particulier
le cas lorsqu’on s’intéresse a la propagation des ondes dans ce type de complexité structurale.
De plus, force est de constater que les résultats expérimentaux manquent pour appuyer certains
modeles de comportement.

La premiere partie du chapitre offre une revue bibliographique succincte sur les méthodes
d’analyse de ces structures. La premiere de ces approches, qu'on détaille précisément, est
une homogénéisation a partir d’hypotheses statiques, qui aboutit & un modele de plaque ho-
mogene orthotrope, qu'on désigne par la suite par 'orthotropie structurale. Des simulations
numériques sont proposées afin de valider cette homogénéisation basses fréquences. Lorsque la
fréquence d’analyse augmente, les dynamiques du voile et des raidisseurs doivent étre considérées
séparément. Une autre approche pour analyser ces structures est de les considérer comme des
milieux périodiques, présentant des caractéristiques bien particuliéres (notamment le phénomene
de bandes passantes/bloquantes).

La seconde section se propose d’explorer les limites de validité de la méthode d’ho-
mogénéisation. Celle-ci est en effet couramment employée sur un large spectre fréquentiel. Des
tests numériques sur un grand nombre de cas de figure sont réalisés. L’exploration des plans
d’onde des champs associés est opérée. Elle montre une bonne concordance entre le modele ho-
mogénéisé et les éprouvettes numériques. Cette concordance est cependant limitée aux basses
fréquences. On définit ainsi une limite fréquentielle de validité du modeéle homogénéisé. Pour des
fréquences plus élevées, des comportements atypiques sont observés. Leur interprétation précise
fait appel au concept de modes propagatifs. Des tests expérimentaux sur un échantillon de paroi
raidie viennent corroborer ces observations.
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La troisieme section se focalise sur un outil numérique de calcul des nombres d’onde de
ces modes propagatifs. Elle détaille une méthode numérique spectrale s’appuyant sur un modele
éléments finis et permettant de calculer les nombres d’onde et les vitesses de groupe de ces modes
propagatifs. C’est une approche de type propagation multi-modale guidée. Cette méthode est
appliquée a la structure testée expérimentalement et fournit les équations de dispersion associées
a la propagation guidée le long des raidisseurs. La derniere section offre une comparaison cal-
cul/essais & travers une validation expérimentale effectuée sur plusieurs bancs de mesure. Deux
méthodes expérimentales, basées sur I'’exploration du plan d’onde et sur I’aspect bien particulier
des modes propagatifs, sont mises en place. Elles permettent d’adapter la méthode IWC & la
recherche de plusieurs modes de propagation. Les résultats des comparaisons sont probants et
offrent des perspectives tres encourageantes quant a la prévision du comportement dynamique
large bande des parois raidies.

IV.1 Diverses modélisations des parois raidies

IV.1.1 Homogénéisation des structures

T =

FiG. IV.1: La plaque isotrope raidie équivaut a une plaque orthotrope homogeéne.

[’idée d’homogénéisation des structures nervurées n’est pas tres originale, car tres atti-
rante, puisqu’elle permet de “fondre” les subtilités d’une structure au sein méme d’un matériau
équivalent (figure IV.1). Par ce biais, il est possible, lors de modélisations ultérieures, de prendre
un maillage beaucoup plus grossier que les subtilités géométriques. Par exemple, les coques de
navires et d’avions sont constituées de voiles métalliques tendus sur un squelette — une structure
nervurée. La taille des renforts est de I'ordre du centimeétre tandis que la structure elle-méme
est de Pordre de la dizaine de metres. Un maillage de la structure entiere avec une longueur de
mailles adaptée aux raidisseurs serait bien trop gros pour étre exploitable. C’est pourquoi des
procédures d’homogénéisation ont été développées, notamment & partir des travaux de Timo-
shenko [30]. On citera en particulier la thése de Cordonnier-Cloarec [14] dont 1'étude qui suit
s’inspire.

Homogénéisation des structures nervurées

La nouveauté proposée ici est de mener les calculs avec le matériau du voile et le matériau
des raidisseurs différents et orthotropes. Les directions principales des matériaux sont supposées
alignées avec les raidisseurs. Le calcul est effectué en statique (valide en basses fréquences) grace
au théoreme de Kcenig [8].

Notations : (a,b,h,p) définissent la géométrie de la plaque nervurée (fig. IV.2). Z désigne
I'élévation verticale d’une fibre neutre donnée. Les caractéristiques mécaniques, (p E, FEy Ggy
Vgy I/yI:meg—z) sont suivies d’un exposant correspondant au matériau (P pour la plaque, "

pour les raidisseurs, ' pour la plaque Homogénéisée). La direction z correspond A la direction
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n ]

Fia. IV.2: Plaque raidie en coupe. Définition des notations

des raidisseurs, y est sa perpendiculaire, et z est normale & la plaque. De plus, il est pratique de

définir les modules d’Young modifiés par les coefficients de Poisson' :

~ E E ~ E E
1 — vgylye 1— I/%yE—; 1 — vyglgy 1-— V%?}E_z

Enfin, le moment d’inertie en flexion est défini de facon linéique et est noté par :

h3 ~
D =—F v.2
12 ( )
Densité massique : La fibre neutre de masse est obtenue par la relation :
h b
Za(pPph + p'ab) = Eppph + (h + §)prab (IV.3)
d’on . \
50Pph + (h + 3)p"ab
g = 2Pt (bt p)dla (IV.4)

pPph + prab
Ceci permet de définir une épaisseur équivalente : en considérant que la structure équivalente
est une plaque homogene, la fibre neutre est a la moitié de I'épaisseur (Zg = %hH), donc :

ptt =224 (IV.5)

Et par conservation de la masse dans les deux modeles :

u  PPhp+pladb
= - - IvV.6
Flexion y, perpendiculaire aux raidisseurs : D
C’est ’association en série, sur une période, de deux éléments : | ‘ + E
- la plaque seule (sur p — a)
- un assemblage double couche de la plaque et du raidisseur (sur a).
Le premier segment a un moment d’inertie égal a :
WP
— " Egp
D, = 12Ey (IV.7)

Le théoreme de Kcenig donne le moment d’inertie du second segment autour d’une fibre Z,
quelconque :
) h® h
Dy = Ey (ﬁ +h(Zy, - 5)2)
e (b3 by2
+EE (ﬁ+b(zy—h—§) )

LA propos du coefficient de Poisson dans le module d’Young apparent, voir la note de pied de page, page 47.

(IV.8)
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Par définition, la fibre Z, minimise ce moment d’inertie :

_ Eph? + EIb? + 2E5bh

y = — — (IV.9)
2(Eyh + ELD)
Enfin, association en série des deux segments s’écrit :
1
p p—a a N H D y
—=—+— dou D, = —5— (IV.10)
DY D) " D2 Yoo %DZL;QD;

Pour remonter au module d’Young, on utilise le fait que la structure homogene est une plaque,

d’ou : 1o

=H H

E, = (hH)3Dy (IV.11)
Flexion z, dans la direction des raidisseurs : D

C’est I'association en parallele, sur une période p, de la plaque

(de longueur p) et du raidisseur (de longueur a). \ |

Sur cette période entiere, la structure a un moment d’inertie en flexion autour d’une fibre Z,
égal a :

H ) h? h\2

D = Epph (%5 + (2. - 4)?)

~ (IV.12)
+Eab (% 4 (Zy—h— 3)2)
Avec, toujours, Z, qui minimise ce moment :
ERph? + ELab? + 2E"abh
7, = 2P ¥ Bpab 280 (IV.13)
2(EZph + Exab)
Comme précédemment, la structure homogénéisée étant une plaque, il vient :
~ 1 12
H _ H
E; _E(hH)?’ o (IV.14)
Couplage des directions x —y : Tous les effets de couplages sont mis dans le module de
cisaillement, ce qui implique :
y;{y =0
— EM=EH (IV.15)

Ensuite, la structure équivalente est supposée avoir une orthotropie elliptique (voir la section 11.4,

g 1) [EREN + Elvy,

0
2 L — vy Vs

1
— Gl = 31 /|ESEL (IV.16)
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Sommaire du calcul : Les données géométriques et matériaux d’un panneau raidi permettent
de définir une plaque orthotrope équivalente, dite homogénéisée :

— L’équation IV.4 injectée dans I’équation IV.5, donne I'épaisseur de la plaque équivalente
RH.

— Grace A cette épaisseur, on utilise I’équation IV.6 qui calcule la densité massique p! de
la plaque homogene.

— L’équation IV.9 utilisée dans I’équation IV.8, accompagnée de ’équation IV.7, permet
de connaitre D;I grace a ’équation IV.10. Finalement, on trouve le module d’Young E;I
de la plaque équivalente dans la direction perpendiculaire aux raidisseurs en utilisant les
équations IV.11 et IV.15.

— De la méme fagon, I’équation IV.13 sert dans I'équation IV.12, pour définir D} Le module
d’Young E,IE{ de la plaque homogene, dans la direction des raidisseurs, est alors donné par
les équations TV.14 et TV.15.

— Finalement, 1’équation IV.16 donne le module de cisaillement équivalent G*.

— Les coefficients ny et V?EE sont nuls par hypothese.

Validation numérique

Quelle est la validité de ces calculs 7 Afin de répondre & cette question, quatre cas tests sont
envisagés numériquement. La premiére configuration est un panneau d’aluminium rectangulaire
encastré sur I'un de ses bords. Les raidisseurs sont perpendiculaires & cet encastrement. Le
second cas modélise une plaque carrée libre-libre en aluminium. Les raidisseurs sont alignés a
I'un des bords de la plaque. La troisiéme structure se rapproche d’une table d’harmonie réelle
en utilisant un matériau orthotrope (épicéa, c.f. page 134). La plaque est encastrée sur deux
bords contigus, et les raidisseurs alignés & un coté. La derniére plaque envisagée est orthotrope
(épicéa), libre-libre, et les raidisseurs (alignés sur l'orthotropie du voile) sont tournés par rapport
aux cotés de la plaque.

Le calcul de référence est un calcul 3-D & maille fine, constitué d’éléments “brique” & trois
degrés de liberté par nceud (Solid45 sous ANsys© ). Une premiére comparaison est effectuée
avec un calcul 2-D constitué d’éléments plans quadratiques a quatre noeuds, six degrés de liberté
par nceud (Shell63 pour le voile, Shel1181 pour les raidisseurs sous ANsys®© ). Le décalage
de la fibre neutre est pris en compte par une rigidification globale des parametres mécaniques
(cette rigidification est explicitée page 136). La deuxiéme comparaison est faite avec un calcul
2-D homogénéisé avec la technique citée plus haut. Les éléments sont les mémes que pour le voile
du modele précédent (Shell63 sous ANsys© ). La troisiéme comparaison tente d’améliorer le
processus d’homogénéisation ; en effet, I’hypothese d’orthotropie elliptique est assez forte. Afin
de la lever, on considere dans ce nouveau modele que le module de cisaillement Ggy est celui du
voile seul. Cette hypothése ne semble ni plus ni moins vraisemblable que la précédente.

Afin de comparer les résultats de fagon tres lisible, les modes sont regroupés selon leurs
déformées :
— avec la premiere structure, le nombre de lignes nodales perpendiculaires aux raidisseurs
(paralleles & Pencastrement) est compté.
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— avec la deuxieme structure, le classement s’effectue aussi grace aux lignes nodales per-
pendiculaires aux raidisseurs.

— avec la troisieme structure, c’est la symétrie par rapport a la diagonale qui sert au clas-
sement (modes symétriques, plutot paralleles, plutot perpendiculaires)

— avec la quatriéme structure, on exploite le couplage entre les directions (modes de flexion
pure si directions découplées, modes paralléles, modes perpendiculaires).

Ces comparaisons sont tracés sur la figure IV.3 page suivante. Les résultats ne sont pas
parfaits : les fréquences propres trouvées par les différents modeles ne sont pas identiques. Mais
on peut quand méme conclure que I’homogénéisation est assez efficace, puisque les résultats
trouvés grace & elle ne different pas plus de la référence que le modele 2-D complet. Ce type
d’homogénéisation est donc valide pour les premiers modes d’une structure.
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CHAPITRE IV.

4 ¥ z
=
n.... o,
n....m”:s"”..u.“_m:”m
CTM=mD T 100 wopaly
£ z L
ol
[
IR 1E
gl
B

(Z=TMJ T s8[2pou sauby 2

51 L 50

=]

(£=TM) T S9[2p0U s9Uf) £

50

51

50

51

50

50

£ £ I ] 4 £ 1]
0
50
! o &
. . . =]
SESEE 18 ._m X g i
N ST o A ‘@
. (= - o L
&) 5!
ELIOLIE jf SaRR0L SaLfi] (0= RO 0=TH) S24ne suopa
g ¥ z i £ g | o
. . . ] . . .
50
....... g
- TR T . E °-- =}
Sel T = B
G e e g -
CTR <m0 poangd uonaly Cim=T N sanbupawnds sapogpy
¥ £ £ l ¥ £ g ! o
0
50
ST ! g Geei.s o
Allg,
G-oo.g.. B0 51
8 e B o
CL=THD T a[epou auby | T a[epou aubl aunang
g ¥ z ]! 5 o
. . . ] .
50
._u
._u..._u..._u o — ..D..
...c””.m”ta._.a ! ..m:m_nw..m._”m_
_:a:.m.."w:_m... g
g N

5

o g n

B a

B pa

{Z=TN) T saMpou saufly 2

S04 N T afepou au) |

{aoa)y uaboway - -
anbpcy wafowoly - -
az --

BRI

W =g

s g=e

W o =d
EO0LLEY

g =4
sAnagsrecly

w0z a

¢ bn0g, =d

da1'z=3
el daTey

wag=g

=
wanz=d

‘shI0jUaY

ig=a
sAnagsredy

Fia. IV.3: Comparaison des fréquences modales des quatre structures tests, trouvées avec les quatre

ene

homogeé

: lliptique en blew,

ene e

, 2-D en noir, homog

z

erence

-D pour réf

I3
©

différents modéles (¢

cisaillement du voile en rouge)

~91 —



IV.1. DIVERSES MODELISATIONS DES PAROIS RAIDIES J. BERTHAUT

IV.1.2 Autres modélisations des parois raidies

L’homogénéisation vue dans la section précédente permet de modéliser simplement les parois
raidies pour des fréquences faibles. Au dela, il est nécessaire de différencier la dynamique des
raidisseurs de celle de la plaque.

A cette fin, Grice [88] propose une analyse phénoménologique de I’assemblage : si les dyna-
miques des deux milieux sont tres différentes (longueur d’onde dans les raidisseurs plus que deux
fois plus importante que celle dans la plaque), alors on peut considérer que 1’énergie est prin-
cipalement véhiculée, & grande distance, par les raidisseurs. La plaque a une influence réactive
sur ceux-ci, en “pompant” 1’énergie vibratoire des raidisseurs. Dans cette vision, les raidisseurs
rayonnent de I’énergie au sein de plaque. Les deux parametres principaux sont alors la longueur
d’onde dans la plaque et la distance inter-raidisseurs.

Dans le domaine modal, Kuravsky [90] propose une méthode de correction des éléments
finis, dénommée “Correction by Elastic Connection Insertion” (CECI method). Ses comparai-
sons avec diverses méthodes éléments finis mettent en évidence la validité de son approche, ainsi
que I’économie informatique qu’elle entraine (un modele éléments finis maillant ’ensemble des
raidisseurs a un coiit tres élevé dont la méthode CECI permet de s’affranchir). Toujours avec
une approche modale, Chakraborty [85] fait une étude trés complete et originale concernant
Iidentification des structures raidies. A partir de données modales sur des structures, et grace
a une modélisation éléments finis, il est capable d’identifier les caractéristiques mécaniques du
voile, celles des raidisseurs, ainsi que la position et la géométrie des raidisseurs. Il montre no-
tamment que grace a 'utilisation des déformées modales, il suffit d’un faible nombre de modes
pour identifier tous ces parameétres. Néanmoins, il ne fait aucune validation expérimentale (tous
ses cas tests sont numériques).

Une autre approche est celle de Orrenius [97], qui utilise un formalisme “guide d’ondes”
pour trouver les équations de dispersion au sein d'une plaque raidie. Il ne considere dans un pre-
mier temps qu'une bande bordée de deux raidisseurs. Il construit une formulation faible associée
au comportement dynamique d’une manieére classique. Puis il impose des fonctions d’interpo-
lation assez une dépendance exponentielle dans la direction privilégiée de propagation. Une
nouvelle formulation éléments finis en découle alors, formulation qui aboutit & la détermination
des équations de dispersion (qui sont multiples : & partir d’une certaine fréquence, plusieurs
ondes de flexion peuvent se propager). Dans un deuxiéme temps, il rajoute & sa structure des
bandes. Chaque mode de propagation se voit multiplié par le nombre de raidisseurs modélisés.
Par extrapolation — qui n’engage que l'auteur de cette these, et non Orrenius —, on retrouve
les bandes passantes et bloquantes des milieux périodiques infinis. En effet, chaque mode ainsi
trouvé est compris entre deux cas limites (qui correspondent, du point de vu des raidisseurs,
4 un mouvement de flexion et un mouvement de torsion). Pour un milieu périodique infini, les
ondes propagatives pourraient donc avoir n’importe quel nombre d’onde, tant que celui-ci est
compris entre les deux limites “torsion” et “flexion”.

Khumbah [89] utilise une hybridation de la méthode de la raideur dynamique (Dynamic
Stiffness Method) avec la méthode des Eléments Finis. La méthode de la raideur dynamique
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permet de voir une structure 2-D & travers un modele 7-D. L’originalité de Khumbah consiste &
utiliser la méthode éléments finis pour modéliser un raidisseur dans la direction perpendiculaire
a la dimension restante (raidisseur transverse), alors que la méthode de la raideur dynamique
prend facilement en considération un raidisseur dans ’autre direction. Ainsi, son modele pourra,
a terme traiter de raidisseurs dans les deux directions.

IV.1.3 Modélisation des parois raidies en hautes fréquences

Une approche SEA des parois raidies est faite par Maidanik [95]. Il compare une résolution
classique, en terme de variables cinématiques, & une résolution énergétique. Une profonde
différence entre les deux approches est la perte d’information sur la phase dans la méthode
énergétique. D’apres ses résultats, I'auteur conclut que cette non connaissance de la phase
empéche & la méthode énergétique de bien appréhender les phénomenes de bandes passantes
et bloquantes. L’approche classique, quant a elle, montre la trés grande variabilité de la so-
lution selon que la fréquence est proche du centre d’'une bande passante ou non. Une autre
approche SEA est menée par Bremner [84]. A partir de 'orthotropie structurale vue dans la sec-
tion précédente (homogénéisation basse fréquence), et des périodicités des raidisseurs, I'auteur
estime la densité modale d’un panneau raidi. C’est grace a cette estimation précise de la densité
modale que sa comparaison avec un cas test est correcte.

Une modélisation directe d’un raidisseur posé sur une plaque est réalisée par Goyder [87]. Il
modélise une poutre infinie accrochée a une plaque infinie, et conclue que les ondes de flexion et de
torsion de la poutre ont des comportements trés différents. Les ondes de flexion sont faiblement
couplées avec la plaque, qui se comporte comme un récepteur : la poutre émet des ondes de
flexion dans la plaque, avec une tres forte directivité. Pour les ondes de torsion de la poutre, les
deux systémes sont fortement couplés (on ne peut plus dire que I'un émet dans Pautre). Dans
ce cas, a basses fréquences, c’est la plaque qui domine la dynamique de ’assemblage tandis qu’a
hautes fréquences, c’est la poutre qui domine. Ses calculs sont entierement analytiques, sans
validation expérimentale.

IV.1.4 Modélisation des parois raidies vues comme des milieux périodiques

Les structures périodiques présentent un comportement tres particulier, étudié déja depuis
Newton. La spécificité de ces milieux est mis en évidence par Brillouin [12]. Le fait de devoir
se répéter égal & lui-méme impose au champ vibratoire une certaine longueur d’onde, et donc
une certaine fréquence (a travers 1’équation de dispersion). On montre en particulier que pour
certaines bandes de fréquences, aucune onde ne peut se propager. On parle de bandes passantes
et bandes bloquantes.

Sen Gupta [98] utilise ce formalisme pour déterminer les fréquences modales d’une poutre
finie périodiquement appuyée. En effet, la nature périodique des appuis contraint les ondes
propagatives & certaines bandes de fréquences. Les modes sont vus comme des interférences
d’ondes propagatives, interférences pilotées par les conditions aux limites. Il met en place une
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méthode graphique tres simple pour la détermination des fréquences propres.

Une simplification de la modélisation des milieux périodiques est apportée par Lin [94], qui
utilise, pour un milieu monodimensionnel, la méthode de la matrice de transfert. Celle-ci, pour
une portion de trajet donnée — ici une période —, permet de relier déplacement et force a 'entrée
et déplacement et force a la sortie. Cette méthode s’avére tres performante pour les milieux 1-D,

surtout pour les systémes d’extension finie.

Plus récemment, Tso [99], & travers un modele SEA, étudie le couplage entre une structure
périodiquement raidie et une plaque simple. Il utilise le concept de bandes passantes et bandes
bloquantes induites par le théoreme de Floquet (théorie de Bloch). Une validation grace & la
PIM montre que I'analyse est valide au moins pour les basses fréquences, et 'auteur invoque la
non modélisation des ondes dans le plan (ondes S et P) pour justifier les écarts entre théorie et
constatations expérimentales. En effet, on doit rappeler qu'un assemblage de deux plaques avec
un angle couple les ondes de flexion et les ondes de compression/cisaillement.

Bocquillet [11, 68] applique la MES & une structure 1-D périodiquement raidie. Sa formula-
tion permet de retrouver exactement les bandes passantes et bloquantes prévues par les modeles
cinématiques classiques. Son intérét consiste en ’allegement du modele, di a I'utilisation d’une
formulation énergétiques, tout en gardant la localisation spatiale de ’énergie.

Généralement, les structures périodiques sont appréhendées comme une succession infinie
de petites structures identiques. Mead [96] propose une autre vision des choses. Il considére une
structure idéalisée infinie, une poutre par exemple, posée en un point sur un appui élastique. Les
caractéristiques de la poutre en ce point sont condensées dans le terme d’impédance ponctuelle
du systéme infini. Dans le milieu périodique, chaque support (périodique) verra cette impédance
ponctuelle. Pour une onde propagative, deux supports consécutifs verront le méme mouvement,
décalé par le terme d’exponentielle complexe. Les vibrations des deux supports seront donc
identiques a la phase pres. Cette vision des choses permet de voir la structure comme un milieu
infini simple (poutre par exemple) excité par ce “réseau de phases” dont I'impédance ponctuelle
est connue. Sa méthode est alors trés peu cofiteuse, et permet de retrouver les constantes de
propagation (équation de dispersion), avec notamment les bandes passantes et bloquantes.

Langley [91, 92] étudie une structure 2-D infinie bipériodique, en utilisant le concept de
surface a phase stationnaire. Il montre alors que deux comportements peuvent surgir, selon la
fréquence. Le premier comportement est assez lisse, isotrope, tandis que le second présente des
caustiques qui drainent la grande majorité de 1’énergie. Des zones d’ombres apparaissent alors,
suggérant des applications directes dans 'optique d’un filtrage spatial. Ce filtrage, nommée
“beaming”, impose & 1’énergie de ne se déplacer que dans une direction bien particuliere. Ses
calculs sont validés [93] sur un grillage métallique tres amorti (le fort amortissement veut que
I’énergie soit tres absorbée avant d’atteindre les bords de la plaque; ainsi, le milieu peut étre
considéré comme infini).
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IV.2 Orthotropie structurale

La section IV.1.1 exposait une méthode d’homogénéisation des structures raidies. Celle-ci, a
partir d’hypotheses basses fréquences, proposait de concentrer tout le comportement des raidis-
seurs dans les rigidités dynamiques d’une plaque équivalente orthotrope. Le chapitre IT exposait,
de son co6té, des méthodes moyennes fréquences pour I'identification des équations de dispersion
d’un milieu bidimensionnel. Cette section présente le résultat de ces méthodes appliquées a des
plaques raidies, afin de valider la méthode d’homogénéisation en basses fréquences. De plus, elle
propose une estimation de la limitation en fréquence de la méthode, et permet d’appréhender le
comportement des plaques raidies au deld de cette limite.

IV.2.1 Eprouvette virtuelle

Modéle numérique : La notion d’éprouvette virtuelle, développée a la section I11.1.2, est mise
en ceuvre. La structure modélisée est une plaque raidie, déclinée sous la forme de 5 exemples,
dont les caractéristiques sont fournies dans la table IV.a.

] ] ] ] \ I I o o
a. b. c. d. e.
Surface de la plaque :
2 x 2m? 2 x 2m? 2 x 2m? 2,2 x 2,2 m? 1,2 x 0,9 m?
Epaisseur de la plaque : h
7,7 mm 7,7 mm 5 mm 5 mm 1,25 mm
Raidisseurs : a X b
25 x 12,1 mm?2 25 x 12,1 mm? 1 x 20 mm?2 1 x 20 mm?2 10 X 4 mm?2
Période : p
134 mm 134 mm 250 mm 300 mm 110 mm
Angle : 0
32,5° 32,5° 45° 20° 20°
Matériaux :
Epicéa sur épicéa Epicéa sur épicéa Acier sur Acier sur Duralumin sur
(fils alignés) (fils croisés) aluminium aluminium duralumin

TAB. IV.a: Caractéristiques des exemples de plaques raidies

Le champ de déplacement de cette plaque raidie est obtenu grace & une modélisation fine
éléments finis. Les éléments utilisés sont de type brique (8 noeuds & 6 degrés de liberté) de
petites dimensions. Le maillage du cas c. est exposé figure IV.4 & titre d’exemple. Pour éviter les

AN

Fia. IV.4: Maillage de l’exemple ¢ de plaque raidie
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éventuelles singularités engendrées par le calcul sur les fréquences modales, une dissipation est
introduite via un amortissement modal constant de 0,4 %. Quelques calculs harmoniques (i.e. &
fréquence v unique fixée), sont effectués pour chaque plaque. Les résultats sont extraits sous la
forme du déplacement “vertical” (normal & la plaque au repos) de chacun des nceuds de la plaque.
Ainsi, les méthodes d’exploration du plan d’onde peuvent étre appliquées. L’amortissement
n’étant pas ici le sujet d’étude, on se limite & ’emploi de la transformée de Fourier continue
(CFT, voir la section II.3).

Validation de I’homogénéisation basses fréquences : La méthode d’homogénéisation
basses fréquences (section IV.1.1) est appliquée avec les parametres utilisés dans les modeles
éléments finis (épaisseur de la plaque, matériaux, ...). Elle permet de construire une équation
de dispersion orthotrope (elliptique), qui peut étre superposée au plan d’onde obtenu & partir des
CFT des champs numériques. Les résultats pour une excitation basse fréquence sont présentés
figure TV.5 : la CFT est affichée en nuances de couleurs, 'orthotropie structurale (résultat de
I’homogénéisation basses fréquences) est tracée en ligne pointillée blanche. De plus, la présence
des rigidificateurs est manifestée par les droites d’équation k,» = 27” et ky = —27” (lignes jaunes).
Ces résultats sont treés probants : la courbe de I'orthotropie structurale passe bien par les points

a : 100 Hz b : 250 Hz C : 200 Hz

En abscisses et en ordonnées : nombre d’onde k, en rad/m

Fia. IV.5: Résultats de la CFT et de I’homogénéisation basses fréquences pour des fréquences peu élevées

les plus “chauds” de la CFT, i.e. les nombres d’onde effectivement porteurs d’énergie. On s’at-
tendait & ce résultat dans les deux directions d’orthotropie, sur lesquelles reposent les calculs
d’homogénéisation. Mais la courbe blanche suit les points chauds de la CFT pour toutes les
directions, pas uniquement pour les deux directions d’orthotropie : il est tres satisfaisant de
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constater que la proposition d’orthotropie elliptique, qui n’était fondée sur aucune hypothese,
est tout & fait correcte. Une imprécision de la méthode apparait néanmoins : dans la direction k&,
c’est-a-dire lorsque la direction de propagation est perpendiculaire aux raidisseurs, la méthode
d’homogénéisation surestime légerement le nombre d’onde. En faisant varier la fréquence, on
s’aper¢oit que cette surestimation diminue pour des fréquences plus faibles (jusqu’a étre imper-
ceptible), et augmente pour des fréquences plus élevées. Une premiere limitation en fréquence de
la méthode d’homogénéisation basses fréquences est liée a cette surestimation du nombre d’onde
dans la direction perpendiculaire aux raidisseurs.

Il convient ici de préciser les fréquences d’excitation utilisées. On parle en effet de “basses
fréquences”. Mais en réalité, les fréquences d’excitation des exemples résultent d’un compromis.
Le but dans cette partie était de valider la méthode d’homogénéisation basses fréquences :
il fallait donc une excitation basse fréquence. Cependant, afin de reconnaitre une équation de
dispersion, il est nécessaire d’avoir un certain nombre de points chauds, donc une certaine densité
modale (comme avec la IWC). Les fréquences choisies correspondent & ce compromis.

Dérives par rapport & ’homogénéisation basses fréquences : Les résultats pour une
excitation & plus haute fréquence sont présentés figure IV.6. Deux dérives entre résultats CFT

a : 1000 Hz b : 2500 Hz C : 2000 Hz

50

€ : 1250 Hz

-100

FiG. IV.6: Résultats de la CFT et de I’homogénéisation basses fréquences pour des fréquences élevées

et homogénéisation sont a noter : la surestimation des nombres d’onde en ks et I'apparition de
lignes paralleles ks = constante au dela de 'orthotropie structurale.
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Premiére dérive : il s’agit de la méme surestimation que celle notée plus haut. S’agissant
d’une surestimation de k, elle correspond & une sous-estimation de 15, donc soit une surestimation
de la masse, soit une sous-estimation de la raideur. Or, les plus grandes erreurs sont obtenues
dans les exemples a et b, et dans une moindre mesure dans ’exemple e. Dans les deux premiers
cas, les raidisseurs sont plus larges que hauts, et dans le cas e ils sont de section carrée. L’ajout
de masse est lié surtout a la largeur, tandis que 'ajout de raideur est lié surtout a la hauteur
des raidisseurs. L’erreur semble donc plus liée & la masse qu’a la raideur (cas a et b : fort ajout
de masse, forte surestimation. Cas e : ajout de masse faible, surestimation faible. Cas c et d :

ajout de masse quasi nul, surestimation quasi nulle).

Pourquoi cette surestimation dépend-elle de la fréquence 7 Une explication pourrait venir du
fait que la longueur d’onde diminue quand la fréquence augmente. Pour une trés faible longueur
d’onde, un tres grand nombre de périodes se situe sur la plaque seule, entre deux raidisseurs.
La densité surfacique y est celle de la plaque seule, sans correction de masse. Tandis qu’a basses
fréquences (et a fortiori en statique, ol la longueur d’onde est infinie), toutes les longueurs
d’onde subissent D'effet inertiel du raidisseur. Cette explication semble acceptable, mais une
implantation numérique simple — qui consiste a utiliser la rigidité D de 'homogénéisation et
la masse surfacique ph de la plaque seule — donne des résultats insatisfaisants, du méme ordre
que ceux de la figure IV.6.

Deuxiéme dérive : dérivant complétement de toute orthotropie elliptique, il apparait dans les
CFT des lignes a k, constant. Elles sont situées soit a la limite de ’orthotropie structurale, soit
nettement au dela. De dimension finie, chaque segment est centré sur 'axe des k,, et possede son
symétrique par rapport a I’axe des k,. La dimension du segment n’excede jamais le grand axe
de Dellipse. En faisant varier la fréquence, on s’apercoit qu’elles apparaissent progressivement :
tout d’abord, pour les fréquences faibles, il n’y en a aucune (comme dans la figure IV.5). Puis un
premier couple de segments apparait tangent a ellipse, dont il se détache (figure IV.6 e). Puis
un deuxieéme couple de segments tangente ellipse, le premier continuant de s’écarter (figure IV.6
b et ¢). Puis un troisiéme (figure IV.6 d), et ainsi de suite. Soupgonnant un artefact numérique
venant du modeéle éléments finis, on réalise un banc d’expérimentation basé sur 'exemple e.

IV.2.2 Banc d’essais

Afin de controler la validité des résultats précédents, un banc de mesure est réalisé (fi-
gure IV.7). Le champ de vibration % est obtenu grace & la mesure au vibrometre laser exposée
a la section IIL.1.1. La méme analyse que précédemment est faite. Les résultats sont présentés
figure IV.8. Le comportement décrit plus haut, et constaté sur les champs numériques, est de
nouveau observé pour la plaque réelle. Il est donc nécessaire de décrire plus avant ces segments
de droites.

Cependant, avant de décrire plus avant ces segments de droites, il est tres intéressant de
préciser que les résultats de la figure IV.8 sont issus de plusieurs essais. En particulier, la plaque
a été excitée soit entre deux raidisseurs, soit sur un raidisseur. Ses conditions aux limites étaient
soit libre-libre, soit partiellement encastrée sur un coté (c.f. figure IV.7). Mais les différences
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Fia. IV.7: Banc de mesure pour la plaque raidie

entre les résultats de ces essais n’est pas perceptible. C’est pourquoi la provenance de chaque
champ n’est pas précisée. Cependant, on constate une fois de plus que ce type de méthodes n’est
pas sensible aux conditions de [’essas.

IV.2.3 Description des segments : modes propagatifs

Filtrage dans 1’espace des nombres d’onde et reconstruction d’un mode : On veut
mieux comprendre quelle interprétation physique il est possible de faire & partir de ces segments
de droite. Pour ce faire, on veut isoler dans le champ w la contribution d’un unique segment
de droite, afin de connaitre la déformation correspondante. On utilise donc la transformée de
Fourier discrete (DFT, voir la section I1.3, page 35). En effet, c’est la seule méthode qui soit
bijective, ce qui permet de reconstruire un champ & partir de la connaissance de son plan d’onde
(sous la forme d’une DFT). L’algorithme est le suivant : la DFT du champ est calculée. Puis,
on filtre brutalement celle-ci en baissant & 0 Pamplitude des ondes vérifiant k, > seuil™ ou
ky < seuil™. Les valeurs des seuils sont trouvées “a la main”, de facon & ne laisser dans la DFT
que la ligne qu’on veut mettre en évidence. Enfin, une DFT inverse permet de reconstruire un
champ (de la taille du champ d’origine), et ainsi de voir la déformation induite par la ligne.
La figure IV.9 montre pour 'exemple le filtrage de la seconde ligne pour la fréquence 2400 Hz
de la figure TV.8. Le champ reconstruit de la figure IV.9 semble tres structuré. Afin de mieux
Pappréhender, il est tracé figure IV.10 en deux dimensions (la couleur représente la troisieéme
dimension. En bleu, le champ est négatif, en rouge positif). De plus, la position des raidisseurs
a été marquée par des lignes blanches.
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700 Hz 900 Hz 1200 Hz

1600 Hz 2400 Hz 3200 Hz
100

S0

FiG. IV.8: Résultats de la CFT et de I’homogénéisation basses fréquences

Analyse de la déformation : concept de mode propagatif. On analyse la dépendance
spatial du mode selon les deux directions principales.

Dépendance en x' : comme la DFT a été filtrée pour ne garder que les ks constants, on a

’
k/':LJ.T

évidemment une contribution en e qui correspond & une onde propagative. La ligne représente

un phénomeéne propagatif en x’.

Dépendance en 1y’ : le champ est quasiment nul sur chaque raidisseur. Il y a deux lobes, 'un
positif 'autre négatif, entre deux raidisseurs. De plus, si on fait varier la phase (en temps) dans
la figure TV.10, on s’apercoit que ces lobes ne se déplacent pas dans la direction 3’. Ceci vient
de la symétrie des segments par rapport a l'axe des k.. Plus précisément, on constate que la
fonction ky — DFT (kg k) est & symétrie hermitienne (partie réelle paire, partie imaginaire
impaire). Les ondes portées par (kyr, ky) et (ky, —k,) se couplent alors pour former un sinus : la
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| filtrage

0.4 05

Fia. IV.9: Ezemple de filtrage d’une ligne dans la DFT pour une plaque raidie

33 121 il 0 oE

Fiag. IV.10: Champ reconstruit & partir de la seule contribution de la seconde ligne (mode 2)

superposition de ces deux ondes en fait une onde stationnaire, ou encore mode. Dans la direction

', la ligne représente un phénomene modal.

L’analyse de la dépendance en z' et en y' du champ associé au segment de droite ameéne
a présenter le concept de mode propagatif : dans une direction donnée, la déformation est sta-
tionnaire (c’est un mode), tandis que dans autre direction, elle se propage. Chacune des lignes
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se formant dans le plan d’onde correspond & un mode propagatif distinct. Un autre exemple
est fourni dans la figure IV.11 qui trace la contribution du seul premier segment de droite,
correspondant au premier mode.

33 123 il iR 0

Fia. IV.11: Champ reconstruit a partir de la seule contribution de la premiére ligne (mode 1)

Déformée de section : La dépendance en z' d’un mode propagatif se propageant dans la
direction z’ est par définition celle d’une exponentielle complexe. Mais quelle est, dans I'autre
sens, sa dépendance spatiale? Autrement dit, quelle est sa déformée 7 Le filtrage de chacun des
modes est riche d’enseignements. Tout d’abord, on s’apercoit que quel que soit le mode filtré,
la déformée est nulle sur les raidisseurs. Les raidisseurs constituent une ligne nodale commune
a tous les modes propagatifs. Pour le mode propagatif & k,» maximal, appelé premier mode,
la déformée entre deux raidisseurs ne change pas de signe (c.f. figure IV.11) : il n’y a qu'un
lobe. Le deuxiéme mode propagatif (& ks immédiatement inférieur & celui du premier mode),
lui, a deux lobes (c.f. figure IV.10). Pour le troisieme, il devient nécessaire d’interpréter un
peu le champ car la discrétisation du maillage devient légerement insuffisante, et les trois lobes
apparaissent difficilement. En extrapolant, on suppose que la déformée du mode propagatif n
contient exactement n lobes.

Etude de la phase des lobes : En examinant attentivement la figure IV.10, on s’apercoit
que chaque bande contenue entre deux raidisseurs semble indépendante de ses voisines : parfois
deux bandes cote-a-cote ont la méme phase, et 1'alternance de signe est respectée (dans la
figure IV.10, en numérotant les bandes a partir de celle qui débouche sur le “0”, en bas de la
figure, qui prendrait alors le numéro 0, on assiste & ce déphasage nul entre les bandes -1 et -2).
Parfois, deux bandes cote-a-cote sont en opposition de phase (dans I’exemple, entre les bandes
-1 et 0). D’autres fois, le déphasage est quelconque (entre les bandes 0 et 1 dans Iexemple).
Chaque bande est donc indépendante de ses voisines, et représente un milieu de propagation bien
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particulier. On parlera de guide d’onde, puisque la propagation est permise dans la direction z’
et bloquée dans la direction 7.

Les plaques raidies, pour les hautes fréquences, apparaissent donc sous un jour nouveau : ce
sont une juxtaposition de guides d’onde quasiment indépendants, de largeur I’espace entre deux
raidisseurs. Dans ces guides d’ondes, seules quelques valeurs discretes de k,s sont permises. 11
s’agit des modes propagatifs. On classe ceux-ci par leur nombre d’onde. Le mode de plus grand
nombre d’onde est le mode 1 et a un lobe. Le second est le mode 2 et a deux lobes. Le n®™®
est le mode n et possede n lobes. Ayant décrit — certes grossierement — la dépendance en
y' des modes, c’est & dire leur déformée, il reste la question de leur dépendance en z’. Celle-
ci, par le fait méme qu’il s’agisse de modes propagatifs, est une exponentielle complexe. Mais
de quelle longueur? L’objet de la section suivante est de calculer la longueur d’onde de ces
modes propagatifs grace a une méthode numérique basée sur une hypothese de guide d’onde. La
section IV.4 mettra en ccuvre une méthode expérimentale pour trouver la longueur d’onde de
ces modes, et comparera les résultats des deux techniques.

IV.3 Calcul prédictif du nombre d’onde k.

Cette section présente une méthode numérique permettant de calculer les modes propagatifs.
A Torigine des méthodes de calcul des nombres d’onde dans les guides d’ondes, on trouve par
exemple Gavric [71] qui jette les bases d’'une méthode employée pour prédire la propagation dans
les rails de chemin de fer. Cette méthode est reprise ensuite par Orrenius [97] et Finnveden [70]
pour des applications plus générales. Elle aboutit & une nouvelle formulation en éléments finis,
dite méthode des éléments finis spectraux (Spectral Finite Element Method) ou méthode éléments
finis guide d’ondes (Wave-guide Finite Element Method). Une alternative & cette technique
consiste a utiliser des éléments finis classiques avec une hypotheése supplémentaire de guide
d’onde. C’est cette méthode, développée par Ichchou [20] et Houillon [19, 73] et appliquée par

Akrout [66], qui est exposée dans cette section.

IV.3.1 Guide d’onde. Méthode EF-propagative!

Le principe fondamental de cette méthode est d’utiliser un modele mixte pour décrire le
mouvement de certaines structures comportant une direction privilégiée de propagation x.

e Dans la direction z, une hypothese de guide d’onde est faite : le champ est supposé étre
de la forme :

w(z,y,z,t) =R (@(y, z)ei(“t"“w@) (IV.17)

On retrouve le concept de mode propagatif, oit w(y, z) est la déformée du mode et k, le nombre
d’onde propagatif correspondant.

!Cette méthode s'apparente dans ses principes fondamentaux aux techniques hautes fréquences d’optique
géométrique comme la Wentzel Kramers Brillouin, WKB.
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e Dans les directions (y,z), le champ est supposé stationnaire, de la forme w(y,z). La
recherche de cette forme, qui est une déformée modale, est effectuée par éléments finis. En effet,
cette méthode est tout particulierement adaptée au formalisme modal.

Cette méthode est donc basée sur I’hypothese de guide d’ondes V.17, et sa résolution utilise
des outils numériques standards. Il est notable que ’hypothese IV.17 ne peut étre faite que sur
une structure élancée dont la section est uniforme. On s’intéresse a un petit trongon de guide
d’onde de profondeur d, discrétisée comme dans la méthode des éléments finis (c.f. figure IV.12).
L’assemblage des matrices de masse et de raideur est appliqué de facon classique a la structure.

.............

Guide d’ondes Modele Elements Finis

Fia. IV.12: Schéma de discrétisation du trongcon de guide d’ondes

Il permet en particulier d’extraire les matrices de masse M et de raideur K du troncon. Ensuite,
les nceuds du modeles EF sont classés en deux groupes : les noeuds de la face “gauche” (en bleu
sur la figure) et ceux de la face “droite” (en vert). L’équation du mouvement est mise sous une
forme matricielle par blocs :

M(G.G)  M(G.D) I"JL(UG) K(G.G)  k(G.D) UL(UG) F&G)
M(2.G)  M(PD) ) T | g0.6) g©O.D) v | = | g (IV.18)

Dans la suite, on notera S,, = —w?M + K. L’hypotheése de guide d’onde IV.17 impose les condi-

tions :
Ul = eikd U@ (IV.19)
F‘(UD) —  _eikud Fc(uG) (IV.20)

(le signe négatif devant la force provient du principe de réciprocité). En injectant ces conditions
dans I’équation du mouvement IV.18, on obtient le systeme :

1Kw ) — G
S(GAY(D) 4 o=ikudg(GOIY(E) = Fl&) (IV.21)
ST 4 o kedg(PDIUYE) = —o-ikudp([?) (IV.22)

La combinaison linéaire e =¥« x (IV.21)+(IV.22) donne 1’équation :

o~2ikwdg(GD) | g=ikud (SL(UG’,G) 4 SSUD’”)> n S&r>,a)} U@ —o (IV.23)

w
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Cette équation est un probléme polynomial aux valeurs propres (polynomial eigenvalue problem),
. : (G,D) (D,G) NN

et on montre que si les matrices S, et Sy ne sont pas singulieres toutes les deux, alors

le problémes est bien posé. Pour un nombre N de nceuds sur une face, ce probleme admet 2N

e De plus, du fait que S(S,G’ ) est la transposée de SSL,D’G) (M

(4) (4)

et K sont symétriques), on peut montrer que si k;’ est solution du probléme, alors —kg’ est

+.(9) i
couples propres (e*‘kw d,Ug))

1<2

solution du probléme. Ces deux solutions représentent la méme onde se dirigeant dans les deux
directions x et —x. On ne sélectionne que celles vérifiant :

arg(k() € ]—5 5} (IV.24)

2 2
Pour chaque fréquence w, on a ainsi N solutions, ce qui est physiquement impossible (le nombre
de modes propagatifs ne saurait dépendre du nombre de points de discrétisation de la section).
De fait, un grand nombre de solutions sont obtenues avec un nombre d’onde kg) complexe :
ces ondes sont des ondes inhomogenes. Ne cherchant que les ondes propagatives, on sélectionne

parmi les NV solutions celles vérifiant :
‘s (k) ‘ < R(ED) (IV.25)

Enfin, par continuité en fréquence, on peut supposer que les solutions pour deux pulsations
(w,w") proches I'une de l'autre seront assez semblables, en valeur propre et en déformée propre.
Ceci permet de suivre le long la fréquence 1’évolution d’une solution donnée : pour les deux
pulsations (w,w’) proches 'une de lautre, deux solutions (i,7) représentent le méme mode

propagatif si :
. . A0
kg) proche de kg) 2~
et k) (IV.26)
Ug) proche de Ug,) : MAC (U@,Ug)) ~ 1

ot MAC est le Modal Assurance Criterion, déja vu & la section 1.1 page 13. C’est un indice
permettant de comparer deux déformées.

Discussion de la méthode : Cette méthode présente I'intérét d’utiliser exclusivement des
outils numériques tres largement diffusés, puisqu’un logiciel Eléments Finis classique accompagné
d’un langage de programmation (MATLAB© par exemple) suffit & 'implémenter. De plus, aucune
hypothese n’est faite sur la section du guide d’onde : celui-ci pourra tout aussi bien étre un rail
de chemin de fer, un tube de section quelconque, ou une plaque nervurée. En ce qui concerne la
validité des résultats, et en particulier la plage de fréquence ot ces résultats seront pertinents, il
est important de garder en téte les deux approches utilisées (modale pour la section et analytique
pour la propagation) :

e La section du guide d’onde est numérisée par éléments finis classiques : le nombre de nceuds
dans la section doit étre suffisamment important pour pouvoir suivre la complexité de forme du
mode de section. Une section tres déformée demandera un grand nombre de nceuds tandis que les
premiers modes, tres lisses, se contenteront de quelques points de maillage. Réciproquement, pour
un maillage donné, la méthode aura tendance a dévier pour les modes élevés dont la déformée de
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section est tres chahutée. Cependant, on doit préciser que cette limitation n’apparait que pour
des maillages a tres faible nombre de noeuds.

e Dans la direction de propagation, 'unique élément utilisé est censé représenter une portion
d’onde progressive, et donc avoir la forme d’un sinus. Celui-ci ne sera connu que sur les deux
sections Gauche et Droite du trongon de guide d’onde. On assistera donc a une sorte de théoréeme
de Shannon qui limitera la validité des nombres d’onde trouvés & :

(IV.27)

On pourrait avoir tendance & choisir le parametre d trés petit, afin que cette limite ne soit jamais
atteinte, mais la diminution de ce parametre se heurte a des problemes d’erreurs numériques :
pour d tres faible, les valeurs propres du systéme IV.23 sont toutes tres proches de 1. Pour d
tendant vers 0, la formule permettant de trouver le nombre d’onde & partir de la valeur propre,
a savoir

k() = —lni(gi) (IV.28)

devient une forme indéterminée du type %. Pour d faible, la formule IV.28 est tres sensible au

bruit numérique.

IV.3.2 Application au cas des plaques raidies

N

On applique la méthode EF-propagative a une plaque raidie par des poutres. Le modele
éléments finis est exposé figure IV.13 (les notations pour les caractéristiques géométriques de la

Fia. IV.13: Modéle éléments finis pour la méthode EF-propagative appliquée a une plaque raidie

plaque raidie sont les mémes que précédemment ; définitions page 95). La plaque est modélisée
par 21 éléments plaque d’épaisseur h. Seuls les modes de flexion sont recherchés : on limite donc
le nombre de degrés de liberté de chaque noeud & 2 (déplacement w en z, rotation rot, dans
le plan (y, z)). Le raidisseur est modélisé par 1 élément plaque d’épaisseur b, décalé en altitude
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b+h
2

Ces quatre nceuds ont leurs 6 degrés de liberté chacun, mais les liaisons indéformables les font

d’une hauteur par des poutres indéformables sans masse (en marron dans la figure IV.13).

disparaitre du vecteur U.

Quelles conditions aux limites faut-il appliquer a cette structure? Il faut garder & l’esprit
ce qu’elle est censée représenter : c’est une période d’'un systeme. De plus, on aimerait que la
méthode puisse modéliser tous les mouvements de flexion de la plaque dans la direction z. En
particulier, le mouvement de flexion pure, en onde plane, est recherché. De plus, on aimerait
modéliser tous les modes de sections qui sont apparus dans la section précédente, qui présentait
tous la caractéristique d’avoir le raidisseur fixe. Une solution consiste donc a relier les degrés de
liberté de chaque extrémité de la bande : ainsi, on aura bien une structure périodique de période
p. Ces conditions aux limites, qu’on nommera par la suite CP, s’écrivent :

Wly=0 = wly= (IV.29)
roty|y=o = roty|y=p

On vérifie aisément qu’au aura acces aux déformées de 'onde plane (figure IV.14 0) et du premier
mode (figure IV.14 1)2.

P N CcpP '\~~.\\ /_.-/" CP T
AN ~ '~ e
1
_______ e
0 1

Fia. IV.14: Allure des premiéres déformées de section recherchées

Qu’en est-il du mode suivant 7 On trace un mode avec ces conditions aux limites et avec deux
lobes (figure IV.15). On remarque que le raidisseur a tendance & travailler en torsion (d’ou la

Fic. IV.15: Allure du mode CP suivant

numérotation du mode : 2(T) pour 2 lobes en Torsion). Or, I’équation de dispersion d’une poutre
en torsion est de la forme k o w tandis que celle d’une poutre en flexion est de la forme k o< /w :
en basses fréquences, la rigidité en torsion est supérieure a la rigidité en flexion. Le raidisseur
préférera donc la flexion & la torsion. On remarque aussi que dans la figure V.15, les conditions
aux limites correspondent & des appuis simples. On peut essayer de changer les conditions aux
limites, pour voir si le probleme évoqué a propos de la prédominance de la flexion sur la torsion

211 est nécessaire & ce stade de préciser que toutes ces déformées ne sont que des allures de déformées, des
croquis issus de l'analyse des modes de sections apparaissant dans la structure. Pour les tracer, on s’attache a
respecter 1) les conditions aux limites, 2) le mouvement nul du raidisseur (sauf pour 'onde plane nommée “0”),
3) le nombre de lobes le long d’une période (précisé a chaque fois sous la figure).
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est levé par des appuis simples. La figure IV.16 est le fruit de cette recherche. On voit que le

F1G. IV.16: Allure des premiéres déformées avec des conditions appui-appui

premier mode appui (figure IV.16-2, a gauche), a bien deux lobes et fait travailler le raidisseur
en flexion. Par contre, on retrouve exactement le mode 2(7) déja prédit par les conditions aux
limites CP. Il semble donc qu’il faille un calcul CP pour les modes 0 et 1, et un calcul pour le
mode 2. Et pour les modes suivants ? La figure IV.17 montre les deux modes CP suivants, tandis
que la figure IV.18 figure les deux modes Appui suivants.

Fia. IV.18: Allure modes Appui suivants

Il semble donc que ce schéma se répete. La modélisation CP montre un mode de flexion
impair, puis un mode de torsion pair. La modélisation Appui montre un mode de flexion pair,
puis un mode de torsion pair — le méme que dans la modélisation CP. Chacune des modélisation
montre la moitié des modes de flexion, ainsi que tous les modes de torsion. Il faut rappeler que
ces résultats sont a prendre au conditionnel, puisqu’ils ne sont issus que d’une analyse purement
cinématique des conditions aux limites. Le calcul effectif reste & faire.

Résultats : Le paragraphe précédent a établi que deux calculs doivent étre menés afin d’avoir
acces a tous les modes de flexion de la plaque : un calcul avec des conditions aux limites de
périodicité (calcul CP), et un calcul avec des conditions aux limites d’appuis simples (calcul
Appui). La méthode EF-propagative est donc appliquée & ces deux modeles pour des fréquences
allant de 0 & 6400 Hz. Les résultats sont tracés figure IV.19, a travers les fonctions w — kff ). Ces
résultats sont conformes & ce que 'on attendait. La premiére courbe qui apparait (en bleu dans
le calcul CP), part de 0 Hz : ¢’est un mode de corps rigide, dans lequel la section ne se déforme
pas. Il s’agit donc du mode 0, correspondant & 1'onde plane. Ce mode s’écarte d’'une parabole
(qui serait le comportement normal de ’'onde plane en flexion, Dk* = phw?), et se transforme
en plus hautes fréquence pour devenir le mode 1.
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Fia. IV.19: Résultat de la méthode EF-propagative sur la plaque raidie

Le deuxiéme courbe (en vert dans le calcul CP) se retrouve a 'identique dans le calcul Ap-
pui : il s’agit donc du mode 2(T) de torsion prévu dans I’analyse précédente. Dans la figure V.19

calcul Appui, on voit que la courbe de ce mode 2(7)

se rapproche d’une autre courbe (en noir) :
il s’agit du mode 2, dont la déformée est tres proche de celle du mode 2(T) (elles sont identiques,

a la phase des demi périodes pres). Il est donc normal que leurs courbes se rejoignent.

La courbe suivante du calcul CP (en rouge), est unique, et correspond au mode 3. Le
mode de flexion suivant, numéro 4, est visible dans le calcul Appui (en marron). La courbe
suivante dans le calcul Appui (violet), et qui se retrouve dans le calcul CP, est le mode 4T
qui, logiquement devrait & plus hautes fréquences (au dela de 6400 Hz) rejoindre le mode 4. Le

dernier mode calculé est présent dans le calcul CP (en cyan). Il s’agit du mode de flexion 5.

L’interprétation des courbes correspond a l’analyse qui avait été faite, mais on peut s’en
convaincre en tracant les déformées de section correspondantes. La figure IV.20 trace la déformée
de la courbe bleue, & son apparition (0 Hz), et la déformée de la méme courbe & 6400 Hz. Cette
figure est & comparer avec les modes recherchés de la figure IV.14.

>

0 Hz—0 rad/m 6400 Hz—140 rad/m
Fia. IV.20: Déformées du premier mode de section au démarrage et a haute fréquence
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La figure IV.21 représente les déformées de section du mode 2 & son déclenchement (235 Hz) et
4 6400 Hz (4 comparer & la figure IV.16-2, & gauche).

e I T

235 Hz—O0 rad/m 6400 Hz—128 rad/m
FiG. IV.21: Déformées du deuxiéeme mode de section au déclenchement et a haute fréquence

Sur la figure 1V.22, il s’agit du premier mode de torsion. On voit nettement & son apparition
(1020 Hz) cette torsion : la section du raidisseur tourne. A haute fréquence (6400 Hz), cette
torsion est beaucoup moins visible. Cette figure est le mode calculé correspondant au mode
prévu des figures IV.15 et IV.16-2(T).

A= /f

1020 Hz—0 rad/m 6400 Hz—128 rad/m
F1a. IV.22: Déformées du premier mode de torsion (2 lobes) a lapparition et d haute fréquence

Le mode 3 est tracé sur la figure IV.23, & son apparition (985 Hz) et & haute fréquence (6400 Hz).
La encore il correspond & la prévision de la figure IV.17-3.

—

985 Hz—0 rad/m 6400 Hz—104 rad/m
Fia. 1V.23: Déformées du troisiéme mode de flexion au déclenchement et a haute fréquence

La figure IV.24 concerne le mode 4, & sa fréquence d’apparition 2285 Hz et a haute fréquence
(6400 Hz). La correspondance s’établit avec la figure IV.18-4.

| | e N
g *//\k = U\~ / b

2285 Hz—0 rad/m 6400 Hz—76,5 rad/m
FiG. 1IV.24: Déformées du troisiéme mode de flexion au déclenchement et a haute fréquence
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Conclusion : Ainsi, on dispose d’un outil numérique qui permet de prévoir le nombre d’onde
des modes propagatifs des structures raidies. En modélisant un trongon de la structure par
éléments finis, et en appliquant 'hypothése de guide d’onde, cette méthode prévoit le nombre
d’onde et la déformée de section des modes pour toute fréquence souhaitée. On peut préciser
que cette méthode posséde un homologue analytique écrit par Fahy [69], mais qui est lui, limité
aux cas simples. Cet homologue, mis en ceuvre par Houillon [19], et qu’on détaille en annexe E,
ne traite que des guides d’onde constitués de deux poutres en liaison avec une plaque plane.
Sans vérification expérimentale, les calculs fait ici n’ont qu’une valeur toute relative. En effet,
les hypotheéses utilisées, en particulier sur les conditions aux limites, sont critiquables. La section
suivante propose donc une confrontation de ces résultats & des cas tests réels.

IV.4 Confrontation calcul/essai pour les nombres d’onde £,

On a vu que, dans le plan d’onde d’une plaque raidie, il apparait des segments de droites
perpendiculaires & ’axe des k,s, tout d’abord tangents & l'orthotropie structurale puis s’en
éloignant. Ces segments ont été identifiées comme étant des modes propagatifs, “coincés” entre
les raidisseurs. Des considérations géométriques ont permis a la méthode EF-propagative de
construire les équations de dispersion k(w) de chacun de ces modes. Mais ces calculs sont-ils

exacts 7 Prédisent-ils effectivement la position des segments de droites observés dans les plans
d’onde ?

IV.4.1 Premiére méthode d’identification des nombres d’onde

Au dela de 'orthotropie structurale, la méthode de reconnaissance des rigidités dynamiques
exposée a la section I1.5 est inopérante. Elle est en effet basée sur une équation de dispersion
continue en @ (celle de Love Kirchhoff orthotrope), alors qu’on observe que les segments de
droites apparaissent disjoints de 1'orthotropie structurale. Une solution tres simple pour lever
ce probleme consiste & n’identifier le comportement ondulatoire que dans les deux directions
principales 2’ (direction des raidisseurs) et 3y (perpendiculaire aux raidisseurs). On utilise donc la

méthode IWC de la section I1.3, mais uniquement pour les angles (0 1+ z%) Cependant,

e[-1..2]"
la structure est tout de méme orthotrope : le comportement est symétrique par rapport aux axes
z' et y'. On regroupe donc les nombres d’onde (6,6, + m) (qui représentent les ks et —k,)

d’un co6té, et les nombres d’onde (OL + 5,01 — %) d’un autre coté.

La figure TV.25 présente les résultats de la méthode TWC appliquée & ces quatre directions;
les directions k, et —k,s sont tracées en bleu et les directions k,, et —k, en rouge. De plus,
les paraboles correspondantes a 1'orthotropie structurale (k, = 13;,1/ 4\/5 et ky = 13;1/ 4\/5)
sont tracées en pointillés avec les mémes couleurs. On a superposé la premiere courbe de la
figure IV.19 calcul CP, sensée représentée le premier mode de flexion. Enfin, a titre indicatif, les
nombres d’onde correspondant & des longueurs d’onde en rapport avec la période des raidisseurs

(2p = nA) sont indiqués.
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Equations de dispersion de la plaque raidie, dans les deux directions d’orthotropie

3.330 N
2.p=4\ T T T T T T T = onm
— [l'raidisseurs (kx,) S
—— Oraidisseurs (ky,) e 5 >
100 H ¢ Données . _ DDD
— Plaque homogéne
—— Modes semi-analytiques
2.p=3A
80 n
60 -
2.p=2A _.— 7 | 4820Nm
£
3
g
<~ 40 ]
2.p=1A > Essai encastré, Hautes Fréquences
+ Excitation sur un raidisseur (MF)
20 < Essai Moyennes Fréquences I
v Essai Basses Fréquences
x Essai Trés Basses Fréquences (IWC)
O Essai Trés Basses Fréquences
O [ | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
v (Hz)

FiG. 1V.25: Résultats de lidentification des nombres d’onde paralléles et perpendiculaires, comparés a
lorthotropie structurale et au premier mode de la méthode EF-propagative

Malgré de légeres imprécisions de 'identification des nombres d’onde par la méthode IWC,
ces résultats sont excellents : la courbe de l'orthotropie structurale, dans la direction &,/ (en
rouge) passe effectivement par le nuage de points de I'identification IWC. De méme, le premier
mode de la méthode EF-propagative, di au calcul CP, traverse précisément le nuage de points
issus de l'identification IWC dans la direction k,s (en bleu).

Un fois de plus, on peut apporter quelques précisions quant aux données expérimentales. Les
résultats de la figure IV.25 proviennent des mémes essais que pour I’exploration du plan d’onde
(figure IV.8, page 100). La parfaite superposition des courbes issues des diverses conditions
d’essais montrent en particulier que la méthode n’est sensible ni aux conditions aux limites, ni &
I’échantillonnage fréquentiel, ni & la position de la source. De plus, il apparait dans cet exemple
que pour toutes les fréquences testées, c’est le premier mode de propagation qui a la plus forte
amplitude (puisque c’est celui détecté par la TWC).

La prédiction du premier mode est donc tres satisfaisante. Qu’en est-il des modes suivants ?
La méthode IWC n’identifie que le nombre d’onde dominant dans la plaque, pour une direction
donnée. Il est donc nécessaire de mettre en place une autre méthode d’identification des nombres
d’onde k,/, capable d’estimer plusieurs modes de section.
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IV.4.2 Deuxiéme méthode d’identification des £k,

Le but de cette méthode est de pouvoir identifier I’ensemble des segments de droites du
plan d’onde. La premiere idée qui vienne a l'esprit est de modifier la méthode TWC afin de
chercher plusieurs maxima dans une direction donnée. Mais on serait alors sensible au probleme
de fenétrage (leakage, voir page 37) : celui-ci provoque des “rebonds” dans le plan d’onde (DFT,
CFT et IWC), fabriquant artificiellement des maxima relatifs. De plus, il n’est pas certain que
les segments de droites aient une forte amplitude sur ’axe des ks, ce qui les rendrait invisibles
a Pexploration de la IWC dans la direction 6, (intersection du segment avec I'axe des k). On
préfere donc exploiter la topologie des éléments recherchés : ceux-ci, on I’a vu a la section IV.2,
sont des segments de droites paralleles & 'axe des k,/. Au lieu d’intersecter le plan d’onde avec
I’axe des kg, on va le projeter sur 'axe. Ainsi, tous les points d’un segment vont participer &
la détection. Comme la CFT semble suffisante (on ne recherche pas amortissement), c’est elle
qui est utilisée. Ensuite, grace a un balayage sur ’ensemble des points du plan d’onde calculés
par CFT, chacun des points CFT (kyp, kyq) est projeté sur Paxe des ks :

kg = kecos(01) + kysin(61) (IV.30)
CFT), = CFT(kyp, kyy) (IV.31)

Ceci crée une fonction k' — CFT' échantillonnée n’importe comment en k' (les k&, ne
sont pas forcément distribués uniformément). Il faut donc recompter les amplitudes sur un
échantillonnage régulier. Pour ce faire, on choisit un incrément 0k’ (par exemple dk' =
0,05 rad/m), et on fabrique la fonction discrete ¢ — C'FT) suivante :

[Fp.al
ok!

v¢>0,N§:{p,q/i< <7J+1}, CFT, = Z |CFT} | (TV.32)

(p,q)EN?

La valeur absolue autour de k;’q, dans ’expression de I'’ensemble de sommation Nf, a pour effet
d’associer les ondes se propageant dans les deux sens & la méme vitesse (de vecteurs d’onde
ky et —kgr). Le module autour de la CFT projetée, a pour effet d’oublier la phase relative
dans un méme segment de droite : seule amplitude d’un point nous intéresse (comme dans les

graphiques des figures IV.5, TV.6, et IV.8).

Enfin, un filtrage est effectué pour limiter les problémes de leakage. Par exemple, on peut
filtrer grace & une convolution de la fonction (idk') — CFT] avec une fenétre de Hanning de
largeur calibrée (par exemple 10 rad/m). Une attention particuliere doit étre apportée lors de
cette convolution afin de ne pas décaler le signal (i0k') — CFT]. Le résultat de cette démarche
(projection—comptage—filtrage) est tracé figure IV.26. Or, on sait que les segments de droites
n’apparaissent qu’au dessus de l'orthotropie structurale. Seuls les maxima (détectés par chan-

5/1‘/34 sont donc extraits. Les valeurs k&f)

recherchées sont les abscisses de ces maxima. La ﬁgurew IV.26 trace la limite de 'orthotropie

gement de signe de la dérivée) au dessus de la limite

structurale (en bleu) et les maxima trouvés (cercles blancs). On a bien deux modes détectés,
comme dans la figure IV.8 2400 Hz, qui tracait le plan d’onde correspondant (CFT).

- 113 -



IV.4. CONFRONTATION CALCUL/ESSAI POUR LES NOMBRES D’ONDE K x/ J. BERTHAUT

300
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iok

FiG. 1V.26: Exemple de la projection de la CFT a 2400 Hz de la figure IV.8

On peut noter que ces résultats dépendent de deux parameétres de la méthode : 0k’ et la
largeur de la fenétre de Hanning, notée par la suite BW. Du fait du filtrage, la variation de
I'incrément §k' n’a pas d’effet sur le résultat, tant que sa valeur est suffisamment faible (en
deca de la distance minimale entre deux points de la CFT). Par contre, la largeur de la fenétre
BW doit étre choisie avec précaution : trop faible, elle ne lisse pas assez la fonction, et de
nombreux maxima locaux sont détectés (correspondants & des erreurs de mesure ou de calcul,
a des effets de discrétisation du plan d’onde, et & leffet de fenétrage du champ — leakage). Trop
forte, elle moyenne tous les résultats et les modes propagatifs n’émergent plus. Il faut donc caler
ce parametre en fonction du champ de mesure (typiquement, de 'ordre de 2 &4 12 rad/m dans
les cas traités).

Enfin, un balayage en fréquence donne des nuages de points (w, ké,l >). La figure IV.27 indique
le résultat de ce balayage. On voit clairement apparaitre une, deux, puis trois courbes. La
tentation de comparer les courbes des figures IV.19 et IV.27 est grande ; on n’y résiste pas sur la
figure IV.28, sur laquelle ont été regroupées les courbes du calcul CP et du calcul Appui ainsi que
les résultats expérimentaux. Les couleurs des résultats expérimentaux sont choisies a posteriori,
afin de correspondre avec celles des calculs EF-propagatifs. Les résultats sont aussi convaincants
que ceux de la figure IV.25 qui ne concernait que le premier mode. Ici, on voit trés clairement
que les trois modes apparaissant dans le plan d’onde sont les trois premiers modes de flexion
issus de la méthode EF-propagative, et que le mode de torsion n’est pas visible (courbe verte).
Il semble donc que seuls les modes de flexion participent a la dynamique des plaques raidies.
Ainsi, analyse présentée a la section précédente est tout a fait pertinente.
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IV.4.3 Validations sur d’autres cas expérimentaux

Dans le doute d’une correspondance fortuite entre les nombres d’onde calculés et ceux
identifiés sur le cas test précédent, un deuxieme banc est construit. Celui-ci se compose d’une
plaque en aluminium raidie par des raidisseurs de section rectangulaire, mais dont 1’espacement
est variable : un premier cas concerne des raidisseurs largement espacés (p = 40 cm). Le second
voit la période des raidisseurs abaissée (p = 20 cm). Le troisiéme raccourcit encore ’espacement
des raidisseurs (p = 10 cm). Les caractéristiques géométriques du voile et des raidisseurs sont
donnés dans la figure 1V.29

35 mm . (

¢

1,25 mmi / E
) |

Fia. IV.29: Schéma de construction du banc évolutif (coupe)

A chaque étape (depuis p =40 cm jusqu’a p =10 cm), une acquisition large bande d’un
champ de vibration est effectuée. On peut alors utiliser la premiére méthode d’identification pour
estimer les fonctions ki})(w) et ky (w) correspondantes aux directions de I'orthotropie. De méme,
on applique la seconde méthode qui identifie les fonctions (k;z,) (w)) représentant les nombres
d’onde des modes propagatifs. Parallelement, un calcul d’homogénéisation basses fréquences est
effectué avec les données correspondantes a chaque cas. On a ainsi acces aux caractéristiques de
lorthotropie structurale. Enfin, les deux calculs EF-propagatifs (CP et Appui) sont menés. On
en élimine les résultats représentants les modes de torsion (qui sont systématiquement les modes
impairs des deux calculs) en ne gardant que les modes de flexion (modes pairs des calculs). Cette
élimination a priori des modes de torsion reste un point a valider, la disparition du premier mode
de torsion dans I’expérience précédente pouvant étre fortuite.

Premier cas : raidisseurs tres espacés.

Les résultats de la premiere méthode (dans les deux directions perpendiculaires) pour le
premier cas sont tracés figure IV.30.
Deux points méritent d’étre commentés :

e dans la direction des raidisseurs (k,), le nuage de points est trés étendu, ne suivant pas une
courbe unique. Il semble donc que laffirmation «c’est donc systématiquement le premier mode
qui transporte le plus d’énergie» (page 112), vraie dans le cas particulier précédent, est fausse
dans le cas général. Ici, aucun mode particulier n’émerge de cette premiere analyse.

e & partir de 1700 Hz, il apparait des nombres d’onde tres lointains des prévisions. Cependant, ces
nombres d’onde ont Pair structurés (il sont presque alignés). Il s’agit du phénomene de repliement
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Equations de dispersion de la plaque raidie, dans les deux directions d’orthotropie
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F1a. IV.30: Nombres d’onde principauz dans le premier cas (p=40 c¢m)

(aliasing, c.f. page 37) : & cause de la discrétisation du champ sur une grille (z;,y;),, des nombres
d’onde différents peuvent apparaitre & la méme place dans le plan d’onde (DFT, CFT ou IWC).
Plus précisément, si la grille est uniforme de pas (Az, Ay), les nombres d’onde k, et k, + %
(réciproquement k, et k, + 2—7;) apparaissent au méme endroit. Dans le cas présent, la grille est

(1)

effectivement uniforme, alignée sur les raidisseurs. Le nombre d’onde —k; ' peut donc apparaitre

(1)

au méme endroit que le nombre d’onde —k; * + 2—7; (réciproquement, les nombres d’onde —k, et

—ky + 2—7; apparaissent au méme endroit). Pour remédier & ce probléme, il suffit de se rappeler

qu’on a déja placé au méme endroit k, et —k, (réciproquement k, et —Fk,). Les nombres d’onde
apparaissant au dessus de la limite {- (réciproquement Aly) subissent donc deux opérations :
une symétrisation, k, — —k, (réciproquement k, — —k,) puis un “anti-aliasing” k, — k; + i—’;
(réciproquement k, — k, + 2—7;) Cette suite d’opération revient a faire une symétrie par rapport
a l'axe k; = R (tracé sur la figure IV.30 en pointillés marrons) (réciproquement k, = Aiy)
Dans tout ce qui suit, un nombre d’onde ayant subit cette symétrie est noté en couleur plus

claire dans les figures.

La figure IV.31 présente les mémes résultats que précédemment, mais “dé-repliés”. Les
points initialement positionnés autour de 140 rad/m se confondent maintenant avec le nuage de
points situé sur les prévisions. Dans le sens perpendiculaire aux raidisseurs (k;/, en rouge), la
prévision d’orthotropie structurale est trés pertinente. Par contre, dans le sens des raidisseurs,
on ne voit pas de mode particulier. La deuxiéme méthode est donc nécessaire.
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Equations de dispersion de la plaque raidie, dans les deux directions d’orthotropie
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F1a. IV.31: Nombres d’onde principaux dans le premier cas (p=40 cm), avec procédure de dé-repliement

Les résultats de la deuxiéme méthode (par projection de la CFT) sont tracés figure IV.32.
Malheureusement, la précision de la méthode semble insuffisante au vue de la densité des modes :

()

xl
rattacher une estimation (w, k) donnée. Sur la figure, deux paraboles ont été tracées en pointillés

ceux-ci sont tres rapprochés (k )/ (w) =~ kg(f;H)(w)), et on ne sait pas vraiment a quel mode
noirs. Il s’agit des équations de dispersion des deux structures (poutre et plaque) découplées.
En haut de la figure, c’est ’équation de dispersion de la plaque qui apparait (%k‘l = phw?)
Eb? 1.4
5k

tandis qu’en bas, c’est celle de la poutre en flexion ( = pbw?).

Asymptote “plaque” : On constate que la courbe représentant la plaque seule est une asymp-
tote des modes de flexion : en effet, & haute fréquence, I’espacement entre deux raidisseurs
devient infini devant la longueur d’onde. Dans cet espace inter-raidisseur, seule la plaque
vibre; c¢’est donc son équation de dispersion qui apparait & haute fréquence.

Asymptote “poutre” : A titre informatif, on trace simplement I’équation de dispersion de la
poutre seule en flexion. On s’apercoit qu’elle croise les modes propagatifs de section sys-
tématiquement en leur premier point d’inflexion. Ce comportement particulier n’est peut-
étre qu'un hasard (il est montré dans la suite de 'exposé que ce n’est pas le cas). Mais ce
point est suffisamment remarquable pour qu’on modifie 1égerement la deuxieme méthode
de recherche des nombres d’onde kil,) : la limite inférieure de recherche, initialement prévue

/
a Porthotropie structurale, est baissée a I’asymptote poutre k = (%) Vw.
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Equations de dispersion de la plaque raidie, dans la directions des raidisseurs
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F1G. IV.32: Nombres d’onde de tous les modes propagatifs dans le premier cas (p=40 cm,)

Les résultats dans le cas des raidisseurs tres espacés sont mitigés :

e Dans la direction perpendiculaire aux raidisseurs, le modele d’orthotropie structurale (ho-
mogénéisation basses fréquence) est trés pertinent.

e Tous les modes propagatifs de flexion semblent avoir un point d’inflexion sur I’asymptote
poutre. Cette asymptote est utilisée comme nouvelle limite basse pour la recherche des modes.

e Le fait d’avoir un espacement trés long entre les raidisseurs provoque un grand nombre de
modes propagatifs. En effet, ceux-ci s’établissent & partir de la fréquence du mode non propagatif
correspondant de la section (k; = 0 < mode non propagatif). Or, plus la structure de la section
est grande, plus ses modes ont une fréquence basse. Autrement dit, plus la période des raidisseurs
est grande, plus les fréquences de déclenchement sont basses. Etant limitées a 0, ces fréquences
sont donc de plus en plus rapprochées quand la période augmente.

e Le fait d’avoir un grand nombre de modes propagatifs empéche de pouvoir les distinguer lors
de la deuxiéme analyse (projection des CFT). Il est donc nécessaire de rapprocher les raidisseurs.
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Deuxiéme cas : raidisseurs moyennement espacés.

La figure IV.33 présente les résultats de I'identification des nombres d’onde dans les deux
directions principales (premiere méthode, par intersection du plan d’onde avec les axes ks et
k). De nouveau, des problemes des repliements apparaissent. Mais traités avec la méthode

Equations de dispersion de la plaque raidie, dans les deux directions d’orthotropie
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F1G. IV.33: Nombres d’onde principaux dans le deuziéme cas (p=20 cm)

décrites plus haut, les points du plan d’onde dé-repliés sont de nouveau bien placés (en couleurs
claires sur la figure IV.33).

Dans la direction k,, les résultats sont encore treés satisfaisants : I'orthotropie structurale
prévoit bien la position des nombres d’onde. Dans 'autre direction, plusieurs modes semblent

apparaitre. Mais les structures de ceux-ci n’émergent pas. La deuxiéme méthode est nécessaire.

Les résultats de la deuxiéme analyse du deuxieme cas sont présentés figure 1V.34. Cette
fois-ci, la périodicité des raidisseurs, plus faible, impose un faible nombre de modes propagatifs
dans le bande de fréquence. En conséquence de quoi il est aisé de constater que les modes prévus
et mesurés sont en bonne concordance, et que les modes de torsion n’apparaissent toujours
pas dans les données expérimentales. De plus, on constate que le point d’inflexion des modes
calculés est toujours sur la courbe de I'asymptote poutre. Dans cette direction, 'orthotropie
structurale semble sans intérét : en basses fréquences, elle ne prévoie pas mieux la position des
nombres d’onde que 'asymptote poutre, et en hautes fréquences elle ne semble jouer aucun
role. La méthode d’homogénéisation n’est pas valide dans cette direction. Afin de confirmer ces
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Equations de dispersion de la plaque raidie, dans la directions des raidisseurs
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F1G. IV.34: Nombres d’onde de tous les modes propagatifs dans le deuziéme cas (p=20 cm)

résultats, un dernier cas est testé.

Troisiéme cas : raidisseurs peu espacés.

En ce qui concerne la premiére analyse (figure IV.35), on voit dans ce cas des raidisseurs tres
peu espacés que les deux premiers modes peuvent étre percus par cette méthode. En effet, on
détecte la présence de deuz courbes (bleues) correspondantes a la direction de propagation dans
le sens des raidisseurs. L’énergie n’est donc pas systématiquement majoritaire sur le premier
mode de propagation. Sur la figure IV.36, qui présente les résultats de la seconde méthode
d’analyse, les deux premiers modes sont tres marqués, et le troisieme émerge de I’asymptote
poutre a partir de 3500 Hz. Cependant, on note la présence d’un grand nombre de couples
(w, k), sur 'ensemble de la gamme de fréquence, & grands nombres d’onde (en gris sur la figure).
Ces points viennent d’un mauvais paramétrage de la seconde méthode d’estimation des modes
propagatifs : la bande BW utilisée pour le filtrage est sans doute un peu trop fine, ce qui
laisse aux variations dues au bruit la possibilité d’étre détectées comme des modes propagatifs.
Cependant, on constate que le nombre de points détectés sur les modes n’est pas tres élevé non
plus : avec une bande de filtrage plus large, on éliminerait les erreurs de mesure (en gris), mais
on éliminerait aussi des points de mesure valides (sur les courbes, en rouge, orange et jaune).
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2.p=4A Equations de dispersion de la plaque raidie, dans les deux directions d’orthotropie
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Fi1a. IV.35: Nombres d’onde principaux dans le troisiéme cas (p=10 c¢m)

Cette explication mérite un complément : pourquoi ce compromis dans le réglage de la largeur de
bande du filtrage est-il plus difficile & atteindre dans le cas des raidisseurs rapprochés que dans
les autres cas? La réponse a cette question tient au fait que la structure étant beaucoup plus
raide, les amplitudes de déplacement sont beaucoup plus petites. Comparativement, le bruit est
donc plus fort. C’est pourquoi il est détecté.

D’autres identifications incorrectes semblent surgirent au milieu des courbes (en bleu sur la
figure 1V.36). Ces apparitions viennent elles aussi d'une largeur de bande du filtrage (parameétre
BW) un peu trop courte. Dans ce cas, ce sont les rebonds dus au fenétrage (leakage) qui sont
détectés. Ceux-ci sont situés systématiquement & la méme distance (correspondant L?’—", si Ly
est la dimension de la structure dans la direction z'). D’une autre maniére que précédgmment,
ces points correspondent & des erreurs de mesures (provenant cette fois-ci du fenétrage, non du
bruit de mesure).

Conclusion

A partir d’une certaine fréquence, 'orthotropie structurale n’est plus suffisante pour décrire
le comportement dynamique des plaques raidies. La longueur d’onde diminuant, les ondes ont
la possibilité d’étre réfléchies par les raidisseurs, et créent un réseau d’interférence dans chaque
période de la structure. Ce réseau d’interférence est vu comme une superposition de modes propa-
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2.p=4) Equations de dispersion de la plaque raidie, dans la directions des raidisseurs
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Fi1a. IV.36: Nombres d’onde de tous les modes propagatifs dans le troisiéme cas (p=10 cm)

gatifs, dont les caractéristiques sont calculables grace & deux modeles EF-propagatifs (calcul CP
et Appui). Dans le plan d’onde, ces modes apparaissent comme des segments de droites paralléles
a l'axe des k,. Des méthodes d’identification adaptées a ces caractéristiques permettent de me-
surer les vitesses de propagation associées & chacun des modes. La confrontation de ces calculs
analytiques avec les résultats des méthodes d’identification sur des bancs expérimentaux est ex-
cellente. Ceci permet de confirmer le fait qu’au dela de la premiere fréquence de “décollement” du
nombre d’onde par rapport a orthotropie structurale (fréquence calculable grace & la méthode

7V Dy
8p2
porte comme une juxtaposition de guides d’onde. La dynamique prédite par cette juxtaposition

EF-propagative, et de 'ordre de v, = , correspondant & A = 4p), la plaque raidie se com-

est alors valable en large bande (aucune limite n’a été constatée).

Le chapitre suivant est une application de tout ce qui a été présenté dans les quatre premiers
chapitres. La structure étudiée est la table d’harmonie d’un piano & queue. Elle fait I’'objet d’une
étude modale, puis d’une étude moyennes fréquences grace a la méthode IWC, ce qui exhibe le
comportement de plaque raidie étudié dans ce chapitre.
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CHAPITRE V. IDENTIFICATION LARGE BANDE D’UNE TABLE D’HARMONIE DE PIANO

Chapitre V

Identification large bande d’une
table d’harmonie de piano

Ce chapitre est une application de ’ensemble des précédents chapitres a une structure
donnée : la table d’harmonie d’un piano a queue. Apres une rapide présentation de ce “rayonna-
teur d’énergie acoustique”, une analyse modale complete est effectuée. Dans un premier temps,
les caractéristiques des matériaux sont déterminées sur des échantillons a travers une analyse
modale et un modele éléments finis. Dans un deuxiéme temps, la structure complete est d’un
coté modélisée par un logiciel éléments finis, et d’un autre coté, testée a travers une analyse
modale. Un recalage permet de constater que la méthode des éléments finis prévoie pertinem-
ment le comportement modal de la structure, malgré les hétérogénéités et les imperfections du
matériau de construction (du bois).

La table d’harmonie des pianos est construite comme une plaque raidie quasi-périodique-
ment. L’utilisation de I'outil d’homogénéisation basses fréquences vu au chapitre précédent est
donc accomplie, mais sans succes. Les raidisseurs de cette structure étant de hauteurs tres
variables, la structure ne peut étre homogénéisée. Pour les plus hautes fréquences, on tente
de voir la table d’harmonie sous l'aspect d'une juxtaposition de guides d’ondes. Les méthodes
exposées dans le chapitre précédent sont employées, cette fois-ci, avec succes. La présence, pour
une méme fréquence, de plusieurs ondes de vitesses différentes entraine des conclusions inédites
quant a la fabrication des tables d’harmonie.

V.1 La table d’harmonie des pianos a queue

Cette section présente rapidement la nature du piano et de sa table d’harmonie. Elle présente
aussi une justification de I’étude modale qui suit, a travers la mise en évidence de l'influence
du comportement modal de la table d’harmonie dans le son du piano. Pour plus d’informations
concernant le piano, on citera une étude bibliographique compléte du piano effectuée par 'auteur,
dont les sources bibliographiques sont compilées & la fin de cet ouvrage (page 171).
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V.1.1 Le piano

L’invention du piano peut étre attribuée & Cristofori : il créa en 1709 un nouveau systeme

d’attaque des cordes du clavecin. La sonorité de I'instrument en fut radicalement modifiée : il

devint possible de choisir 'intensité des notes jouées entre le doux — piano — et le fort — forte. Le

nom de l'instrument résuma ces possibilités. On 'appela pianoforte, nom que I'usage simplifia

en piano. Quelques évolutions, au XIX®™®si¢cle, dont les plus importantes furent celles de Erard

et de Steinway, ont amené le piano & une “norme” tacite.

Blackham [100] distingue plusieurs grandes parties dans un piano (fig. V.1) :

Fia. V.1: Vue éclatée d’un piano a4 queue

Le meuble : c’est la partie visible de I'instrument, souvent laquée ou en marqueterie, et qui

sert de support a la mécanique et aux parties vibrantes. Le meuble est constitué au centre
d’un treillis massif en bois appelé barrage, d'un “muret” (la ceinture) entourant I’ensemble
d’harmonie, des pieds, et des pédales.

L’ensemble de commande : il s’agit des 88 touches du clavier, de la mécanique constituée

des diverses pieces mobiles, et des marteaux.

La table d’harmonie : c’est une piece de bois qui entre en vibration sous 'action des cordes

pour permettre un rayonnement efficace dans le milieu fluide ambiant. Du point de vue
acoustique, c’est la piece maitresse du piano. Elle est excitée en vibration par les cordes via
deux chevalets (pieces de bois collées sur la table pour permettre la liaison entre les cordes
et la table).

Le plan de cordes : Cette piece est un moulage monolithique de métal supportant la tension

des 244 cordes, de 'ordre de 10 tonnes en moyenne et allant jusqu’a 30 tonnes sur les pianos
les plus puissants, dits “de concert”. Cette piece est techniquement difficile & réaliser car
son cahier des charges est exigeant : elle doit résister & la compression, étre rigide pour
offrir aux cordes de bonnes conditions aux limites, ne pas étre trop lourde (pour ne pas
alourdir ’ensemble du piano), étre acoustiquement transparente (pour ne pas bloquer les
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ondes émises par la table située juste en dessous d’elle), ne pas géner la disposition des
cordes.

5) Le couvercle : il s’agit d’un capot articulé fermant le piano (protection de la poussiére et des
projections) et qui, suivant le degré d’ouverture, joue un réle important dans le rayonnement
et le timbre du piano.

V.1.2 La table d’harmonie

En jeu, l'instrumentiste agit sur le clavier qui, au travers de la mécanique, projette le
marteau contre la corde. Ce contact non linéaire provoque une excitation large bande de la
corde, qui répond sur I’ensemble de sa base modale (légérement inharmonique). Intervient enfin
la table d’harmonie, servant & faire rayonner I'énergie vibratoire emmagasinée dans la corde.
D’ou I'importance de I’étude vibratoire et vibroacoustique du comportement dynamique de
cette structure.

Description

D’apres Conklin [103], le matériau le plus couramment utilisé pour cette table d’harmonie
est I’épicéa. Des planches sont tirées du coeur de l’arbre, avec une orientation des anneaux
annuels inférieure & 45°. Ces planches sont ensuite assemblées entre elles. La découpe selon la

N

forme finale se fait avec un angle de 30° & 50° entre le petit coté et le fil du bois.

L’épicéa est un matériau orthotrope, dont le rapport g—/j est de l'ordre de 10 a 20. La
grande faiblesse de la table dans la direction perpendiculaire au fil du bois a imposé I'ajout de
renforts ; ce sont des barres d’épicéa, pleines et épaisses, qui sont collées sous la table, dans une
orientation quasi perpendiculaire au fil du bois. L’idée est que, statiquement, ces renforts évitent
la fissuration du bois au fil du temps, tandis que dynamiquement, ils rigidifient la structure
pour les basses fréquences sans la modifier pour les hautes fréquences. La figure V.2 montre le
positionnement des renforts sur une table d’harmonie ainsi que 'orientation des fibres du bois
de la table. Les fibres du bois des renforts est orientée dans leur grande dimension. Il faut noter
qu’en dépit de 'apparence, I'espacement des renforts est variable; le milieu de propagation est
donc quasi périodique.

La piece qui forme un triangle, en bas a gauche de la figure V.2, est appelée mouchoir. Outre
le fait de servir d’appui aux renforts, le mouchoir est mis en place par les facteurs de piano pour
«stopper les vibrations parasites qui ont lieu dans cette partie de la table d’harmonies'. Sur
certains pianos, cet ajout n’est pas nécessaire (par exemple sur le Pleyel P170).

!Propos recueillis par auteur aux Manufactures Francaises de Piano.
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F1G. V.2: Positions des barres de tables (modéle P190)

Réponse statique et dynamique

La corde tendue sur le plan de cordes est en appui sur le chevalet ; celui-ci recoit donc une
poussée verticale vers le bas, qu’il transmet & la table d’harmonie (fig V.3). Cette poussée est
directement reliée & la tension de la corde et a angle de la corde avec le plan de cordes. [’agrafe
au chevalet (qui définit la liaison entre la corde et le chevalet) est réglable en hauteur, ce qui
permet de modifier cet angle.

Ah

Fia. V.3: Montage d’une corde au chevalet : mise en €vidence de la charge statique F

En statique, la table d’harmonie doit donc résister a une charge répartie le long du chevalet,
charge qui la déforme. Pour conserver de bonnes caractéristiques de rayonnement, on assemble
la table dans un moule convexe qui lui donne au repos une cambrure : elle est bombée (la fleche
fait quelques centimetres). Cette cambrure est prévue pour que la table soit & peu pres plane
quand elle sera en charge. C’est donc précontrainte que la table est utilisée.

Au niveau dynamique, idéalement, la table d’harmonie devrait avoir de grands mouvements
uniformément sur toute la gamme d’excitation, i.e. de 27.5 Hz & au moins 4186 Hz (pour les
fondamentales de chaque corde), quelle que soit la position de I'excitation sur le chevalet. Cette
capacité de déplacement est souvent quantifiée par 'admittance au chevalet, qui est le rapport
déplacement/force %. Or, cette admittance varie fortement avec la fréquence (c.f. figure V.4) :

— En tres basses fréquences (v <~ 100 Hz) — le registre grave du piano —, le mouvement de
la table n’est influencé que par sa raideur : elle vibre d’autant moins qu’il s’agit de basses
fréquences. Dans cette plage fréquentielle, la volonté des facteurs de piano est alors de
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Fia. V4: Allure de ladmittance (y-y) aw milieu du chevalet

diminuer la raideur pour augmenter ’admittance; dans cette optique, certains facteurs
diminuent 1’épaisseur de la table sur son contour.

— Dans les basses fréquences — le registre médium-grave —, apparait la structure modale
de la table avec ses résonances. La valeur moyenne de I’admittance est alors de 'ordre
de 1 ms/kg qui est la valeur optimale du point de vue du timbre (compromis puis-
sance/durée).

— Puis dans les moyennes et hautes fréquences (v >~ 1000 Hz) — le registre médium-aigu
et aigu —, "admittance redevient une fonction lisse et croissante de la fréquence.

D’apres Giordino [118], la stabilité de 'admittance dans les moyennes fréquences, autour
de la valeur moyenne de 1 ms/kg, est due & une forte densité modale. L’admittance est d’autant
moins variable avec la fréquence que la densité modale est grande. L’auteur construit pas a pas
un modele numérique de table d’harmonie et conclut que c’est Ianisotropie (orthotropie) du
bois qui est & l'origine de cette forte densité modale.

Mise en évidence du filtrage dynamique de la table

Comment vérifier si le comportement modal de la table d’harmonie influe sur le son du
piano ? Comment prouver qu’il existe, dans le son final du piano joué par un instrumentiste, une
trace de la dynamique modale de la table? L’idée est de tracer, en fonction de la fréquence, le
niveau acoustique émis par la table, pour une excitation référencée utilisant I’ensemble du piano
— de la touche a la table, en passant par le marteau. Le balayage en fréquence va étre obtenu par
deux moyens : tout d’abord, chaque note de piano est constituée de plusieurs partiels, c’est-a-
dire plusieurs fréquences émergentes. Ensuite, changer de note revient a décaler dans le domaine
fréquentiel tous ces partiels. Ainsi, une analyse fréquentielle de toutes les notes du piano permet
de reconstituer une fonction fréquentielle quasiment compléte.

Afin de vérifier 'importance de 'influence du comportement modal de la table d’harmo-
nie sur le son du piano, ’échantillonnage complet d’'un Yamaha C2 est effectué. L’excitation
constante du clavier est réalisée grace & un impacteur, composé d’une masse (254 g) guidée en
pivot glissant verticalement, lachée d’une hauteur constante (40 mm), munie d’'un amortisseur
en mousse. Des tests de reproductibilité ont montré une grande stabilité de ’excitation.
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Chaque note est enregistrée via un microphone GRAS d’un quart de pouce placé a4 30 cm
a la verticale du LA 440. L’échantillonnage a 44,1 kHz assure une bande passante suffisante.
La figure V.5-gauche montre un exemple de son échantillonné. On distingue aisément les quatre
phases habituelles d’un son de piano : attaque (attack), décroissance (decay), chant (sustain),
relachement (release).
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Fic. V.5: Ezemple de son de piano. A gauche, dépendance temporelle ; a droite, dépendance fréquentielle
du chant

La partie la plus stable, le chant, subit une analyse fréquentielle, mettant en évidence des
partiels trés émergents et inharmoniques, comme 1’a montré pour la premieére fois R.W. Young
[138, 139, 140] (c.f. figure V.5).

Enfin, la fréquence et le niveau de chacun de ces partiels sont stockés, afin d’en suivre
I’évolution le long du clavier. Sur la figure V.6, sont tracées les courbes (fréquence du partiel n
en Hz)/(niveau du partiel n en dB). Ainsi, on sépare complétement les variations de fréquence
dues au changement de note d’'un coté, et dues au changement de partiel d’un autre coté. En
premiere approximation, on peut supposer le niveau d’excitation constant d’un partiel a 'autre
et d’une note a 'autre. La figure V.6 est donc similaire & une fonction de transfert, et met en
évidence un premier pic vers 110 Hz en dessous duquel le niveau est tres faible. Puis une forte
baisse de niveau, autour de 160 Hz, suivie d’un autre pic & 210 Hz. Il semble évident, toutes
choses étant égales par ailleurs, qu’il s’agit ici du filtrage de la table d’harmonie avec un premier
mode vers 110 Hz et un second vers 210 Hz. Une autre interprétation de la forte variabilité
fréquentielle de la pression acoustique pourrait étre liée & la nature du champ acoustique. En
effet, le microphone était placé dans le champ proche acoustique, ol les niveaux de pressions
sont fortement variables. Mais cette variabilité est surtout spatiale et non fréquentielle; de I'avis
de lauteur, c’est bien a la table d’harmonie que sont dues les fortes variations fréquentielles du

niveau acoustique rayonné.

Ainsi, on peut montrer qu’il existe, dans le son des pianos, la trace, la signature du compor-
tement modal de la table d’harmonie. Une étape importante dans I'analyse du piano est donc
lanalyse modale, qui régit les basses fréquences (~ 50 — 300 Hz). C’est 'objet de la prochaine
section du chapitre.
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Niveau de chaque partiel present dans les notes du Yamaha C2
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Fi1G. V.6: Niveau acoustique en fonction de la fréquence

Dans le domaine des basses fréquences, le formalisme modal est & la fois pertinent et bien
maitrisé. Par contre, dans le domaine des moyennes et hautes fréquences, les méthodes sont
plus récentes et moins performantes. En particulier, ces méthodes nécessitent 'identification
de parametres caractéristiques des vibrations au sein de la structure. On appliquera donc les
méthodes d’exploration du plan d’onde évoquée au chapitre II. La présence des renforts font
de la table d’harmonie une plaque périodiquement raidie : on interprétera les résultats avec les
méthodes du chapitre IV.

V.2 Identification modale d’une table d’harmonie

V.2.1 Caractérisation du matériau

La premiere étape dans la construction d’un modele numérique de la table d’harmonie
consiste a identifier les parametres physiques des matériaux utilisés dans la construction de la
table d’harmonie. A cette fin, des échantillons de bois sont testés, puis une analyse modale leur
est appliquée. Parallelement, un modele numérique, basé sur une estimation des parametres phy-
siques, est construit. L’écart entre les résultats est enfin minimisé en faisant varier les parameétres
physiques du modeéle numérique. A la convergence, on a trouvé les parametres corrects.
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Analyse modale

Un échantillon d’épicéa utilisé pour la table d’harmonie est testé. Les caractéristiques de
cette plaque sont données dans la table V.a.

Longueur | Largeur | Epaisseur | Masse Densité
300 mm | 240 mm | 7,9 mm | 223 g | 392 kg/m?

TaB. V.a: Caractéristiques géométriques de [’échantillon d’essai

La plaque est suspendue puis excitée par un marteau d’impact sur un maillage régulier de
N = 30 points. La force est mesurée par un capteur de force Briiel & Kjaer 8200 et 'accélération
dans un coin de la plaque par un micro-accélérometre P.C.B. M357 B11. Les signaux sont re-
cueillis sur un micro-ordinateur via l'interface d’acquisition OROS-OR25, qui donne directement
les H}7%(w) échantillonnées de 0 & 1000Hz sur 401 lignes fréquentielles (6v = 2, 5Hz).

OROS

Fia. V.7: Schéma de lexpérience pour identification des paramétres physiques

Sur ces N = 30 fonctions de transfert, dont une mesure colocalisée en 7 = 7 = 1, la méthode
de la fraction rationnelle complexe (c.f. page 15) est appliquée. Elle donne un nombre de modes
identifiés variable en fonction du point de mesure, comme le montre la figure V.8-gauche. On

sait que, si un mode mg est manquant pour un point 7o, c’est que ce point est sur une ligne
mo __
0
de recopier les caractéristiques globales du mode myq identifié au point colocalisé 7 = 1, en lui

nodale, i.e. ¢ 0. I1 suffit donc, pour égaliser le nombre de modes identifiés sur chaque point,

donnant un résidu nul. Ainsi, on compléte le tableau, ce qui donne la figure V.8-droite.

Pour avoir les caractéristiques globales des modes, il suffit de moyenner les résultats le long
du point de mesure. Les fréquences propres sont données dans le tableau V.b.

Remarque : On ne s’intéresse ici qu’aux fréquences propres, mais on a aussi a disposition
les amortissements propres et les déformées. Sur la figure V.8, on constate que I’estimation de la
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F1G¢. V.8: A gauche, pulsations modales en fonction du numéro du point. A droite, les pulsations
complétées.

Numéro 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Fréquence (Hz) | 120.5 | 142 | 298 | 439 | 489 | 552 | 599 | 749 | 850 | 953

TAB. V.b: Fréquences propres expérimentales de l’échantillon d’épicéa

fréquence propre est tres stable vis-a-vis du point testé. Ce n’est pas le cas pour 'amortissement,
sur la figure V.9. C’est un probleme tres délicat, car 'amplitude d’un pic, i.e. sa valeur maximale,
est proportionnelle au résidu R} et inversement proportionnelle & I’amortissement &,,,. Une erreur
d’estimation de I'amortissement se répercutera donc directement sur l’estimation du résidu,
c’est-a-dire de la déformée au point considéré. C’est pourquoi une méthode “horizontale” est
préférable.

0.05

10 15 20 25
Numéro 2 du point testé

Fia. V.9: Amortissements modaux identifiés en fonction du numéro du point

Modéle numérique et identification des parameétres physiques

Le modele numérique est construit sous ANsys© grace & un élément quadratique a 4 noeuds—
6 degrés de liberté par noeud. Le maillage correspond au maillage expérimental (vu la simplicité
de la géométrie et le domaine fréquentiel traité, ce maillage est suffisant). Les caractéristiques
mécaniques, que nous recherchons, se réduisent aux cing parametres (E;, By, gy, Gry,01). AN-
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sYs possede un module d’optimisation; ces parametres sont rentrés comme variables et une

fonction d’erreur est générée :
n

e= (A - foy? (V.1)

m=1

A partir de parametres physiques tirés de la littérature (on trouve pour ’épicéa E, ~ 10 GPa
et £, ~ 1 GPa), le module d’optimisation trouve un minimum local par une méthode du gradient.
Apres plusieurs passages, on arrive aux valeurs finales de la table V.c.

E, E, Vgy Gy 0,
11,5 GPa | 0,47 GPa | 0,5% | 0,5 GPa | 1,5°

TAB. V.c: Valeurs des paramétres qui minimisent la fonction d’erreur

La table V.d compare les fréquences propres trouvées avec ces parametres aux fréquences
propres trouvées expérimentalement. Les deux premiers modes ont été inversés aux vues des
déformées modales. En effet, il est apparu que le premier mode expérimental avait une déformée
plus proche du mode numérique numéro deux, et inversement. Les deux premieres fréquences
numériques ont donc été inversées.

1 2 [ 3] 4 | 5 6 7 [ 8] 9 [ 10
ANSYS (Hy) | 155 | 130 | 315 | 436 | 487 | 552 | 617 | 750 | 878 | 1073

P (Hz) 120 | 140 | 298 | 440 | 490 550 600 | 750 | 850 950
écart relatif | +29% | -7.1% | +5,7 | -0,1% | -0,6% | +0,4% | +2,8% | +0% | +3,3% | +14%

TAB. V.d: Comparaison des résultats de [identification des paramétres avec les fréquences propres
expérimentales

Ces résultats sont un peu décevants, vu l'écart qui subsiste entre les fréquences modales du
modele numérique et celles mesurées. Néanmoins, il faut se rappeler que le matériau testé, du
bois, n’est pas parfaitement homogene, contrairement au modele utilisé. Mais il semble impos-
sible de prendre en compte cette hétérogénéité. Dans tous les cas, cette inhomogénéité ne peut
pas expliquer I’écart sur la premiere fréquence propre, qui reste donc inexpliquée.

Identification du sapin

Le mouchoir, cette “poutre” épaisse qui arréte les raidisseurs et forme ainsi un triangle dans
le coin de la table correspondant aux aigus, n’est pas en épicéa mais en sapin (fig. V.10). Il est
donc nécessaire de connaitre ses caractéristiques mécaniques propres.

Un mouchoir isolé est donc testé de facon similaire. Seuls les premiers modes sont pris en
compte. La table V.e indique les résultats.

La comparaison de ces caractéristiques avec celles de I’épicéa (table V.c) confirme 1'expli-
cation de l'utilisation de ce matériau pour la fabrication de la table d’harmonie : ’épicéa est en
effet plus rigide et surtout beaucoup plus léger que le sapin. Or on a vu que c’est le rapport
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F1a. V.10: Mouchoir isolé du reste de la table d’harmonie

14 E; Ey Vyy G:vy
691 kg.m~> | 8,86 GPa | 0,54 GPa | 0,5% | 1,6 GPa

TAB. V.e: Caractéristiques mécaniques identifiées sur le mouchoir seul, en sapin

E/p qui importe pour le comportement vibratoire d’une structure, puisqu’il pilote le lien entre
fréquence et longueur d’onde.

V.2.2 Modélisation numérique d’une table d’harmonie

La connaissance de la géométrie de la table d’harmonie, ainsi que de ses parametres phy-
siques identifiés sur des échantillons, permet la construction d’un modele numérique de cette
structure. Mais quelle validité celui-ci aura-t-il? Afin de répondre & cette question, ce modele
numérique est comparé a un modele expérimental. Si la comparaison est satisfaisante, cela veut
dire que le modele numérique est suffisamment fin, et qu’il est prédictif. Ainsi, de légeres modi-
fications de ce modele numérique pourront servir a une optimisation de la structure.

Modélisation éléments finis de la table

Le modele éléments finis 2D de la table a été réalisé d’apres les données constructeur
d’une table d’harmonie d’un piano modele P190 (Pleyel, longueur hors-tout 190 ¢m). Comme
précédemment, les éléments utilisés sont quadratiques & 4 noeuds, 6 degrés de liberté par noeud.
Le maillage (c.f. figure V.11) est suffisamment fin pour prendre en considération tous les détails
géométriques.

Remarque : en réalité, la table n’est pas plane, mais tres légéerement bombée (elle est mise
en forme sur une portion de sphere). Cette subtilité géométrique n’est pas prise en considération.

L’angle d’orthotropie, c’est-a-dire la direction du fil du bois, est prise en compte par une
définition des caractéristiques mécaniques par rapport & un repere local tourné de 55°.

Les éléments des raidisseurs ainsi que du mouchoir sont collés sur la table. En entrant un
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Fia. V.11: Maillage 2D de la table d’harmonie. A droite, détail sur les différents éléments utilisés pour

prendre en compte la troisiéme dimension (les niveauz de gris correspondent d l’épaisseur des
éléments).

peu dans les détails du logiciel éléments finis, cela revient & imposer aux noeuds des éléments
collés (raidisseurs et mouchoir) un déplacement calculé & partir des mouvements des éléments
sur lesquels ils sont collés (la table d’harmonie). Les caractéristiques dynamiques des éléments
collés (masse et raideur) sont ainsi intégrés dans ceux de la table.

Mais les éléments finis 2D sont définis par rapport a leur fibre neutre. Ceci signifie que les
éléments des raidisseurs et du mouchoir sont mal modélisés, puisqu’ils paraissent “noyés” dans
la table, au lieu d’étre placés au-dessus de celle-ci (c.f. figure V.12).

(1] [ ] [ ] [1 ¢ «ﬁ [ — — ot
Table réelle Modele numérique
Fi1c. V.12: Table et modéle en coupe

Cette “erreur de modélisation”, liée au décalage de la fibre neutre, est corrigée par l'ajout
d’un parameétre supplémentaire -y, qui va rigidifier I’ensemble des caractéristiques mécaniques
des matériaux : les modules d’Young utilisés dans le calcul éléments finis seront donc yE;, vE,,
vGzy, - ..Pour I'instant, ce facteur v est pris égal a I'unité, et il sera recalé par la suite, par
comparaison avec le modeéle expérimental.

Remarque : 11 est possible de mieux modéliser ce décalage de la fibre neutre, par ajout de
petites poutres rigides de masse nulle, qui relieraient les noeuds des raidisseurs a leurs projections
sur le plan de la table (ces petites poutres seraient donc perpendiculaires au plan de la table,
et de longueur # si h est I’épaisseur de la table et b celle du raidisseur). Le probléme de cette
technique vient du fait qu’il faut alors mailler la table en fonction de la position des raidisseurs
(les projections des nceuds des raidisseurs doivent étre des noeuds de la table).

Un calcul modal, effectué sur 'ensemble des degrés de liberté correspondant & la transla-
tion “verticale” (condensation de Guyan [46]), avec M = 30 modes, donne une base modale
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numérique, notée par la suite (@,,, ¥™), .. Il est possible aussi de récupérer les opérateurs M
et K de masse et de raideur. Par définition des modes propres, on a les relations suivantes :

Vm <M, —w2MI" + KI™ =0 (V.2)

Construction expérimentale d’un modeéle modal

Acquisition et identification modale : Afin de construire une base modale expérimentale,
une table d’harmonie réelle issue de la chaine de production du P190 des Manufactures Francaises
de Piano est testée. Le modele précédent en est une construction numérique fidele. Le maillage
choisi pour I'expérimentation est un sous-maillage (N = 60 points) du maillage numérique
(figure V.13). La position du capteur, en rouge sur la figure V.13, est choisie en fonction des
résultats numériques : c’est le point de la table dont la déformée modale est globalement la plus
importante sur I’ensemble des M = 30 modes numériques. Ceci garantie que la mesure ne sera
pas “aveugle” pour certains modes (le capteur n’est sur aucune ligne nodale : Vm <I>§-” #0).

r—
Sy
i
o
e

Fia. V.13: Maillages ANSYS et expérimental

Les mesures sont effectuées avec la méthode du marteau de choc avec la méme instrumen-
tation que lors des essais sur les échantillons d’épicéa (c.f. page 132 et figure V.14). Les deux
signaux sont échantillonnés et stockés grace au module d’acquisition S1cLAB® . Les fonctions
de transfert sont calculées avec 5 moyennes sur 801 points pour une bande passante [0 — 200 Hz]
(0v = 0,25Hz). Les (Hg}es(w))}gégao sont ensuite récupérées sous MATLAB® pour identification

des modes.

Celle-ci est faite grace a la méthode du lissage globale (c.f. page 17), qui donne les M = 30
triplets modaux (wm,, &m, ™),,,< s, dont les parametres globaux (wy,, &y,) sont donnés table V.f.

Comparaison au contexte bibliographique : 1l existe tres peu de travaux précédents
concernant une telle analyse modale d’une table d’harmonie de piano. On citera seulement
Kindel [121] et Suzuki [126], qui ne trouverent que quelques modes (4 & 5) sur [50—160 Hz].
Mais leurs process expérimentaux étaient différents, puisque leurs tables d’harmonie étaient
montées dans leur ceinture, ce qui approche les conditions aux limites d’un encastrement. Ici, la
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Fi1G. V.14: Banc de mesure pour expertise modale

Fréquence (Hz) 1.5 | 11.8 | 12.7 1 13.4 | 18.0 | 24.9 | 36.7 | 41.7 | 52.4
Amortissement (%) | 4.6 .6 .6 .6 6 | 145 | 65 | .8 .65
Fréquence (Hz) 55.2 | 56.9 | 63.3 | 66.9 | 83.8 | 86.8 | 95.1 | 100 | 113
Amortissement (%) | .8 | .65 | 6 | 1.2 | 125 | 6 | .95 | .7 .8
Fréquence (Hz) 124 | 129 | 135 | 140 | 158 | 167 | 176 | 186 | 192
Amortissement (%) | .8 | .75 | 1.3 1 .9 8 [ L15] 95 | .9

TAB. V.f: Caractéristiques modales identifiées. Le premier mode est un mode de corps rigide

table est suspendue, ce qui modifie entierement 1’allure des déformées et les fréquences modales
(Pencastrement, qui rigidifie la structure sur son pourtour, accroit fortement les fréquences
propres). Concernant les amortissements, seul Suzuki [126] les a identifiés, autour de 2 & 3 %. La
encore, ces amortissements légerement plus élevés que ceux trouvés ici peuvent s’expliquer par le
montage sur le corps de instrument, montage qui peut dissiper de I’énergie (colle visco-élastique,
micro-glissements, ...). Les résultats trouvés sont donc cohérents avec ceux de la littérature.

Limite fréquentielle : La table d’harmonie est sollicitée uniformément de 27.5Hz & plus de
4000Hz (c.f. page 128). Alors pourquoi stopper 1’analyse modale & 200 Hz ? D’apres la table V.f,
I’estimation du recouvrement modal donne :
n(200Hz) ~ 0.1 modes/Hz
n(200Hz) = 2.£(200Hz) ~ 2%
= p(200Hz) ~ 40 % (V.3)

200 Hz semble étre la limite du domaine modal. Il serait délicat voire impossible de repousser
cette borne vers les hautes fréquences, les modes n’étant plus isolés et n’émergeant plus (de

- 138 -



CHAPITRE V. IDENTIFICATION LARGE BANDE D’UNE TABLE D’HARMONIE DE PIANO

plus, I'hypothese de Basile, qui suppose l'opérateur d’amortissement co-diagonalisable avec ceux
d’inertie et de raideur — c.f. page 8 — est, classiquement, mise en défaut pour des domaines de
fréquences plus élevées; or un opérateur non co-diagonalisable entraine un couplage entre les
modes, ce qui interdit aux fonctions de transfert d’étre mises sous la forme 1.17). Les fréquences
plus élevées devront étre traitées avec d’autres outils.

Comparaison des modeles

Maintenant que les bases modales numériques et expérimentales sont a disposition, il est
nécessaire de les comparer. Puisque ces deux bases modales décrivent le comportement dyna-

mique de la méme structure, elles doivent étre identiques.

Projections des modeles : Les maillages utilisés pour décrire les déformées sont différents;
les déformées numériques sont décrites sur le maillage numérique (on notera donc ™U™), tandis
que les déformées expérimentales sont décrites sur le maillage expérimental (on notera @™)
— P’exposant précédant la déformée indique l’initiale du maillage de description. Ce maillage
grossier est volontairement un sous-ensemble du maillage numérique, plus fin. Il suffit donc de
ne “regarder” les modes numériques que sur le maillage expérimental (projection des résultats
numériques sur le maillage expérimental). On construit alors la matrice de projection IT :

si le nceud expérimental 4
Vi< M,j <M, Ilj= correspond au nceud numérique j (V.4)
0 sinon

Le vecteur U™ = ITI™U"™ de taille M, représente donc, sur le maillage expérimental, la
déformée modale numérique m. Cette méthode dégrade les résultats numériques, en “oubliant”
les points n’appartenant pas au maillage expérimental (décimation).

Il est aussi possible de “faire le contraire”, c’est-a-dire de décrire les déformées expérimen-
tales sur le maillage (fin) numérique. On cherche donc les ("®™) ., telles que :

@M = TI"P™ (V.5)

Or, les déformées numériques (”\Ilm)mg v forment une base tronquée de 'ensemble des mouve-
ments possibles de la table. Chaque mode expérimental peut donc étre décrit, du moins partiel-
lement, dans cette base : c’est la projection des résultats expérimentaux sur la base numérique.
Plus précisément, il s’agit d’écrire :

o0
Ym < M, "0 =Y ap O™

m/=1

M
> I (V.6)

m/=1

Q
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Une écriture matricielle donne :

e — nq)l nq)2 . n(I)M
Wy — npl g2 L. npM
"P ="p.a (V.7)

En projection sur le maillage expérimental, cette équation devient :

I1"® =I1"¥.a
@ =T1"¥.a (V.8)

L’inversion du systeme se fait par moindres carrés :

a= ({0 m"w) L (T"9) S (V.9)
Remarque : L’inversion pourrait étre faite par moindres carrés doubles :
—1 -1
a= % <(t(nn\1;) an,) I + (t(%)n"q;) .t(e¢)6@> (V.10)

Comparaison des modes : Cette matrice a permet de comparer aisément de visu les modes
expérimentaux et numériques. La figure V.15 montre pour exemple le 8™® mode numérique
("P8) et le 8™ mode expérimental (8°™¢ colonne de "¥.a), sur le maillage expérimental. La
ressemblance entre ces deux modes est assez grande.

FiG. V.15: Comparaison visuelle des modes 8 ANSYS (a gauche) et expérimental (¢ droite)

Dans l'optique de vouloir quantifier cette ressemblance, le Modal Assurance Criterion [16]
est formé (noté par la suite MAC). Cet indice indique la corrélation spatiale entre deux modes
quelconques décrits sur le méme maillage. Ici, les modes numériques sont comparés aux modes
expérimentaux, sur le maillage expérimental (la projection sur la base numérique n’ajoute aucune
information) :

(com). (e

MAC(m,m') = T T (V.11)
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La figure V.16 trace cet indice pour I’ensemble des paires <e<1>m,”\11m'>. Cette figure est
trés encourageante, aux vues de la plupart des MAC qui sont presque nuls (en blanc), et de la
présence d’'une “ligne” de MAC importants (rouge foncé/noir), de I'ordre de 90 % sur les 10

premiers modes.

Mac?
100

25

a0

g0

20

70

&0

a0

Expérience

{40

430

120

5 10 15 20 25 30
Murméricue

Fia. V.16: Modal Assurance Criterion pour l’ensemble des paires (mode numériqgue/mode expérimental).

La ou le MAC est important, les modes peuvent étre appariés, grace a une fonction de

correspondance créée par l'algorithme suivant :

n+<1
trouve (mqy,m}) / MAC(my,m}) = max(MAC)
Vm, M AC(m,m}) < 0
Vm', MAC(my, m') < 0
tant que M AC(mp,m)) > valeur seuil
n<mn+1
trouve (my,,m)) /| MAC(my,m,) = max(MAC)
Vm, M AC(m,m!) + 0
vm', MAC (my,, m') < 0
fin tant que

Il est utile de préciser que cet algorithme détruit le M AC au fur et & mesure.

Ainsi, les modes se retrouvent classés non par fréquences propres croissantes mais par
MAC décroissants. La meilleur correspondance est entre le mode numérique m) et le mode
expérimental m; ; la deuxiéme meilleure correspondance est entre le mode numérique m/, et le
mode expérimental ms ; ...De plus, il est alors possible de comparer les fréquences propres des
modes appariés. La figure V.17 propose cette comparaison.

L& encore, la correspondance est trés bonne, chaque mode propre numérique ayant une
fréquence tres proche de la fréquence propre du mode expérimental apparié avec lui. Il existe ce-
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250

200 +
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Expérience
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D 1 1 1 1
] 50 100 150 200 250
Tumeérigue

FiG. V.17: Comparaison des fréquences numériques et expérimentales
pendant une légeére sous-estimation systématique des fréquences propres par le calcul numérique
(correspondant & une surestimation de la masse ou une sous-estimation de la raideur).

L’étape suivante consiste & localiser les erreurs de modélisation et & recaler le modele
numérique.

Recalage du modéle numérique

Recalage global de la masse totale : La premiere erreur est aisément visible : le calcul
éléments finis donne la masse totale de la structure, qu’il suffit de comparer 4 la masse réelle
mesurée avec une simple balance :

Masse mesurée : 6,4 kg
Masse calculée : | 6,185 kg
Erreur relative : | + 3,5 %

Le premier recalage consiste donc a prendre des masses volumiques plus importantes de
3,5%, soit 405 kg.m 3 pour I’épicéa et 715 kg.m 3 pour le sapin.

Recalage global de la raideur : Il est prévisible, vue I’ “erreur de modélisation” de la fibre
neutre (c.f. page 136), que le modéle numérique sous-estime la raideur, et donc sous-estime les
fréquences propres des modes. Sur la comparaison entre les fréquences numériques et expéri-
mentales (figure V.17), cette sous-estimation apparait clairement. C’est donc maintenant que
le facteur v va devenir un parametre. La sous-estimation des fréquences étant en moyenne de
12 %, et les fréquences modales étant proportionnelles a la racine carrée du module d’Young
(c.f. équation 1.2 page 8, avec k proportionel & FE), le facteur de rigidification est donc choisi
comme :

v = (+12%)% = 1,256 (V.12)
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Les deux recalages globaux qui viennent d’étre faits, agissant griace a un facteur multi-
plicatif sur les caractéristiques de I'ensemble des matériaux utilisés (respectivement les masses
volumiques et les modules d’Young et de cisaillement), ne modifient pas les répartitions spa-
tiales de masse et de raideur; les allures des déformées s’en trouvent donc inchangées. Ainsi, on
a exactement les mémes MAC, et donc le méme appariement, qu’avant le recalage.

Localisation des erreurs de modélisation : méthode des résidus. Pour localiser les
erreurs, les modes expérimentaux sont réinjectés dans l’équation dynamique numérique V.2,
issue du calcul ANsYS© . On forme ainsi les résidus en force, définis pour chaque mode m par :

Rm = abs (—wp,M"®™ 4 K"®™) (V.13)

ou "®™ est la m®™° colonne de "W.a, la fonction abs appliquée 4 un vecteur est un vecteur
constitué des valeurs absolues des coordonnées du vecteur :

I |£E1|

abs | T2 = ||

Si les modes expérimentaux étaient solution de I'équation dynamique (numérique), alors ces
résidus seraient nuls. Pour avoir une erreur globale, indépendante du mode apparié n considéré,
il faut commencer par normer les résidus modaux. Puis, en leur affectant un poids égal & (1 —
MAC(m,,,m])) afin de prendre en compte la bonne ou mauvaise modélisation, le résidu global

est formé :
M R
R=> (1 - MAC(mpy,m})) " (V.14)
vt IR, ||

Le vecteur R obtenu est du méme type que les modes numériques “U™ (c’est une fonction de
Pespace définie sur le maillage numérique). Il représente l'erreur de modélisation locale en espace
et globale en fréquence (figure V.18).

L’erreur parait concentrée sur le mouchoir, cette piece trapézoidale qui vient arréter les
renforts de tables. Mais I’erreur de modélisation est-elle plutot en masse ou en raideur ?

Localisation des erreurs : adaptation de la méthode de Baruch et Berman. Pour
différencier la localisation des erreurs de modélisation en masse et en raideur, il est possible
d’adapter la méthode de recalage de Baruch [33, 34] et Berman [35]. En considérant que les
données expérimentales sont exactes, et en privilégiant la connectivité de la matrice de masse,
cette méthode permet de calculer des matrices de correction AM et AK qui minimisent les
résidus.

En notant @ =" W.a les modes expérimentaux décrits sur le maillage numérique et

wi (0)
A = la matrice diagonale du carré des pulsations propres, ces matrices de
(0) w

SN
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Fi1c. V.18: Résidus
correction sont définies par :
AM = M& (‘@M®) " (1 ‘®MP) (‘®ME) ™" (M) (V.15)
AK = —K&.(M®) — M&.(K®) + M&. ('®K) . (M) + MI.A.(M®) (V.16)

Classiquement, ces matrices de correction sont ajoutées aux matrices M et K pour rendre les
modes expérimentaux solution de I’équation dynamique numérique. Mais il est aussi possible de
s’en servir pour localiser les erreurs de masse et de raideur. Pour ce faire, on peut prendre la
norme infinie de chaque vecteur ligne de AM], ce qui donne un vecteur d’erreur en M, qui peut

étre tracé dans P’espace (figure V.19).

Py Sy ﬁ T

s n =, \ .
{\’ (\\\ AN § S N
ANy

- o, \' 1

Fia. V.19: Erreur de modélisation en masse

L’erreur en masse semble localisée au bout du mouchoir. Or, la suspension de la table a
été réalisée avec des petits crochets, eux-mémes accrochés & des tendeurs. Le modéle numérique
est donc agrémenté de masses réparties sur 4 noeuds, & chaque bout du mouchoir. A partir
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d’une estimation de ces masses (quelques dizaines de grammes), il est possible de faire des “tirs”
successifs en controlant la progression du MAC. Cette optimisation donne une masse de 64 g
a Pextrémité droite et de -24 g a gauche. Cette masse négative est assez curieuse, mais peut
s’expliquer par le fait que les données constructeur sont assez approximatives concernant le
mouchoir (en particulier sur la longueur de celui-ci). Aprés correction, 'erreur en masse devient
trés homogene, ce qui interdit toute progression dans ce domaine (figure V.20).

Y
L M
Y N N
N % B > ! \\/ £ :
AN
SN R NN R N
Fi \\ A A Al S 1k .

Fia. V.20: Erreur de modélisation en masse aprés ajout de masses

L’erreur de modélisation en raideur peut étre obtenue de la méme facon. Elle semble localisée
tres précisément sur le mouchoir (figure V.21).

FiG. V.21: Erreur de modélisation en raideur apreés recalage en masse

Une optimisation des parametres mécaniques du sapin, de méme type que l'optimisation
pour la masse, est menée. Elle amene les résultats curieux de la table V.g.

p E, E, Vgy Gy
700 kg.m3 | 5,04 GPa | 0,54 GPa | -23,8% | 1,8 GPa

TaAB. V.g: Optimisation des caractéristiques mécaniques du mouchoir (sapin)
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En fait, il faut relativiser 'importance de ces parametres : ils influent sur une tres petite
surface (un treés faible nombre d’éléments), et finalement, n’améliorent guére le modele. I’erreur
de modélisation en raideur est pratiquement inchangée. Cette erreur de modélisation en raideur
et linefficacité de Poptimisation s’expliquent par I’“erreur de fibre neutre” du modele (voir
page 136). Le mouchoir est en effet, parmi toutes les pieces collées sur la table, celle qui est la
plus épaisse, donc loin de la fibre neutre. Or, la rigidification par le facteur v laisse le modele
symétrique par rapport au plan z = 0, tandis que le collage du mouchoir sur I'une des faces de la
table ne lest pas. Sans doute la solution évoquée plus haut (le décalage effectif des raidisseurs
par ajout de petites poutres rigides et sans masse) serait & méme de prendre en compte cette
dissymétrie. Malgré tout, le modele actuel est tres satisfaisant, et la rentabilité d’un modele plus
fin n’est pas assurée.

Modeéle final : Finalement, on obtient le modele optimisé suivant :

Géométrie : inchangée
Direction du fil : 150 ° (inchanggé)
. . E, E Vg G, 1%
Maté E 4 Y Y Y
areriat pieea 14,4 GPa | 0,62 GPa | 1% | 0,62 GPa | 405 kg.m 3
E, E, Vgy Gy P

Matériau Sapin

5,04 GPa | 0,54 GPa | -23.8% | 1,8 GPa | 700 kg.m 3

Masses ‘en bout de 62 g et 24 g.
mouchoir

Avec ces caractéristiques mécaniques, le modeéle numérique est trés proche des modes ex-
périmentaux (figure V.22).

et wexp=T{v.&nsys) apres apariement
a0 250 T T T T
25 an
a0 200
a0 70 21 modes apariés
60 150 1 MaACEmoyen:
2 g
£ 15 £ Fig%
5 S0
o o
i i
40 100 4 & moyen
10 0.7 Hz
30 (+03 %)
20 =0
5 =
1] 10
L [ 0 0 . . . .
5 10 15 20 25 30 i 50 100 150 200 250
huméricue uméricue

F1a. V.22: MAC final sur les 21 modes appariés

Le MAC est en moyenne de 90%, ce qui est trés élevé au vu du nombre de modes appariés
(21). Les modes non appariés s’expliquent comme suit :
e Le premier mode expérimental est un mode de suspension, assimilable & un mode de corps
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rigide (un mode de corps rigide est un mode dans lequel la structure ne se déforme pas; il a une
fréquence nulle, et le nombre de modes de corps rigides égale le degré d’hyperstatisme négatif
de la structure).

o Les 19 et 7°™° modes se “détriplent” ; ce phénoméne est 1ié & la suspension (couplage des
“vrais” modes avec les modes de suspension). L’usage veut que 'on groupe ces modes sous le
nom de famille de modes (en anglais family modes [121]).

e Enfin, le mode numérique n°22 ne s’apparie avec aucun mode expérimental. Ceci s’explique en
regardant 1’allure de sa déformée (figure V.23). En effet, on s’apercoit qu’il s’agit d’un mode local,
qui ne fait vibrer que le coin placé derriére le mouchoir. La majorité des contributions modales
de ce mode (®%2(x;)) sont donc nulles, et le mode est invisible. Le méme phénoméne pourrait
apparaitre si le capteur avait été placé sur une ligne nodale (auquel cas on aurait simplement
O™ (z;) = 0, ce qui suffit & ne pas voir le mode puisque ®”(z;) est en facteur dans chaque
fonction de transfert).

Fia. V.23: Déformée modale du mode numérique 22. Il s’agit d’un mode local ou seul le coin est en
vibration.

Finalement, on peut conclure que la modélisation éléments finis, si elle est réalisée avec
assez de soins, peut étre treés précise. Ce constat ameéne deux conséquences :
— Le modele éléments finis actuel est quasiment exact. Il peut servir pour des calculs
ultérieurs, par exemple un calcul de rayonnement.
— Le processus de modélisation éléments finis est fiable, donc prédictif. Il peut donc étre
intégré dans une démarche d’optimisation : la modification d’une donnée de construction
3éme

(épaisseur du mouchoir, emplacement du raidisseur, ...) influencera la dynamique

de la table, et la modélisation éléments finis permettra de prédire cette influence. Ainsi,
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il ne sera plus nécessaire de construire, monter, puis tester la piéce pour savoir si la
modification est positive ou négative.

Dans cette optique d’optimisation, se présente pourtant un écueil insurmontable : en quoi la
connaissance des modes de la structure peut-elle nous renseigner sur la qualité d’un instrument ?
Quel rapport existe-t-il entre les caractéristiques modales de la table d’harmonie et sa perfor-
mance, au sens employé par les facteurs de pianos 7 Autrement dit, il manque a 'optimisation des
pianos la notion de fonction de codt, qui permet de juger de la qualité d’un instrument. Or toute
optimisation se base sur la maximisation — ou minimisation — d’une fonction de coiit. Cependant,
la notion de qualité, en musique, est nécessairement lié & des aspects psycho-acoustiques, qui
sortent du cadre de cette thése. Aussi I'investigation dans cette direction n’ira-t-elle pas plus
loin dans ce travail.

V.3 Tentative d’homogénéisation de la table d’harmonie

Toujours dans 'optique d’une optimisation structurale de la table d’harmonie, il semble
utile de fabriquer un modele un peu plus paramétriqgue. En effet, il est délicat d’optimiser la
position de chaque renfort, I’épaisseur de chaque piece, etc...A la place, il serait plus souple
d’utiliser des parameétres plus généraux, comme par exemple 1'espacement des renforts. A cette
fin, il est possible d’envisager un modele semi analytique, ou les caractéristiques mécaniques
globales de 'assemblage seraient calculées analytiquement, puis un modéle numérique, basé
sur ces caractéristiques mécaniques, donneraient les solutions modales a partir de la géométrie
extérieure de la table. C’est I’homogénéisation (c.f. page 87).

V.3.1 Problémes dus aux hypotheses de I’homogénéisation

Un modele homogénéisé de la table est donc construit a partir des données constructeur de
la table d’harmonie (fig. V.24). La position de chaque renfort, avec un angle constant de 55°,
est donnée par le tableau V.h.

Ly Ly L;

QIIb

25mm Smm

Ne | 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 | 11 | 12
Ly | 90 | 98 | 125 | 140 | 160 | 170 | 160 | 160 | 162 | 162 | 245 | 215
Ly | 70 | 125 | 165 | 250 | 370 | 485 | 630 | 760 | 792 | 758 | 600 | 348
L3 | 130 | 130 | 140 | 155 | 190 | 235 | 235 | 218 | 206 | 215 | 190 | 197

b | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 21 | 23 | 23 | 22 | 20 | 18 | 14

Fi1G. V.24: Dimensions des renforts de table du P190
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N[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1(i) | 245 [ 106 | 106 | 104 | 104 | 104 | 102 [ 102 | 102 | 100 | 100 | 100 | 190

TAB. V.h: Positionnement des renforts sur le P190

L 11

1%
—t—_

F1G. V.25: Découpage en 4 zones de la table pour homogénéisation (a droite, maillage correspondant)

La table va donc étre “découpée” en quatre zones (fig.V.25) :
Zone (I) fortement raidie
Zone (II) faiblement raidie
Zone (IIT) non raidie (table seule)
Zone (IV) bicouche table+mouchoir

Chacune de ces zones est homogénéisée séparément.

Dans la zone (I), la variation de I’épaisseur des raidisseurs doit étre moyennée. Or, d’apres
'expression IV.2, le moment d’inertie en flexion est proportionnel & b3. La moyenne va donc étre
une moyenne cubique, avec une pondération en fonction de la longueur du raidisseur :

3

M _ 1 Nb(i)
b= (Z 0 zi:Ia( )b(i) ) (V.17)

)

Remarque : Dans le calcul d’homogénéisation de la masse volumique (équation IV.6), c’est

b et non b® qui intervient. Le fait de moyenner de facon cubique induit donc une erreur sur la

masse. Pour résoudre ce probléme, il faut faire un premier calcul d’homogénéisation avec une

moyenne arithmétique de b, qui donne une certaine épaisseur et une certaine densité h; et p;.

Ensuite, il faut faire un deuxieme calcul avec la moyenne cubique de b, qui donne ho et pa. On
h1

sait que py est incorrect ; sa valeur correcte est simplement py = p17; (conservation de la densité

surfacique). Cependant, dans le cas présent, cette correction est tres faible (& peine 1%).

Dans les zones (I) et (II), la direction du bois (30°) et la direction des raidisseurs (35°)
ne correspondent pas tout & fait. La seule idée raisonnable est de moyenner ces directions et de
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Zone RH pH El E;{ G}fy 0,
(I) | 17,2 mm | 264 kg.m 3 | 1,23 GPa | 5,27 GPa | 1,27 GPa | 32,5 °
(I1) | 9,1 mm | 373 kg.m™2 | 7,15 GPa | 2,39 GPa | 2,07 GPa | 32,5 °
(III) | 7,7 mm | 392 kg.m™3 | 11,5 GPa | 0,47 GPa | 1,16 GPa | 30°
(IV) | 35,5 mm | 571 kg.m 2 | 7,52 GPa | 0,40 GPa | 0,86 GPa | 35 °

TAB. V.i: Caractéristiques mécaniques homogénéisées des quatre zones de découpage de la table.

prendre 32,5° comme direction d’orthotropie.

Dans les zones (I) et (II), l'espacement entre les raidisseurs est moyenné (moyenne
arithmétique sans pondération).

Ces approximations des caractéristiques géométriques du voile raidi sont discutables et
mettent en péril la validité du calcul d’homogénéisation. Il faut cependant noter qu’elles n’ont
pas trop le modele, surtout dans le domaine des basses fréquences qui traite la structure de fagon
globale.

La table V.i donne en résumé les caractéristiques (épaisseur, densité, modules d’Young,
module de cisaillement et angle d’orthotropie) des quatre zones de découpage.

V.3.2 Résultats de I’homogénéisation

Afin de valider ces homogénéisations, un calcul éléments finis est effectué avec le nouveau
modele (fig. V.25). L’intérét de I’homogénéisation est de pouvoir mailler de fagon plus grossiére ;
cependant, afin de pouvoir comparer plus aisément les résultats, c’est 'ancien maillage numérique
qui est utilisé.

Comparaison des modéeles

Le MAC entre les deux modeles (expérimental / homogénéisé en quatre zones, figure V.26-
gauche) est plutét décevant ; il est “flou”, c’est-a-dire que plusieurs modes “homogenes” res-
semblent & plusieurs modes expérimentaux. Et surtout, ses valeurs sont assez faibles. L’appa-
riement des modes a donc du mal & se faire, et seules 12 paires peuvent étre mises en évidence
(figure V.26-droite).

Le résultat est 1a encore assez mauvais, les fréquences propres du modéle homogénéisé étant
toutes largement supérieures a celles du modele expérimental, et, plus grave, dans des proportions
variables (les ronds bleus de la figure V.26-droite ne sont pas alignés).

Il est possible, comme dans la partie précédente, de recaler globalement le modeéle en raideur.
On pourrait ainsi éviter le décalage systématique en fréquence. Mais le recalage ne peut aller
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F1a. V.26: A gauche, MAC entre le modéle expérimental et le modéle homogénéisé. A droite, comparaison
des fréquences des modes appariés.

plus loin : tout d’abord, le MAC étant trés mauvais, on ne peut pas utiliser brutalement les
méthodes exposées plus haut, qui consistent a utiliser les modes expérimentaux dans 1’équation
dynamique numérique. En effet, si les modeles sont trop éloignés, les erreurs trouvées n’ont plus
aucun sens. De plus, ’homogénéisation, de part sa fonction de simplification de modele, doit
étre prédictive. Le recalage nécessaire ici éloignerait beaucoup le modeéle des parametres initiaux
tirés de I’homogénéisation. Le cceur du modele ne se situerait plus dans cette homogénéisation,
mais dans le recalage. ..

Une explication possible

En réalité, méme si on tente d’optimiser les parameétres du modeéle homogénéisé, il est
impossible de le faire “coller” au modele expérimental (avec un grand MAC sur un nombre
important de paires de modes). Ce qui veut dire qu’aucun modele homogénéisé (en quatre
zones) ne peut synthétiser le comportement réel de la structure. Pourquoi ?

Une ébauche d’explication consiste a revenir sur la moyenne des hauteurs des raidisseurs
(page 149). Au lieu de moyenner cette hauteur, on peut essayer de la laisser variable. Pour
ce faire, on fait un calcul d’homogénéisation sur chaque période spatiale de la table. Méme si
ce calcul est faux (le milieu est supposé périodique, alors qu’il n’est composé que d’une seule
période), il représente néanmoins une indication de la rigidité dynamique de I’assemblage, en
fonction de la position sur la table d’harmonie. La figure V.27 présente I'indicateur vibratoire
D= p%, appelé rigidité dynamique, qui pilote le rapport existant entre la longueur d’une onde
et sa fréquence (voir I’équation 11.51 page 50).

Le résultat est saisissant : dans la zone (I) fortement raidie, la rigidité dynamique p%, dans
la direction parallele aux raidisseurs (i.e. quand ceux-ci se déforment) varie du simple au double
(300 m?Hz & 550 m2Hz)! Il semble donc tout & fait logique qu'un unique paramétre ne puisse

en aucun cas décrire la richesse de ce comportement.
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FiG. V.27: Indicateur de la rigidité dynamique de la table, avec une “homogénéisation locale”

V.3.3 Conclusion sur I’homogénéisation

Malgré un outil qui semble efficace — ’homogénéisation basses fréquences des structures
orthotropes raidies —, la table d’harmonie semble résister a I’homogénéisation. Cette résistance
vient du fait que les raidisseurs sont tous différents, en particulier de hauteur variable, ce qui
fait varier grandement la rigidité de I'ensemble (dépendant du cube de 1’épaisseur). Il semble
donc vain de vouloir utiliser un modele simple de table d’harmonie (contrairement & tout ce que
l'on trouve dans la littérature). Néanmoins, cette conclusion ameéne une question : cette forte
variation de dynamique le long de la table est-elle voulue par les facteurs, et si oui, pourquoi?
Ne pourrait-on envisager une maniére plus simple et mieux maitrisable de la faire varier (en ne
faisant varier que I’épaisseur ou que ’écartement par exemple) ?

Finalement, on peut faire ressortir de cette étude deux outils majeurs pour la conception des
pianos. Le premier est ['utilisation des éléments finis ; leur validité a été montré avec précision. Le
second est I’homogénéisation des plaques orthotropes raidies, qui peut faire sortir des indicateurs
pouvant servir aux facteurs d’instruments 4 déterminer la taille et I’emplacement des raidisseurs
de leur table d’harmonie.

V.4 Parametres propagatifs de la table d’harmonie

L’identification comportementale de la table d’harmonie a été réalisée avec le formalisme
modal, mais la plage de fréquence était limitée & quelques centaines de Hertz. Or, on sait que
la table d’harmonie est utilisée sur un domaine fréquentiel bien plus large. C’est pourquoi il est
nécessaire d’utiliser les techniques présentées au chapitre II pour compléter ’analyse qui a été
faite.
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V.4.1 Banc d’essai

La table d’harmonie est donc de nouveau suspendue. Elle est excitée par la méme chaine
d’excitation que celle des bancs précédents (explications a la section II1.1.1 page 62). Le montage
est photographié figures V.28 et V.29.

F1G. V.29: Photo du banc de mesure avec la table d’harmonie et le Laser (chaine d’excitation et raidis-

seurs)

Plusieurs échantillonnages spatiaux (z;,y;); sont réalisés (figure V.30).

a. C’est le résultat d’un mailleur libre qui maille & partir des bords vers I'intérieur. Comme
on l'a vu, ce type de maillage empéche de controler le probleme de repliement (aliasing). Afin
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FiG. V.30: Les quatre maillages de la table d’harmonie

de pouvoir monter en fréquence, on prévoit un deuxieéme maillage.

b. Le maillage n’est plus lié & la géométrie (& part quelques points, cing ici, qui servent de
référence spatiale pour calibrer le Laser). La surface étant relativement étant assez élevée (1,6
m?), le nombre de points est assez grands. On ne peut pas diminuer beaucoup la taille de la
maille Az, qui pourtant est un facteur limitant de la méthode. Il faut prévoir une autre solution.

c. Afin de diminuer la taille de la maille sans augmenter le nombre de points, c’est la surface
de mesure qui est diminuée. On reste dans le centre de la table d’harmonie, 1a ou les raidisseurs
se trouvent effectivement. La maille tombe & 4 cm.

d. Le dernier maillage complete le précédent en faisant diminuer la maille jusqu’a 2,5 cm.

V.4.2 Orthotropie structurale et mesure des modes

Un calcul prédictif est fait suivant la méthode d’homogénéisation basses fréquences (sec-
tion IV.1.1). On rappelle qu’elle fournit les caractéristiques d’une plaque homogene, appelées
orthotropie structurale. Comme la structure n’est que pseudo périodique (c.f. page 148), on est
obligé de faire une moyenne des caractéristiques géométriques de ’assemblage. Finalement, la
plaque homogénéisée retenue est celle correspondant & la zone (I), c’est & dire la zone fortement
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raidie, qui représente la majorité de la surface de la plaque.

L’analyse des données expérimentales est, comme pour le banc précédent, effectuée en deux
temps : estimation du nombre d’onde dominant dans chacune des deux direction d’orthotropie,
puis recherche de tous les modes propagatifs dans la direction des raidisseurs.

V.4.3 Résultats
Orthotropie

Les résultats de la premiére analyse sont présentés figure V.31.

Equations de dispersion de la plaque raidie, dans les deux directions d'orthotropie
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Fia. V.31: Nombres d’onde principauz dans la table d’harmonie

Tout d’abord, on remarque que la plaque homogene (orthotropie structurale) est quasiment
isotrope : les raidisseurs ont pour effet de compenser la souplesse de la table dans la direction per-
pendiculaire au fil. Cette remarque est valable pour le domaine de validité de I’homogénéisation,
c’est-a-dire en statique et en basses fréquences. On retrouve ’explication apportée par les fac-
teurs de piano concernant les raidisseurs de la table (page 127) : «statiquement, ces renforts
évitent la fissuration du bois au fil du temps».
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Dans la direction 3/, on voit que lorthotropie structurale sur-estime légérement les nombres
d’onde. On a vu & la section IV.2 de ce chapitre (page 97) que c’était le cas pour les gros
raidisseurs trés lourds (comparativement & la plaque), ce qui est le cas ici.

Dans la direction z’, on pergoit déja la présence de deux modes, mais encore de fagcon assez
floue. Il est cependant remarquable que le formalisme des guides d’onde continue d’étre pertinent
avec cette structure seulement pseudo périodique.

Modes propagatifs

Les résultats de la seconde analyse sont présentés figure V.32.

Equations de dispersion de la plague raidie, dans la directions des raidisseurs
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Fia. V.32: Nombres d’onde des modes propagatifs dans la table d’harmonie

Remarque : sur ces données expérimentales, la recherche des nombres d’onde des modes
propagatifs est beaucoup plus ardue. En particulier, on remarque une grande sensibilité a la
largeur de bande BW du filtre. Les résultats présentés sont en réalité épurés : on a volontairement
omis de tracer les couples (w, K )) correspondant & des erreurs de mesure (en gris sur les figures
précédentes). Le critere de sélection est subjectif : une identification est supposée erronée si elle
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(4)

apparait isolée, sans aucune autre identification (w, ky’) proche d’elle.

Ces résultats sont moins concluants que dans les cas plus purs exposés plus haut. Ici, le mode
1 et le mode 2 n’apparaissent pas de fagon continue. Leurs contributions semblent concurrentes
car I'un disparait lorsque I'autre est présent.

Plus généralement, les courbes sont moins bien définies, plus “hésitantes”.

De plus, il faut remarquer un phénoméne nouveau : a certaines fréquences (par exemple sur
la plage 3500~4000 Hz), des “branches descendantes” surviennent dans 1’équation de dispersion.
Ce phénomene ressemble & un probléme de repliement (aliasing) : le mode 3 (en jaune) semble
“rebondir” sur la droite imaginaire k,» ~ 78 rad/m. De méme, au-dela de 4000 Hz, les modes 2
(en orange) et 3 (en jaune) présentent des portions de courbes décroissantes. Si ce phénomeéne
ressemble au repliement, ce n’en est pourtant pas, les nombres d’onde de rebonds n’ayant aucun
rapport ici avec la longueur de maille.

Malgré ces quelques réserves, les résultats des méthodes d’identification des nombres d’onde
sont tres satisfaisants. Le formalisme des guides d’onde est bien adapté a la structure, méme
si elle n’est que pseudo périodique. Les méthodes de mesure comme 1’analogie avec les guides
d’onde sont donc validées.

V.5 Conclusion sur la table d’harmonie

En basses fréquences, le formalisme modal est tout & fait indiqué pour ’analyse vibratoire
des tables d’harmonie. L’outil des éléments finis, notamment, s’avere trés pertinent. Il permet
de reconstruire correctement les vingt premiers modes de la structure libre-libre. Il pourrait par
exemple servir a un outil d’optimisation, mais celui-ci ne peut exister sans critere de qualité.
Un autre axe de recherche, qui n’a pas été abordé ici, est la connaissance et la modélisation
correcte des conditions aux limites de la table en fonctionnement. Celle-ci n’est pas libre-libre,
mais imparfaitement encastrée. Les éléments finis et I’analyse modale peuvent étre trés utiles
dans ce domaine (identification des conditions aux limites, détection de défauts de collage).

Mais D'utilisation des éléments finis est relativement lourde et délicate. C’est pourquoi on
a tenté d’utiliser un outil d’homogénéisation des structures raidies, validé grace & plusieurs
cas tests. Néanmoins il s’est avéré incapable de reproduire le comportement modal d’une table
d’harmonie. Il a été montré que c’est a cause de la grande variation de rigidité due a 'utilisation
de raidisseurs de hauteurs tres diverses. Le centre de la table est tres raidi tandis que les bords le
sont beaucoup moins. Il est alors normal qu’un outil d’homogénéisation, qui répartit la raideur
uniformément, s’avere inutile.

A plus hautes fréquences, 'outil d’analyse basé sur une méthode d’exploration du plan
d’onde (CFT, IWC) met en évidence le comportement “guide d’ondes” de la table d’harmonie :
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les tables d’harmonie des pianos peuvent étre vues comme des juxtapositions de guides d’onde.
Ceci implique en particulier que le nombre d’onde propagé dans le sens des raidisseurs est
multiple : il y a plusieurs ondes, & chaque fréquence, capables de transporter de ’énergie dans
la table d’harmonie. Ce comportement est-il connu des facteurs d’instruments ? Est-il voulu par
le constructeur, ou bien est-ce un “défaut” de la méthode de construction ?

De l'avis de Dauteur, les facteurs d’instruments n’ont jamais pris en considération ce
phénomeéne — sans doute par ignorance de celui-ci. Cette multiplicité des ondes est-elle une
qualité ou un défaut ? Il faut se rappeler la fonction de la table d’harmonie : elle permet la
transformation de I’énergie vibratoire contenue dans la corde en une énergie acoustique émise
dans l'air ambiant. Ce sont donc ses qualités vibroacoustiques qui doivent étre au centre des
préoccupations. On peut alors apporter deux types de réponses a la question de l'effet de la
multiplicité des ondes :

Les modes propagatifs : un “moins” dans la qualité du piano? On sait que si la
vitesse de phase d’une onde dans la structure est supérieure a la vitesse du son dans l’air,
alors le rayonnement de la structure est tres efficace. Autrement dit, ce sont les petits nombres
d’onde qui rayonnent efficacement. Les premiers modes, & grands nombres d’onde, sont donc
“inutiles”. De facon plus génante, méme, ils consomment de 1’énergie vibratoire. Du point de
vue du rayonnement, il serait donc préférable de n’avoir qu'un mode, mais treés rigide (faible
nombre d’onde) pour obtenir un meilleur rendement. Dans ce cas, une solution simple serait
d’homogénéiser réellement la structure, en “fondant” les raidisseurs dans le matériaux. On a
vu qu’en basses fréquences, la structure est quasiment isotrope. Il faudrait alors utiliser un
matériau isotrope qui aurait une rigidité et une masse équivalente. On pourrait se tourner
vers des matériaux composites (fibre de verre, de carbone), qui grace & leurs fibres ont une
tres grande rigidité pour une faible masse. L'intérét dans leur cas est de pouvoir croiser leurs
fibres afin d’obtenir ce matériau isotrope recherché. Mais, afin de conserver son aspect et ses
spécificités, on pourrait utiliser de I’épicéa, en contrecollant deux tables d’harmonie non raidies
I'une sur I'autre, en croisant les fils du bois. Les caractéristiques statiques seraient conservées ; a
hautes fréquences, les ondes & grand nombre d’onde seraient éliminées ; 'aspect de la table serait
quasiment inchangée ; les connaissances techniques particulieres aux matériaux composites ne
seraient pas nécessaires.

Les modes propagatifs : un “plus” dans la qualité du piano? Cependant, on sait aussi
que deux ondes se propageant & des vitesses différentes ne rayonnent pas dans Iair avec le méme
angle d’émission (dans le cas des ondes supersoniques). La multiplicité des ondes provoque donc
une meilleure répartition angulaire de I’émission du son : la directivité est sans doute moins
marquée avec plusieurs ondes qu’avec une seule. Dans ce cas, la spatialisation du son est plus
homogene, ce qui est une bonne caractéristique pour un piano.

Malheureusement, il n’est pas possible de pousser plus loin ’analyse par manque de connais-
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sances en acoustique musicale. Ici encore, comme pour le domaine modal (section V.2), il manque
un indice permettant de juger de la qualité d’un instrument.

Comme on 'a vu, la poursuite de ’analyse, apres ces considérations purement mécaniques,
se heurte & la pluridisciplinarité qui est nécessaire a 1’élaboration d’une aide & la conception de
pianos de qualité. On peut se réjouir que dans cette direction, un vaste “programme de recherche
d’aide & la conception innovante de piano” a été lancé récemment & Paris (France). Ce projet
s’articule autour de domaines tres divers, comprenant notamment ceux :

— de la facture instrumentale (E. Marandas, CNSM? de Paris),

— de la modélisation numérique (J. Frelat [115], LMM3),

— de P'intelligence artificielle (M. Sebag, M. Schoenauer, CMA*),

— de la perception de la qualité acoustique (V. Maffiolo, LAM®, M. Castellengo, LAM),

— de la synthese sonore (M.P. Verge, LAM),

— du controle actif des structures (C. Besnainou [115], LAM),

— des matériaux composites (C. Besnainou, LAM).

Cet ambitieux projet, qui tente la synergie de quatre laboratoires, et mobilise plus d’une
dizaine de participants, est prévu sur une durée de quatre années.

2Consevatoire Nationale Supérieur de Musique
3Laboratoire en Modélisation Mécanique
“Centre de Mathématiques Appliquées
SLaboratoire d’Acoustique Musicale
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Conclusions et perspectives

Conclusions

L’étude du comportement vibratoire des structures est classiquement divisée en deux do-
maines fréquentiels : en basses fréquences, les modes sont trés marqués et leur formalisme est
donc tres adapté. En plus hautes fréquences, 'amortissement et la densification modale im-
pliquent que chaque mode n’est plus visible individuellement. Une vision propagative, basée sur
un formalisme ondulatoire, est alors plus adaptée a I’étude des vibrations.

L’identification est I'une des taches a accomplir dans I’étude des vibrations d’une structure.
L’identification part d’une série de mesure et 'interpréte selon un modele donné. Elle permet & la
fois de constater si un modele décrit la réalité et de trouver les valeurs numériques des parameétres
de ce modele. Avec le formalisme modal, il existe un grand nombre de méthodes d’identification.
On a vu que les plus performantes devaient identifier les modes de facon horizontale, c’est-a-
dire indépendamment du point de mesure. Par contre, avec le formalisme ondulatoire, et en
particulier dans les systemes & deux dimensions, il existe trés peu de méthodes. On a donc
développé quelques idées concernant I'identification du nombre d’onde complexe dans les milieux
de propagation a deux dimensions. Ce développement a abouti a la méthode par corrélation
d’ondes inhomogenes (méthode TWC). On a vu qu’une application de cette méthode consistait
en l'identification d’un parametre baptisé “raideur dynamique” — qui n’est autre que le rapport
de la raideur et de la densité surfacique —, et qui synthétise I’ensemble de I’équation de dispersion
d’un milieu orthotrope.

L’application de cette méthode d’identification sur un grand nombre de cas tests a aboutit
a diverses conclusions. La dualité approche modale/approche propagative a été mise en évidence
sur une plaque isotrope. On a validé le concept d’éprouvette virtuelle, qui consiste & modéliser
numériquement un échantillon de structure pour en déduire des caractéristiques globales du
comportement, caractéristiques qui sont valides pour une structure compléete. Une application
plus riche de la méthode IWC a été menée sur un cas orthotrope a coefficients variables, incarné
par une plaque sandwich en nid d’abeilles. La méthode TWC s’est révélée tres bien adaptée
aux moyennes fréquences, c’est-a-dire au-dela du domaine modal. De plus, il a été montré que
I'identification des parameétres mécaniques régissant 1’équation de dispersion n’est sensible ni
aux conditions aux limites, ni & la position d’une source ponctuelle sur la structure. Quelles que
soient ces conditions, la méthode identifie bien les caractéristiques de propagation du milieu.

- 161 -



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES J. BERTHAUT

L’utilisation d’ondes inhomogenes comme fonctions de projection dans la méthode IWC
avait deux buts. Le premier était de pouvoir prendre en considération les champs proches.
Ceux-ci sont générés par les discontinuités du milieu, en particulier la source et les conditions
aux limites. Ils sont modélisés par des nombres d’onde fortement complexes. Un algorithme
adapté est donc capable de reconnaitre la contribution de ces champs proches et de les éliminer
automatiquement. Ce premier but a été atteint : 'analyse de la raideur dynamique ne dépend
ni des conditions aux limites ni de la position de la source. Le second but de 'utilisation des
ondes inhomogenes était de mesurer 'amortissement des ondes au sein de la structure. Il a été
montré dans le cas 1D que, si cette mesure est bien liée 4 'amortissement de la structure, elle est
cependant tres sensible & la présence et la position de la source dans le champ mesuré. Dans le
cas 2D, la relation entre amortissement spatial et amortissement modal, qui est bien croissante,
n’a cependant pas été clairement identifiée. La conclusion quant a la mesure de 'amortissement
interne par la méthode IWC est donc que cette mesure ne représente qu’'une estimation de
I’amortissement structural.

Le cas des plaques raidies présente une séparation des domaines fréquentiels. A basses
fréquences, la plaque rigidifiée présente un comportement d’orthotropie elliptique, nommée or-
thotropie structurale. La méthode IWC confirme ce comportement. A plus haute fréquence,
I’équation de dispersion n’a plus la forme d’une ellipse mais d’une portion d’ellipse complétée
par des segments de droites. Cette équation de dispersion n’est alors plus continue. Les portions
d’ellipse se situent autour de la direction perpendiculaire aux raidisseurs, alors que les segments
de droites se situent dans la direction des raidisseurs. Ces segments de droites correspondent
a des modes propagatifs : ce concept chimérique vient du fait que dans une direction, le com-
portement est modal, stationnaire, tandis que dans lautre, il est propagatif. Les raidisseurs se
comportent alors comme des guides d’onde. Une méthode baptisée EF-propagative, utilisant
des outils classiques d’éléments finis et de calcul numérique, a été mise en ceuvre pour calculer
les nombres d’ondes de ces modes dans la direction des raidisseurs. Une méthode dérivée de la
méthode TWC a été développée pour la mesure de ces nombres d’onde, et la confrontation de
ces résultats avec les calculs prévisionnels s’avere excellente sur un grand nombre de cas tests.

Une syntheése applicative de toutes les méthodes d’identification décrites a été présentée.
Elle s’intéresse aux vibrations d’une table d’harmonie de piano. Il a été d’abord montré que
le comportement modal de la table peut étre percu dans le son issu du piano, ce qui justifie
I’étude modale qui a été menée par la suite. Celle-ci a mis en évidence que la modélisation
numérique pouvait prédire le comportement modal de la table d’harmonie. Cette modélisation
numérique peut donc servir d’outil de développement pour simuler des modifications des plans
de construction. A plus haute fréquence, il a été démontré que la table d’harmonie se comporte
comme un guide d’onde, avec en particulier la présence de plusieurs ondes pour une méme
fréquence. La multiplicité de ces ondes peut avoir des conséquences particuliéres sur le son des
pianos.
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Perspectives

Quatre grands axes de travail peuvent étre développés a partir du travail de cette these. Le
premier consiste en 'approfondissement de la maitrise et de 'interprétation de ’amortissement
spatial 4. Une premiere étude simple porterait sur un milieu monodimensionnel, par exemple
un poutre fortement amortie. On a vu que dans ce cas, amortissement spatial et amortisse-
ment modal doivent étre identiques pour un champ loin des singularités. Ce comportement bien
particulier doit étre retrouvé expérimentalement sur banc d’essai. Une deuxiéme étude, plus
ambitieuse, mettrait en place différentes méthodes d’identification expérimentales de I’amor-
tissement sur la méme structure bidimensionnelle. Plus particulierement, la méthode IWC, la
méthode de la puissance injectée, une mesure de temps de réverbération et une analyse temps-
fréquence mériteraient d’étre comparées. Les relations analytiques liant ces différents modeles
d’amortissement, modeles pourtant basés sur différents types d’hypotheses, seraient ainsi mis
expérimentalement en lumieére ou en défaut.

Un second axe de recherche qui vient dans la lignée de ce travail de these est 1’étude du
rayonnement des plaques. On sait en effet que celui-ci est étroitement lié aux caractéristiques
des ondes propagatives de la structure. On définit en particulier une fréquence de coincidence
pour laquelle les nombres d’ondes acoustique et structural sont identiques. Or, cette fréquence
de coincidence devient une plage de fréquences pour les milieux orthotropes. Le couplage fluide-
structure est alors plus complexe. Une étude expérimentale vibroacoustique, basée sur une tech-
nique de type holographie de champ proche et sur I’exploration du contenu des plans d’ondes,
serait tres adaptée & I’étude de ce couplage. Dans cette optique, une collaboration avec 1'Ins-
titute of Fundamental Technological Research, 4 Varsovie (Pologne), est actuellement mise en
place avec le professeur Holnicki. Plus particulierement, les moyens d’essais acoustiques de ce
laboratoire serait mis a profit pour compléter I’étude du comportement des plaques raidies.

Un prolongement plus direct du travail présenté dans ce mémoire est ’exploitation du
code de calcul basé sur la méthode IWC et fourni au Laboratoire de Tribologie et Dynamique
des Systémes. Ce programme autonome et de prise en main aisée ne nécessite que la donnée
des champs vibratoires des structures, et permet de déterminer les équations de dispersion as-
sociées grace a l'exploration des plans d’onde. Plusieurs structures sont envisagées pour étre
testées. La premiere consisterait en une plaque raidie dans deux directions perpendiculaires,
assemblages tres courants dans lindustrie. On s’attend & retrouver I'orthotropie structurale
et le comportement guide d’onde dans les deux directions. Un banc d’essai expérimental est
actuellement en construction. Une deuxiéme structure, consistant en une plaque isotrope recou-
verte d’un matériau poro-élastique, serait testée a travers le concept d’éprouvette virtuelle. Une
modélisation Eléments Finis tres précise, intégrant des modéles complexes de matériaux poreux,
est en cours de développement. Elle fournira des champs spatiaux de vibration qui pourront étre
testés grace a la méthode IWC intégrée dans le logiciel fourni. Dans une perspective a plus long
terme, la méthode IWC pourrait étre appliquée a ’étude des plaques perforées, des plaques re-
couvertes de matériau fortement visco-élastique (bitume), ou de la propagation guidée & travers
des géométries toriques (comme les pneumatiques des véhicules terrestres).
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Annexe A : Syntheése modale avec
correction par le noyau statique

A.1 Troncature modale

On a vu au chapitre I.1 que la réponse dynamique de toute structure pouvait étre mise sous
la forme (équation I1.15) :

n ~
AT J o g | C) R
— —w? + 2 wnw + w2,

o (Wi, @™, &) est la base modale de la structure, et ﬁm(w) = ﬁgz&m est la contribution modale
de la force. Cette formule est rigoureusement juste, mais difficile & mettre en ceuvre a cause de la
somme d’une infinité de termes. En général, on utilise une troncature modale, c’est-a-dire qu’on
arréte la somme quand la pulsation modale dépasse un certain seuil (par exemple 3 ou 10 fois
la pulsation de calcul w). La solution devient alors approchée, car on considére que :

+00 5
Fn(w) m

- )~ 0 Al

wn;)w _w2 + 21€mwmw + w?n ¢ ( ) ( )

Pour chaque mode en effet, on a :

W > 3w

= | = w? + 2nwnw + w2 | w2, > 9w’

Les modes tronqués ont donc une contribution au moins neuf fois moins importante que les
modes excités. Si le seuil était fixé a 10, cette contribution serait 100 fois moins importante.

A.2 Correction par le noyau statique

On imagine disponible la réponse statique de la structure u®'(z). La formule 1.15 étant
toujours vraie, on peut écrire :

+00 Fst

w(z) = b(w,0) = Y ¢ (x)

2
w,
m=1 "
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soit, en utilisant la troncature modale :

; Fst +0o Fst
m m
W)= Y m 4 Y ) (42)
W <3w wm>3w M
Or, pour w,, > 3w, on a :
| — w? + 2 pwmw + WE| = W2
1 1
—w? + 2 pwmw + w2, | Wl
Fon(w) Fon(w)
—w? + Qig Wnw + w2 P (z) ~ :2 »" (@)
m¥m m m

< Py, R
Z —w? + 2i£m(:lj7lw + w? P (@) ~ Z ) ¢ () (A.3)
Wm >3w m

L’équation A.3 remplace 'approximation A.1l, ce qui donne pour I'équation 1.15 originelle :

+o0

w(r,w) = Z Fin (1) 9" ()

— —w? + 2ipwnw + w2,
_ Fn(w) ” - Frn(w) ”
= Y~ Yoot oz, P @+ wéw — T Bt o @)

+oo 5

Z Fm(w) 5 ¢m(x)+ Z lej(w)(ﬁm(x)

2 3 2
—w 206 wmw + w
wWm < 3w + £m mW + Wi Wim > 3w m

> Inl) @) rut@) — 3 T gy

2 : 2
—w 21€,,wWmw + w w
wWm <3w + fm mW + Wi Wm <3w m

w(z,w) ~ wliz)+ Y ﬁm(w)[ ! - 1]¢m(x) (A.4)

—w? + 2ipwnw + w2, w2,

wm <3w

Q

Q

Wm <3w

L’équation A.4 est donc une alternative & la troncature modale classique : il s’agit de la
troncature modale corrigée par le noyau statique. Sila réponse statique est connue, la formule A.4
est tout & fait exploitable puisque la somme y est finie. La section suivante propose ’exemple
de la poutre appuyée-appuyée.

A.3 Exemple : synthése modale de la poutre appuyée-appuyée avec correc-
tion par le noyau statique

Le systeme étudié en exemple est une poutre appuyée-appuyée de longueur L, de section S,
de moment d’inertie en flexion I, de caractéristiques mécaniques F et p. Le modele utilisé est
celui de Euler-Bernouilli (correspondant & la plaque de Love-Kirchhoff vue au chapitre 11.4) :

ow* ow?

ET
ot?
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La base modale, normée par la masse, est :

m 2 M
wm = SL .sin

L’équation A.4 devient, pour une force harmonique ponctuelle F(z,t)

= Fsinwt 6(z —x9) :

2F '& | mmx MTLo 1 1
w(z) = w(z) + sin sin [ - -
BIL 2 L L | Ty e, (mme  (m [
kL
avec k= Zf}wZ et Mmax = V3 —

En ce qui concerne le noyau statique, on peut le calculer analytiquement sous les hypotheses

de la Résistance des Matériaux. La figure A.1 défini les conventions d’écritures.

F F
, F
Zo
F1G. A.1: Poutre appuyée-appuyée
Le bilan des forces et des moments donne :
Fi+F=—F , F = —Fiz
so1t
FIO+F2L:0 FZZ_F%
Pour z € [0 z¢], le moment est My(z) = —Fiz = —FETw].
Pour z € [z L], le moment est Ms(z) = —Fy(L — z) = —ETw}.

L’intégration de ces équations donne, avec les conditions aux limites w(0) = w(L) =0 :
F F
wy(z) = 6E—1I$ +az et wo(zr) = 6E2I

Les constantes a et b sont déterminées grace & la continuité C' de la fonction en z

(L —)* +b(L — )

F; F
wy(zo) = wal(zg) = 6Tlf$% - 6E’—2[(L — wo)?’ = —axg + b(L — xp)

F1 ey
! — ! L _ 2 — 4 _ b
Tous calculs faits, la déflection de la poutre s’écrit :

—F
- Pour z € [0 =], wl(x):m(lj—xo) x [ 2 — oz (ZL—mg)]

- Pour z € [zg L], wa(z) = 61_?% zy (L —1x) [(L —2)? — (L — o) (L +x0)]
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A.4 Discussion sur ’intérét de la méthode

Le gain apporté par la correction du noyau statique est en général tres faible. De plus, on
peut ajouter que :

— cette correction diminue quand la source s’éloigne des bords. En effet, en se rapprochant
du bord, les variations spatiales de la déformée statique sont de plus en plus rapides;
autrement dit, plus la source est proche d’un bord, plus les grands nombres d’ondes sont
excités. 11 faut aller chercher les modes élevés pour bien synthétiser le noyau statique.
Réciproquement, si la source est loin des bords, peu de modes suffisent a bien représenter
le noyau statique. Dans ce cas, la correction par le noyau statique est inutile.

— elle s’atténue quand la fréquence augmente. En effet, plus la fréquence augmente, plus
la limite de la troncature augmente, et mieux le noyau statique est bien représenté par
la synthese modale. Autrement dit, plus la fréquence augmente, plus le terme correctif
apporté par le noyau statique est faible.

Pour conclure, cette correction n’est intéressante que dans des cas tres particuliers. Tout
d’abord, il est nécessaire de connaitre le noyau statique, ce qui est rarement le cas (par exemple,
dans le cas simple d’une plaque appuyée-appuyée, ce noyau n’est pas connu). De plus, il faut
travailler avec une source qui excite les forts nombres d’ondes, c’est a dire qui impose des
variations spatiales trés brusques (par exemple une source ponctuelle proche d’un bord, ou deux
sources ponctuelles de sens opposés trés proches 'une de Pautre). Enfin, il faut travailler sur
une fréquence relativement basse. Si ces trois caractéristiques sont réunies, et uniquement si les
trois sont réunies, alors la correction par le noyau statique présente un intérét. Dans tous les
autres cas, il est inutile de la faire.
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Annexe B : Noyau de Green pour
une plaque orthotrope

Le noyau de Green est la réponse du milieu, supposé infini, & une sollicitation élémentaire
(c.f. Morse [24]). Un certain nombre de méthodes utilisant ce noyau pour calculer le champ dans
les structures réelles, il semble intéressant de mentionner les principaux résultats sur ce sujet,
afin d’apporter une vision d’ensemble des milieux bidimensionnels orthotropes.

B.1 Noyau de Green pour une plaque isotrope

Avec les hypotheses de Love-Kirchhoff, I’équation du mouvement d’une plaque mince iso-

trope s’écrit :
Nltw 0w 0w 02w
D 2 h—— =20 B.1
057 oyt T ora2| TP or (B-1)

Dans le domaine fréquentiel, cette équation devient (avec A le Laplacien d’une fonction) :

phw?
D

A% W =0 (B.2)

Le noyau de Green infini g, doit donc étre solution de I’équation :

phw?

A?g, — 5

go = 0(z)d(y) en coordonnées cartésiennes

1
= ;6(7")6(9) en coordonnées polaires (B.3)

Avec des considérations de fonctions finies en r — +oo et 7 = 0, d’ondes divergentes (se
déplagant du point source vers 'extérieur), et d’égalité & la force élémentaire & 'origine, on
arrive a la solution indépendante de 0 :

go(r) = % S | H (k) — 1" (ikr)] (B.4)

le vecteur d’ondes solution de I’équation de dispersion I1.51, et Hél) la fonction

_ 4/ phw?
avec k = \/ 55—

de Hankel de premiére espece d’ordre 0.

La figure B.1 est une vue centrée sur I’excitation de ce noyau de Green isotrope.
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Fia. B.1: Noyau de Green d’une plaque mince isotrope

B.2 Noyau de Green pour 'orthotropie elliptique [72]

Le noyau de Green g doit vérifier, cette fois-ci :
d'g d'g d'g 2
Dm@ + Dy8—y4 + 2\/DszW8y2 — phw?g = 6(z)d(y) (B.5)

Le changement de variables X = (D,)"'/*z, Y = (D,)~"/*y permet de revenir au cas
précédent ; en effet, en se rappelant que

Va#0, dlazx)= éé(m)

on aboutit & ’équation :
A2 g — phw?g = {/D;D,.5(X)5(Y) (B.6)

qui est exactement, au facteur {/D,D, pres, I'équation B.3. D’ou la solution, en notant R =

vVX24+Y2:

o(B) = g V2B (1) (oo R) — 1P (/o™ R (87)

11 est alors utile d’introduire le pseudo nombre d’ondes £(#) défini par :

R(0) = (phw?) 1 \V/D;,s_l/2 cos?(0) + Dy_l/2 sin?(0) (B.8)

Cette fonction est construite pour avoir la relation :

R(0)r = / phw?R (B.9)
ce qui amene finalement la solution définitive :
i1 ¢D,D .
9(r,0) = 522 [HG (8(0)r) — HEY (G80)r) (B.10)

La figure B.2 est une vue de ce noyau de Green elliptique, avec \/Dy/D, =1/2.
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Fi1G. B.2: Noyau de Green d’une plaque mince orthotrope (orthotropie elliptique)

Remarque : 1l est bon de noter que, contrairement au cas isotrope (équation B.4) qui fait
intervenir le nombre d’onde dans la fonction de Hankel, ici, dans le cas de 'orthotropie elliptique,
le facteur R(0) apparaissant dans la fonction de Hankel n’est qu'un pseudo nombre d’ondes. En
particulier, on a £K(0) différent de k(0), vrai nombre d’ondes du milieu :

phw?

(v/Dy cos?(6) + \/D_ysin2(t9))2

1156 : k') =
i

2 -9 2
B8 fY0) = phu? cos”(f)  sin (9))
(0) =p ( Bt D,

B.3 Noyau de Green pour ’orthotropie non elliptique

Dans le cas ot Dy # 2,/D;D,, il devient tres délicat, voir impossible, de trouver le noyau
de Green g analytiquement (le signe ~ sera employé pour toutes les grandeurs se rattachant au
milieu orthotrope non elliptique). Plusieurs approches peuvent étre employées :

— Intégration directe : par transformée de Fourier directe puis inverse, on trouve :

; ! e thot) dlepdk B.11
glw,y) =+ // “phe? ¥ Dki+ Dyki+ Doyk2k2 © Y (B.11)

Mais le calcul de cette intégrale résiste aux outils classiques. ..

— Changement de wvariable : pour se ramener au cas bien maitrisé de l'isotropie, il
suffirait de trouver un changement de variable (X (z,y),Y (z,y)) tel que :
ot ot ot ot ot ot

— +D,—+D —> 2 = A? B.12
voat T Dyt T Pugage < axa Yyt T axmgve Ao (B12)

D
Mais un tel changement de variable reste introuvable. ..

— Analogie avec le cas elliptique : le terme constant, devant la fonction de Han-
kel, semble étre lié & la racine carrée de l'aire définie par le carré du nombre d’onde

- 181 —



ANNEXE B : NOYAU DE GREEN ORTHOTROPE J. BERTHAUT

1 -
<\/ 27 (fe 1274(9)d6‘) 2). Reste le pseudo vecteur d’onde R(0), qui est lié & I’équation de

dispersion. Le noyau de Green serait alors de la forme :

ir,6) = V2T 1 (R0)r) - B GRO)r)] (B.13)

8 /[ k4 (0)do

Mais ’expression analytique du pseudo vecteur d’onde demeure inconnue. . .

— M¢thode des  perturbations : en notant £  lopérateur  elliptique
4 4 4 5 s N _ p
—phw2+Dm%+Dy§—ﬁ+2w/DmDng’w et £ =E+ €520z OU € =Duy=2,/D.D, est supposé

petit, on a :
E(g) =19 (B.14)
E(g+d) =10
4
= &(¢) = —eq55m (9 +¢) (B.15)
ce qui donne au premier ordre en € :
g
)= -5 B.16
(o) =~z (5.16)
En passant toutes ces relations dans le domaine de Fourier spatial (noté par le symbole *),
il vient :
4. .1
Bl4 = &E5=1 = ng
B.16 = &g = —ekikg
= g = —eklkl§’
84

- 0x20y?
ou * désigne la convolution de deux fonctions.
Le noyau de Green d’une plaque orthotrope (faiblement) non elliptique serait alors donné
en fonction du noyau de Green elliptique g par la relation :

4 x
i(e,) = g(o,0) — 2 528 (a.y) (B.19)

Mais 14 encore, ’expression analytique du deuxiéme terme n’est pas aisément calculable. . .
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Annexe C : Etablissement du modele
de Nilsson pour les sandwichs nid

d’abellles

Cette section reprend les calculs proposés par Nilsson [78], et qui aboutissent & 1’équation
de dispersion d’une plaque sandwich nid d’abeilles II1.14 (page 79) :

< o ) [D%M - D (w)

D —2Dpr =0
w\/E DBF + (w) HE

C.1 Notations et champ de déplacement

Les caractéristiques géométriques de ’assemblage sont celles données figure I11.17 page 79,
et son rappelées sur la figure C.1 ci-dessous. La déflexion normale de la plaque est supposée
provenir non seulement de la flexion de I’ensemble mais aussi du cisaillement et de la rotation
de I’'ame. La figure C.1 schématise les deux mouvements "purs” associés : la flexion S et le
cisaillement 7.

Hh H h
FLEXION CISAILLEMENT

Fia. C.1: Déflexion du sandwich due a la flexion et au cisaillement
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La déflexion totale w provient alors des déplacements angulaires du & la flexion et au

cisaillement, respectivement 3 et -y :
w

%:54"7 (C.1)

Les caractérisitques mécaniques sont £°, G et p° pour le cceur, et EP et pP pour les peaux.
Quelques grandeurs générales sont calculées :

e La densité surfacique : o =2hpP + Hp°
CH3 2 2h2
e L’inertie en rotation d’une section : [ = '012 + pPh - + Hh + 3
E°H3 H? 2h?
e La rigité en flexion de I'assemblage : Dgp = D + EPh <7 + Hh+ T)
EPR?
e La rigidité en flexion d’une peau: Dy = BTH

On peut alors calculer un hamiltonien linéique associé au mouvement de la plaque. Le mouvement
B est associé a la flexion de ’ensemble tandis que le mouvement  est associé au cisaillement de
I’ame et & la flexion des deux peaux. L’énergie potentielle est donc :

_ 1 op ? oy ? 2
1

_ 5/(DBF B' ?42Dpr ' 7+ GHY?)ds (C.2)

L’énergie cinétique, quant a elle, est consituée de la translation verticale de la plaque et de la

e () ()

_ %/(U b PHT f ) de (C.3)

rotation de la section :

L’hamiltonien est alors alors défini par la fonctionnelle :
H = T-U
1 .
- 5/(au}2—i—lﬁ2—DBF5’2—2DHF7’2+GH72)dx (C.4)

Les trois fonctions w, § et v étant linéairement liées, la premiere étape du calcul consiste &
éliminer vy de I’équation C.4 grace a la définition de w & travers ’équation C.1 :

H = %/(U’U.JQ-FI,BQ_DBF,BIQ_ZDHF (w”—ﬁ')Q—GH(w'—ﬁ)Q)dx (C.5)

C.2 Principe de Hamilton

Le principe de Hamilton stipule que :

6/Hdt:0 (C.6)
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Or la minimisation de cette fonctionnelle implique que, si les fonctions sont notées u; et les

variables z;, on al :

Vi, i(—n’f[ aH] =0 (C.7)
G

k=0 Ou;

Ici, les fonctions sont w et 3, et les variables = et £. De plus, la fonctionnelle ne dépend pas des
dérivées supérieures a l'ordre 2 des fonctions. En effet, par exemple, pouri=1, j =2, k=3 :

OH OH OH
e R
Za](k) ’](k) O3 ,t3 w ,t?’
ou encore, pourz =2, 7 =1, k=3:
OH OH [ OH ]
=|o7| = = [0],2 =0 C.9
laui,j(k)] ) [82‘%@] 8 B"| s [ ],;1,-3 (C.9)

Les équations C.7 s’écrivent alors en un systeme de deux équations :

om _ [om) _[om oy [oH]  _
ow ow’ ow ] , ow"| o [0 ] N
’ ’ ’ ’ (C.10)
o - R, -
op '], Logl, "] 2" L of ]
dont plusieurs termes sont nuls :
0H 0H OH
v [awf] L [a—w] * [aw"] PR
’ ’ ’ (C.11)
OH OH OH
o)
p o'l . loapl,
En utilisant expression C.5 de 'hamiltonien, ce systéeme devient :
GH(w "n_ /3/) — ot — 2Dy (w m_ /3///) -0 1)
GH(’UJI—,3)—|—DBFIBH—2DHF(w”’—B”)—IBZO ‘

C.3 Equation de dispersion

La solution recherchée est sous la forme d’une onde plane :

w(z,t) = woe " (Wi—kz)

,6(]7, t) _ Boefi(wtka)

SPour plus de précisions sur les conditions d’extremum d’une fonctionnelle, se rapporter par exemple & Pouvrage

2eme

de J.F. Imbert : Analyse des structures par Eléments Finis, Cepaducs éditions, édition, 1984, annexe 1

page 441.
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Les dérivations par rapport au temps et & ’espace deviennent des multiplications respectivement
par —iw et par ik. Le systeme C.12 s’écrit :

{ GH (—k2wy — ikBy) + ow?wy — 2Dyr (k*wy + ik36y) = 0 ©.13)

GH (ikwy — Bo) — Derk?Bo — 2Dur (—ik*wo + k*By) + Iw?By =0
Et avec une écriture madtricielle :

—GHE? + ow? — 2Dypk? —iGHE — 2iDypk?
iGHE + 2iDypk3 —GH — Dppk? — 2Dypk? + ITw?

wo -
HEE

Une solution non nulle ne peut étre trouvée que quand le déterminant s’annule :
(=GHE? + ow? — 2Dupk?) x (GH + Dgpk? 4+ 2Dypk? — Iw?) + (GHE + 2Dyrk?)? = 0 (C.15)
Cette équation est un polynéme d’ordre 6 en k :

ow?(GH — Iw?)
+ K ( — GH(GH — Iu?) + 0w?(Dpp + 2Dur) + G2H2)

+ ( — GH(Dgp + 2Dyr) — 2Dyr (GH — Iw?) + 4GHDHF) (C.16)
— k5 2Dyp (D + 2Dur — 2Dyr)
= 0

qui se simplifie en :

0w (GH — Tw?) + k2w? (GHI +o(Dpr + 2DHF)) e (2DHFIw2 - GHDBF) — k%2Dyp Dp = 0
(C.17)

C.4 Plaque équivalente

Comme au chapitre II, on cherche une plaque équivalente, dont les caractéristiques de rigi-
dité sont résumées & travers une rigidité équivalente D, définie par le nombre d’onde apparent :

D=0— (C.18)

L’équation C.17 devient alors (en divisant par k°) :

3
Dz D
= (GH - Iu?) + =
w\/E(G w)+0

D2

(GHI+o(Dpr+2Dyr) ) + NG

<2DHFIw2 . GHDBF) — 9Dyp Dpp = 0
(C.19)

Enfin, deux hypotheses supplémentaires sont apportées :
e Dpr > Dy : les peaux sont fines et le coeur épais.

e [w?> < GH :linertie en rotation est négligée devant les efforts de cisaillement.
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L’équation de dispersion devient alors, en divisant par Dgp :

3

Dz
DBFw\/_

- H —2Dpp = .2
NG HE = 0 (C.20)

GHI D3
DBFU

GH+D<1+

Et, en rajoutant ’hypothese suivante (non fournie par Nilsson dans son article) :

e GHI <« oDgr : linertie de rotation est négligeable devant I'inertie en translation,
et/ou le cisaillement du cceur est négligeable devant la flexion de I’ensemble.

I’équation de dispersion devient celle recherchée :

3 1

D> D2
DBFW\/_GH +D - wﬁGH — 2Dyp =0 (C.21)

() [T - i

+ D(w) — 2Dpp =0 (1T1.14)
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Annexe D : mise en place de la
méthode de la puissance injectée par
une approche expérimentale

Cette annexe expose la mise en place de la méthode de la puissance injectée (Injected
Power Method, PIM [36, 37]) & partir de mesures expérimentales obtenues par vélocimétrie laser
a balayage. Cette méthode considére un bilan énergétique global pour une structure en régime
permanent. A partir de ’équation locale 1.53 (c.f. page 23), définie pour une largeur de bande

Aw de fréquence centrale w, :

2
y

nWe
on construit un bilan énergétique global. En intégrant sur toute la surface, avec une force ponc-
tuelle, et en notant W = f W et Iy = f ILinj, ce bilan devient :

AW + nw.W = Hinj

nw W = Ilip; (D.1)

L’estimation de I’énergie totale W et de la puissance injectée totale Tnj donnera donc directe-
ment "amortissement structural n. Dans toute cette section, on s’intéresse non plus a la position
dans le plan d’onde (équation de dispersion), mais & des valeurs énergétiques proportionnelles
aux carrés des amplitudes. C’est donc la relation exacte IT1.3 qui sera utilisée, et non la relation
de proportionnalité TI1.4.

D.1 Estimation de ’énergie totale

Sur un mode, on sait que I'énergie cinétique d’un systeme est égale a 1’énergie de déformation
(en moyenne temporelle). L’énergie totale est donc le double de 1'énergie cinétique E. :

W =2FE. (D.2)

Cette relation est vérifiée a la fréquence d’'un mode propre. A une fréquence plus élevée,
c’est I’énergie cinétique qui domine, tandis qu’a une fréquence plus basse, c’est ’énergie de
déformation. Ainsi, avec une forte densité modale (il y a beaucoup de modes résonnants, et
autant de modes au-dessus qu’en dessous de la fréquence d’excitation), on peut supposer que
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cette relation est vraie pour toutes les fréquences. Le fait de 'intégrer sur la largeur de bande
Aw voulue la rend “encore plus vraie”.

Connaissant le champ de vitesse ﬁ)(m,y) sur une grille assez dense, on pourrait estimer
Pénergie cinétique par la relation (le second % vient du calcul de la valeur RMS) :

_ 1 1
E = =[] ph=
© 2//Sp2

N
3 ol ()P Hi(w)ds, (D3)
i=1

2
w(x,y)‘ ds

Q

(en utilisant la relation ITI.1, voir section ITI.1). Mais, ne connaissant pas la répartition spatiale
de la masse ph, on est obligé de faire une moyenne :

g w 2 tot al
B o~ @ Mo 5o )2 (D.4)
=1

4 N

ou M. est la masse totale de la structure. Si on associe le terme % au signe Y, la relation D.4
revient a faire la moyenne quadratique des mesures <|H12(w)|> Voulant une relation sur la
1

bande de fréquence Aw, il faut moyenner cette relation, ce qui amene :

W = 2B~ M (1 <|H3(w>|>.>w€Aw (D.5)

Enfin, la densité spectrale d’énergie est supposée faiblement variable avec la fréquence, ce qui

Wt (PR ((Ee),) (05)

wEAwW

permet d’écrire :

D.2 Estimation de la puissance injectée

Elle passe par la connaissance de la vitesse w (e, t) et de la force F(t) au point d’excitation
Te. La puissance injectée instantanée vaut :

Tinj(t) = 1 (e, ) F (1) (D.7)
En moyenne temporelle, pour une pulsation w, cette équation devient :
Minj(w) = 3 R (the () (@) (D.8)

La connaissance de la phase relative entre 1, et F' est donc tres importante, du fait de 'extraction
de la partie réelle du produit (qui fait sortir le cosinus de cette phase). Pour étre certain de
bien mesurer cette différence de phase, il est préférable d’utiliser un capteur et une chaine
d’acquisition bien référencés en phase. Or, le Laser et le capteur de force n’ont pas été étalonnés
conjointement : leur différence de phase est incertaine. C’est pourquoi on modifie légerement le
montage expérimental en remplacant le capteur de force par une téte d’impédance qui délivre
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les signaux force F'(t) et accélération we(t) au point d’excitation. La fonction de transfert He(w)
est ensuite calculée (de méme que dans 'équation III.1), et on a la relation :

We(w) = F(w)He(w) (D.9)

A partir de la mesure de accélération et de la force au point injecté grace a une téte
d’impédance, on peut écrire :

(113 'E:d) [ (w))

(S He(w) (@) F* ()

= 35S(He(w)) [F(w)]? (D-10)

w

Mipj(w) =

Do

R
R

D=

Pour une bande de largeur Aw, il faut moyenner cette derniere équation sur toute la bande :

Minj = & (1S(He(w)) [F(w)[?) (D.11)

w wEAwW

De nouveau, ’hypothése de variation lente de f?(w) sur Aw est faite, ce qui ameéne :

inj &~ 3 <$§(He(w))>

weEAwW

(IF()2) (D.12)

wEAwW

D.3 Estimation de ’amortissement structural

Finalement, grace aux équation D.6 et D.12, ’équation D.1, socle de la méthode PIM,

Mo { (J120]),)

wEAwW

devient :

~ <ls(He(w))> (D.13)
w wEAwW
Une derniére étape consiste & consolider les hypothéses Moyennes Fréquences (forte densité
modale et équipartition de I’énergie). Pour l'instant, ayant excité & un point donné, il est probable
que certains modes soient défavorisés par cette excitation (proche d’une ligne nodale) tandis que
d’autres soient favorisés. Pour lisser cet effet, on moyenne les résultats sur diverses excitations
(par exemple 5). Ces 5 points sont choisis de fagon “aléatoire” (en évitant, par exemple, de se
placer sur les lignes de symétrie du systeme). En notant H;; le transfert entre I'excitation j et

le point ¢, on a donc pour chaque bande Aw :

1 Cx
oo Moo < < <|H3j<w>|>i>ww>j€[[ln5]] ~ < <56<Hej (w>)>w€Aw >j€[[1“5]] (D.14)

La méthode de la PIM dans ce cas expérimental revient donc & faire d’un c6té la moyenne
sur les sources de la moyenne fréquentielle de la moyenne des carrés des modules des FRF aux
points de mesures, et de 'autre coté a la moyenne sur les sources de la moyenne fréquentielle de
la partie réelle de la FRF en vitesse au point d’excitation (ou le rapport de la partie imaginaire
de la FRF en accélération et de la pulsation).
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Annexe E : Calcul analytique des
modes propagatifs

La section IV.3 proposait une méthode basée sur un calcul éléments-finis, dite méthode
éléments-finis propagative, pour calculer les équations de dispersion des modes propagatifs dans
les parois raidies. Cette annexe propose quant a elle une approche entierement analytique, dans
le cas particulier d’'un assemblage de poutres & section constante posées sur une plaque iso-
trope. Cette annexe est directement empruntée & la theése de L. Houillon [19], elle-méme un
résumé de l'article de Fahy et Lindqvist [69]. Cet article fondateur, écrit en 1976, développe
une série de calculs analytiques et d’astuces mathématiques. Le lecteur soucieux de vérifier le
développement des calculs permettant les écritures de cette section sont invités & se reporter sur
I’article d’origine.

Le but de ce paragraphe est la caractérisation du comportement vibratoire d’un guide
d’ondes (poutre) équipé d’une paroi (plaque). Seules les ondes de flexion de la plaque sont
considérées, puisque la géométrie de la structure permet de négliger les ondes longitudinales et
transverses. Cette hypotheése est correcte si les longueurs d’onde rencontrées sont supérieures a
I’épaisseur de la plaque. Soit donc une plaque homogene isotrope de largeur 2L, de longueur z
infinie, munie sur ses deux bords y = —L et y = L d’une poutre. Le mouvement de flexion de
la plaque est noté w, celui de la poutre wy, et le mouvement de torsion de la poutre est noté 6,
(c.f. figure E.1).

/// /) 91,

Wy,

L

’ 7
7 7

Fia. E.1: Définition de la plaque raidie
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Equations du mouvement de la plaque et de la poutre Sous les hypothéses de Love-
Kirchhoff, I'équation du mouvement en flexion de la plaque s’écrit :

4 4 4 2
D(aw o*w 8w> h@wzo (E.1)

2 _
0zt T “0r20y2 T Byt o

L’hypotheése de guide d’ondes dans la direction z (c.f. équation IV.17 page 103) est appliquée.
Dans ce cas, elle s’écrit :

w = wpeo‘yei(‘*’t*kx) (E.2)
L’équation de dispersion dans la plaque est donc :
o' =207k + k' — ky =0 (E.3)

avec kf) = phw?/D, le nombre d’onde de la plaque en flexion. Elle admet 4 solutions :
e )\ et —)\; avec A% =k’ + kg
e )y et —Xy avec )\% = kg — k2

La solution générale de la plaque en flexion devient :

w(z,y,t) = (A(p) cosh A\yy + A" sinh Ay + B sin A2y + B™ cos )\2y> el(wt—kz) (E.4)

(o1 les exposants @ o @ signifient Paire et Impaire).

Quant & la poutre, il faut distinguer les ondes de flexion et de torsion. Les équations du
mouvement sont donc :

. 9wy, O%wy Pw Pw

® pour la flexion EIW + ,08 8t2 =D (a—y?’ + (2 — V)m)x:L (E5)
. 9%, %0, 0%w 0w

e pour la torsion GJW - 'OJW =D (8—,1;2 + VW)g;L— (E.6)

ou I est linertie géométrique par rapport & I'axe yy', S la section de la poutre, et J Dinertie
géométrique en torsion de la poutre. Puisque la poutre se comporte comme un guide d’ondes,
les solutions générales sont respectivement en flexion et en torsion :

wy = w—bei(wtfk:r) et 0, = g_bei(wtfk:r) (E?)

On étudie alors séparément les modes symétriques et antisymétriques.
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Etude des modes symétriques Le mouvement de flexion de la plaque se simplifie :
w(z,y,t) = (A(p) cosh \iy + B" cos )\gy> elwt=kz) (E.8)
La continuité des déplacements entre la poutre et la plaque a 'ordonnée y = L implique que :

w5 = A® cosh ML + B™ cos \o L (E.9)
0, = A A1 sinh A\, L — B™ Ay sin oL (E.10)

Dans la suite de I'exposé, les notations suivantes seront utilisées :

Cl = cosh >\1L 02 = sinh >\1L
C3 =sin \y L Cy = cos oL

ce qui permet de récrire les équations E.9 et E.10 :

Wy = A(p) Cl + B(D)C4
g_b _ A(p)>\102 _ B(p) )\203

L’utilisation de ces notations et de la forme des champs (en exponentielles) permet de récrire
les équations E.5 et E.6 sous la forme :

AP (O (K = ) — pA3Ch + 6(2 — v)E2ACy)

£ B (Calkt — k) — pAICs — (2 — R2NaCy) (B.11)

AT (M Co(k? — k2) + 7A3C) — Tvk2CY)

=0 E.12
+ BY (= XaC3(k? — k2) — TA3C, — TUk2Cy) (E.12)

ou les quantités suivantes ont été définies :

ki = pSw?/EI : mnombre d’onde de la poutre libre en flexion
¢ =D/FEI : rapport des flexions de la plaque et de la poutre
k7 = pw?/G  : nombre d’onde de la poutre libre en torsion
T=D/GJ : rapport de la flexion de la plaque et de la torsion de la poutre

Le systeme d’équations (E.11,E.12) est de la forme M.X = 0 (avec X = [A(p) B(p)]), qui admet
des solutions non nulles seulement si le déterminant de la matrice M est nul, soit :

X2C1Cs ((

kY — k) (K2 — k2) — o1 (AN + (2 — v)k2A? — Mvk? — (2 — v)vk?)) +
M CoCy (B — k) (K2 = k2) — o7 (A2X3 — (2 — v)k203 + Mwk? — (2 — v)vk?)) +

22 (1O Ca(k* — k) — pAi Ao CoC3 (K2 — k2)) =0 (E.13)

—k
-k

Etude des modes antisymétriques En ce qui concerne les modes antisymétriques, le mou-
vement de flexion de la plaque est régi par 1'égalité :

w(z,y,t) = (A(i) sinh A1y + B" sin )\gy> el(wi—ka) (E.14)
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A Tordonnée y = L, il y a continuité des déplacements entre la poutre et la plaque, ce qui se

traduit par les relations :

w = AV 0y, + BY s (E.15)
9_1, = A(i))\lcl + B(i) Ao Cy (E16)

Les équations E.5 et E.6 s’écrivent alors :

AV (Cy(k* — k) — pA3Ch + p(2 — V)M )

; E.17
+ BY (C3(k* — k2) + $A3Cy + $(2 — 1)k2XAoCl) (E.17)
AY (MO (K2 = B2) + TA2Ch — Tuk2Ch) 0 (E.18)
+ BY (MCy(k? — k2) — TA3C3 — Tk Ch) '
L’équation de dispersion dans le cas antisymétrique est donné par :
MC1Cs ((K* — k) (K — k) + o7 (=A3A3 + (2 — v)vk? + 203K? — 20k2K?)) +
XCyCy (—(k* — k) (K — kZ) + o7 (ATA — (2 — v)wk* 4+ 2XTk% — 20k2K?)) +
2k2 (1CoC3(k* — ky) + A1 AC1Cy(k* — kF)) =0 (E.19)

On peut remarquer que les équations E.13 et E.19 sont des polynomes d’ordre 1 en ¢ et 7.
>~ les termes constants représentent la flexion de la plaque
> les termes en ¢ représentent le couplage entre la flexion de la plaque et celle de la poutre
> les termes en 7 représentent le couplage entre la flexion de la plaque et la torsion de la poutre
> les termes en ¢7 représentent le couplage résiduel entre la flexion et la torsion de la poutre

E.1 Application au banc évolutif du chapitre IV.4
Calcul des parameétres du modele analytique

On applique ces calculs dans le cas des parois raidies vues au chapitre IV.4. Les ca-
ractéristiques des ces plaques sont rappelées dans le tableau suivant E.a :

Voile
) E v G h
2800 kgm =3 | 75 GPa | 0,33 | 28 GPa | 1,25 mm
Raidisseurs
p E v G a b
2800 kgm™> | 75 GPa | 0,33 | 28 GPa | 10 mm | 5 mm
Périodicité

Etape 1 Etape 2 Etape 3
p=40cm | p=20cm | p =10 cm

TAB. E.a: Caractéristiques de la plaque et des raidisseurs pour le banc évolutif
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Les parametres des équations E.13 et E.19 sont calculés comme suit :

ER3
D= —— =1 N
12(1 — 2) 3,7 Nm
S=  alb+h) =6,2510"" m?
3
= AEERT o 0390710
12
3
J= 1+ TN oy 10710 i
12
Les parametres “avancés” deviennent alors :
4/ ph
k, = 3\/5 = 0,711y/w
b= Y2506 = 0321V
b EI )
_ P _ —4
kr = Ew = 3,15.10 w
D -1
D
= = = 0,67l m™"
T el , m

Dans 'article de Fahy [69], le paramétre L est défini comme la distance séparant axe de
symétrie du systeme et la fibre neutre de la poutre. Cependant, la continuité des déplacements
des équations E.9 et E.10 est vraie a l'interface entre la plaque et la poutre. Il semble donc plus
judicieux d’utiliser pour le parametre L la distance séparant ’axe de symétrie et le bord de la
poutre (figure E.2).

z z
A A
I 7] X I 7] X
Y- ‘ Y- (
v/’ v/’ v/’ /
/ / /
P L ; £ L /!
/ / / /
/ / / /
Définition de I’article de Fahy Définition utilisée ici

FiGc. E.2: Zoom sur la définition du paramétre L

Cette définition de L donne la relation :

(E.20)

soit, pour les trois étapes du banc évolutif :

Etape 1 Etape 2 Etape 3
L=0,199m | L=0,095m | L=0,04bm
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Comparaison des résultats

La comparaison entre les résultats de la méthode EF-propagative et de la méthode analy-
tique sont présentés sur la figure E.3. Les courbes noires représentent les résultats de I’équation
de Fahy (modes symétriques et antisymétriques). Les pointillés représentent les équations de
dispersion “pures” : & faible nombre d’onde, la torsion de la poutre (droite k7 & w), & nombre
d’onde moyen, la flexion de la poutre (parabole k; x y/w), et & nombre d’onde fort, la flexion
de la plaque seule (parabole k, & \/w).

. ) Comparaison de la méthode EF-guide d'onde a la méthode analytique (complete)
Comparaison de la méthode EF-guide d'onde a la méthode analytique (complete) 110

100

—— Méthode analytique

— Méthode EF-guide d'onde (mode 1)
Méthode EF-guide d'onde (mode 2)
Méthode EF-guide d'onde (mode 3)

— Méthode analytique

— Méthode EF-guide d'onde (mode 1) - 100 H
Méthode EF-guide d'onde (mode 2) =
Méthode EF-guide d'onde (mode 3)

90

80

70

60

50

Nombre d’onde (rad/m)
Nombre d'onde (rad/m)

40

30

20

10

: I
1500 0 1500
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)

Etape 1 Etape 2

Comparaison de la méthode EF-guide d'onde & la méthode analytique (complete)
1201

—— Meéthode analytique
— Méthode EF-guide d'onde (mode 1)
Méthode EF-guide d'onde (mode 2)
Méthode EF-guide d'onde (mode 3)
100H_— o

801

Nombre d'onde (rad/m)
@
3
T

o

It L ,
3000 3500 4000

L L
2000 2500

Fréquence (Hz)

O i L
0 500 1000 1500

Etape 3
Fia. E.3: Comparaison méthode analytique (Fahy) méthode Eléments-Finis/quide d’onde

Les modes analytiques présentent deux paliers qui définissent trois zones. Les paliers arrivent
lorsque I'équation de dispersion du mode s’approche d’une équation de dispersion de la poutre
(torsion ou flexion). La premiére zone correspond donc &4 un mouvement principalement gouverné
par la torsion de la poutre. La seconde zone correspond a un mouvement ou la flexion de la
poutre domine. Enfin, la troisieme zone est dominé par le mouvement de flexion de la plaque
(les raidisseurs sont quasiment immobiles, comme il a été vu au chapitre IV.3). Ces constations
sont synthétisées sur le schéma de la figure E.4.
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1 : Mouvement dominé par la torsion de la poutre
2 : Mouvement dominé par la flexion de la poutre
3 : Mouvement dominé par la flexion de la plaque (la poutre est immobile)
Fia. E.4: Schéma d’explication du comportement des modes dans le modéle analytique

De leur c6té, les modes solution de la méthode EF-propagative n’ont qu’'un palier, corres-
pondant a la flexion de la poutre. La correspondance semble assez bonne dans les domaines (2)
et (3) (flexion de la poutre, flexion de la plaque).

E.2 Neutralisation du couplage avec la torsion

Comme le propose d’ailleurs Houillon [19], on va supprimer le couplage avec la torsion de

la poutre. II suffit pour cela de poser :

T=0 (E.21)

Les équation E.13 et E.19 se simplifient alors respectivement en :

Cy Gy 4 4 2
E*— k) —2k2¢ = E.22
(G * o) (1 = H) = 2820 =0 (5.22)
Cs Cs 4 4 9,
(04/\2 Cl/\1> (K* — k) +2k2¢ = 0 (E.23)
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Comparaison de la méthode EF-guide d'onde a la méthode analytique (sans la torsion)

Comparaison de la méthode EF-guide d'onde a la méthode analytique (sans la torsion) 110
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Fia. E.5: Comparaison méthode analytique (Fahy) méthode Eléments-Finis/quide d’onde

Les résultats sont alors plus convaincants (figure E.5). Les écarts sont faibles et concentrés
dans la zone de dominance de la poutre. Ces écarts concernent la fréquence d’apparition d’un
mode, et il semble que la méthode analytique surestime légérement les nombres d’ondes dans
cette partie de I'’équation de dispersion. Mais il est nécessaire de rappeler que ce guide d’onde a
été calculé pour appréhender le comportement moyenne fréquences des plaques raidies. Or, on a
vu que dans ce cas, les faibles nombres d’onde sont masqués pas 'orthotropie structurale. Dans
le plan d’onde associé a une telle plaque, les modes propagatifs apparaissent comme des segments
de droite, uniquement s’ils émergent de I'orthotropie structurale. En dessous de cette limite, les
différences entre les modeles analytique et EF propagatifs n’ont donc aucune importance.

- 198 —



	Resumé
	Abstract
	Table des matières
	Nomenclature
	Introduction
	Chapitre I : Techniques d'identification des structures
	I.1 Identification des paramètres modaux
	I.1.0 Formalisme modal
	I.1.1 Les méthodes d'identification modale
	I.1.2 Ibrahim Time Domain method [53]
	I.1.3 Méthode de la fraction rationnelle complexe
	I.1.4 Méthode du pic et méthode du lissage global
	I.1.5 Conclusion

	I.2 Identification des paramètres de propagation
	I.2.1 La dualité approche modale / approche propagative
	I.2.2 Les modèles prédictifs moyennes et hautes fréquences
	I.2.3 Les méthodes d'identification des paramètres propagatifs

	I.3 Conclusion

	Chapitre II : Identification des paramètres propagatifs des structures bidimensionnelles
	II.1 Mise en place du problème
	II.2 Méthode spatiale (SFSD)
	II.2.1 Description de la méthode
	II.2.2 Etude de la méthode sur une simulation numérique
	II.2.3 Conclusion sur la SFSD

	II.3 Méthodes du plan d'ondes (k-space)
	II.3.1 Transformée de Fourier Discrète : DFT
	II.3.2 Transformée de Fourier Continue : CFT
	II.3.3 Corrélation avec des ondes inhomogènes : IWC

	II.4 Modèles de plaques ;  équation de dispersion
	II.4.1 Modèles analytiques pour l'équation de dispersion
	II.4.2 Equation de dispersion d'une plaque orthotrope

	II.5 Construction des paramètres mécaniques apparents
	II.5.1 Modèle isotrope
	II.5.2 Modèle d'orthotropie elliptique
	II.5.3 Modèle d'orthotropie non elliptique
	II.5.4 Conclusion

	II.6 Validation dans le cas monodimensionnel
	II.6.1 Synthèse ondulatoire
	II.6.2 Synthèse modale
	II.6.3 Synthèse modale, absence de source
	II.6.4 Synthèse modale, absence de source, absence de champ proche
	II.6.5 Conclusion


	Chapitre III : Validations : cas des parois poro-élastiques et des nids d'abeilles
	III.1 Techniques d'acquisition du champ spatial
	III.1.1 Mesure du champ par vélocimétrie laser à balayage
	III.1.2 Obtention du champ par calcul numérique : éprouvette virtuelle
	III.1.3 Calcul du champ par synthèse modale

	III.2 Analyse d'un champ obtenu par synth ese modale bidimensionnelle
	III.3 Application aux parois poro- élastiques
	III.3.1 Résultats pour l'équation de dispersion
	III.3.2 Résultats pour l'amortissement
	III.3.3 Conclusion

	III.4 Application à un sandwich nid d'abeilles
	III.4.1 Comportement angulaire apparent
	III.4.2 Rigidités Dynamiques apparentes
	III.4.3 Vérification de l'orthotropie
	III.4.4 Modèle analytique
	III.4.5 Identification des paramètres apparents

	III.5 Conclusion sur la méthode IWC
	III.5.1 Identification de structures complexes
	III.5.2 Limites fréquentielles de la IWC
	III.5.3 Identification de l'amortissement


	Chapitre IV : Etudes des parois raidies
	IV.1 Diverses modélisations des parois raidies
	IV.1.1 Homogénéisation des structures
	IV.1.2 Autres modélisations des parois raidies
	IV.1.3 Modélisation des parois raidies en hautes fréquences
	IV.1.4 Modélisation des parois raidies vues comme des milieux périodiques

	IV.2 Orthotropie structurale
	IV.2.1 Eprouvette virtuelle
	IV.2.2 Banc d'essais
	IV.2.3 Description des segments : modes propagatifs

	IV.3 Calcul prédictif du nombre d'onde kx
	IV.3.1 Guide d'onde. Méthode EF-propagative
	IV.3.2 Application au cas des plaques raidies

	IV.4 Confrontation calcul/essai pour les nombres d'onde kx
	IV.4.1 Première méthode d'identification des nombres d'onde
	IV.4.2 Deuxième méthode d'identification des kx
	IV.4.3 Validations sur d'autres cas expérimentaux


	Chapitre V : Identification large bande d'une table d'harmonie de piano
	V.1 La table d'harmonie des pianos à queue
	V.1.1 Le piano
	V.1.2 La table d'harmonie

	V.2 Identification modale d'une table d'harmonie
	V.2.1 Caractérisation du matériau
	V.2.2 Modélisation numérique d'une table d'harmonie

	V.3 Tentative d'homogénéisation de la table d'harmonie
	V.3.1 Problèmes dus aux hypothèses de l'homogénéisation
	V.3.2 Résultats de l'homogénéisation
	V.3.3 Conclusion sur l'homogénéisation

	V.4 Paramètres propagatifs de la table d'harmonie
	V.4.1 Banc d'essai
	V.4.2 Orthotropie structurale et mesure des modes
	V.4.3 Résultats

	V.5 Conclusion sur la table d'harmonie

	Conclusions et perspectives
	Perspectives
	Conclusions

	Bibliographie
	Références bibliographiques
	Références bibliographiques du piano

	Annexes
	Annexe A : Synthèse modale avec correction par le noyau statique
	Annexe B : Noyau de Green pour une plaque orthotrope
	Annexe C : Etablissement du modèle de Nilsson pour les sandwichs nid d'abeilles
	Annexe D : mise en place de la méthode de la puissance injectée par une approche expérimentale
	Annexe E : Calcul analytique des modes propagatifs


