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L’ÉCOLE CENTRALE DE LYON
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F. Thouverez, Professeur du LTDS, École Centrale de Lyon Examinateur





”À vaincre sans péril, on triomphe sans gloire.”

Pierre CORNEILLE

”La seule manière, pour un individu, de demeurer
constant parmi les situations changeantes, c’est

de changer avec elles, tout en ordonnant son action
selon une pensée dominante et directrice.”

Winston CHURCHILL





Résumé

La recherche accrue d’efficacité des machines tournantes engendre une tendance à l’assouplissement
et à l’augmentation des vitesses des rotors. Le système mécanique devient ainsi plus susceptible à
des problèmes vibratoires aigus, qui englobent des surtensions excessives au voisinage des résonances,
l’apparition de plages de fonctionnement instables et l’amplification des charges dynamiques transmises
au milieu environnant.

Pour remédier à ces problèmes, l’amortisseur à film écrasé, traduction du terme anglais squeeze film
damper, constitue l’une des solutions techniques les plus intéressantes proposées ces trente dernières
années, du fait de la forte capacité d’amortissement et de la relative simplicité de construction. La
conception de ce type d’amortisseur reste toutefois problématique et délicate, à cause de la difficulté de
compréhension et de mâıtrise numérique de nombreux phénomènes intervenant dans le comportement
hydrodynamique du film.

L’étude d’un système mécanique comportant des amortisseurs à film écrasé comprend deux parties
principales. La première concerne la modélisation du champ de pression du film d’huile en fonction
des variables décrivant la cinématique du système au niveau du palier qui l’incorpore. La deuxième
consiste à simuler la dynamique de la machine, ce qui nécessite l’emploi d’outils de calcul non linéaire
capables de déterminer les réponses transitoires et stationnaires ainsi que d’analyser leur stabilité.

Outre la recherche dans le sens d’une meilleure compréhension et modélisation des amortisseurs
squeeze film, des solutions pour l’optimisation de leurs applications se sont développées depuis le
début des années 80. Ce contexte nous motive également à mettre en avant une nouvelle stratégie
d’optimisation des caractéristiques de l’amortisseur.

Ce doctorat aborde donc plusieurs aspects de la problématique de l’application de l’amortisseur
squeeze film, allant de la mécanique des fluides à la dynamique des machines tournantes, à savoir :
le comportement du film d’huile, l’étude d’outils de calcul en dynamique de structures non linéaires
adaptés, la modélisation des forces générées par l’amortisseur et son application optimale.
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Abstract

The aim of improving the efficiency of rotating machinery leads to the construction of slender shafts
which are designed to operate at increasingly speeds. As an outcome of this tendency, the mechanical
system may undergo severe vibrational problems such as excessive whirl amplitude when traversing
critical speeds, appearance of instabilities within the operational speed range and amplification of the
dynamic loads transmitted to the housing.

The squeeze film damper (SFD) turned out to be one of the most attractive technical solutions
to remedy these problems, thanks to its relative constructional simplicity and important damping
capability. Despite its beneficial influence in rotordynamics performance, the highly nonlinear squeeze
film damper behavior often brings about some difficulties in the prediction of rotor response at the
design stage.

The analysis of a mechanical system incorporating squeeze film dampers comprehends two main
stages. The first one concerns the modeling of the damper pressure field as a function of the rotor
kinematics. The second one entail the simulation of the rotating machinery dynamical behavior , what
requires the use of nonlinear methods able to calculate transient as well as steady responses and to
analyze rotor stability.

Recently, simultaneously to the efforts intended to improve the comprehension and modeling of
the squeeze film damper phenomena, research has been focused on the development of controllable
dampers in order to attain optimized performance, thus bettering the rotor behavior as far as, for
instance, transmissibility and vibration amplitudes minimization concerns.

The present Ph.D. thesis embraces different spheres of knowledge, from fluid mechanics to rotor-
dynamics. Hence, it deals with several aspects involved in the study of squeeze film dampers : the oil
film behavior, the methods used in the dynamic analysis of nonlinear structures, the damper forces
modeling and the squeeze film optimal application.
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squeeze film damper, rotordynamics, hydrodynamics, nonlinear dynamics, identification
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qui participent encore au projet ASF, en particulier Ludovic DUCOTTE, Patrick PERRARD, Lionel
CHARLES, Bernard JEAN-PIERRE et Henri NAVIERE. Je tiens à remercier Olivier DESSOMBZ,
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2.2.1.4 Fluides électro-rhéologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.2 Effets d’Inertie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.2.0.1 Cas 1 : Rω/Vc → ∞. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.2.0.2 Cas 2 : Rω/Vc → 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.2.0.3 Cas 3 : Rω/Vc ≈ 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.3 Turbulence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30



ii Table des matières
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2.3.2.1 Gorge circonférentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.3.2.2 Points d’injection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.4 Cavitation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.4.1 Cavitation de vapeur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.4.2 Cavitation Gazeuse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.5 Effets thermiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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Introduction 1

Chapitre 1

Introduction

Comme dans tous les domaines de la mécanique de nos jours, la recherche accrue d’efficacité corres-
pond à l’un des principaux défis des constructeurs de machines tournantes. Il en résulte une tendance
au développement de rotors plus légers, et par conséquent plus flexibles, qui doivent atteindre de vi-
tesses plus élevées, afin de minimiser le rapport poids/puissance et ainsi d’améliorer leur rendement.
A cet objectif s’ajoute le besoin de réduire les nuisances vibratoires au minimum au niveau du stator,
car le confort est indéniablement devenu un facteur majeur dans l’appréciation de la qualité de tels
produits.

L’assouplissement des rotors et l’augmentation des vitesses de fonctionnement rendent le système
mécanique susceptible à des problèmes vibratoires aigus qui englobent des surtensions excessives au
voisinage des résonances ainsi que l’apparition de plages de fonctionnement instables. De plus, ces
tendances d’évolution amènent l’amplitude des charges dynamiques synchrones transmises au milieu
environnant à s’accrôıtre.

1.1 Principe et architecture d’un amortisseur squeeze film

Pour remédier à ces problèmes, l’amortisseur à film écrasé, appelé également film fluide amortisseur,
traduction du terme anglais squeeze film damper (SqF), constitue l’une des solutions techniques les
plus intéressantes proposées ces trente dernières années, du fait de la relative simplicité de construction
et de la forte capacité d’amortissement. Il consiste en une lame fluide interposée entre des paliers de la
machine et le bâti, comme illustré dans la figure 1.1. Les forces hydrodynamiques générées par l’action
d’écrasement du fluide, généralement une huile, s’avèrent capables d’atténuer les vibrations du rotor,
d’améliorer la stabilité du système et de réduire la transmissibilité.

La structure du SqF ressemble à celle des paliers hydrodynamiques, la différence étant que ceux-
ci assurent la portance du rotor outre la fonction d’amortissement. L’écoulement dans ces derniers
est induit par l’entrâınement du fluide adhérant aux surfaces, effet dit de Couette, ainsi que par
l’écrasement du film, effet dit de Poiseuille. Les frontières solides délimitant le SqF, par contre, ne
subissent pas de mouvements relatifs tangentiels, si bien que l’effet de Couette est absent. Le SqF est
alors incorporé au système mécanique dans le but spécifique de dissiper de l’énergie, la portance du
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Fig. 1.1: Schéma d’un amortisseur squeeze film

rotor devant être fournie par ailleurs.

L’un des éléments de construction les plus importants du SqF est le système de blocage en rotation
et de centrage. La piste intérieure de l’amortisseur est généralement en liaison avec le bâti de la ma-
chine par l’intermédiaire de rétenteurs, un dispositif mécanique relativement souple dont les fonctions
sont d’empêcher la piste de tourner autour de son axe et de compenser la pesanteur. Ce faisant, on
évite qu’un éventuel contact entre les pistes du SqF ne se produise, surtout pendant les phases de
démarrage du rotor. En modifiant les rétenteurs, il est possible d’altérer la vitesse critique du mode
de suspension de la machine. Cependant, leur influence peut diminuer considérablement vis-à-vis de
la raideur dynamique du SqF lorsque celui-ci engendre un amortissement excessif. Il existe également
des configurations où le palier reste libre dans la cavité annulaire qui comporte le fluide et est bloqué
en rotation par des crans, la portance étant générée par effet hydrodynamique au cours de la montée
en vitesse. La valeur de l’excentration statique du palier altère sensiblement la performance du SqF.

1.2 Applications de l’amortisseur squeeze film

Bien que l’invention de l’amortisseur squeeze film soit normalement attribuée à COOPER en 1963,
et la première application industrielle à Rolls Royce, CHILDS [30] situe le développement de ce type
d’amortisseur beaucoup plus tôt. Il cite PARSONS comme le pionnier du SqF, qui aurait utilisé cette
technologie pour atténuer les vibrations d’un compresseur de vapeur en 1889.
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L’objectif visé par l’utilisation du SqF dépend de l’application à laquelle la machine tournante est
destinée. Dans le cas de compresseurs de vapeur, par exemple, l’isolation vibratoire est un critère de
conception secondaire, du fait de la contrainte faible introduite par le poids des bâtis, qui peuvent être
très solides et ainsi bien supporter les charges dynamiques. L’utilisation de paliers hydrodynamiques
dans ce type de machine est très répandue et vise principalement à garantir la dissipation énergétique
nécessaire au passage des vitesses critiques, limitant ainsi les sollicitations de l’arbre. Les paliers
hydrodynamiques lisses possèdent toutefois des seuils de vitesse supercritiques au delà desquels ils
rendent le système instable, ce qui découle des termes de raideur croisés du film d’huile [106]. Cette
instabilité, dénommée oil whip, apparâıt à une vitesse d’environ le double de la première vitesse
critique du rotor, et est caractérisée par un régime sous-synchrone qui dégrade dangereusement la
performance de l’ensemble mécanique [28]. L’exigence d’étendre la plage de fonctionnement stable des
compresseurs conduit à la recherche de solutions permettant d’apporter de l’amortissement de nature
stabilisatrice, donc dans les parties non tournantes de la machine. L’emploi du SqF en série avec le
palier hydrodynamique a fait preuve d’efficacité dans la suppression de cette instabilité [154]. Le SqF
s’est avéré également capable d’atténuer, voire de supprimer, des vibrations sous-synchrones excitées
par des forces déstabilisatrices telles que celles de joints à labyrinthe ou celles engendrées par la non
axisymétrie du jeu rotor/stator (forces d’Alford) [75].

Dans le domaine aéronautique, la problématique est sensiblement différente. Pour une question de
fiabilité et de sécurité [188], le guidage du rotor est communément assuré par des roulements à billes ou
à rouleaux, lesquels ne fournissent qu’un amortissement très faible. Il en résulte des pics de vibration
d’amplitude dangereusement importante lorsque des vitesses critiques sont traversées. L’introduction
d’une source de dissipation d’énergie devient ainsi fondamentale pour le passage des résonances sans
risque de casse pour le système mécanique. Outre l’exigence d’atténuation des vibrations du rotor,
la conception de moteurs aéronautiques s’appuie également sur le souhait de minimiser les charges
dynamiques transmises à travers les paliers, ce qui permet de réduire la sollicitation des supports,
dont le poids constitue une contrainte forte de conception, et d’augmenter le confort vibratoire dans
l’avion.

Les applications de l’amortisseur fluide dans le domaine des machines tournantes ne se restreignent
pas qu’aux paliers de compresseurs et de moteurs à réaction. Il peut être utilisé, entre autres, dans
des pompes centrifuges [31], au niveau du support de trains d’engrenage [24][22] ou encore allié à des
paliers magnétiques dans des systèmes de stockage d’énergie [37]. L’action hydrodynamique de films
fluides cylindriques est également un phénomène important dans le comportement vibratoire des tubes
d’échangeurs de chaleur [139], un domaine qui ne sera pas abordé dans ce travail.

1.3 Problématique de l’amortisseur fluide

L’étude théorique de la dynamique d’un système mécanique comportant un SqF comprend deux
étapes principales. La première concerne le développement d’un modèle de comportement qui exprime
le champ de pression du film d’huile en fonction des variables décrivant la cinématique du système
au niveau du palier qui l’incorpore. La deuxième phase de l’étude consiste à modéliser et simuler la
dynamique de l’ensemble mécanique, ce qui nécessite l’emploi d’outils de calcul capables de déterminer
les réponses transitoires et stationnaires ainsi que d’analyser leur stabilité.
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Le lien entre ces deux étapes correspond aux forces hydrodynamiques obtenues en intégrant le
champ de pression du SqF, qui sont ensuite reportées dans la simulation du fonctionnement de la
machine. A partir d’un cahier des charges prédéfini pour celle-ci, le modèle du SqF doit permettre
également de remonter à la définition des différents paramètres de l’amortisseur influant sur la per-
formance système mécanique. Sachant que la taille des modèles éléments finis industriels ne cesse
d’augmenter, il est intéressant d’avoir des expressions permettant une estimation rapide des forces de
l’amortisseur, pour que l’analyse de la dynamique du système soit menée de manière efficace. Cepen-
dant, la déduction de telles expressions exige très souvent des hypothèses simplificatrices qui peuvent
pénaliser la précision du calcul.

Or, les efforts dirigés vers une performance superlative des machines tournantes, alliés à l’évolution
remarquable des moyens de calcul des trente dernières années, conduisent à l’adoption de critères de
conception précis et dans des marges de sécurité plus étroites, au lieu des critères surdimensionnants
de jadis. Afin d’améliorer les études prédictives des applications du SqF, la modélisation des forces
hydrodynamiques doit être fiable, sans pour autant rendre le temps de calcul prohibitif dans l’optique
industrielle.

Des nombreux travaux théoriques et expérimentaux sur le SqF furent réalisés depuis les années 60,
à mesure que ses applications dans le domaine des machines tournantes se répandaient. Ces travaux
ont permis de mettre un relief un certain nombre de facteurs d’influence dans le comportement d’un
tel amortisseur, dont les principaux sont :

– les effets d’inertie de l’écoulement;

– la cavitation;

– la présence et les caractéristiques des joints d’étanchéité;

– le système d’alimentation;

– les effets thermiques;

– la turbulence;

– la non linéarité de l’équation constitutive du fluide.

La pertinence de ces facteurs dépend de la configuration de l’amortisseur (extrémités ouvertes, extrémités
étanches, ...), du type de fluide utilisé et des conditions d’opération du système mécanique (vitesse,
excentration statique, ...). On peut s’attendre, par exemple, à une transition d’écoulement laminaire
à turbulent pour des rotors à très haute vitesse, montés sur des amortisseurs ayant un jeu radial
relativement important. En dépit du progrès dans la compréhension de la phénoménologie du com-
portement du SqF, le développement de modèles à la fois robustes et expéditifs pose encore beaucoup
de difficultés.

Les difficultés persistent lors de la simulation de la dynamique d’ensemble, à cause du comporte-
ment non linéaire du SqF, dont les forces sont fonctions de la cinématique du système. Il est fonda-
mental d’employer des méthodes de calcul efficaces et aptes à prendre en compte cette non linéarité
dans le cadre d’applications industrielles, surtout pour la réalisation d’études paramétriques d’avant
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projet. Des problèmes de convergence et le coût temporel élevé motivent la recherche d’algorithmes
répondant au mieux au compromis entre temps et précision de calcul.

1.4 Organisation et objectifs du travail

Nous entreprenons ce mémoire, après ce bref chapitre introductif, par la présentation des aspects
théoriques associés à la mécanique des lames fluides, dans le but de circonscrire la phénoménologie
pertinente concernant le comportement dynamique du film d’huile. Nous exposerons également des
méthodes proposées pour la résolution du champ de pression du SqF donné par l’équation de Reynolds.

Le chapitre suivant est consacré à l’étude comparative de méthodes de calcul non linéaire en
dynamique des structures. Nous nous intéresserons principalement à la détermination de la réponse au
balourd de machines tournantes. Trois techniques sont considérées, à savoir la balance harmonique, la
collocation trigonométrique et la méthode du tir. Nous analyserons les avantages et les inconvénients de
chaque méthode à la lumière de simulations de la dynamique d’un rotor flexible. De plus, la technique
de continuation pseudo-arc length ainsi que la théorie de Floquet de la stabilité seront mises en avant.

Dans le chapitre 4, nous abordons un point fondamental de la modélisation des amortisseurs squeeze
film : le traitement des conditions aux limites relatives à des systèmes d’alimentation ponctuels. Une
approche permettant le couplage du SqF avec le circuit hydraulique d’alimentation est proposée et
l’influence de leur interaction sur le comportement dynamique de rotors flexibles est analysée.

Afin de rendre les calculs de dynamique d’ensemble plus efficaces, nous développons dans le cha-
pitre 5 une méthode originale de représentation des forces hydrodynamiques du SqF. Elle s’appuie
sur le découplage des deux étapes de l’étude d’un système incorporant de tels amortisseurs. Cette
hypothèse rend possible l’utilisation de techniques de lissage pour déduire des expressions permettant
une évaluation rapide des efforts visqueux et inertiels du SqF. Les atouts et les limitations de cette
procédure sont discutées à partir de simulations numériques.

A l’origine, l’emploi d’amortisseurs squeeze film dans le domaine des machines tournantes se jus-
tifiait par l’exigence d’amélioration du comportement vibratoire du système mécanique, afin de le
rendre davantage efficace. Depuis vingt ans environ, grand nombre d’études vise non seulement la re-
cherche d’efficacité, mais tente également de trouver des solutions pour optimiser l’application du SqF.
De différentes configurations de l’amortisseur et des stratégies de contrôle se sont ainsi développées.
Ce contexte motive la réalisation du sixième et dernier chapitre de ce mémoire, dans lequel nous
mettons en avant une nouvelle méthode d’optimisation des caractéristiques de l’amortisseur. Nous
présentons ensuite le banc d’essai en voie de construction au sein de notre laboratoire, qui sera dédié à
la vérification expérimentale du potentiel de cette méthode et au recalage du modèle de comportement
du SqF.

Ce doctorat s’attaque donc à des aspects différents de la problématique de l’application de l’amor-
tisseur squeeze film, allant de la mécanique des fluides à la dynamique non linéaire des machines
tournantes. Les simulations menées tout au long de ce travail ciblent plutôt l’étude de la performance
de machines tournantes dans le cadre des moteurs à réaction. Cela ne signifie pas pour autant que nos
contributions ne pourront pas être exploitées dans d’autres domaines où le SqF joue un rôle important.
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Chapitre 2

Phénoménologie et modélisation du

squeeze film

Comme souligné dans le chapitre précédent, l’étude de la dynamique d’un système comportant des
SqF comprend deux parties principales : la modélisation du comportement du fluide amortisseur et la
simulation de la dynamique de l’ensemble mécanique. Dans ce chapitre, les points les plus pertinents
dans le cadre de la première de ces deux parties sont abordés. Nous exposons ainsi la phénoménologie
intervenant dans le comportement du SqF et les modèles développés jusqu’à présent pour en tenir
compte. Nous présentons également la justification physique des différentes hypothèses que l’on doit
effectuer lors de la modélisation.

2.1 Théorie classique de la lubrification : l’équation de Reynolds

L’application de la loi de Newton du mouvement à un élément fluide infinitésimal satisfaisant
l’hypothèse du continuum [94] aboutit à l’équation de mouvement de Cauchy,

ρ
DVi
Dt

= fi +
∂τij
∂Xj

(2.1)

où la dérivée matérielle, DVi
Dt , comprend les termes suivants [52],

DVi
Dt︸︷︷︸

accélération totale

= V1
∂Vi
∂X1

+ V2
∂Vi
∂X2

+ V3
∂Vi
∂X3︸ ︷︷ ︸

partie convective

+
∂Vi
∂t︸︷︷︸

partie instationnaire

(2.2)

avec,

ρ : masse volumique du fluide,
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{V } ≡ V = {V1, V2, V3}t : vecteur vitesse de la particule fluide,

{f} ≡ f = {f1, f2, f3}t : vecteur des forces de volume,

[τ ] : tenseur des contraintes de Cauchy,

{X} = {X1,X2,X3} : système de coordonnées spatiales dans la configuration actuelle de l’élément
fluide.

La partie instationnaire correspond à l’accélération locale d’une particule fluide et est nulle pour
des écoulements en régime permanent. L’accélération convective représente le changement de vitesse
résultant du transport de la particule d’un emplacement à un autre où la vitesse est différente.

Pour un fluide dit newtonien, l’équation constitutive exprime une relation linéaire entre les
contraintes et le taux de déformation :

τij = −pδij + σij = −pδij +KijmnDmn (2.3)

Le terme −pδij, où δij est le symbole de Kronecker, correspond à la partie sphérique des contraintes.
La grandeur p est approchée par la pression thermodynamique, laquelle est liée à la masse vo-
lumique et à la température par une équation d’état. Bien que des quantités thermodynamiques ne
soient définies que pour des états d’équilibre, ce qui n’est pas obligatoirement le cas d’un fluide en mou-
vement, les erreurs dues à cette approximation sont négligeables, pourvu que le temps de relaxation
des molécules du fluide soit faible devant l’échelle temporelle de l’écoulement [81].

Dans la partie anisotropique, [σ], du tenseur de Cauchy, on identifie le tenseur taux de déformation :

Dij =
1
2

(
∂Vi
∂Xj

+
∂Vj
∂Xi

)
(2.4)

Puisque [σ] est un tenseur symétrique, Kijmn doit l’être également. Si l’on suppose en plus que
le milieu est isotropique, on démontre que deux termes seulement de Kijmn sont non nuls et que
l’équation constitutive peut s’écrire :

τij = −pδij + 2µDij + λDmmδij (2.5)

où µ et λ sont deux constantes scalaires appelées les coefficients de Lamé, et Dmm = ∇ ·V est le taux
de déformation volumétrique.

En définissant la pression moyenne, −p̄, comme la moyenne des termes diagonaux de [τ ], lorsque
l’on pose i = j, la somme sur les indices répétés de 2.5 fournit :
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p− p̄ = κ∇ ·V (2.6)

où κ =
(

2
3µ+ λ

)
est une constante de proportionnalité appelée coefficient de viscosité volumique.

Dans la majorité des problèmes de la mécanique des fluides, l’hypothèse de Stokes,

2
3
µ+ λ = 0 (2.7)

s’avère correcte [52]. L’équation constitutive d’un fluide newtonien 2.5 devient donc :

τij = −
(
p+

2
3
µ∇ · V

)
δij + 2µDij (2.8)

où la constante µ est appelée la viscosité dynamique du fluide.

En reportant l’équation constitutive d’un fluide newtonien 2.8 dans l’équation de mouvement de
Cauchy 2.1, on obtient l’équation de Navier-Stokes :

ρ
DVi
Dt

= − ∂p

∂Xi
+ fi +

∂

∂Xj

[
2µDij −

2
3
µ(∇ · V)δij

]
(2.9)

Bien que la viscosité soit une fonction de la pression et de la température qui caractérisent l’état
thermodynamique du fluide, dans la théorie classique de la lubrification, cette propriété est supposée
constante. Sous cette hypothèse, l’équation de Navier-Stokes s’écrit :

ρ
DVi
Dt

= − ∂p

∂Xi
+ fi + µ

[
∇2Vi +

1
3
∂

∂Xi
(∇ ·V)

]
(2.10)

où ∇2Vi = ∂2Vi
∂X2

1
+ ∂2Vi

∂X2
2

+ ∂2Vi
∂X2

3
est le laplacien de Vi.

Pour des fluides incompressibles, le taux de déformation volumétrique, ∇ · V, est nul. Si l’on
suppose encore que le vecteur des forces de volume, ~f , est négligeable, l’équation précédente se ramène
à :

ρ
DVi
Dt

= − ∂p

∂Xi
+ µ∇2Vi (2.11)

L’écoulement d’un fluide newtonien, incompressible et isovisqueux est entièrement décrit par
l’équation de Navier-Stokes simplifiée, équation 2.11, et par l’équation de continuité :
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Fig. 2.1: Géométrie et système de repérage d’un SqF

1
ρ

Dρ

Dt
+ ∇ ·V = 0

incompr.⇒ ∇ ·V = 0 (2.12)

Les équations 2.11 et 2.12 peuvent être simplifiées davantage pour le cas d’un SqF cylindrique ou
d’un palier hydrodynamique, au travers d’une analyse dimensionnelle. Pour ce faire, nous adopterons le
système de repérage de la figure 2.1, qui présente une vue en coupe de l’amortisseur. Afin d’uniformiser
notre notation par rapport à celle communément utilisée dans la litérature scientifique consacrée
au SqF, nous désignerons désormais {V1, V2, V3} = {u, υ,w} et {X1,X2,X3} = {x, y, z}. Suivant la
référence [170], on définit les variables adimensionnelles suivantes :

x̂ =
x

R
; ŷ =

y

C
; ẑ =

z

R
; û =

u

Vc
; υ̂ =

υ

Vc

R

C
; ŵ =

w

Vc
; p̂ = Re

C

R

p

ρV 2
c

; t̂ = ωt

où,

R : rayon du SqF,

C : jeu radial du SqF,

Vc : vitesse caractéristique du système,

Re = ρVcC/µ : nombre de Reynolds,

ω : fréquence caractéristique d’oscillation du SqF.
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Il convient de préciser que, lorsque le palier décrit des orbites circulaires et centrées, la vitesse
caractéristique du système devient Vc = eω, où e correspond à l’excentricité du SqF (voir figure
2.1). En notant ε = e/C l’excentricité adimensionnelle, le nombre de Reynolds s’écrit dans ce cas :
Re = ρεC2ω/µ. En supposant que l’amplitude des orbites n’est pas très faible, on a ε = O(C) et le
nombre de Reynolds se ramène à Re = ρC2ω/µ.

L’introduction des variables adimensionnelles dans l’équation de Navier-Stokes simplifiée 2.11
conduit à [170] :

ρC2ω

µ

∂û

∂t̂
+Re

C

R

(
V̂ · ∇û

)
= −∂p̂

∂x̂
+
(
C

R

)2(∂2û

∂x̂2
+
∂2û

∂ẑ2

)
+
∂2û

∂ŷ2

(
C

R

)2
[
ρC2ω

µ

∂υ̂

∂t̂
+Re

C

R

(
V̂ · ∇υ̂

)
− ∂2υ̂

∂ŷ2
−
(
C

R

)2(∂2υ̂

∂x̂2
+
∂2υ̂

∂ẑ2

)]
= −∂p̂

∂ŷ

ρC2ω

µ

∂ŵ

∂t̂
+Re

C

R

(
V̂ · ∇ŵ

)
= −∂p̂

∂ẑ
+
(
C

R

)2(∂2ŵ

∂x̂2
+
∂2ŵ

∂ẑ2

)
+
∂2ŵ

∂ŷ2

(2.13)

Dans les applications des SqF et des paliers hydrodynamiques, le rapport C
R est de l’ordre de 10−3

[171]. Cela permet, en supposant que toutes les quantités des équations ci-dessus sont de l’ordre de
l’unité, d’en enlever tous les termes multipliés par

(
C
R

)2 :

ρC2ω

µ

∂û

∂t̂
+Re

C

R

(
V̂ · ∇û

)
= −∂p̂

∂x̂
+
∂2û

∂ŷ2

∂p̂

∂ŷ
= 0

ρC2ω

µ

∂ŵ

∂t̂
+Re

C

R

(
V̂ · ∇ŵ

)
= −∂p̂

∂ẑ
+
∂2ŵ

∂ŷ2

(2.14)

Dans la théorie classique de la lubrification, les termes d’inertie sont considérés comme négligeables.
Pour C

R → 0, on conclut à la lumière de l’équation 2.14, que cette approximation est raisonnable si
l’on admet que ω = O(Vc/R) et que Re est borné [170]. Dans ce cas, en reprenant l’utilisation des
variables dimensionnelles, on obtient :

∂p

∂x
= µ

∂2u

∂y2
(2.15)

∂p

∂y
= 0 (2.16)
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∂p

∂z
= µ

∂2w

∂y2
(2.17)

La variable h étant l’épaisseur du film d’huile illustrée dans la figure 2.1, la double intégration des
équations 2.15 et 2.17 suivant y, avec les conditions aux limites,

u = U1 w = W1 en y = h

u = U2 w = W2 en y = 0
(2.18)

fournit les profils de vitesse classiques de la lubrification [57] 1 :

u =
1
2µ

∂p

∂x
(y2 − hy) +

y

h
(U1 − U2) + U2

w =
1
2µ

∂p

∂z
(y2 − hy) +

y

h
(W1 −W2) +W2

(2.19)

On identifie dans ces expressions l’écoulement dû à l’effet de Poiseuille, induit par les différentiels
de pression ∂p

∂x et ∂p
∂z , et l’écoulement dû à l’effet de Couette, associé aux vitesses U1, U2, W1 et W2

des surfaces.

En intégrant l’équation de continuité 2.12 suivant y, après l’introduction des profils de vitesse 2.19,
on arrive à :

∂

∂x

(
h3 ∂p

∂x

)
+

∂

∂z

(
h3 ∂p

∂z

)
= 12µ

[
(U1 − U2)

2
∂h

∂x
+

(W1 −W2)
2

∂h

∂z
+ υ |y=hy=0

]
(2.20)

Sachant que,

υ|y=hy=0 =
∂h

∂t
+ (U2 − U1)

∂h

∂x
+ (W2 −W1)

∂h

∂z
(2.21)

l’équation 2.20 devient :

∂

∂x

(
h3 ∂p

∂x

)
+

∂

∂z

(
h3 ∂p

∂z

)
= 12µ

[
(U2 − U1)

2
∂h

∂x
+

(W2 −W1)
2

∂h

∂z
+
∂h

∂t

]
(2.22)

1. Le signe des termes U2 et W2 dépend du système de repérage adopté et du sens de ces vitesses par rapport à U1 et

W1. Nous définissons ici U2 et W2 dans le même sens de U1 et W1, contrairement à d’autres références



2.1. Théorie classique de la lubrification : l’équation de Reynolds 13

ce qui correspond à l’équation de Reynolds pour un fluide incompressible et isovisqueux. Il est
intéressant de remarquer que la suppression des effets d’inertie rend le problème stationnaire d’un
point de vue hydrodynamique, puisque la prise en compte d’un éventuel déphasage temporel entre les
variations de l’épaisseur et du champ de pression n’est pas possible [99].

Une forme plus générale de l’équation de Reynolds peut être obtenue si l’on revient sur les hy-
pothèses d’incompressibilité et d’isoviscosité faites auparavant [57] :

∂

∂x

(
ρh3

µ

∂p

∂x

)
+

∂

∂z

(
ρh3

µ

∂p

∂z

)
= 12

[
(U2 − U1)

2
∂(ρh)
∂x

+
(W2 −W1)

2
∂(ρh)
∂z

+
∂(ρh)
∂t

]
(2.23)

Compte tenu du fait que les vitesses relatives des surfaces dans le plan du film d’huile, U2 −U1 et
W2 −W1, sont nulles dans le cas d’un amortisseur squeeze film, on obtient :

∂

∂x

(
ρh3

µ

∂p

∂x

)
+

∂

∂z

(
ρh3

µ

∂p

∂z

)
= 12

∂(ρh)
∂t

(2.24)

Pour un SqF cylindrique, délimité par des surfaces rigides et aligné, c’est à dire dont l’axe est parallèle
à celui de l’arbre, l’épaisseur h du film d’huile s’écrit :

h = C + e cos(x/R) = C(1 + ε cos θ) (2.25)

Cependant, la déflexion de la structure, notamment dans des rotors montés en porte-à-faux, peut
rendre l’épaisseur du film fonction de la coordonnée axiale, z, également [35]. L’effet du désalignement
devient plus important lorsque le balourd, l’amplitude de l’orbite et le rapport de la longueur, L, sur
le jeu radial, C, du SqF augmentent [35]. Le désalignement peut engendrer une élévation des efforts
transmis au bâti, les forces hydrodynamiques calculées par le modèle de SqF aligné étant dans ce cas
sous-estimées [35]. GUHA [58] prend en compte, outre le désalignement du SqF, la rugosité des surfaces
délimitant le film d’huile. Il écrit l’équation de Reynolds en fonction de la densité de probabilité de
l’épaisseur du film, h, laquelle est décrite par la somme d’un terme nominal et d’un terme aléatoire.
Les simulations mettent en évidence la réduction de la capacité de chargement, l’augmentation de la
fuite aux extrémités du SqF et l’amplification du moment dû au désalignement lorsque la rugosité
devient plus importante [58].

Pour un fluide incompressible et isovisqueux, en négligeant pour l’instant le phénomène de cavita-
tion, l’équation de Reynolds donnée par l’expression 2.24 est linéaire. Elle ne possède tout de même
pas de solutions analytiques. Par conséquent, le calcul du champ de pression doit s’effectuer soit en
faisant des hypothèses supplémentaires afin de la simplifier soit à l’aide de méthodes semi-analytiques
ou numériques. Les simplifications les plus courantes s’appuient sur les approximations palier court
et palier long. Elles consistent à négliger l’écoulement du fluide dans les directions circonférentielle
et axiale, respectivement, de manière à réduire le nombre de variables indépendantes du problème.
Il est important de souligner que ces approximations peuvent s’appliquer directement à l’équation de
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Navier-Stokes simplifiée 2.14. Lorsque l’amortisseur n’est ni long ni court, il est dit fini. Ces simplifi-
cations ainsi que d’autres techniques de résolution de l’équation de Reynolds sont exposées en détails
à la fin de ce chapitre.

La validité de l’équation de Reynolds 2.24 est restreinte aux hypothèses explicitées plus haut.
Cependant, il existe des SqF auxquels ces hypothèses, ou une partie d’entre elles, ne s’appliquent pas.
Ainsi, nous présentons ci-après d’autres formulations afin de situer clairement l’état de l’art de la
modélisation du SqF et d’analyser d’autres phénomènes pouvant être observés lors de l’application de
tels amortisseurs.

2.2 Formulations alternatives à l’équation de Reynolds

2.2.1 Fluides amortisseurs non newtoniens

L’hypothèse que le fluide est newtonien peut être mise en défaut dans le cas de quelques lubri-
fiants modernes auxquels sont ajoutés des châınes de polymères afin d’améliorer leurs propriétés sous
différentes conditions d’opération [86][15][187]. Le comportement non linéaire qui en résulte change
sensiblement les caractéristiques du fluide, d’où la nécessité de théories tenant compte des effets non
newtoniens.

Outre la non linéarité engendrée par l’ajout d’additifs, des fluides ayant un comportement non
newtonien peuvent être utilisés à dessein comme des fluides intelligents. Il est le cas des fluides
électro-rhéologiques, dont les propriétés changent lors de l’application d’un champ électrique. Cette
caractéristique permet l’utilisation du SqF en tant qu’un amortisseur actif, ce qui explique l’intérêt
porté sur ce type de fluide.

2.2.1.1 Fluide avec des couples de contraintes

Dans la dérivation de l’équation de mouvement de Cauchy 2.1, les efforts extérieurs exercés sur
l’élément fluide sont schématisés, suivant le postulat de Cauchy [83], par une répartition surfacique
de forces. Lors de l’application de la loi de Newton, la densité de forces massiques est également
prise en compte. Une schématisation différente fondée sur la théorie du microcontinuum de Stokes
permet d’introduire, outre les forces massiques et surfaciques, des couples de contraintes. Pour un
fluide incompressible, cela conduit à l’équation suivante [86] :

ρ
DV
Dt

= f −∇p+
1
2
∇× (ρΨ) + (µ− η∇2)∇2V (2.26)

où Ψ est le vecteur densité de couple et η est propriété constante du fluide associée aux couples de
contraintes.

En négligeant le vecteur densité de couple et les forces de volume, l’application à l’équation 2.26
d’une procédure analogue à celle menée lors de la simplification de l’équation de Navier-Stokes fournit
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[86] :

u =
1
2µ


y2 − hy + 2l2


1 −

cosh
(

2y − h

2l

)
cosh

(
h

2l

)




∂p

∂x

w =
1
2µ


y2 − hy + 2l2


1 −

cosh
(

2y − h

2l

)
cosh

(
h

2l

)




∂p

∂z

(2.27)

Ces profils de vitesse, lorsque reportés dans l’équation de continuité 2.12, conduisent à la déduction
d’une équation de Reynolds modifiée donnée par :

∂

∂x

[
f(h, l)

∂p

∂x

]
+

∂

∂z

[
f(h, l)

∂p

∂z

]
= 12µ

∂h

∂t
(2.28)

où,

f(h, l) = h3 − 12hl2 + 24l3 tanh
(
h

2l

)

l =
(
η

µ

)1/2

En résolvant l’équation 2.28 par différences finies, Lin [86] simule la performance d’un SqF décrivant
une orbite linéique. Il en conclut que les couples de contraintes développés grâce à la présence d’additifs
dans le fluide augmente la capacité de chargement de l’amortisseur.

2.2.1.2 Fluides viscoélastiques

L’écoulement décrit par l’équation de Reynolds a une nature quasi-stationnaire. En d’autres termes,
le fluide n’a pas de mémoire et les effets temporels ne sont introduits au problème que par les conditions
aux limites, à savoir les vitesses des surfaces délimitant l’amortisseur. Cela implique une réponse
instantanée du fluide lorsqu’il est soumis à des contraintes. Or les lubrifiants additivés peuvent contenir
des polymères ayant un poids moléculaire assez important, de façon à ce que leur structure mette
un certain temps à s’ajuster à la suite d’une application soudaine de contraintes [176]. Ce temps,
appelé temps de relaxation, met en évidence le phénomène d’élongation du fluide dans l’écoulement
caractérisant un comportement viscoélastique. L’importance de ce phénomène est associé au nombre
de Déborah [183] :
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De =
ϑ

tsq
(2.29)

où ϑ est le temps de relaxation et tsq un temps caractéristique du processus d’écrasement du film
d’huile. Si le nombre de Déborah est faible, les effets de cisaillement prédominent dans l’écoulement,
tandis que pour un nombre de Déborah important, ce sont les effets d’élongation qui régissent l’écoulement.

L’équation constitutive utilisée pour prendre en compte les phénomènes viscoélastiques relatifs au
comportement du fluide est celle de Lodge :

[σ](t) =
∫ ∞

0

µ

ϑ2
e−s/ϑ[Bt](t− s)ds (2.30)

avec,

s = t− τ : temps passé,

Bt(τ) =
(
∂xi
∂x0j

+
∂xj
∂x0i

)
− δij : tenseur de déformation de Finger,

{x} : vecteur position à l’instant présent t,

{x0} : vecteur position à l’instant passé τ ,

µ

ϑ2
e−s/ϑ : fonction mémoire.

Pour le cas de mouvements oscillatoires à faible amplitude, l’équation constitutive ci-dessus peut
s’écrire sous la forme [181] :

[σ] = 2µ∗[D] (2.31)

où µ∗ = µ− iGω correspond à la viscosité complexe, G étant le module de cisaillement du fluide et ω
la fréquence.

Les résultats expérimentaux obtenus pas TICHY et WINER [183] pour le problème d’écrasement
d’un film d’huile entre deux disques parallèles mettent en évidence l’influence de la combinaison des
effets viscoélastiques et d’inertie sur la capacité de chargement de l’amortisseur. Ils en concluent que
le comportement viscoélastique des solutions à base d’eau, de glycérine et de polymères provoque
une augmentation de la capacité de chargement du fluide, tandis que les solutions à base de pétrole
présentent plutôt une tendance à faire chuter la capacité de chargement. Ces conclusions, a priori
incohérentes, sont vraisemblablement une conséquence des phénomènes inhabituels de résonance en
pression et d’inflexion du profil de vitesse, prédits pour certaines combinaisons des nombres de Déborah
et de Reynolds [181][176][177].
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TICHY [176] resume le comportement de l’amortisseur SqF de la manière suivante : selon la théorie
classique de la lubrification, seulement la vitesse du fluide (qui est en phase avec la vitesse des frontières
de l’amortisseur) génère les forces hydrodynamiques ; la prise en compte des effets élastiques rend ces
forces fonction de la déformation du fluide également ; et enfin, si le nombre de Reynolds est important,
les effets d’inertie introduisent une dépendance additionnelle des efforts hydrodynamiques par rapport
à l’accélération du fluide.

2.2.1.3 Fluides rhéofluidifiants

Pour un fluide newtonien, la relation entre les contraintes et le taux de déformation s’exprime par
une fonction linéaire, équation 2.8. Cependant, l’addition de polymères dans le fluide, ce qui permet
d’en augmenter fortement la viscosité apparente, modifie cette relation en la rendant non linéaire. En
effet, une chute de cette viscosité apparente est observée lorsque le fluide est soumis à des taux de
déformation importants (106 −108 s−1) [15]. Dans ce cas, le fluide est dit rhéofluidifiant. Par contre, si
la viscosité s’accrôıt avec l’augmentation du taux de déformation, le fluide est appelé rhéoépaississant.
L’équation constitutive d’un fluide rhéofluidifiant peut s’écrire sous la forme d’une loi de puissance du
type [187] :

τij = −pδij + 2
{
m
∣∣∣√2([D] : [D])

∣∣∣n−1
}
Dij (2.32)

où n et m sont des constantes empiriques, n correspondant à l’indice de rhéofluidifiance. Bien que
cette relation ne puisse pas décrire à la fois les zones à faible et à fort taux de déformation du fluide,
elle représente l’une des formes non linéaires les plus simples [15].

Les profils de vitesse non inertiels du SqF, obtenus pour m = 1, s’écrivent [15] :

u = 2(n+1)/nū+
2n + 1
n+ 1

[(
1
2

)(n+1)/n

−
∣∣∣∣12 − y

h

∣∣∣∣(n+1)/n
]

w = 2(n+1)/nw̄ +
2n + 1
n+ 1

[(
1
2

)(n+1)/n

−
∣∣∣∣12 − y

h

∣∣∣∣(n+1)/n
] (2.33)

où ū et w̄ sont les vitesses moyennes de l’écoulement induit par l’effet de Poiseuille. En supposant que
le fluide est incompressible, on en déduit une équation similaire à celle de Reynolds [15] pour décrire
le champ de pression du film rhéofluidifiant :

∂

∂x

(
h3 ∂p

∂x

)
+

∂

∂z

(
h3 ∂p

∂z

)
=

2(2n + 1)
n

{
(µy=h + µy=0)

∂h

∂t
− h

[
ū
∂

∂x
(µy=h + µy=0) + w̄

∂

∂z
(µy=h + µy=0)

]} (2.34)
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On observe que l’équation 2.34 permet de prendre en compte la variation de la viscosité le long
de l’épaisseur du film, ce qui découle du comportement non newtonien du fluide. Les simulations de
BOU SAID et EHRET [15] mettent en évidence la réduction de la capacité du film à supporter des
charges dynamiques, engendrée par l’effet de rhéofluidifiance.

2.2.1.4 Fluides électro-rhéologiques

Les fluides électro-rhéologiques sont constitués de particules diélectriques dissoutes dans l’huile.
Lorsqu’un champ électrique est appliqué, ces particules s’arrangent entre les électrodes sous la forme
de châınes, ce qui provoque une augmentation de la viscosité apparente du fluide [100]. Si le champ
électrique est assez important, le fluide prend l’allure d’une sorte d’époxyde rigide [179]. Les fluides
électro-rhéologiques sont relativement récents et leur comportement est régi par le modèle de plastique
de Bingham [177] :

σij = 2

(
µ+

σ0√
|2[D] : [D]|

)
Dij pour |[σ]| > σ0

Dij = 0 pour |[σ]| < σ0

(2.35)

où |[σ]| =
√

1/2[σ] : [σ] est l’amplitude de la contrainte de cisaillement.

L’équation 2.35 montre que si l’amplitude de la contrainte de cisaillement devient supérieure au
seuil σ0, le matériau se comporte comme un fluide newtonien. Autrement, le matériau reste rigide.
La contrainte de cisaillement limite, σ0, est une fonction quadratique du champ électrique auquel le
matériau est soumis [179] :

σ0 = AE2 (2.36)

où le champ électrique, E, correspond à la différence de voltage entre les surfaces délimitant le SqF,
divisée par l’épaisseur du film. La constante A représente la propriété électro-rhéologique du matériau.
On constate ainsi que l’augmentation de la viscosité apparente de l’huile ne découle pas de la variation
de la viscosité dynamique, µ, mais de l’élévation de la contrainte de cisaillement limite. Des mesures
réalisées par MORISHITA et AN [100] à l’aide d’un viscosimètre tournant montrent que la viscosité
apparente s’accrôıt sensiblement à des faibles taux de cisaillement suite à l’application d’un champ
électrique. Cet accroissement est moins remarquable à des taux de cisaillement importants.

En négligeant la densité des forces massiques et les effets d’inertie, l’intégration de l’équation du
mouvement de Cauchy, simplifiée pour le cas d’un SqF, aboutit à des profils de vitesse u et w tantôt
paraboliques, comme ceux d’un fluide newtonien, tantôt constants [179]. Dans les deux cas de figure,
les vitesses sont symétriques et les contraintes de cisaillement antisymétriques par rapport à y = h/2.
Par conséquent, σyx(θ, h/2) = σyz(θ, h/2) = 0, si bien qu’un noyau rigide doit se former au voisinage
de la mi-épaisseur du film, pourvu que σ0 6= 0 [179]. La modélisation du champ de pression du SqF
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nécessite ainsi la décomposition du film en deux domaines, l’un relatif à la région fluide et l’autre
correspondant au noyau flottant, l’interface entre les deux étant définie par |[σ]| = σ0.

2.2.2 Effets d’Inertie

Les effets d’inertie ont fait l’objet de nombreuses études sur les amortisseurs squeeze film ainsi que
sur d’autres applications hydrodynamiques. Compte tenu de l’équation 2.2, ces effets sont décomposés
en deux termes distincts : l’inertie dite temporel, relative à l’accélération locale du fluide, et l’inertie
appelée convective, associée à l’accélération advective du fluide. En analysant l’équation 2.14, on

s’aperçoit que les effets d’inertie deviennent pertinents lorsque
ρC2ω

µ
> 1 et/ou Re

C

R
> 1. Ces

conditions reflètent le cas d’amortisseurs ayant des fluides à faible viscosité, tels que des tuyaux
d’échangeurs de chaleur entourés d’eau [139], et/ou le cas de paliers incorporés dans des systèmes
caractérisés par des fréquences d’oscillation élevées, comme des rotors à hautes vitesses [178].

Si le traitement analytique de l’équation de Reynolds bidimensionnelle pose des difficultés considérables,
lorsque les termes inertiels sont gardés dans la formulation du comportement du SqF, la solution du
problème se complexifie davantage. Trois cas extrêmes peuvent être analysés indépendamment selon

la valeur du rapport
ρC2ω

µ
/ReCR ≡ Rω/Vc, lequel permet d’estimer l’importance relative des effets

d’inertie temporelle et d’inertie convective.

2.2.2.0.1 Cas 1 : Rω/Vc → ∞. Lorsque le SqF subit des mouvements rapides et de faibles am-
plitudes, tels que Rω >> Vc, l’accélération advective est négligeable devant l’accélération locale [180].
Les effets dus à l’inertie convective peuvent ainsi être supprimés, et l’équation 2.14 devient linéaire.
En variables primitives elle s’écrit :

ρ
∂u

∂t
= −∂p

∂x
+ µ

∂2u

∂y2

∂p

∂y
= 0

ρ
∂w

∂t
= −∂p

∂z
+ µ

∂2w

∂y2

(2.37)

Une version bidimensionnelle de l’équation 2.37 peut être obtenue en négligeant soit l’écoulement
axial (approximation palier long) soit l’écoulement circonférentiel (approximation palier court) dans

le film. Pour
∂w

∂z
= 0 par exemple, l’équation de continuité pour un fluide incompressible devient :

∂u

∂x
+
∂υ

∂y
= 0 (2.38)

Cette équation étant valable, on peut alors définir une fonction de courant, ψ(x, y, t), telle que :
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u =
∂ψ

∂y
υ =

∂ψ

∂x
(2.39)

l’équation 2.38 étant ainsi automatiquement satisfaite.

TICHY et MODEST [180][99] et BRENNEN [17] reformulent l’équation du mouvement en intro-
duisant les fonctions de courant. Ils parviennent à développer des solutions pour la version bidimen-
sionnelle du problème, en supposant que le système subit des petites oscillations harmoniques. L’étude
de MODEST et TICHY [99] a été reprise récemment par ZHANG [202], qui l’a généralisée de manière
à permettre la prise en compte de mouvements périodiques.

Afin d’étudier les effets d’inertie pour un amortisseur fini, c’est à dire sans négliger aucune des
composantes de l’écoulement dans le film, SAN ANDRÉS et VANCE [150][151] simplifient l’équation
2.37 en l’intégrant selon l’épaisseur du film, de manière à en supprimer la vitesse υ 2. Ils utilisent ensuite
une technique de perturbation pour en déduire des solutions approximatives pour des mouvements
à faible amplitude, circulaires et centrés [150] et autour d’une position d’équilibre statique excentrée
[151]. L’équation 2.37 étant linéaire, ZHANG et ROBERTS [204] généralisent la formulation de SAN
ANDRÉS et VANCE [150] à l’aide du principe de la superposition, en rajoutant une composante
radiale à l’orbite centrée, auparavant circulaire.

Les résultats des travaux explicités ci-dessus sont quantitativement similaires et conduisent à des
conclusions qualitativement consensuelles : les effets de l’inertie temporelle diminuent lorsque le nombre
ρC2ω

µ
s’accrôıt; ils restent toutefois quasiment constants dans la plage 0 <

ρC2ω

µ
< 25. Cette dernière

constatation permet de déduire des expressions analytiques pour le champ de pression, valables dans

la plage en question, en prenant la limite asymptotique
ρC2ω

µ
→ 0 [99][150][151].

2.2.2.0.2 Cas 2 : Rω/Vc → 0. La condition Rω << Vc est vérifiée dans le cadre de paliers hy-
drodynamiques en régime stationnaire [170]. Ceux-ci ne décrivant pas de mouvements de translation,
l’accélération locale est nulle. Par conséquent, les effets d’inertie résultent uniquement de l’accélération
advective engendrée par l’entrâınement du fluide au niveau des surfaces solides, à condition que
l’épaisseur du film varie sur la circonférence. Ce cas de figure présente très peu d’intérêt pour l’étude
d’amortisseurs squeeze film et ne sera pas discuté davantage.

2.2.2.0.3 Cas 3 : Rω/Vc ≈ 1. L’équation régissant cette troisième condition est la plus complexe
des trois cas limites, puisque aucun terme inertiel ne peut être retranché de l’équation 2.14. Dans la
littérature concernant la prise en compte simultanée des effets d’inertie temporelle et convective, deux
approches ont été développées : la perturbation sur le nombre de Reynolds et la moyenne du gradient
de pression selon l’épaisseur du film.

Dans la première approche, la vitesse caractéristique du système est définie comme Vc = Rω, ce
qui permet de réécrire l’équation 2.14 de la manière suivante :

2. Cette stratégie, nommée méthode du momentum, sera détaillée ci-après
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Re
C

R

(
∂û

∂t̂
+ V̂ · ∇û

)
= −∂p̂

∂x̂
+
∂2û

∂ŷ2

∂p̂

∂ŷ
= 0

Re
C

R

(
∂ŵ

∂t̂
+ V̂ · ∇ŵ

)
= −∂p̂

∂ẑ
+
∂2ŵ

∂ŷ2

(2.40)

REINHARDT et LUND [129] linéarisent ces équations en définissant des solutions perturbées au
premier ordre qui s’écrivent :

p̂ = p̂(0) +Re
C

R
p̂(1)

û = û(0) +Re
C

R
û(1)

υ̂ = υ̂(0) +Re
C

R
υ̂(1)

ŵ = ŵ(0) +Re
C

R
ŵ(1)

(2.41)

La résolution de l’équation 2.40 pour les termes d’ordre 0 aboutit à l’équation de Reynolds classique
de la lubrification. Une version similaire de cette équation est obtenue pour les termes d’ordre 1.
En admettant des mouvements de petite amplitude, REINHARDT et LUND [129] parviennent à
déterminer, suite à des manipulations algébriques complexes, la contribution inertielle du fluide au
champ de pression. Outre la mise en évidence des effets de l’inertie sur les forces hydrodynamiques,
leurs résultats conduisent à une deuxième conclusion très importante : les profils de vitesse u(y) et w(y)
ne sont que légèrement affectés par l’inertie du fluide. Bien que restreinte à des nombres de Reynolds
faible, cette conclusion a permis à plusieurs études ultérieures de légitimer l’approximation consistant
à découpler les contributions inertielle et visqueuse du fluide lors du calcul des forces du SqF. Dans
leur étude sur la prise en compte de l’inertie temporelle, ZHANG et ROBERTS [204] démontrent
toutefois que cette hypothèse est mise en défaut pour Re > 20.

La principale limitation de la résolution de l’équation 2.40 au travers de techniques de perturba-
tion concerne la linéarisation du champ de pression au voisinage d’une position d’équilibre statique.
Les amortisseurs squeeze film subissent souvent des mouvements qui atteignent des amplitudes assez
importantes pour mettre en relief son comportement non linéaire, notamment lors du passage des
vitesses critiques. Dans ce cas, la perturbation devrait être poussée à des ordres supérieurs à 1, ce qui
rendrait le traitement du problème excessivement laborieux.

La deuxième approche pour résoudre l’équation 2.14 consiste à moyenner le gradient de pression
sur l’épaisseur du film, de manière à éliminer la dépendance du problème dans la vitesse υ. Pour
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ce faire, trois méthodes ont été développées : la méthode itérative, la méthode du momentum et la
méthode énergétique.

La méthode itérative a été proposée par KUZMA [82] pour entreprendre l’analyse de la version
bidimensionnelle de l’équation 2.14, qui peut représenter aussi bien le cas d’un palier court que celui
d’un palier long. Elle peut s’écrire :

µ
∂2u

∂y2
= ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ υ

∂u

∂y

)
+
∂p

∂x

∂p

∂y
= 0

(2.42)

Les conditions aux limites du problème traité par KUZMA [82] sont :

∂u

∂y
= 0 en y =

h

2
profil de vitesse symétrique par rapport à y

u = 0 en y = 0 vitesse nulle au niveau de la piste extérieure du film

(2.43)

Dans la méthode itérative originelle, le profil de vitesse purement visqueux, équation 2.19, et ses
dérivées temporelle et spatiales sont introduits dans l’équation 2.42. La double intégration selon y

à l’aide des conditions aux limites 2.43 fournit un profil de vitesse amélioré, qui doit respecter la
condition de continuité suivante [82] :

∫ h

0
udy = −

∫
dh

dt
dx (2.44)

L’évaluation des intégrales ci-dessus aboutit à une expression pour le gradient de pression moyen dans
la direction y, dont l’intégration permet d’obtenir le champ de pression dans le film. Il est intéressant
de faire remarquer que le profil de vitesse amélioré trouvé par KUZMA est essentiellement visqueux
au voisinage des parois [82]. Compte tenu de l’équation constitutive d’un fluide newtonien, équation
2.8, on en conclut que les contraintes de cisaillement au niveau des parois du SqF sont dominées par
les effets visqueux. Cette constatation est corroborée par les résultats de SAN ANDRES et VANCE
[150], qui démontrent que l’influence de l’inertie temporelle (ils négligent l’inertie convective dans leur
analyse) sur le gradient de vitesse au niveau des parois est négligeable pour Re < 10. Le principal
inconvénient de la méthode itérative, souligné par SZERI, RAIMONDI et GIRON-DUARTE [171],
réside dans la difficulté de l’appliquer à un écoulement tridimensionnel dans une géométrie cylindrique.

Contrairement à la méthode itérative, la méthode du momentum peut être employée pour résoudre
l’équation 2.14 complète. Il s’agit de calculer la moyenne sur l’épaisseur du film des termes visqueux
et inertiels de l’équation du mouvement de la manière suivante [171] :
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∂p

∂x
=
µ

h

∫ h
0

∂2u

∂y2
dy − ρ

h

∫ h
0

(
∂u

∂t
+ V · ∇u

)
dy

∂p

∂y
= 0

∂p

∂z
=
µ

h

∫ h
0

∂2w

∂y2
dy − ρ

h

∫ h
0

(
∂w

∂t
+ V · ∇w

)
dy

(2.45)

En réalisant la même opération pour l’équation de continuité, on obtient [149] :

∂qx
∂x

+
∂qz
∂z

= 0 (2.46)

où,

qx =
1
h

∫ h
0

∂u

∂x
; qz =

1
h

∫ h
0

∂w

∂z
: taux d’écoulement surfaciques locaux.

Les intégrales des équations 2.45 et 2.46 peuvent être évaluées pour des profils de vitesse u(y) et
w(y) prédéfinis. Il en résulte un système d’équations différentielles dont la résolution donne le champ
de pression du SqF.

En supposant que les profils de vitesse visqueux, équation 2.19, ne sont pas sensiblement affectés par
les effets d’inertie, SZERI, RAIMONDI et GIRON-DUARTE [171] déduisent au travers de la méthode
du momentum une équation similaire à celle de Reynolds, qui comporte des termes d’accélération
dans le second membre. Ils la résolvent numériquement suite à l’application d’une perturbation sur les
vitesses et les accélérations du SqF, ce qui leur permet de construire des graphiques des coefficients
d’inertie et d’amortissement fonctions de l’excentricité, pour des différentes valeurs de L/R. Cependant,
en linéarisant le problème, ils négligent intrinsèquement les effets de l’inertie convective.

SAN ANDRÉS et VANCE [149] développent un code de calcul éléments finis pour déterminer
les forces hydrodynamiques générées par les effets visqueux et inertiels du fluide. Aucune hypothèse
n’est faite sur la forme des fonctions u(y) et w(y), le champ de pression étant calculé itérativement en
utilisant comme point de départ la solution visqueuse classique. Ils proposent également une approxi-
mation valable pour Re < 1 et comparent les deux modèles pour le cas d’un SqF décrivant des orbites
circulaires et centrées.

TICHY [178] utilise également les profils de vitesse non inertiels dans son analyse. Il emploie le
principe de la superposition pour obtenir une solution approximative du champ de pression pour des
orbites circulaires et centrées. Son modèle permet de prendre en compte, outre les effets d’inertie, la
présence de joints aux extrémités de l’amortisseur. Ses résultats mettent en évidence l’amplification
et le déphasage du pic de pression en raison des effets d’inertie.

LU et ROGERS [87] analysent le problème de l’écrasement d’un film d’huile entre deux plaques
parallèles. Ils appliquent à la fois la méthode du momentum et une procédure similaire à la méthode
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itérative pour déduire l’expression des vitesses u(x, y, t) et υ(y, t), et des forces d’inertie et visqueuses
qui en découlent. Compte tenu de l’analogie entre le problème des plaques parallèles et celui d’un
segment d’arc infinitésimal de rayon de courbure négligeable, les forces d’un SqF court sont obtenues
en intégrant la solution des plaques parallèles sur le périmètre du film. Ils parviennent ainsi à développer
des formules analytiques pour les forces hydrodynamiques fonctions de la cinématique instantanée du
SqF.

Le principe de la méthode énergétique diffère de celui de la méthode du momentum par la multipli-
cation respective des équations du mouvement dans les directions x et z par les vitesses u et w, avant
l’intégration selon l’épaisseur du film. Les gradients de pression moyens qui en résultent s’écrivent :

∂p

∂x
= µ

∫ h
0 u

∂2u

∂y2
dy∫ h

0 udy
− ρ

∫ h
0 u

(
∂u

∂t
+ V · ∇u

)
dy∫ h

0 udy

∂p

∂y
= 0

∂p

∂z
= µ

∫ h
0 w

∂2w

∂y2
dy∫ h

0 wdy
− ρ

∫ h
0 w

(
∂w

∂t
+ V · ∇w

)
dy∫ h

0 wdy

(2.47)

Comme dans la méthode du momentum, le champ de pression est déterminé à l’aide de l’équation
de continuité, suite au choix des profils de vitesse u(y) et w(y).

EL-SHAFEI [44][45] développe une stratégie équivalente à la méthode énergétique en employant
l’équation de Lagrange et le théorème du transport de Reynolds, au lieu de résoudre 2.47. Il s’agit de
calculer l’énergie cinétique associée au film d’huile de volume Vif :

Tif =
∫
Vif

1
2
ρ(Vt ·V)dV (2.48)

Conformément à l’analyse d’ordre de grandeur menée lors de la déduction de l’équation classique de
Reynolds, la vitesse υ est C/R fois inférieure aux composantes u et w et peut être donc négligée [47].
Le terme (Vt ·V) se réduit ainsi à (u2 + w2). On applique ensuite l’équation de Lagrange :

F =
d

dt

(
∂Tif
∂q̇

)
− ∂Tif

∂q
+
∂Eif
∂q

+
∂Wif

∂q̇
(2.49)

où,

F = {fr, ft}t : forces extérieures agissant sur le système mécanique, générées par le SqF;

q = {e, φ}t : déplacements généralisés;
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Eif : énergie potentielle de déformation du fluide;

Wif : fonction de dissipation de Rayleigh.

Il est important de faire remarquer que l’énergie potentielle de déformation, Eif , est nulle au cas
où le fluide soit considéré comme incompressible. En supposant d’autre part que les effets d’inertie
n’affectent pas sensiblement les forces visqueuses, données par le terme ∂Wif

∂q̇ , celles-ci peuvent être
calculées indépendamment à partir de la résolution de l’équation de Reynolds. Les forces d’inertie sont
alors obtenus de :

Fi =
d

dt

(
∂Tif
∂q̇

)
− ∂Tif

∂q
(2.50)

Le calcul des dérivées de l’équation 2.50 requiert l’utilisation du théorème des dérivées temporelles
d’intégrales de volume de Leibnitz. En notant Θ(L, t) un tenseur d’ordre quelconque, V(t) un volume
quelconque, stationnaire ou mouvant, et L la position des particules à l’intérieur de ce volume, le
théorème de Leibnitz s’écrit :

d

dt

∫
V(t)

Θ(L, t)dV =
∫
V(t)

∂Θ
∂t
dV +

∫
A(t)

Θ(L, t)VA · dA (2.51)

où A(t) est la surface délimitant V̂(t) et VA correspond à la vitesse de la frontière. L’énergie cinétique
Tif étant celle d’un corps d’identité fixe, la surface du volume matériel Vif change de position au cours
du temps à mesure que le fluide s’écoule. Par conséquent, la vitesse VA est égale à la vitesse du fluide,
V, à la frontière. Le théorème de Leibnitz s’écrit donc pour l’énergie cinétique du film fluide :

D

Dt

∫
Vif (t)

Tif (q, t)dV =
∫
Vif (t)

∂Tif
∂t

dV +
∫
A(t)

TifV · dA (2.52)

Cette forme du théorème de Leibnitz, relative à la dérivée temporelle d’un volume matériel, est appelée
parfois théorème du transport de Reynolds [81]. En rapportant l’équation 2.52 dans 2.50, les forces
d’inertie peuvent s’écrire [47] :

Fi = f + r (2.53)

avec,

f =
d

dt

(
∂Tvc
∂q̇

)
− ∂Tvc

∂q

r =
∫
Avc

∂tv
∂q̇

V · dA−
∫
Avc tv

∂V
∂q̇

· dA
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Le premier terme du second membre de l’équation 2.53 tient compte de l’énergie cinétique Tvc du
volume de contrôle cöıncidant à un instant donné avec le volume matériel, tandis que le deuxième
permet de prendre en compte le flux d’énergie cinétique à travers la frontière. La variable tv correspond
ainsi à l’énergie cinétique par unité de volume sur Avc, la surface délimitant le volume de contrôle.

EL-SHAFEI [44][45] utilise les profils de vitesse non inertiels pour obtenir, à l’aide de cette approche
énergétique, des expressions analytiques pour les forces d’inertie produites par des amortisseurs court et
long décrivant des orbites circulaires et centrées. L’inconvénient, d’un point de vue phénoménologique,
de cette méthode concerne l’impossibilité d’examiner l’influence des effets d’inertie sur le champ de
pression, car elle fournit directement les forces hydrodynamiques. En outre, aucune étude jusqu’à
présent n’a réussi à l’appliquer à des amortisseurs finis.

SAN ANDRÉS et VANCE [149] soulignent que la stratégie des méthodes du momentum et
énergétique d’estimer la moyenne des termes visqueux et inertiels de l’équation du mouvement à
l’aide d’intégrales de type Von Karman n’est raisonnable que pour des nombres de Reynolds relati-
vement faibles. Cette condition étant respectée, les inversions de direction de l’écoulement le long de
l’épaisseur du film engendrées par les effets d’inertie ne constituent qu’une petite partie du profil de
vitesse [149].

EL-SHAFEI et CRANDALL [47] étudient deux problèmes élémentaires qui, combinés, décrivent
l’essence du mécanisme physique de l’écoulement dans un SqF. Ils comparent les résultats de la
méthode du momentum et de la méthode énergétique à des solutions exactes. Ils en concluent que la
dernière est la plus précise des deux et que l’hypothèse de profils de vitesse purement visqueux est
acceptable pour Re < 50.

ZHANG, ELLIS et ROBERTS [203] discutent des contributions temporelle et convective obtenues
à l’aide des méthodes du momentum et énergétique pour le cas d’un SqF court. Ils démontrent que
les deux méthodes fournissent des résultats similaires, l’écart découlant principalement des différentes
techniques d’intégration des équations du mouvement. En ce qui concerne l’inertie temporelle associée
à des mouvements circulaires et centrées, les deux méthodes semblent en fournir les limites supérieure
et inférieure. L’approximation énergétique s’avère plus précise pour des nombres de Reynolds faibles,
tandis que la méthode du momentum s’approche davantage des résultats exacts lorsque ce paramètre
s’accrôıt. La comparaison des effets de l’accélération advective est plus délicate, car un terme d’ori-
gine temporel y est additionné par la méthode énergétique. Une conclusion importante de leur étude
concerne la dominance des effets d’inertie convective lorsque le SqF subit des mouvements de grande
amplitude. Cependant, cette constatation ne s’applique qu’au cas d’amortisseurs non cavitants. Or,
quand les amplitudes de translation du SqF sont importantes, le phénomène de cavitation est souvent
observé.

L’application des méthodes du momentum et énergétique nécessite une hypothèse très forte, concer-
nant le choix des fonctions u(y) et w(y). Ce choix est très important également dans la méthode
itérative, laquelle requiert la définition des profils de vitesse initiaux pour en déduire des expressions
améliorées. Comme souligné précédemment, l’utilisation des profils de vitesse purement visqueux doit
aboutir à des résultats satisfaisants pour des écoulements à faible nombre de Reynolds (le seuil Re < 10
est souvent admis). Afin de rendre la modélisation des effets d’inertie plus précise, surtout pour des
nombres de Reynolds importants, HAN et ROGERS [61] proposent l’emploi de profils de vitesse ellip-
tiques à la place des profils paraboliques non inertiels. A la lumière de la solution exacte du problème
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d’écrasement d’un fluide entre deux plaques parallèles, ils constatent que l’utilisation de fonctions
elliptiques pour décrire u(y) et w(y) apporte une amélioration notamment à l’estimation de l’inertie
temporelle.

QINGCHANG, WEI et JUN [121] développent un profil inertiel de la vitesse axial (hypothèse
palier court) à partir de l’équation du mouvement dans la direction y :

ρ
∂υ

∂t
+ ρυ

∂υ

∂y
− µ

∂2υ

∂y2
= 0 (2.54)

Ils se servent ensuite de l’approximation énergétique pour obtenir des expressions pour les forces
hydrodynamiques, en supposant que le SqF décrive des orbites circulaires et centrées. Ce faisant, ils
parviennent à une relation non linéaire entre les forces de l’amortisseur et la viscosité du fluide. Bien
que contraire aux résultats théoriques traditionnels, cette conclusion est corroborée, du moins en ce
qui concerne la force tangentielle, par les mesures expérimentales de SAN ANDRÉS, MENG et YOON
[147].

Malgré les nombreuses études théoriques et expérimentales à propos des effets combinés des inerties
temporelle et convective du fluide sur le comportement d’amortisseurs squeeze film, ce sujet semble
encore loin d’être résolu, d’autant plus que les modèles disponibles présentent toujours des points
conflictuels [62][63].

2.2.3 Turbulence

Nous avons discuté dans la section précédente de la prise en compte des effets d’inertie du fluide,
lesquels deviennent importants lorsque le nombre de Reynolds associé à l’écoulement du SqF augmente.
Si ce nombre de Reynolds s’accrôıt davantage, l’écoulement peut perdre sa stabilité et devenir turbulent
[170]. Des amortisseurs squeeze film ayant un jeu radial important, opérant avec un fluide de basse
viscosité et incorporés dans des machines à très haute vitesse sont particulièrement susceptibles de
développer des écoulements turbulents [170].

Les écoulements turbulents sont caractérisés par des fluctuations aléatoires, par la non linéarité, par
l’importante diffusivité de moment et de chaleur, par la formation de vortex et par la forte capacité
dissipative [81]. L’écoulement turbulent instantané obéit à l’équation de Navier-Stokes, mais il est
difficile, voire impossible, de prédire son évolution de manière précise [81]. Il est ainsi plus convenable
de le décrire en utilisant la décomposition de Reynolds, selon laquelle les vitesses et la pression sont
représentées par la somme des moyennes temporelles locales et des termes de fluctuation stochastique :

V = V̄ + v̂

p = p̄+ p̂

(2.55)

avec,
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V̄ =
1
t0

∫ t0

0
V(t+ τ)dτ (2.56)

p̄ =
1
t0

∫ t0

0
p(t+ τ)dτ (2.57)

où t0 doit être compris entre deux échelles de temps distinctes, l’une associée aux fluctuations lentes
de l’écoulement et l’autre à des variations très rapides de nature stochastique [170]. Ce paramètre
ne doit être ni trop grand, de manière à ce que la moyenne ne soit pas locale, ni trop faible, ce qui
pénaliserait la précision des moyennes [81].

Sachant que la moyenne des termes aléatoires est nulle, en négligeant les forces massiques, l’équation
du mouvement pour l’écoulement turbulent d’un fluide incompressible et isovisqueux devient [81] :

DV̄i
Dt

=
1
ρ

∂τ̄ij
∂Xj

(2.58)

avec l’équation constitutive donnée par :

τ̄ij = −p̄δij + µ

(
∂V̄i
∂Xj

+
∂V̄j
∂Xi

)
− ρv̂iv̂j (2.59)

où v̂iv̂j est la corrélation entre v̂i et v̂j . Par rapport à l’équation constitutive d’un fluide newtonien,
équation 2.5, on constate l’existence de contraintes supplémentaires associées au terme −ρv̂iv̂j , qui
correspond au tenseur de contraintes de Reynolds. Dans un écoulement turbulent, ces contraintes
peuvent être considérablement plus importantes que celles relatives à la contribution visqueuse, à part
au voisinage des parois, où les fluctuations sont plus faibles [81].

Sous l’hypothèse d’incompressibilité, l’équation de continuité s’écrit [81] :

∂V̄j
∂Xj

= 0 (2.60)

pour le flux moyen et :

∂v̂j
∂Xj

= 0 (2.61)
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pour le champ turbulent.

L’équation 2.58 peut être simplifiée compte tenu des dimensions caractéristiques de l’amortisseur
squeeze film. En supposant que (Vc/V̄c)2 = O(1) et que C/R→ 0, on obtient au travers d’une analyse
d’ordre de grandeur similaire à celle réalisée précédemment [170] :

∂p̄

∂x
=

∂

∂y

(
µ
∂ū

∂y
− ρûυ̂

)

∂p̄

∂y
= 0

∂p̄

∂z
=

∂

∂y

(
µ
∂w̄

∂y
− ρυ̂ŵ

)
(2.62)

Il est important d’observer dans l’équation 2.62, que les effets d’inertie sont négligés devant les
contraintes visqueuses et turbulentes. Ce résultat découle de l’hypothèse que (Vc/V̄c)2 = O(1), la-
quelle est considérée comme raisonnable pour des écoulements turbulents libres [170], c’est à dire non
délimités par des frontières solides, comme celui résultant de la collision entre deux jets. MASSEY
[94] souligne que les caractéristiques d’un tel écoulement sont similaires à celles d’une couche turbu-
lente dont le gradient de vitesse dans la direction perpendiculaire au flux principal est très important.
Ces conditions sont en effet retrouvées dans un amortisseur squeeze film ayant un rapport C/R très
faible. Pour des jeux radiaux plus importants néanmoins, en admettant que (Vc/V̄c)2 = O(C/R) et
que (C/R)2 → 0, une forme alternative à l’équation 2.62 est obtenue [170] :

∂p̄

∂x
=

∂

∂y

(
µ
∂ū

∂y
− ρûυ̂

)
+ ρ

Dū

Dt

∂p̄

∂y
= 0

∂p̄

∂z
=

∂

∂y

(
µ
∂w̄

∂y
− ρυ̂ŵ

)
+ ρ

Dw̄

Dt

(2.63)

L’inspection de cette équation conduit à la conclusion que les effets d’inertie ne peuvent pas être
négligés dans un écoulement turbulent.

Les premières tentatives de modélisation d’écoulements turbulents dans le domaine de la lubrifica-
tion utilisent l’équation 2.62 comme point de départ. Le noyau du problème concerne la définition des
contraintes de Reynolds. NG et PAN [107] emploient le concept de viscosité turbulente de Boussinesq,
selon lequel les contraintes de Reynolds s’écrivent [81][94] :

−ûυ̂ = µt
∂ū

∂y
− ŵυ̂ = µt

∂w̄

∂y
(2.64)
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où la viscosité turbulente, µt, n’est pas une propriété du fluide, mais une fonction des conditions de
l’écoulement.

La description des contraintes turbulentes en fonction des vitesses moyennes de l’écoulement permet
d’arriver, en partant de l’équation 2.62, à une forme modifiée de l’équation de Reynolds qui s’écrit
[170] :

∂

∂x

(
h3

µkx

∂p̄

∂x

)
+

∂

∂z

(
h3

µkz

∂p̄

∂z

)
=
∂h

∂t
(2.65)

où les coefficients kx et kz dépendent dans le cas du SqF des nombres de Reynolds locaux de Poiseuille,
définis par Relx = hρV̄x/µ et Relz = hρV̄z/µ. La limite inférieure kx = kz = 12 représentant le cas d’un
écoulement laminaire, il en résulte qu’un SqF en régime turbulent génère un champ de pression plus
important et, par conséquent, des forces hydrodynamiques plus élevées [170]. L’allure des fonctions
kx et kz doit être déterminée expérimentalement. Pour des écoulements avec 2000 < Rel < 105,
CONSTANTINESCU [34] en déduit les expressions suivantes :

kx =
Re0,681lx

6, 8
kz =

Re0,681lz

6, 8
(2.66)

SAN ANDRES et VANCE [148] et KU et TICHY [78] appliquent la méthode du momentum à des
formes simplifiées de l’équation 2.63, pour tenir compte à la fois des effets d’inertie et de la turbulence
dans la modélisation du comportement d’un SqF décrivant des orbites circulaires et centrées. Les
premiers décrivent les contraintes de cisaillement au niveau des parois avec une contribution explicite
de l’inertie du fluide et utilisent une formulation hybride théorico-empirique pour la définition des
coefficients turbulents. KU et TICHY [78] emploient le modèle de turbulence k − ε pour prédire
les contraintes de Reynolds et recourent à la similarité entre les écoulement du SqF et celui entre
deux plaques stationnaires pour développer des expressions pour les débits locaux et pour les termes
inertiels. Ce qu’il faut retenir des résultats de ces deux travaux est l’amplification de la force tangentielle
engendrée par la turbulence, ce qui augmente la capacité d’amortissement du SqF par rapport à son
équivalent laminaire.

La modélisation d’amortisseurs squeeze film en régime turbulent reste un domaine très ouvert.
La définition de la transition d’écoulement laminaire à écoulement turbulent, par exemple, n’est pas
encore consensuelle [170].

2.3 Conditions aux limites

A l’exception de l’application de l’équation de Lagrange pour la prise en compte des effets d’iner-
tie du SqF, l’analyse théorique présentée jusqu’ici cherche à décrire le comportement d’une parti-
cule fluide, ce que conduit à la déduction de l’équation différentielle régissant la dynamique du film.
Bien évidemment, la résolution du problème nécessite encore la définition de conditions aux limites
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Fig. 2.2: Squeeze film ouvert et fermé

appropriées. Celles-ci sont associées à l’alimentation et à l’étanchéité de l’amortisseur et affectent
sensiblement le champ de pression qu’il génère. Ainsi, il est important d’inclure dans ce chapitre
phénoménologique les aspects concernant le traitement des conditions aux limites auxquelles le SqF
peut être soumis.

2.3.1 Etanchéité du squeeze film

Dans la configuration la plus répandue du SqF, l’huile est expulsée de la cavité annulaire qui abrite
le film par les extrémités de l’amortisseur, suite à l’action d’écrasement. Trois types de conditions aux
limites peuvent être définis pour modéliser le flux axial sortant.

SqF ouvert : Quand aucune restriction n’est imposée au flux axial sortant de l’amortisseur (figure
2.2), celui-ci est dit ouvert et une pression constante, normalement l’ambiante, est définie aux
extrémités :

p = pamb à z = ±L/2 (2.67)

SqF fermé : Il s’agit d’une approximation raisonnable quand le flux à travers les extrémités de l’amor-
tisseur est obstrué par des joints très serrés, tels que les toriques de la figure 2.2. Le SqF est
considéré dans ce cas comme parfaitement étanche et les conditions aux limites expriment ainsi
un flux axial nul au niveau des extrémités. Sachant que la mécanique de l’écoulement résulte de
l’effet de Poiseuille, ces conditions s’écrivent :

qz(z = ±L/2) = −h(θ)
3

12µ

(
∂p

∂z

)
z=±L/2

= 0 ⇒
(
∂p

∂z

)
z=±L/2

= 0 (2.68)

SqF partiellement fermé : Cette condition est la plus courante, puisque des joints sont souvent utilisés
pour réguler le débit de fuite de manière à permettre une gestion correcte du renouvellement de
l’huile [4]. La caractérisation de l’écoulement à travers les extrémités peut s’effectuer de quatre
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Fig. 2.3: Squeeze film partiellement fermé

manières différentes. La première consiste à introduire un coefficient de fuite global, Cg, qui
relie le débit total sortant du SqF à la différence de pression à l’intérieur et à l’extérieur de
l’amortisseur [88] :

− 1
12µ

∫ 2π

0
h(θ)3

(
∂p

∂z

)
z=±L/2

Rdθ = Cg [p(z = ±L/2) − pamb] (2.69)

Ce modèle est physiquement acceptable s’il existe en amont des joints, par exemple, des gorges
circonférentielles où la pression du fluide est homogène. Cette condition est illustrée dans la
figure 2.3, où l’étanchéité est réalisée par des segments. Si les gorges sont très étroites, comme
dans le deuxième schéma de la figure 2.3, les joints sont installés serrés et sont, par conséquent,
adjacents au film d’huile. Dans ce cas, le coefficient de fuite global est remplacé par son équivalent
local, Cl, et les conditions aux limites s’écrivent [149][178][88] :

qz(θ, z = ±L/2) = −h(θ)
3

12µ

(
∂p

∂z

)
z=±L/2

= Cl [p(θ, z = ±L/2) − pamb] (2.70)

MARMOL et VANCE [90] utilisent une expression similaire, mais ils définissent le coefficient de
fuite local en fonction de l’épaisseur local du film, h(θ).

Les joints pouvant être interprétés comme des obstacles qui provoquent une perte de charge
singulière lorsque traversés par un écoulement quelconque, une description plus réaliste des
conditions aux limites peut être obtenue en exprimant le débit local en fonction de la racine
carré du différentiel de pression local [29][143] :

qz(z = ±L/2) = −h(θ)
3

12µ

(
∂p

∂z

)
z=±L/2

= C̃l
√
p(θ, z = ±L/2) − pamb (2.71)

La quatrième manière de prendre en compte la restriction du flux axial aux extrémités de l’amor-
tisseur consiste à modéliser très finement à partir de l’équation de Navier-Stokes l’écoulement
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au voisinage de la discontinuité géométrique imposée par la présence des joints [184]. Bien
que précise, cette technique nécessite l’emploi de méthodes de résolution numérique, étant par
conséquent très lourde en termes de temps de calcul.

Il a été constaté expérimentalement que la restriction de l’écoulement axial par l’intermédiaire de
joints permet d’augmenter la capacité d’amortissement du SqF [72][73]. Cependant, la réduction du
débit de fuite qui en résulte intervient dans le mécanisme d’évacuation de chaleur du SqF, si bien que
la fermeture excessive des extrémités engendre un risque de réchauffement de l’huile au delà de ses
limites de tenue en température.

TICHY [178] et ARAUZ et SAN ANDRÉS [2] suggèrent la détermination du coefficient de fuite des
joints à l’aide de tests statiques, en mesurant le débit de fuite pour une pression d’alimentation fixée.
Cette estimation est toutefois très approximative, si bien que ARAUZ et SAN ANDRÉS [4] mettent
en cause la mauvaise caractérisation des joints comme l’un des facteurs prépondérants responsables
de l’écart entre leurs résultats analytiques et expérimentaux.

Récemment, CHEN et HAHN [27] ont tenté de prédire le comportement d’un SqF partiellement
étanche à l’aide d’un code de calcul commercial, le CFX4.2, dédié à la simulation de la dynamique
des fluides par la méthode des volumes finis. Les calculs ont été effectués en définissant un maillage
tridimensionnel comprenant l’espace annulaire du SqF ainsi que la géométrie de ses extrémités. Les
résultats obtenus montrent que les caractéristiques de l’amortisseur sont très sensibles à la valeur du
jeu axial Lj, indiqué dans la figure 2.3, lorsque celui-ci est du même ordre de grandeur du jeu radial
C. D’où l’importance de bien contrôler les tolérances de fabrication de l’ensemble [27].

Il est important de souligner encore que les effets d’inertie du fluide s’avèrent, d’après les résultats
expérimentaux reportés dans [73] et [89], plus importants lorsque l’amortisseur est plus étanche.

2.3.2 Système d’alimentation

Il y a des évidences expérimentales qui démontrent l’importance du rôle joué par le système d’ali-
mentation dans le comportement du SqF, et par conséquent dans la dynamique du système mécanique
qui l’incorpore [185][125][33]. L’alimentation intervient dans le développement du champ de pression
dans le film, dans la cavitation, dans la thermique du fluide et également dans les effets d’inertie
convective de l’écoulement. Il est ainsi fondamental d’estimer avec une bonne précision aussi bien la
pression que le débit ou capacité d’alimentation.

Communément, l’apport d’huile à l’amortisseur s’effectue soit par une gorge circonférentielle soit
par des points d’injection. La définition des conditions aux limites associées à ces deux configurations
est analysée ci-après.

2.3.2.1 Gorge circonférentielle

La définition classique des conditions aux limites associées à l’alimentation par une gorge cir-
conférentielle s’appuie sur l’hypothèse que la pression régnant dans cette gorge reste constante. En
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notant zg la coordonnée axiale donnant la position de la gorge, les conditions aux limites s’écrivent :

p = palim en z = zg (2.72)

où la pression palim découle du dimensionnement du système hydraulique d’alimentation du SqF.
La gorge circonférentielle sépare par conséquent l’amortisseur en deux parties qui sont supposées
fonctionner indépendamment.

En 1987, RAMLI, ROBERTS et ELLIS [127] mettent en avant une méthode d’identification des
coefficients d’amortissement et d’inertie du SqF. Leur corrélation avec les prédictions théoriques s’avère
insatisfaisante et ils soulèvent le traitement simplifié de la gorge d’alimentation comme la source
de divergence principale. Dans la même année, WALTON II, WALOWIT, ZORZI et SCHRAND
[192] observent expérimentalement que l’écoulement dans la gorge circonférentielle ne peut pas être
caractérisé par l’hypothèse de pression constante, d’autant plus que la poche de cavitation développée
dans le film peut éventuellement l’envahir.

Motivé par ces constatations expérimentales, SAN ANDRÉS [144] remet en question ce trai-
tement des conditions aux limites et propose un modèle tenant compte de l’interaction entre les
écoulements dans la gorge d’alimentation et dans les films amortisseurs adjacents. Son analyse est
basée sur une forme simplifiée de l’équation de Navier-Stokes, la pression dans la gorge étant ob-
tenue au travers d’un bilan massique à l’interface avec le film. Le système d’équations régissant le
problème est résolu pour le cas de mouvements à faible amplitude autour du centre de l’amortisseur.
Les résultats théoriques présentés dans le travail en question mettent en évidence la contribution non
négligeable de l’écoulement dans la gorge d’alimentation aux coefficients d’amortissement et d’inertie
du SqF. Les prédictions du modèle de SAN ANDRÉS sont corroborées qualitativement par les résultats
expérimentaux publiés ultérieurement [3][4]. On remarque en fait, que la gorge circonférentielle se com-
porte de manière similaire à un SqF. L’importance de sa contribution à la force hydrodynamique totale
que l’amortisseur produit s’avère dépendante notamment des rapports entre la profondeur et la lar-
geur de la gorge et le jeu radial et la longueur du SqF, respectivement. La pression d’alimentation,
auparavant considérée comme constante, se révèle être une fonction de la cinématique de l’amortisseur,
pouvant atteindre des valeurs aussi élevées que dans le film.

2.3.2.2 Points d’injection

L’introduction directe de l’huile dans le film par l’intermédiaire de points d’injection est une solu-
tion pour augmenter le potentiel d’amortissement du SqF, au détriment de la capacité d’alimentation
du système hydraulique [26][193]. En effet, la suppression de la gorge permet d’élargir la surface
d’écrasement effective de l’amortisseur, de manière à ce que le développement du champ de pression
soit moins affecté par les discontinuités géométriques imposées par le système d’alimentation.

Compte tenu de la forte influence de l’alimentation sur le comportement des amortisseurs squeeze
film, les travaux théoriques et expérimentaux à propos des systèmes ponctuels n’étant pas très nom-
breux, un chapitre de la présente dissertation y sera entièrement consacré. Par conséquent, nous nous
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limiterons dans cette analyse phénoménologique à ces deux brefs paragraphes. Les modèles et les
résultats disponibles dans la littérature seront présentés de façon détaillée ultérieurement.

2.4 Cavitation

La cavitation correspond au développement de cavités remplies de vapeur ou de gaz à l’intérieur
d’un liquide, phénomène qui est engendré par le comportement dynamique du fluide [65]. Il est im-
portant de préciser que le terme vapeur désigne ici la phase gazeuse du liquide, tandis que le mot gaz
fait allusion à un gaz non condensable tel que l’air dans l’huile. On peut distinguer trois mécanismes
pouvant provoquer l’apparition de cavités dans le film d’un SqF [65] :

Cavitation de vapeur : Ce type de cavitation a lieu lorsque la pression de l’huile devient inférieure à
sa pression de vaporisation, généralement proche du zéro absolu. Dans ce cas, le liquide subit
un effort de traction. Puisque sa tenue à ce genre de sollicitation est très faible, des bulles de
vapeur se développent vite. Le retour de ces bulles à l’état liquide est également très rapide et
l’énergie qui s’en dégage peut provoquer des dégâts considérables aux surfaces en contact avec
le film.

Cavitation gazeuse : Ce phénomène correspond à la formation de cavités gazeuses dans le film due
à l’introduction de gaz via les frontières du SqF. La phase gazeuse ne se développe que si
l’huile dépasse son seuil de saturation. Lorsque la quantité d’air qui pénètre dans le film est très
importante, le fluide amortisseur acquiert un caractère biphasique [198].

Pseudo-cavitation : Parfois confondu avec la cavitation gazeuse, ce type de cavitation est observé
lorsque la pression chute au dessous de la pression de saturation du gaz. Celui-ci, auparavant
dissous dans l’huile, est ainsi libéré et forme des bulles.

Le premier problème concernant la prise en compte de la cavitation dans la modélisation du SqF
consiste alors à déterminer par quel mécanisme se forment les cavités.

SUN et BREWE [167] répondent partiellement à cette question en calculant un temps caractéristique
de diffusion de l’air dans l’huile. Leur analyse s’appuie sur la loi d’Henry de la solubilité [70] et la
loi de Fick de l’échange massique à l’interface liquide-gaz [81]. Ce temps caractéristique se révèle être
sensiblement supérieur à l’échelle temporelle de la dynamique de rotors, ce qui indique que la forma-
tion d’un mélange air-huile ne peut résulter que de la pénétration d’air atmosphérique dans le film.
Par conséquent, la pseudo-cavitation ne semble pas être un phénomène pertinent au comportement
de l’amortisseur.

L’un des travaux les plus complets et éclaircissants sur les régimes de cavitation que l’on peut
rencontrer dans les applications du SqF a été publié par ZEIDAN et VANCE [199] en 1990. Ils ont
réussi à identifier cinq régimes de fonctionnement vis-à-vis de la formation de zones cavitantes :

i) Pas de cavitation : Lorsque le SqF subit des mouvements à faibles vitesse et excentricité, aucune
rupture du film n’est constatée. On peut atteindre également ce régime à condition de prévoir
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un certain niveau de pressurisation dans le système d’alimentation et d’empêcher l’entrée d’air
par les extrémités de l’amortisseur. Ce régime est décrit par la condition de cavitation proposée
par Sommerfeld en 1904 (conf. [36]) et qui porte par conséquent son nom.

ii) Cavitation gazeuse émergente : Il s’agit d’un régime de transition lors de la montée en vitesse du
rotor. Lorsqu’une partie du champ de pression devient inférieure à la pression ambiante, de l’air
est aspiré et pénètre dans le film. On constate que les bulles d’air suivent le mouvement du
champ de pression sans jamais intervenir dans la partie sur-ambiante (p > pamb) du cycle.

iii) Fluide amortisseur biphasique : Quand la partie sous-ambiante (p < pamb) du champ de pression
est très étendue, une quantité importante d’air peut être absorbée par le film, principalement
dans le cas d’amortisseurs à extrémités ouvertes. Les bulles d’air ainsi formées résistent dans la
portion sur-ambiante du cycle, et se rassemblent dans la partie sous-ambiante pour former des
cavités plus volumineuses. Ce régime de cavitation se caractérise par le fonctionnement du SqF
avec un fluide biphasique. La présence d’air dans la partie sur-ambiante du champ de pression
provoque une réduction des forces hydrodynamiques générées et peut, par conséquent, pénaliser
la performance de l’amortisseur.

iv) Cavitation de vapeur : Ce mode de cavitation peut être observé pourvu que le SqF soit pressurisé
au travers de son système d’alimentation et que ses extrémités soient très étanches. Ces mesures
permettent à l’huile d’atteindre des pressions inférieures à sa pression de vaporisation, pvap,
tout en empêchant la pénétration d’air. Les bulles de vapeur qui se développent dans la partie
cavitante (p < pvap) du cycle s’effondrent très rapidement lorsque la pression s’accrôıt. Ces
micros explosions peuvent endommager sérieusement les surfaces métalliques délimitant le film
d’huile [18].

v) Cavitations de vapeur et gazeuse : La cavitation gazeuse peut venir perturber le régime précédent
au cas où la vitesse du rotor soit augmentée ou la pressurisation du SqF réduite. Une entrée d’air
est alors permise, si bien que les deux régimes de cavitation coexistent. La pénétration continue
d’air dans le film conduit à une chute de l’amplitude des portions sur-ambiante et sous-ambiante
du champ de pression, pouvant éventuellement éliminer complètement la cavitation de vapeur
et ainsi réduire les dégâts qu’elle occasionne [198].

Le type de cavitation le plus susceptible d’avoir lieu dépend ainsi de la cinématique du SqF, de
son niveau de pressurisation et de ses conditions d’étanchéité. Bien entendu, cela dépend également
de la qualité de l’huile qui est introduite dans l’amortisseur. Il est fort possible, pour des questions de
simplicité et d’encombrement, que les circuits hydrauliques de lubrification des roulements du rotor et
d’alimentation du SqF possèdent des parties communes. Sachant que l’huile destinée à la lubrification
est normalement récupérée avec un taux d’air assez important, le fonctionnement de l’amortisseur
avec un fluide biphasique peut découler de l’injection directe d’un mélange air-huile par le système
d’alimentation. La figure 2.4 résume de manière schématique les types de cavitation observés dans les
amortisseurs squeeze film.

Il convient de citer encore la contribution de WALTON II, WALOWIT, ZORZI et SCHRAND
[192] à la compréhension de la cavitation dans les amortisseurs squeeze film. Leur travail expérimental
a permis de mettre en évidence la forte influence du système d’alimentation sur la forme et l’étendue
de la poche de cavitation. Ils ont constaté en outre, que le phénomène est sensiblement plus complexe
lorsque l’apport d’huile au film s’effectue par des points d’injection.
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Fig. 2.4: Schématisation des types de cavitation

Dans ce qui suit, nous présentons une synthèse des principaux modèles existants pour le traitement
indépendant des cavitations de vapeur et gazeuse.

2.4.1 Cavitation de vapeur

La majorité des modèles proposés pour prendre en compte la cavitation de vapeur dans l’amor-
tisseur squeeze film correspond à une extension de l’analyse de ce phénomène pour des paliers hydro-
dynamiques stationnaires. Classiquement, la problématique de ces derniers concerne le calcul de la
position d’équilibre du rotor à sa vitesse d’opération. Il s’agit ainsi d’un calcul beaucoup plus simple
que la simulation de la dynamique d’un SqF, si bien que l’utilisation de modèles de cavitation plus
sophistiqués [36][155], et par conséquent plus coûteux au niveau temporel, peut être envisagée.

En supposant que l’échelle temporelle caractéristique de la vaporisation de l’huile est sensiblement
plus faible que celle associée à la dynamique du rotor, on peut négliger tous les phénomènes de
développement/coalescence des bulles et traiter le problème de formation de la poche de cavitation
comme un phénomène quasi-statique du point de vue hydrodynamique [167]. Deux conditions de
cavitation classiques s’appuient sur cette hypothèse : celle de Gumbel et celle de Swift-Stieber, dite
aussi de Reynolds. Il est très difficile de remonter aux travaux originaux, qui datent du début du
vingtième siècle, dont découlent ces conditions.

D’après COYNE et ELROD [36], la condition de Gumbel a été proposée en 1914 et stipule que
l’huile cavite lorsque sa pression devient négative, définition souvent utilisée par d’autres chercheurs.
Il est important de remarquer que cette définition prend comme référence la pression ambiante et non
le zéro absolu, comme le souligne PAN [112]. Une définition plus rigoureuse serait donc :



38 Chapitre 2. Phénoménologie et modélisation du squeeze film

p = pamb lorsque p < pamb (2.73)

ETSION propose dans la discussion de l’article de PAN [112] une modification de la condition de
Gumbel pour tenir compte du développement de cavités à pression sous-ambiante :

p = pvap lorsque p < pvap (2.74)

La pression de vaporisation des huiles minérales étant sensiblement plus faible que la pression
atmosphérique, une valeur nulle y est souvent attribuée afin de simplifier les algorithmes de calcul des
forces hydrodynamiques. D’où une certaine confusion parfois dans la définition correcte de la condition
de cavitation employée, si celle de Gumbel ou celle de Gumbel modifiée. REZVANI et HAHN [133]
obtiennent une corrélation plus favorable entre les simulations et des résultats expérimentaux, en
utilisant la condition de cavitation de Gumbel modifiée au lieu de la condition de Gumbel classique.

En 1932 et 1933, SWIFT et STIEBER, indépendamment, proposent en s’appuyant sur des faux
arguments de continuité et de stabilité la condition de cavitation suivante (conf. [155]) :

p = pvap lorsque p < pvap

(
∂p

∂n

)
rupture

= 0
(2.75)

où n indique la direction normale à l’interface liquide/vapeur. Bien que développée à partir d’une
argumentation défaillante, FLOBERG démontre en 1957 que cette condition de cavitation est en effet
acceptable pour le cas de paliers hydrodynamiques très chargés.

Le traitement de la cavitation suivant la condition de Swift-Stieber rend la résolution de l’équation
régissant le champ de pression du SqF encore plus compliquée, car il s’agit d’un problème aux
frontières libres. PAN [112] et PAN et IBRAHIM [114] réussissent à obtenir des solutions analy-
tiques approchées pour le cas d’un palier court décrivant des orbites circulaires et centrées. En
considérant ce même type d’orbite, JUNG et VANCE [74] utilisent l’approximation palier long et
une technique de superposition pour prendre en compte les effets d’inertie du fluide dans leur modèle.
Numériquement, l’implémentation de la condition de Swift-Stieber peut être accomplie au travers
de techniques itératives. Dans la méthode de la colonne [20], dite également de Christopherson, les
pressions inférieures à pvap sont remises à pvap pour chaque itération du processus Gauss-Seidel. L’al-
gorithme de Murty, lequel est décrit dans la référence [10], s’appuie sur une démarche similaire, mais
il est mieux adapté pour l’application de techniques implicites de résolution de systèmes d’équations
algébriques.

Les conditions de Gumbel et de Gumbel modifiée traitent la cavitation de manière extrêmement
simplifiée et négligent tous les phénomènes locaux à l’interface liquide/vapeur. La condition de Swift-
Stieber apporte une amélioration, car elle s’avère satisfaisante pour décrire la condition de rupture
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Fig. 2.5: Modèles de cavitation de vapeur

du film d’huile, cependant pas sa réformation. Ces modèles de cavitation, illustrés dans la figure 2.5,
enfreignent ainsi le principe de conservation de la masse et sont, par conséquent, inadéquats pour
décrire rigoureusement l’écoulement à l’interface liquide/vapeur.

Le manque d’un critère permettant de déterminer la position de réformation du film a été comblé
grâce aux études de JAKOBSSON et FLOBERG en 1957, et OLSSON en 1965 (conf. [50]), qui ont
abouti au modèle appelé JFO. La conservation de la masse est assurée en imposant les conditions
suivantes [50] :

p = pvap

(
∂p

∂n

)
= 0 à la rupture du film

h2

12µ
∂p

∂n
=
Vn
2

(
1 − ρ

ρc

)
à la réformation du film

(2.76)

où Vn est la composante normale de la vitesse du fluide par rapport à l’interface liquide/vapeur et ρc
la masse volumique de l’huile dans l’état liquide à la pression de vaporisation. La poche de cavitation
étant remplie par un mélange vapeur-liquide, la masse volumique de l’huile, ρ, dans cette zone est
inférieure à ρc.

D’un point de vue pratique, la condition de cavitation de JFO a été considérée dans un premier
temps comme inexploitable, parce que très complexe. Afin de rendre l’application de telle condition
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envisageable, ELROD [50] propose en 1981 un algorithme relativement simple. Son idée a été de décrire
tout le film, cavité ou non, avec une seule expression. Pour ce faire, il introduit un facteur de compres-
sibilité ainsi qu’un indice de cavitation et réécrit le problème en fonction du rapport ρ/ρc. Au lieu de
traiter la cavitation comme un phénomène quasi-statique en termes hydrodynamiques, l’application
de la condition de JFO requiert le calcul de l’évolution temporelle de la poche de cavitation. ELROD
[50] teste son algorithme pour des calculs de paliers hydrodynamiques stationnaires, la première ap-
plication à des problèmes dynamiques étant réalisée par BREWE [18]. L’algorithme d’ELROD est
perfectionné une décennie plus tard par PAYVAR et SALANT [117], pour éviter des problèmes de
convergence liés à la discrétisation de la surface du film fluide.

L’équation décrivant la condition de réformation du film découle de l’hypothèse qu’une partie de
l’huile reste dans l’état liquide et est transportée sous la forme de stries à travers la zone cavitante grâce
à un effet de Couette. Or dans le cas d’un amortisseur squeeze film, l’écoulement résulte d’un effet de
Poiseuille, comme souligné au début de ce chapitre. PAN [113] généralise la théorie de JAKOBSSON,
FLOBERG et OLSSON pour prendre en compte les situations où le transfert de masse par l’interface
liquide/vapeur n’est pas induit par l’effet Couette.

KUMAR et BOOKER [79][80] publient en 1991 une version éléments finis de l’algorithme d’ELROD
[50], modifié pour pouvoir simuler la condition de cavitation de JFO dans sa forme généralisée exprimée
par PAN [113]. Plus récemment, BONNEAU, GUINES, FRÊNE et TOPLOSKY [10] et OPTASANU
et BONNEAU [110] proposent une méthode de résolution par éléments finis plus efficace, grâce à un
traitement simplifié de la condition de réformation du film, basé sur la définition d’un paramètre de
vitesse de la frontière de la zone cavitante.

Le choix de la condition de cavitation de vapeur devant être employée dans la modélisation du
comportement du SqF reflète le compromis souhaité entre précision et temps de calcul. En dépit
du développement de modèles de cavitation plus réalistes et de l’évolution considérable des moyens
de calcul, les conditions de Gumbel et de Gumbel modifiée sont encore les plus utilisées lors de la
simulation de la dynamique de rotors, surtout pour la réalisation d’études paramétriques.

2.4.2 Cavitation Gazeuse

Comme observé précédemment, la cavitation dite gazeuse correspond à l’apparition de bulles en-
gendrée par la pénétration d’air dans le film d’huile. Lorsque la quantité d’air est assez importante, le
fluide amortisseur devient un mélange biphasique air-huile. Bien que non nocif aux surfaces métalliques,
ce type de cavitation peut provoquer une chute de performance du SqF, dont la capacité d’amortisse-
ment peut décrôıtre selon le taux d’air du mélange [40].

La première difficulté concernant la modélisation de la cavitation gazeuse consiste à déterminer
la fraction d’air dans le film d’huile, ce qui est d’autant plus problématique qu’une quantité d’air
considérable peut être directement introduite par le circuit hydraulique d’alimentation. DIAZ et SAN
ANDRÉS [41] propose l’estimation de la quantité d’air emprisonnée dans le film à partir d’un bilan
massique. Leur formule explicite la dépendance de la cavitation gazeuse vis-à-vis de la capacité d’ali-
mentation, de l’excentricité et de la vitesse de précession de l’amortisseur. L’accord entre les résultats
théoriques et expérimentaux s’avère satisfaisant [41].
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Une fois déterminée la fraction d’air dans l’huile, deux stratégies peuvent être adoptées pour le
calcul du champ de pression du SqF. La première s’appuie sur l’hypothèse que le fluide se comporte
comme un mélange homogène, avec des propriétés physiques spécifiques. Dans ce cas, l’équation de
Reynolds pour un fluide compressible peut être utilisée pour décrire la pression générée dans le film, à
condition que les bulles soient suffisamment petites pour ne pas provoquer des flux parasites dans la
direction de l’épaisseur du film [163]. L’équation de Reynolds pour un mélange homogène compressible
est identique à l’expression 2.24 présentée au début du chapitre, sauf qu’elle s’écrit en fonction de la
viscosité et de la masse volumique du mélange et non de l’huile :

∂

∂x

(
ρmh

3

µm

∂p

∂x

)
+

∂

∂z

(
ρmh

3

µm

∂p

∂z

)
= 12

∂(ρmh)
∂t

(2.77)

où les propriétés du mélange µm et ρm sont fonctions de la pression et de la quantité d’air dans le film.
La précision du calcul basé sur l’équation ci-dessus possède une forte dépendance vis-à-vis des modèles
qui fournissent la viscosité et la masse volumique du mélange air-huile à partir de la pression et de
sa fraction d’air. ZEIDAN et VANCE [200] décrivent une procédure pour déterminer des lois semi-
empiriques pour la masse volumique du fluide biphasique en fonction de la pression. Quant aux modèles
de viscosité [51][120], dont les plus connus sont ceux d’Einsten, de Taylor, de Hayward et d’Isbin, ils
donnent des résultats différents, voire parfois contradictoires [120]. La difficulté de déterminer de
manière précise la viscosité d’un mélange air-huile réside dans le fait que ce paramètre n’est pas une
propriété du matériau, mais dépend de la dynamique du fluide [172].

FENG et HAHN [51] comparent les modèles de viscosité d’Isbin et de Hayward en simulant la
réponse au balourd d’un rotor rigide. A la lumière de leurs résultats expérimentaux, ils concluent
que la relation proposée par Hayward est la plus adéquate, sans toutefois préciser le taux d’air du
fluide amortisseur qu’ils utilisent. Il est intéressant de remarquer que ce modèle prédit une viscosité
plus élevée pour le mélange air-huile que pour l’huile pure, ce qui conduit à une augmentation de
l’amortissement du SqF. ZEIDAN et VANCE [200] confirment expérimentalement ce résultat pour un
mélange ayant un taux d’air de 6%. Ils soulignent, toutefois, que pour des fluides biphasiques avec
un taux d’air beaucoup plus important la viscosité devrait décrôıtre. En outre, ils démontrent que les
effets de compressibilité deviennent dominant sur les effets visqueux lorsque le taux d’air dépasse un
certain seuil, ce qui provoque une chute du niveau de pression dans le film par rapport à un fluide
incompressible.

Afin de ne pas avoir à aborder le problème concernant le choix du meilleur modèle de viscosité,
CHAMNIPRASART, AL-SHARIF, RAJAGOPAL et SZERI [21] utilisent la stratégie de traiter le
fluide biphasique comme un mélange binaire non homogène, c’est à dire, en admettant que les vitesses
de l’air et de l’huile sont différentes. Ils parviennent à obtenir, au travers d’une analyse théorique très
complexe, deux équations différentielles partielles dans les masses volumiques de l’air et de l’huile qui
régissent le problème hydrodynamique.

Récemment, TAO, DIAZ, SAN ANDRÉS et RAJAGOPAL [172] ont repris l’optique de considérer
le mélange air-huile comme homogène. En partant des équations de la continuité et du mouvement
pour chaque composant du mélange et en utilisant le modèle de viscosité de Taylor, ils sont arrivés
à une forme de l’équation de Reynolds très similaire à celle présentée ci-dessus. La corrélation entre
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leurs résultats théoriques et expérimentaux s’avère moyenne.

Malgré le grand nombre de travaux théoriques et expérimentaux consacrés au problème de la cavi-
tation gazeuse, la caractérisation de la performance d’un SqF fonctionnant avec un fluide biphasique
reste un domaine très ouvert. De nos jours, le dimensionnement fiable d’un amortisseur susceptible
de subir ce genre de cavitation doit s’appuyer sur des techniques d’identification expérimentale, telles
que celle proposée par DIAZ et SAN ANDRÉS [39].

2.5 Effets thermiques

L’hypothèse d’isoviscosité faite au début de ce chapitre nous a permis de décrire le comportement du
SqF, indépendamment des équations fondamentales de la thermodynamique. L’intérêt principal de la
prise en compte des effets thermiques est de faire intervenir dans le calcul des forces hydrodynamiques
le champ de viscosité du fluide amortisseur. Les fondements théoriques qui aboutissent à l’équation de
l’énergie [57] sont connus et relativement bien mâıtrisés dans la plupart des cas. En supposant que le
coefficient de convection, k, et la chaleur spécifique, Cp, de l’huile sont constants, pour un film fluide
incompressible cette équation s’écrit [116] :

ρCp
DT

Dt
= k∇2T + Φd (2.78)

où,

Φd = µ

[(
∂u

∂y

)2

+
(
∂w

∂y

)2
]

: terme de source de chaleur due à la dissipation visqueuse.

L’équation ci-dessus exprime un bilan énergétique local, pour une particule fluide et permet de
calculer la température en tout point du fluide. Son couplage avec l’équation régissant le champ de
pression du film est courant dans l’analyse de paliers hydrodynamiques stationnaires, dans laquelle
le premier membre de l’équation 2.78 est négligé [53]. La résolution du problème couplé requiert
un processus itératif qui élève sensiblement le coût temporel du calcul. Ce coût peut être réduit en
considérant des temps caractéristiques différents pour le comportement thermique du film et de la
structure [116]. Il reste toutefois très important principalement dans le cadre d’analyses dynamiques.

Le coût et la complexité du calcul thermique justifient en partie l’adoption de l’hypothèse de
viscosité constante lors de la modélisation du SqF. TICHY et SMITH [182] démontrent que l’utilisation
d’une viscosité constante selon l’épaisseur du film (direction radiale) est raisonnable si le produit
des gradients de viscosité et de vitesse dans cette direction est beaucoup plus faible que le terme
visqueux de l’équation du mouvement. En outre, on peut supposer que la viscosité ne varie pas
considérablement dans les directions axiale et circonférentielle, à condition que le débit d’alimentation
soit assez important pour éviter un réchauffement sensible du fluide entre son entrée et sa sortie
du SqF. Dans ce cas, une viscosité moyenne fonction des conditions d’opération du rotor peut être
déterminée itérativement au travers d’un bilan énergétique sur un volume de contrôle englobant le
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film d’huile [170]. Par contre, si l’écart entre les températures d’entrée et de sortie est important, cette
approche peut introduire des erreurs considérables dans l’estimation des forces hydrodynamiques [2].

2.6 Intéraction avec les frontières solides

Les frontières solides délimitant le squeeze film sont communément considérées comme parfaitement
rigides. En outre, la possibilité d’un éventuel contact solide est écarté par la singularité des forces
hydrodynamiques, qui tendent vers l’infini lorsque la surface intérieure de l’amortisseur s’approche de
la paroi extérieure.

Cependant, dans les problèmes de contact lubrifié, la valeur du jeu entre les surfaces est très faible,
de l’ordre du micron, si bien que les pressions générées dans le film d’huile sont très importantes. Ce
haut niveau de pression engendre d’une part une déformation élastique des corps en contact, et d’autre
part un changement de viscosité par effet piézovisqueux. Ce comportement caractérise le régime de
lubrification dit élastohydrodynamique, typique dans les engrenages par exemple.

Bien que ce régime ne sois pas commun dans les applications du SqF en machines tournantes telles
que les moteurs à réaction et les compresseurs, où les jeux radiaux sont de l’ordre du dixième de
millimètre, les effets piézovisqueux et la déformation élastique des pistes jouent un rôle effectif dans
les problèmes de transmission par bielle [110]. Dans ces cas, la viscosité de l’huile peut être calculée
par l’expression de Weibull [170] :

µ = µ0e
αp (2.79)

où µ0 et α sont des propriétés de l’huile. Outre la complexité introduite par la dépendance de la
viscosité par rapport à la pression, la résolution du problème nécessite également la modélisation
structurale des pistes du SqF et leur couplage avec le problème hydrodynamique.

Il existe des situations dans lesquelles l’interaction du SqF avec les frontières solides peut concerner
uniquement la déformabilité de celles-ci, les effets piézovisqueux restant négligeables. Il est le cas
lorsque le matériau de ces frontières est très souple, comme pour des joints. L’utilisation d’un modèle
élastique ou viscoélastique pour le solide peut alors être envisagée [196]. Même dans les cas où les
frontières peuvent être considérées comme localement indéformables, la prise en compte de la souplesse
globale des pièces mécaniques, telles que les roulements d’une machine tournante, peut aboutir à des
résultats différents de ceux obtenus en négligeant l’interaction entre le SqF et la structure environnante
[16].

La modélisation d’un contact éventuel entre les pistes délimitant le film est particulièrement im-
portante dans les problèmes de vibration d’échangeurs de chaleur, du fait de la faible viscosité de
l’eau, qui joue le rôle du fluide amortisseur [210]. Un contact entre les pistes du SqF est également
observé dans la phase de démarrage de machines tournants si des rétenteurs ne sont pas employés
pour compenser la pesanteur du système [133]. Le traitement numérique du problème nécessite alors
la superposition de deux non linéarités : celle du SqF et celle associée au contact [210].
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2.7 Forces hydrodynamiques

Après la détermination du champ de pression dans le film d’huile, les forces hydrodynamiques
sont obtenues en l’intégrant sur la surface de l’amortisseur. Ces forces sont ensuite reportées dans
le calcul du système mécanique incorporant le SqF, faisant ainsi l’interface entre la description du
comportement de l’amortisseur et la simulation de la dynamique du rotor.

Si le champ de pression est décrit analytiquement, les forces hydrodynamiques dans le système de
repérage local, (~r,~t) (voir figure 2.1), sont données par :

fr =
∫
Ωl
p(θ, z) cos θdΩl

ft =
∫
Ωl
p(θ, z) sin θdΩl

(2.80)

où Ωl représente la zone non cavitée du film d’huile.

Lorsque le champ de pression est discrétisé suite à l’utilisation de méthodes numériques de résolution,
les forces hydrodynamiques peuvent être calculées par la règle du trapèze :

fr =
∑N

i=1

∑M
j=1 pi,j cos θjR(∆θ)j(∆z)i

ft =
∑N

i=1

∑M
j=1 pi,j sin θjR(∆θ)j(∆z)i

(2.81)

où,

N , M : nombre de noeuds du maillage dans les directions axiale et circonférentielle;

(∆z)i, (∆θ)j : incréments spatiaux de discrétisation dans les directions axiale et circonférentielle;

θj : coordonnée circonférentielle discrétisée.

Il est intéressant de souligner que, pour un SqF décrivant des orbites à peu près circulaires
et centrées, les composantes radiale et tangentielle de la force hydrodynamique totale ont une in-
terprétation physique importante. La vitesse radiale du SqF étant presque nulle, la force tangentielle
est la seule responsable par la dissipation d’énergie engendrée par l’amortisseur. La force radiale ne
correspond dans ce cas qu’à une raideur dynamique.

Les forces dans le système de repérage global, ( ~X, ~Y ), généralement utilisé comme référence pour
la construction du modèle du système mécanique, s’écrivent à partir de l’angle de précession φ :

fX = fr cosφ− ft sinφ
fY = fr sinφ+ ft cosφ

(2.82)
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L’équation de Reynolds étant corroborée par des résultats expérimentaux pour quelques configu-
rations et conditions d’opération du SqF [185][125][133], on l’utilise encore souvent pour décrire le
champ de pression dans le film, malgré les formulations supplémentaires développées pour prendre en
compte différents phénomènes pouvant intervenir dans le comportement du fluide. Nous jugeons ainsi
pertinent d’exposer dans ce mémoire les techniques les plus répandues de résolution de cette équation,
ce qui est fait dans ce qui suit.

2.8 Techniques de résolution de l’équation de Reynolds

2.8.1 Approximation palier court

Dans le cas d’un SqF à extrémités ouvertes, il est possible de démontrer, au travers d’une analyse
dimensionnelle [170], que le gradient de pression circonférentielle peut être négligé devant le gradient
de pression axial lorsque L/2R → 0, d’où la désignation ”palier court” pour cette approximation.
L’équation de Reynolds devient donc :

∂

∂z

(
ρh3

µ

∂p

∂z

)
= 12

∂(ρh)
∂t

(2.83)

Sous l’hypothèse de fluide incompressible et isovisqueux, l’intégration de l’équation 2.83, avec les
conditions aux limites P = 0 en z = ±L/2, donne :

pc =
6µ
h3

(
z2 − L2

4

)
(eφ̇ sin θ + ė cos θ) (2.84)

L’approximation palier court est considérée comme valable pour des rapports L/2R inférieurs à
0, 25 [170]. Il est important de remarquer que cette approximation ne permet d’imposer d’aucune
condition aux limites en pression dans la direction circonférentielle.

Des méthodes d’intégration numérique assez simples [164] peuvent être employées pour appro-
cher les intégrales 2.80. Le calcul des forces hydrodynamiques peut toutefois être accompli de façon
analytique, grâce au tableau d’intégrales de Booker [12], qui permet d’évaluer des intégrales du type :

I lmn =
∫ θ2

θ1

sinl θ cosm θ
(1 + ε cos θ)n

dθ (2.85)

où θ1 et θ2 délimitent la zone non cavitée du film d’huile. Lorsque la condition de cavitation de Gumbel
est utilisée, ces angles correspondent aux racines de l’équation 2.84. Si l’on emploie la condition de
cavitation de Reynolds, θ2 est obtenu en imposant ∂P/∂θ = 0.
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L’intégration de l’expression 2.84 selon z permet d’écrire les forces radiale et tangentielle sous les
formes :

fr = −µRL
3

C3

(
I02
3 ė+ I11

3 eφ̇
)

ft = −µRL
3

C3

(
I11
3 ė+ I20

3 eφ̇
) (2.86)

On obtient alors à l’aide du tableau d’intégrales de Booker [60] :

fr = −βt
(
µRL3

C3

π(1 + 2ε2)
2(1 − ε2)5/2

)
ė− βr

(
µRL3

C3

2ε
(1 − ε2)2

)
eφ̇

ft = −βr
(
µRL3

C3

2ε
(1 − ε2)2

)
ė− βt

(
µRL3

C3

π

2(1 − ε2)3/2

)
eφ̇

(2.87)

Les expressions ci-dessus sont connues comme l’approximation d’Ocvirk, et les coefficients βr et βt
sont fonctions du modèle de cavitation utilisé. Si l’on considère qu’il n’y a pas de rupture dans le film
(condition de Sommerfeld), on a θ1 = 0 et θ2 = 2π, et par conséquent, βr = 0 et βt = 2. En supposant
que l’amortisseur décrive des orbites presque circulaires et centrées, on constate que la condition de
Gumbel fournit comme seuils de cavitation θ1 ≈ π et θ2 ≈ 2π, ce qui correspond au modèle dit π-film.
Dans ce cas, on arrive à βr = 1 et βt = 1.

Il convient de souligner que la condition de Sommerfeld est considérée comme raisonnable à condi-
tion que le SqF soit faiblement chargé et que son système d’alimentation le pressurise suffisamment
de manière à éviter une rupture du film [123][124]. Quant au modèle π-film, il est important de faire
remarquer que des orbites circulaires et centrées sont observées pour des rotors verticaux ainsi que
pour des machines horizontales dont la position d’équilibre statique est également centrée [60][174].

2.8.2 Approximation palier long

Si le rapport L/2R d’un SqF à extrémités ouvertes tend vers l’infini au lieu d’approcher zéro
comme précédemment, c’est le gradient de pression axiale qui devient négligeable devant le gradient
de pression circonférentiel, ce qui conduit à :
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∂x

(
ρh3
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∂x

)
= 12

∂(ρh)
∂t

(2.88)

Pour un fluide incompressible et isovisqueux, l’intégration de l’équation 2.88, soumise à la condition
de périodicité du champ de pression, laquelle peut s’écrire de manière générale (P )θ=±π = 0, fournit :
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pl =
(

6µR2

C3

)([
1

ε(1 + ε)2
− 1
ε(1 − ε cos θ)2

]
ė−

[
2 sin θ(2 − ε cos θ)

(2 + ε2)(1 − ε cos θ)2

]
eφ̇

)
(2.89)

L’approximation palier long est raisonnable pour L/2R > 2 [170]. Elle est également correcte,
quelle que soit la valeur de ce rapport, pour des amortisseurs quasiment fermés [178]. Ce cas de figure
est observé lorsque l’on installe des joints aux extrémités du SqF, de façon à contraindre le fluide
à s’écouler circonférentiellement. L’utilisation de l’approximation palier long ne permet pas que des
conditions aux limites en pression dans la direction axiale soient définies.

A l’aide du tableau d’intégrales de Booker, les forces générées par le SqF avec l’approximation
palier long s’écrivent [60] :

fr = −βt
(
µLR3

C3
6π

(1−ε2)3/2

)
ė− βr

(
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24ε
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)
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ft = −βr
(
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)
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12π
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)
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(2.90)

où βr = βs = 1 pour le modèle π-film et βr = 0, βs = 2 pour la condition de cavitation Sommerfeld.

2.8.3 Méthode des différences finies

La méthode des différences finies s’applique à partir de la discrétisation du film, en éléments
rectangulaires par exemple, comme le montre la figure 2.6. Les expressions des dérivées d’ordre n de
la pression par rapport aux coordonnées spatiales sont obtenues en effectuant un développement de
Taylor à l’ordre n au voisinage du point (i, j). Pour un schéma d’ordre n = 2, on obtient :

∂pi,j
∂θ

=
pi,j+1 − pi,j−1

∆θ1 + ∆θ2

∂2pi,j
∂θ2

=
2pi,j+1

∆θ1(∆θ1 + ∆θ2)
− 2pi,j

∆θ1∆θ2
+

2pi,j−1

∆θ2(∆θ1 + ∆θ2)

∂pi,j
∂z

=
pi+1,j − pi−1,j

∆z1 + ∆z2

∂2pi,j
∂z2

=
2pi+1,j

∆z1(∆z1 + ∆z2)
− 2pi,j

∆z1∆z2
+

2pi−1,j

∆z2(∆z1 + ∆z2)
(2.91)

On retrouve les expressions classiques des différences finies centrées du deuxième ordre pour un
maillage régulier, en imposant ∆z1 = ∆z2 et ∆θ1 = ∆θ1 :

∂pi,j
∂θ

=
pi,j+1 − pi,j−1

2∆θ
∂2pi,j
∂θ2

=
pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1

∆θ2

∂pi,j
∂z

=
pi+1,j − pi−1,j

2∆z
∂2pi,j
∂z2

=
pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j

∆z2

(2.92)
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z

Fig. 2.6: Schéma aux différences finies

Avant de remplacer les différences finies dans l’équation de Reynolds, 2.24, cette dernière est
réécrite en tenant compte de l’expression de l’épaisseur du film, équation 2.25, et de l’hypothèse
d’incompressibilité :

−3h2e sin θ
12R2µ

∂p

∂θ
+

h3

12R2µ

∂2p

∂θ2
+

h3

12µ
∂2p

∂z2
= ė cos θ + eφ̇ sin θ (2.93)

En introduisant les expressions 2.91, ou 2.92, dans l’équation ci-dessus, on arrive à :

α1pi,j + α2pi,j+1 + α3pi,j−1 + α4pi+1,j + α5pi−1,j = β (2.94)

où les coefficients α1, ..., α5, β sont explicités dans le tableau 2.1.

L’évaluation de ces coefficients aux points intérieurs du maillage fournit un système d’équations
algébriques qui peut s’écrire sous la forme générale :

[K]{p} = {β} (2.95)

où [K] est la matrice de fluidité. Afin de compléter le système ci-dessus, des conditions aux limites
doivent être définies pour les points axiaux extrêmes du maillage, p1,j et pN,j, j = 1, ...,M . Selon la
discussion précédente sur l’étanchéité du SqF, lorsque les extrémités de l’amortisseur sont ouvertes,
on impose les conditions aux limites essentielles suivantes :

p1,j = pgext où pgext est la pression extérieure à l’extrémité gauche du SqF
pN,j = pdext où pdext est la pression extérieure à l’extrémité droite du SqF

(2.96)
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maillage irrégulier maillage régulier

α1 −h
3

6µ

(
1

R2∆θ1∆θ2
+

1
∆z1∆z2

)
−h

3

6µ

(
1

R2∆θ2
+

1
∆z2

)
α2

1
12R2µ

(
−3h2e sin θ
∆θ1 + ∆θ2

+
2h3

∆θ1(∆θ1 + ∆θ2)

)
1

12R2µ

(
−3h2e sin θ

2∆θ
+

h3

∆θ2

)
α3

1
12R2µ

(
3h2e sin θ
∆θ1 + ∆θ2

+
2h3

∆θ2(∆θ1 + ∆θ2)

)
1

12R2µ

(
3h2e sin θ

2∆θ
+

h3

∆θ2

)
α4

h3

6µ
1

∆z1(∆z1 + ∆z2)
h3

12µ∆z2

α5
h3

6µ
1

∆z2(∆z1 + ∆z2)
h3

12µ∆z2

β ė cos θ + eφ̇ sin θ ė cos θ + eφ̇ sin θ

Tab. 2.1: Coefficients de l’expression 2.94

Des conditions aux limites naturelles sont prises en compte au travers de l’utilisation d’un schéma aux
différences finies d’ordre 1 à gauche à l’extrémité droite et à droite à l’extrémité gauche du SqF. Pour
un maillage rectangulaire les conditions aux limites s’écrivent :

−
h3
j

12µ
p1,j − p2,j

∆z
= qg

−
h3
j

12µ
pN,j − pN−1,j

∆z
= qd

(2.97)

où qg et qd sont les flux linéiques sortant respectivement par les extrémités gauche et droite de l’amor-
tisseur. On remarque que si le SqF est étanche, qg et qd sont nuls et par conséquent p1,j = p2,j et
pN,j = pN−1,j.

Il convient de souligner encore que la géométrie cylindrique du SqF impose une condition de
périodicité sur la variable θ. Ce fait doit être pris en compte lors de la définition de la matrice de
fluidité de l’équation 2.95.

La résolution du système d’équations composé par 2.95, 2.96 et 2.97 peut s’effectuer soit par
des méthodes itératives soit par des méthodes directes. Ces dernières, basées sur l’inversion de [K],
permettent un calcul plus rapide, mais requièrent toutefois plus de mémoire.

2.8.4 Méthode des éléments finis

Pour un fluide incompressible, la méthode des éléments finis s’appuie sur une approche variation-
nelle qui consiste à minimiser la fonctionnelle suivante [128] :
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Φ{p} =
∫

Ω
−
[
−
(
h3

12µ
∇p
)
· ∇p− 2

∂h

∂t
p

]
dΩ + 2

∫
Γn

qpdΓn (2.98)

où Ω correspond à un domaine borné, délimité par la frontière Γ et défini dans un espace euclidien
bidimensionnel, et q est le flux linéaire normal à Γn, le segment de la frontière soumis à des conditions
aux limites naturelles.

La méthode des éléments finis équivaut essentiellement à l’application de la méthode de Rayleigh-
Ritz [56] à N sous-domaines Ωe, obtenus à partir de la discrétisation du domaine Ω. Le champ de
pression à l’intérieur de chaque sous-domaine, dit élément, est supposé décrit par l’interpolation d’un
nombre fini J de valeurs de pression dans le sous-domaine. La distribution de pression dans un élément
quelconque E s’écrit ainsi :

pE(x, z) = {f(x, z)}{pi} et

{
∂pE
∂x

,
∂pE
∂z

}t
= [g(x, z)]{pi} =



∂f

∂x
∂f

∂z


 (2.99)

où {pi}J×1 est le vecteur des pressions nodales de l’élément et {f(x, z)}1×J le vecteur des fonctions
d’interpolation, lesquelles doivent satisfaire notamment les critères suivants [56][128] :

– continuité inter-éléments, pour que le champ de pression soit continu sur tout le domaine;

– complétude, afin de permettre l’évaluation des états de pression constante;

– différentiabilité.

En étendant le vecteur {f(x, z)} avec des zéros de façon à ce que les seules valeurs non nulles soient
celles associées aux noeuds de l’élément E , on définit un nouveau vecteur {F (x, z)} tel que :

pE(x, z) = {F (x, z)}{Pi} et

{
∂pE
∂x

,
∂pE
∂z

}t
= [G(x, z)]{Pi} =



∂F

∂x
∂F

∂z


 (2.100)

où {Pi} est le vecteur des pressions nodales de tout le domaine discrétisé. La fonctionnelle 2.98 peut
alors s’exprimer en tant qu’une somme sur les N éléments de l’assemblage [128] :



2.8. Techniques de résolution de l’équation de Reynolds 51

Φ{p} =
N∑

E=1

[(∫
ΩE

{Pi}t[G]t[CE ][G] + 2
∂hE
∂t

{F}dΩE + 2
∫

ΓnE
qE{F}dΓnE

)
{P}

]
(2.101)

avec,

[CE ] = diag(0, 0, ..., h3
E /12µ, h

3
E/12µ, ..., 0)

Les valeurs non nulles de la diagonale de [CE ] sont celles associées aux noeuds de l’élément E . En
notant

[K] =
∑N

E=1

∫
ΩE [G]t[CE ][G]dΩE : matrice de fluidité volumétrique;

{H} =
∑N

E=1 2
∫
ΩE

∂hE
∂t {F}dΩE : vecteur d’écrasement du film fluide;

{Q} =
∑N

E=1 2
∫
ΓnE qE{F}dΓnE : vecteur flux aux frontières.

l’équation 2.101 devient :

Φ{p} = ({P}t[K] + {H} + {Q}){P} (2.102)

La variation première de cette équation par rapport aux pressions nodales fournit :

[K]{P} = −1
2
({H} + {Q}) (2.103)

Les références [128] et [13] présentent la matrice de fluidité et les vecteurs d’écrasement du film
fluide et des flux aux frontières obtenus à partir de la discrétisation de la surface du SqF en éléments
triangulaires à trois noeuds. Ils préconisent le raffinement du maillage au lieu de l’utilisation d’éléments
de géométries plus complexes pour améliorer la précision de l’estimation des forces hydrodynamiques.
Cependant, d’après les résultats de nos tests numériques, le raffinement requis pour une précision
suffisante des calculs lors des fortes excentricités s’avère prohibitif. Ce fait s’explique par le gradient
de pression, très important, qui se développe notamment au sommet du champ de pression. Une
évaluation plus précise des forces générées par l’amortisseur nécessiterait ainsi l’emploi de fonctions
d’interpolations de degré plus élevé.

Les équations résultant de l’application de la méthode des différences finies correspondent à un
sous-ensemble des équations issues de la méthode des éléments finis [128]. L’avantage principal de cette
dernière concerne sa plus grande souplesse vis à vis de la géométrie devant être discrétisée. Puisque la
géométrie du SqF est très simple, la complexité de la programmation de la méthode des éléments finis
n’est pas compensée, si bien que nous retiendrons la méthode des différences finies pour la résolution
numérique de l’équation de Reynolds.
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L’un des principaux goulots d’étranglement des méthodes numériques correspond à la détermination
de la matrice de fluidité [K]. Afin de rendre plus efficace cette étape du calcul du champ de pression du
SqF, nous proposons l’approche suivante. Lorsque le problème est traité dans le système de repérage
global ( ~X, ~Y ) (figure 2.1), l’épaisseur du film d’huile s’écrit :

h = C +Xe cos θ̂ + Ye sin θ̂ (2.104)

En développant le terme h3 présent dans la matrice de fluidité, on peut l’écrire sous la forme
factorisée :

[K] = [K0] + [K1]Xe + [K2]Ye + [K3]XeYe + [K4]X2
e + [K5]Y 2

e + [K6]X2
eYe

+[K7]XeY
2
e + [K8]X3

e + [K9]Y 3
e

(2.105)

Pour un maillage donné, les matrices [Ki], i = 0, ..., 9, sont constantes et n’ont qu’à être calculées
une seule fois. La matrice de fluidité est ainsi obtenue à partir de la position (Xe, Ye) de l’amortisseur
en évaluant l’équation ci-dessus, ce qui permet d’éviter la procédure d’assemblage de [K] des méthodes
numériques.

2.8.5 Approches analytiques et semi-analytiques

L’intérêt de simplifier l’équation régissant le comportement du SqF au travers des approximations
palier court et palier long réside dans la possibilité d’obtenir des formules analytiques pour le champ de
pression, ce qui permet une évaluation rapide des forces hydrodynamiques générées par l’amortisseur.
La validité de ces approximations dépend néanmoins de la géométrie du SqF aussi bien que des
conditions d’étanchéité à ses extrémités. Si l’amortisseur ne peut être classé ni court ni long, il est
communément dit fini. La détermination du champ de pression dans ce cas nécessite la résolution de
l’équation de Reynolds dans sa forme bidimensionnelle, ce qui peut être accompli en employant les
méthodes des différences finies ou des éléments finis décrites précédemment. Cependant, la précision
requise sur la solution fait que ces méthodes sont considérées comme excessivement longues pour
utilisation lors des simulations en dynamique de rotors [156].

Afin d’éviter le haut coût temporel des méthodes numériques, des techniques analytiques et semi-
analytiques ont été appliquées à l’équation de Reynolds bidimensionnelle pour en déduire des solutions
approximatives. Ces techniques s’appuient sur le fait, déjà souligné auparavant dans ce texte, que
l’équation de Reynolds pour un fluide incompressible et isovisqueux est formellement linéaire lorsque
la cavitation est négligée. Cela légitime l’utilisation du principe de superposition, la cavitation étant
traitée de manière simplifiée a posteriori.

Deux des approches répandues dans la littérature pour modéliser des SqF finis sont : l’introduction
de termes de correction dans la solution palier court et l’utilisation de facteurs de fuite avec la solution
palier long. Nous exposons ci-après quelques exemples importants de formulation analytique et semi-
analytique, classés selon ces deux types d’approche.
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2.8.5.1 Correction de l’approximation palier court

L’équation de Reynolds bidimensionnelle appliquée au problème d’un SqF, 2.24, se simplifie à
l’expression suivante pour un amortisseur aligné dont le fluide est incompressible et isovisqueux :

1
R2

∂

∂θ

(
h3 ∂p

∂θ

)
+ h3 ∂

2p

∂z2
= 12µ(ė cos θ + eφ̇ sin θ) (2.106)

Si le fluide est alimenté par les extrémités de l’amortisseur, les conditions aux limites classiques
s’écrivent :

p = pgext à z = −L/2
p = pdext à z = L/2

(2.107)

Cet ensemble de conditions aux limites peut décrire de manière simplifiée un amortisseur ouvert dont
l’alimentation est effectuée par l’intermédiaire d’une gorge circonférentielle. Dans ce cas, on considère
que la gorge sépare le SqF en deux parties et on modélise chacune d’elles indépendamment, la pression
à une extrémité étant celle du système d’alimentation et à l’autre celle de l’environnement.

En négligeant à ce stade de l’analyse le phénomène de cavitation, la solution de l’équation 2.106,
soumise aux conditions aux limites 2.107, peut s’écrire d’après le principe de superposition [132] :

p = ėpr + eφ̇pt +
pgext − pdext

2
z +

pgext + pdext
2

(2.108)

où pr et pt sont les solutions de :

1
R2

∂

∂θ

(
h3 ∂pr

∂θ

)
+ h3 ∂

2pr
∂z2

= 12µ cos θ (2.109)

1
R2

∂

∂θ

(
h3∂pt
∂θ

)
+ h3 ∂

2pt
∂z2

= 12µ sin θ (2.110)

avec les conditions aux limites pr = pt = 0 à z = ±L/2.

En supposant que la forme du champ de pression ne varie pas dans la direction perpendiculaire à
l’écoulement, dans le cas d’un palier court la direction circonférentielle, on propose pour les équations
2.109 et 2.110 une solution du type :
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pr,t(θ, z) = ϕ(z)p̂r,t(θ) (2.111)

où p̂r,t(θ) sont les distributions de pression circonférentielles à une position axiale donnée et ϕ(z) donne
l’allure du profil de pression dans la direction axiale. Pour un SqF symétrique par rapport à z = 0,
O’Donohue et al. [109] et Rohde et Li [141] proposent une fonction parabolique pour décrire ce profil :

ϕ(z) = (1 − 4
( z
L

)2
) (2.112)

Les distributions de pression p̂r,t(θ) correspondent ainsi à celles au milieu de l’amortisseur et sont
solutions des équations adimensionnelles suivantes [132] :

Υ
L2

R2

d

dθ

[(
h

C

)3 dP̂r
dθ

]
− 8

(
h

C

)3

P̂r = cos θ (2.113)

Υ
L2

R2

d

dθ

[(
h

C

)3 dP̂t
dθ

]
− 8

(
h

C

)3

P̂t = − sin θ (2.114)

avec P̂r,t = p̂r,tC
2/(12µΩL2). Les équations ci-dessus sont obtenues au travers de méthodes variation-

nelles, après le remplacement de 2.111 dans 2.109 et 2.110. Pour Υ = 1, elles décrivent l’approximation
de O’Donohue et al. et pour Υ = 0, 8, celle de Rohde et Li [132]. La détermination du champ de pres-
sion dans le film d’huile se réduit alors à la résolution numérique d’équations unidimensionnelles, à
savoir 2.113 et 2.114.

Barrett, Allaire et Gunter [6] introduisent une solution de la forme 2.111 directement dans l’équation
de Reynolds 2.106, sans la décomposer en termes de mouvement radial, mouvement tangentiel et condi-
tions aux limites. Ce faisant, ils arrivent à :

d2ϕ(z)
dz2

−
(

Θ
R

)2

ϕ(z) = ς (2.115)

avec,

Θ = − 1
h3p̂(θ)

d

dθ

(
h3 dp̂(θ)

dθ

)

ς =
12µ
h3p̂(θ)

(ė cos θ + eφ̇ sin θ)
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En imposant comme conditions aux limites ϕ = 0 à z = ±L/2 (extrémités ouvertes), ils parviennent
à obtenir la solution suivante [6] :

ϕ = −ς
(
R

Θ

)2 [
1 − cosh(Θz/R)

cosh(ΘL/2R)

]
(2.116)

Le terme multipliant ς dans l’équation ci-dessus peut être interprété comme un facteur de correction
qui modifie la distribution de pression au milieu du SqF obtenue selon l’approximation palier court.
Le champ de pression dans le film peut s’écrire alors en fonction de la solution palier court à z = 0,
notée p̂c(θ), et de ce terme correctif [6] :

p(θ, z) = 2p̂c(θ)
(

2R
LΘ

)2 [
1 − cosh(Θz/R)

cosh(ΘL/2R)

]
(2.117)

Il reste encore à définir la fonction Θ pour déterminer le champ de pression. Barrett, Allaire et
Gunter [6] en choisissent une expression asymptotique, dérivée lorsque L/2R → ∞. En analysant
l’équation 2.115, on constate qu’à cette limite dϕ/dz → 0 et ϕ→ 1, si bien que l’on obtient :

Θ2
L/2R→∞ = ψ2 = −R2 12µ

h3pl
(ė cos θ − eφ̇ sin θ) (2.118)

où pl est la solution palier long (expression 2.89). Afin de développer des formules semi-analytiques
pour les forces hydrodynamiques, des moyennes pondérées des composantes radiale et tangentielle de
la fonction ψ sont définies en adoptant la condition de cavitation π-film [6] :

ψ2
r =

∫ 2π
π (ψ cos θ)2dθ

ψ2
t =

∫ 2π
π (ψ sin θ)2dθ

(2.119)

Pour des mouvements de précession (ė = 0), l’intégration des composantes radiale et tangentielle
du champ de pression sur la surface de l’amortisseur fournit [6] :

frt =
8R3

L

1
ψ2
rt

[
1 −

(
2R
ψrtL

)
tanh

(
ψrtL

2R

)]∫ θ2
θ1
p̂ct cos θdθ

ftt =
8R3

L

1
ψ2
tt

[
1 −

(
2R
ψttL

)
tanh

(
ψttL

2R

)]∫ θ2
θ1
p̂ct sin θdθ

(2.120)

où p̂ct est la distribution de pression engendrée par un mouvement de précession, donnée par l’ap-
proximation palier court en z = 0. Les moyennes pondérées ψ2

rt et ψ2
tt ont pour expressions :
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ψ2
rt =

π(2 + ε2)
ε2

[
1 +

1√
1 − ε2

− 4√
4 − ε2

]

ψ2
tt =

π(2 + ε2)
2

[
1√

1 − ε2
− 1√

4 − ε2

]

On obtient de manière analogue pour des mouvements purement radiaux (φ̇ = 0) :

frr =
8R3

L

1
ψ2
rr

[
1 −

(
2R
ψrrL

)
tanh

(
ψrrL

2R

)]∫ θ2
θ1
p̂cr cos θdθ

ftr =
8R3

L

1
ψ2
tr

[
1 −

(
2R
ψtrL

)
tanh

(
ψtrL

2R

)]∫ θ2
θ1
p̂cr sin θdθ

(2.121)

où p̂cr est la pression engendrée par un mouvement radial, décrite par l’approximation palier court en
z = 0. Les moyennes pondérées ψ2

rr et ψ2
tr sont données par :

ψ2
rr =

2
ε2


π +

2
(
π − arctan

(√
1 − ε2/ε

))
√

1 − ε2
−

8
(
π − arctan

(√
4 − ε2/ε

))
√

4 − ε2




ψ2
tr = 2


π − arctan

(√
1 − ε2/ε

)
√

1 − ε2
−
π − arctan

(√
4 − ε2/ε

)
√

4 − ε2




En utilisant le principe de superposition, les forces hydrodynamiques du SqF pour un mouvement
quelconque s’écrivent :

fr = frt + frr
ft = ftt + ftr

(2.122)

Il est important de souligner les limites des méthodes semi-analytiques exposées ci-dessus. On
remarque tout d’abord qu’elles utilisent comme conditions aux limites celles d’un SqF à extrémités
ouvertes. Par conséquent, elles ne permettent pas la prise en compte d’une restriction sur l’écoulement
axial due à la présence de joints. Dans ce cas, l’hypothèse de profil parabolique est mise en défaut et
conduit à des résultats incorrects [55]. Hahn et Rezvani [132] montrent que cette hypothèse ne fournit
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des résultats satisfaisants que pour des SqF ayant un rapport L/2R < 1. La correction proposée par
Barrett, Allaire et Gunter [6] s’avère limitée à une plage de valeurs intermédiaires de L/2R, à cause de
l’approche asymptotique employée [6]. De plus, dans tous les travaux cités, la cavitation et le système
d’alimentation sont traités de manière simplifiée et le fluide est supposé isovisqueux et incompressible.

Dans le contexte des approximations du type 2.111, il convient de citer encore le travail de Rohde
[140]. Il montre comment appliquer un principe de maximum pour des équations elliptiques pour
encadrer en tout point la solution de l’équation de Reynolds.

2.8.5.2 Correction de l’approximation palier long

Afin d’introduire dans la solution palier long des termes permettant la prise en compte d’un certain
niveau de fuite par les extrémités du SqF, on propose des solutions du type suivant pour résoudre
l’équation de Reynolds :

p(x, z) = pp(x) + phc(x)pha(z) (2.123)

où pp(x) est la solution particulière de l’équation de Reynolds et le produit phc(x)pha(z) la solution
de l’équation homogène associée :

∂

∂x

(
h(x)3

∂p

∂x

)
+ h(x)3

∂2p

∂z2
= 0 (2.124)

La solution particulière est supposée dépendre uniquement de la coordonnée circonférentielle, si
bien que l’on retrouve l’équation de Reynolds unidimensionnelle 2.88, dont la solution correspond à la
distribution de pression selon l’approximation palier long, 2.89. Pour la partie homogène de la solution
on obtient :

pha

(
3h2 dh

dx

dphc
dx

+ h3 d
2phc
dx2

)
+ phch

3 d
2pha
dz2

= 0 (2.125)

L’expression de la solution homogène sous la forme d’un produit de variables permet de réduire le
problème à la résolution de deux équations différentielles ordinaires, reliées par leurs valeurs propres
[157] [54] :

3
h

dh

dx

dphc
dx

+
d2phc
dx2

phc
= −

d2pha
dz2

pha
= −λ2 (2.126)
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d2pha
dz2

− λ2pha = 0 (2.127)

3
h

dh

dx

dphc
dx

+
d2phc
dx2

+ λ2phc = 0 (2.128)

La résolution de l’équation 2.127 est relativement simple et peut être accomplie directement par
intégration [157] [54] :

pha(z) = a cosh(λz) (2.129)

La résolution de l’équation 2.128, par contre, est sensiblement plus complexe. FUERST, WEBER
et BRITO [54] étudient le problème d’un palier à patin, pour lequel l’épaisseur du film est une fonction
linéaire de x. L’équation différentielle 2.128 devient dans ce cas un problème de valeurs aux frontières
du type Sturm-Liouville [54]. En imposant comme conditions aux limites des pressions constantes aux
bords du patin, ils mettent en avant une solution basée sur une série de Bessel-Fourier 3.

SHAWKI, MOKHTAR et SAFAR [157] analysent le cas d’un palier hydrodynamique et déduisent
des termes correctifs associés à l’effet de Couette et à l’effet de Poiseuille. Pour ce dernier, ils définissent
les conditions aux limites suivantes :

phc(Rπ/2)pha(z) = phc(R3π/2)pha(z) = 0

phc(x)pha(L/2) = phc(x)pha(−L/2) = −pl(x)
(2.130)

où pl(x) est la distribution de pression engendrée par l’effet de Poiseuille selon l’approximation palier
long. L’application d’une méthode de calcul variationnel à une forme adimensionnelle de l’équation
2.128 aboutit à :

phc(x)pha(z) =
R2µω

C2

∑
k

∑
n

Bk
xkn sin(n(θ − π/2)) cosh(λkz/R)

(h/C)3/2
(2.131)

où ω est la vitesse angulaire du rotor et xkn est déterminé en résolvant le problème aux valeurs propres
[157] :

([Ξ] − [λ2]){x} = 0 (2.132)

3. L’expression obtenue pour le champ de pression est omise ici, car elle ne s’applique pas directement au problème

d’un SqF.
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avec,

Ξmn = Smn +mnδmn

Smn =
∫ 3π/2
π/2

3
2h2π

[(
dh

dθ

)2

+ 2h
d2h

dθ2

]
sin
[
m
(
θ − π

2

)]
sin
[
n
(
θ − π

2

)]
dθ

Les coefficients Bk, calculés à partir des conditions aux limites 2.130, valent [157] :

Bk = −R
2µω

C2

∫ 3π/2

π/2

(h/C)3/2plΨk
π
2 cosh

(
λk

L
2R

)dθ (2.133)

avec,

Ψk(θ) =
∑

n xkn sin
[
n
(
θ − π

2

)]
Après l’évaluation du terme correctif donné par l’équation 2.131, on superpose celui-ci la solution

palier long pour obtenir le champ de pression dans le film d’huile.

Bien que la méthode de correction de l’approximation palier long soit illustrée ci-dessus pour la
résolution de l’équation de Reynolds, TICHY [178], SAN ANDRÉS et VANCE [151] et ZHANG et
ROBERTS [204] utilisent des approches similaires sur des formes simplifiées de l’équation de Navier-
Stokes afin de tenir compte des effets d’inertie, ainsi que du caractère fini du SqF.

Il est important d’observer que les formulations ayant pour but de corriger la distribution de
pression prédite par l’approximation palier long s’appuient, comme celles visant à généraliser le modèle
palier court, sur l’hypothèse d’incompressibilité et d’isoviscosité du fluide amortisseur ainsi que sur un
traitement simplifié de la condition de cavitation et du système d’alimentation.

2.9 Conclusion

Ce chapitre tente d’englober les phénomènes les plus importants pouvant intervenir dans le com-
portement dynamique d’un film fluide. On peut constater que la modélisation d’un amortisseur squeeze
film repose sur une théorie très vaste et riche, qui touche de nombreux domaines de la mécanique des
fluides, si bien qu’il est très difficile de développer une description générale du problème. Il convient
ainsi de cibler les applications auxquelles ce travail est censé apporter une contribution significative,
pour réduire le spectre théorique devant être abordé. Comme souligné dans le chapitre introducteur,
nous nous intéresserons principalement à l’influence du SqF sur la dynamique des machines tournantes,
plus particulièrement dans le cadre d’applications aéronautiques. Les propriétés attribuées au fluide
amortisseur seront ainsi proches de celles d’une huile minérale et les hypothèses adoptées tout au long
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de ce travail sont :

1. Le fluide est newtonien

2. L’écoulement est laminaire

3. Le fluide est incompressible et isovisqueux

4. Les pistes délimitant le film sont indéformables

Nous rediscuterons de ces hypothèses dans les perspectives présentées lors de la conclusion de ce
mémoire.
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Chapitre 3

Méthodes de calcul en dynamique non

linéaire appliquées au squeeze film

La simulation de la dynamique d’un ensemble mécanique comprend en général le calcul de réponses
transitoires et d’orbites stationnaires, ainsi que l’analyse de leur stabilité.

Pour obtenir des réponses transitoires, de nombreuses méthodes d’intégration numérique tempo-
relle, souvent disponibles dans des logiciels commerciaux, peuvent être utilisées. Subbaraj et Dokainish
[165][42] présentent une description détaillée des techniques implicites et explicites les plus répandues.
L’intégration temporelle est indispensable quand on cherche à déterminer, par exemple, la réponse
d’un rotor lors d’une montée en vitesse rapide, quand les dispositifs de freinage sont actionnés ou
encore lorsque l’orbite stationnaire du système est perturbée par une charge soudaine.

L’intégration temporelle devient néanmoins trop coûteuse en terme de temps de calcul pour la
réalisation d’études paramétriques sur la réponse en fréquence de l’ensemble. Dans ce cas, des méthodes
spécifiques pour le calcul d’orbites stationnaires, de la transmissibilité (rapport entre la force transmise
par le palier et la charge dynamique agissant sur le rotor) et pour l’analyse de la stabilité s’avèrent
plus adéquates d’un point de vue industriel parce que plus performantes. En ce qui concerne les
problèmes linéaires, les bases mathématiques nécessaires à ces méthodes sont depuis longtemps bien
établies. L’intérêt porté au développement d’outils de calcul appliqués à la dynamique non linéaire
s’est considérablement accru à partir des années 80 [104].

Dans la littérature, l’étude de l’influence du SqF sur le comportement de systèmes mécaniques se
restreint presque exclusivement à la dynamique de machines tournantes. Les modèles de rotors utilisés
se sont complexifiés au fur et à mesure que les méthodes de calcul non linéaire, aussi bien que les
moyens informatiques pour les mettre en œuvre, se sont développés. En partant du modèle de rotor
rigide employé dans les années 70, on est arrivé aux modèles éléments finis à plusieurs degrés de liberté
actuels, en passant par un modèle intermédiaire très important, celui du rotor Jeffcott.

Ce chapitre est consacré à la présentation de l’évolution des modèles de machines tournantes, ainsi
que des outils de calcul non linéaire permettant d’en simuler le comportement dynamique. Nous nous
attacherons plus particulièrement aux méthodes de détermination d’orbites stationnaires et d’analyse
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Fig. 3.1: Modèle du rotor rigide

de la stabilité les plus répandues actuellement pour le traitement de systèmes à plusieurs degrés-
de-liberté comportant des SqF. Ainsi, nous mettrons en relief les méthodes du tir, de la balance
harmonique et de la collocation trigonométrique. Une étude explicite sur les méthodes d’intégration
temporelle ne sera pas effectuée. Cependant, on pourra en tirer quelques conclusions à partir de la
performance de la méthode de tir, dont la formulation se situe dans le domaine temporel.

3.1 Rotor rigide

Un rotor peut être considéré comme rigide lorsqu’il tourne à des vitesses sensiblement inférieures
aux vitesses critiques associées à la flexion de l’arbre [43]. Outre la simplicité du modèle découlant
d’une telle hypothèse, la réalisation de calculs pour un rotor rigide est intéressante d’un point de vue
de dimensionnement du bâti. En effet, puisque les éléments tournants ne se déforment pas, la charge
dynamique est entièrement transmise au palier, si bien que la transmissibilité calculée est maximale
[188].

Le modèle, présenté dans la figure 3.1, se traduit par un système masse-ressort-amortisseur qui
décrit des mouvements de translation dans deux directions perpendiculaires, couplées par l’intermédiaire
de l’action du SqF :
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[
mr 0
0 mr

]{
Ẍe

Ÿe

}
+

[
cr 0
0 cr

]{
Ẋe

Ẏe

}
+

[
kx 0
0 ky

]{
Xe

Ye

}
=

{
%mrω

2 cos(ωt)
%mrω

2 sin(ωt) −W0

}
+

{
fX(Xe, Ye, Ẋe, Ẏe, Ẍe, Ÿe)
fY (Xe, Ye, Ẋe, Ẏe, Ẍe, Ÿe)

} (3.1)

où,

Xe, Ye : déplacements du rotor dans les directions x et y;

fX , fY : forces non linéaires du SqF;

ω : vitesse de rotation du rotor;

kx, ky : raideur des rétenteurs dans les directions x et y;

mr : masse totale du rotor;

cr : amortissement visqueux;

% : excentration de la masse du rotor;

W0 : force de pesanteur.

PAN et TONNESEN [115] utilisent le modèle de rotor rigide pour vérifier l’influence de l’excentra-
tion initiale du SqF due à la pesanteur sur le comportement dynamique de l’ensemble. En modélisant
l’amortisseur selon l’approximation palier court et les conditions de cavitation π-film et 2π-film, ils
calculent les orbites synchrones autour d’une position d’équilibre excentrée, les termes asynchrones de
la réponse étant pris en compte au travers d’une technique de perturbation. Leurs résultats mettent
en évidence l’effet de portance des forces hydrodynamiques visqueuses, qui tendent à recentrer l’amor-
tisseur au cours de la montée en vitesse. Ils constatent également la possibilité de dédoublement de
période à basse vitesse (composante synchrone faible) lorsque l’excentration initiale est importante
(composante statique forte).

HAHN [60] utilise l’approximation palier court et une correction de l’approximation palier long,
avec les modèles de cavitation π-film et 2π-film, pour étudier l’influence du SqF sur le comporte-
ment dynamique d’un rotor rigide. Sous l’hypothèse que l’amortisseur décrit des orbites circulaires et
centrées, il obtient une expression permettant le calcul itératif de l’excentricité du SqF. En perturbant
les orbites ainsi déterminées dans le système de repérage local (~r,~t) (voir figure 2.1), la stabilité est
analysée selon le critère de Routh-Hurwitz [97]. HAHN [60] met en évidence l’existence de plages
d’opération bi-stable ainsi que des phénomènes de saut. Il conclut que le SqF pressurisé (non cavi-
tant) élimine la possibilité d’opération bi-stable, à condition d’être monté avec des retenteurs. Cette
configuration procure, par contre, une capacité d’isolation vibratoire moins importante que celle du
SqF non pressurisé (cavitant).

TAYLOR et KUMAR [173] analysent la dynamique d’un rotor rigide monté sur des SqF, décrits
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selon l’approximation palier court et les conditions de cavitation π-film et 2π-film. Ils calculent des
orbites stationnaires ainsi que des mouvements transitoires en intégrant l’équation de mouvement à
l’aide de la méthode de Runge-Kutta-Merson à pas de temps variable. Le travail permet de soulever un
certain nombre d’inconvénients associés à l’étude du SqF par intégration temporelle, à savoir : temps de
calcul élevé, incertitude sur l’obtention de toutes les réponses possibles, difficulté de définir un critère
d’arrêt sur la convergence d’un régime stationnaire et complexité d’interprétation des résultats.

Afin de surmonter les inconvénients de l’intégration temporelle, TAYLOR et KUMAR [174] pro-
posent ultérieurement une méthode itérative de calcul de l’excentricité de l’orbite stationnaire du SqF.
Cette méthode s’applique à une expression algébrique découlant de manipulations de l’équation de
mouvement adimensionnelle du rotor rigide, en admettant que celui-ci décrive des orbites circulaires
et centrées.

LI et TAYLOR [85] reprennent plus tard la stratégie d’intégration temporelle pour étudier des
régimes asynchrones de la dynamique de rotors rigides montés sur des SqF. Pour une configuration
centrée (pas d’excentration statique), ils identifient par l’analyse de diagrammes de Poincaré [105]
des mouvements quasi-périodiques, lesquels sont observés à haute vitesse de rotation pour un fluide
amortisseur à basse viscosité. Ils confirment les soupçons de PAN et TONNESEN [115] à propos de
l’existence de régimes d’opération sous-harmoniques. Ils constantent en effet des dédoublements de la
période de la réponse du rotor lorsque la pesanteur provoque une excentration importante au niveau
du SqF.

FENG et HAHN [51] examinent les effets de la pénétration d’air dans le film d’huile sur la dy-
namique d’un rotor rigide. Ils utilisent les modèles de Hayward et d’Isbin [200] pour déterminer la
viscosité du mélange air-huile. Les résultats des simulations numériques montrent que le comportement
du SqF est très sensible au modèle de viscosité employé. FENG et HAHN constatent également que le
modèle de cavitation classique de Gumbel (pressions tronquées à p = pamb) aboutit à des prédictions
similaires à celles obtenues avec le modèle de viscosité de Hayward. La corrélation de ces deux modèles
avec des mesures expérimentales se révèle être satisfaisante pour quelques conditions d’opération.

ZHAO, LINNETT et MCLEAN [209] appliquent la méthode de la collocation trigonométrique
et des techniques d’intégration numérique pour analyser la dynamique non linéaire d’un rotor rigide
monté sur des paliers squeeze film statiquement excentrés. Les forces hydrodynamiques visqueuses
sont déterminées à partir de l’approximation palier court et de la condition de cavitation de Gumbel.
Compte tenu de la complexité du comportement dynamique du système, l’emploi de l’intégration
temporelle s’avère parfois nécessaire pour la caractérisation complète de la réponse au balourd du
rotor.

EL-SHAFEI et ERANKI [49] utilisent le modèle de rotor rigide pour illustrer l’application de
la méthode de la linéarisation équivalente pour la détermination d’orbites elliptiques légèrement ex-
centrées. Cette méthode permet l’extension des outils de calcul linéaire à l’analyse de la dynamique
non linéaire de systèmes incorporant des SqF.

QINGCHANG, XAOHUA et DAWEI [122] étudient l’influence de l’alimentation du SqF par une
gorge circonférentielle sur la performance du rotor rigide. Au lieu d’admettre l’hypothèse classique de
pression constante dans la gorge, ils modélisent l’écoulement dans celle-ci afin d’en avoir une description
plus réaliste. Ils constatent que la présence de la gorge réduit la capacité d’amortissement du SqF et
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engendre une transmissibilité plus importante. Cet effet négatif s’accentue lorsque l’on augmente la
largeur et la profondeur de la gorge.

HUSSAIN, KANKI et MUREITHI [69] ont mené récemment une étude sur le comportement d’un
rotor rigide similaire à celui analysé par ZHAO, LINNETT et MCLEAN [209], l’objet du travail étant
également les phénomènes non linéaires associés à l’amortisseur. En utilisant le modèle de cavitation
π-film et l’approximation palier court, ils sont parvenus à simuler différents régimes asynchrones,
notamment des mouvements sous-harmoniques et chaotiques.

D’autres études ont été réalisées sur le modèle de rotor rigide qui, malgré son extrême simpli-
cité, permet de caractériser quelques aspects du comportement dynamique des amortisseurs squeeze
film et d’identifier les principaux phénomènes non linéaires qu’ils peuvent engendrer. Des références
supplémentaires sur la dynamique de rotors rigides montés sur des SqF peuvent être trouvées dans
l’article de ADILETTA et PIETRA [1].

3.2 Rotor Jeffcott

Le modèle du rotor Jeffcott, montré dans la figure 3.2, correspond à un arbre montés sur des
rétenteurs souples en parallèle avec des amortisseurs squeeze film. La modélisation originelle de l’arbre
comporte deux éléments finis hermitiens du type poutre d’Euler-Bernouilli [56]. Dans la configuration
la plus répandue pour l’analyse de la dynamique du SqF, les rotations des noeuds sont supprimées,
auquel cas les effets gyroscopiques sont négligés. La masse du système est concentrée au milieu et aux
extrémités du rotor. On suppose qu’il existe au niveau du disque un déséquilibrage résiduel donnant
naissance à un balourd d’amplitude %m1ω

2, et une trainée aérodynamique qui se traduit par un
amortissement de type visqueux. Par rapport au modèle de rotor rigide, le Jeffcott permet de tenir
compte de la flexibilité de l’arbre et de mieux décrire l’excitation synchrone due au déséquilibrage
[188].

En supposant que les paliers sont identiques et que le disque est placé au milieu du rotor, le
système est symétrique. Par conséquent, il suffit de n’en modéliser qu’une moitié pour la description
de sa dynamique. L’équation du mouvement dans le système de repérage global s’écrit alors :



m1 0 0 0
0 m1 0 0
0 0 m2 0
0 0 0 m2






ẍ1

ÿ1

Ẍe

Ÿe


+



c1 0 0 0
0 c1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0






ẋ1

ẏ1

Ẋe

Ẏe


+




k1 0 −k1 0
0 k1 0 −k1

−k1 0 k1 + kx 0
0 −k1 0 k1 + ky






x1
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Xe

Ye


 =


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%m1ω
2 cos(ωt)
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2 sin(ωt)
0

−W0


+




0
0
fX
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


(3.2)

où,
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Fig. 3.2: Modèle du rotor Jeffcott

k1 : rigidité en flexion de l’arbre;

2m1,m2 : masses concentrées au milieu et aux extrémités du rotor, respectivement;

c1 : amortissement visqueux au milieu du rotor;

% : excentration de la masse du disque;

Afin de généraliser les analyses dynamiques du rotor Jeffcott et d’éviter des problèmes de condi-
tionnement numérique lors des simulations, l’équation ci-dessus est communément traitée sous forme
adimensionnelle. Pour ce faire, on divise l’équation 3.2 par (m1+m2)Cω2, et on définit le temps adimen-
sionnel τ = ωt, et la vitesse de rotation adimensionnelle ωad = ω/ωc [96]. Le paramètre ωc =

√
k1/m1

correspond à la fréquence propre du rotor appuyé-appuyé.

RABINOWITZ et HAHN [123][124] étudient de manière détaillée la performance d’un rotor Jeffcott
monté sur des SqF préchargés (excentration statique nulle). Sous l’hypothèse d’orbites circulaires
et centrées, ils utilisent l’approximation palier court et les modèles de cavitation π-film et 2π-film
pour obtenir la réponse au balourd du rotor et pour analyser sa stabilité. Le problème est traité
en condensant les équations, exprimées dans un système de repérage tournant, sur les degrés-de-
liberté non linéaires du modèle. Ils parviennent ainsi à calculer les orbites stationnaires du rotor à
partir d’une équation algébrique non linéaire et à inférer de leur stabilité selon le critère de Routh-
Hurwitz. En termes de phénomènes non linéaires pouvant advenir lors de l’utilisation d’un SqF, leurs
résultats corroborent ceux obtenus avec le rotor rigide. En ce qui concerne l’influence des supports sur
le comportement dynamique de l’ensemble, ils concluent que la réponse est dominée par le mode de
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corps rigide lorsque l’amortissement généré par le SqF est faible. Par contre, la rigidification dynamique
engendrée par un niveau d’amortissement trop important conduit le système à se comporter comme
s’il était monté sur des paliers rigides. Ces mêmes chercheurs construisent plus tard des diagrammes
pour le choix optimal d’amortisseurs pressurisés (modèle de cavitation 2π-film), installés dans des
rotors fonctionnant au-dessous de sa deuxième vitesse critique [126].

SAN ANDRÉS et VANCE [152] et EL-SHAFEI [44] [45] utilisent le modèle Jeffcott pour vérifier
l’influence des effets d’inertie du fluide sur la réponse synchrone au balourd d’un rotor flexible. Le tra-
vail de SAN ANDRÉS et VANCE met en évidence l’augmentation de la masse effective du système,
phénomène qui résulte de l’inertie rajoutée par l’écoulement du fluide. Pour un SqF court et non
pressurisé décrivant des orbites circulaires et centrées, ils observent que ce phénomène engendre un
accroissement du coefficient d’amortissement effectif direct et une diminution du coefficient d’amor-
tissement effectif croisé, ce qui réduit la possibilité d’apparition de régimes d’opération bi-stable et de
sauts lors du passage de la première vitesse critique du rotor. Par contre, la deuxième vitesse critique
chute et l’amplitude vibratoire au niveau du disque devient sensiblement plus importante, notamment
pour un SqF pressurisé (modèle de cavitation 2π-film). En ce qui concerne la transmissibilité, les
effets d’inertie la font décrôıtre sur le premier pic de résonance, mais engendre une augmentation sur
le deuxième. Les résultats de l’étude de EL-SHAFEI pour un palier court non pressurisé (modèle de
cavitation π-film) [44] corroborent les conclusions de SAN ANDRÉS et VANCE. EL-SHAFEI souligne
encore l’éventuelle incompatibilité entre les besoins d’atténuation de l’amplitude de la réponse du rotor
et de minimisation des charges transmises au bâti. Il examine dans un deuxième article [45] l’influence
des effets d’inertie d’un palier long non pressurisé sur la dynamique du rotor Jeffcott. Il constate que
cette configuration de l’amortisseur dégrade sa capacité d’isolation vibratoire et provoque des sauts
sur la deuxième résonance du système lorsque les effets d’inertie deviennent très importants.

Le rotor Jeffcott a été également utilisé, outre dans le but de caractériser la performance d’un rotor
flexible incorporant des SqF, en guise d’exemple pour illustrer l’application de méthodes de calcul non
linéaire, développées suivant une formulation plus générale permettant le traitement de modèles plus
complexes. Il est le cas de la collocation trigonométrique [208], de la balance harmonique [159][25] et
de la méthode proposée McLEAN et HAHN [96] pour la détermination d’orbites synchrones.

3.3 Rotor réel

Les rotors rigide et Jeffcott ne représentent que de manière très approximative la dynamique d’un
rotor réel. Par le terme rotor réel, nous désignons des machines tournantes complexes (voir figure 3.3),
telles que des turbines d’avion, des compresseurs ou des pompes. Les modèles simples présentés dans
les sections précédentes sont très souvent utilisés dans un but phénoménologique, car ils permettent
une interprétation plus directe de l’influence de l’amortisseur squeeze film sur le comportement du
système.

Afin de développer des modèles plus réalistes, on dispose principalement de la méthode des éléments
finis [84][9]. Des modèles à paramètres concentrés (masses-ressorts-amortisseurs) sont également uti-
lisés [32], mais ils ne permettent pas de tenir compte des effets gyroscopiques du système. Il convient
de citer encore la méthode proposée par SHIAU, HWANG et CHANG [158], qu’ils nomment Genera-
lized Polynomial Expansion Method, laquelle correspond fondamentalement à une généralisation de la
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Fig. 3.3: Modèle d’un rotor réel

méthode de Rayleigh-Ritz.

La simulation de la dynamique de modèles complexes incorporant des éléments non linéaires re-
quiert l’emploi de techniques de calcul assez robustes. La nécessité de la robustesse est encore plus
aiguë quand on ne fait aucune hypothèse simplificatrice concernant le type de mouvement du SqF (syn-
chrone, circulaire, centré,...). D’après notre recherche bibliographique, les méthodes les plus répandues
pour l’analyse de la dynamique non linéaire de rotors montés sur des amortisseurs squeeze film sont
la balance harmonique, la collocation trigonométrique et la méthode de tir. Ces trois méthodes seront
exposées ci-après pour un système non linéaire dont l’équation du mouvement peut s’écrire sous la
forme :

[M ]{s̈} + [C]{ṡ} + [K]{s} = {fe} + {fnl(s, ṡ, s̈))} (3.3)

où,

[M ] : matrice de masse;

[C] : matrice d’amortissement;

[K] : matrice de raideur;

{s} : vecteur des déplacements;

{fe} : vecteur des forces d’excitation linéaires;

{fnl(s, ṡ, s̈))} : vecteur des forces non linéaires;
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˙: dérivée par rapport au temps.

Nous noterons nnl le nombre de degrés de liberté non linéaires du modèle, nt le nombre de degrés
de liberté total et nl = nt − nnl le nombre de degrés de liberté linéaires.

Les problèmes en dynamique non linéaire présentant souvent des phénomènes particuliers tels que
des sauts et des réponses multiples, il est alors nécessaire d’employer une technique de continuation
couplée aux méthodes de calcul d’orbites stationnaires. Afin de suivre la solution lorsqu’elle varie
de façon continue avec un paramètre, par exemple la fréquence de l’excitation, nous utiliserons la
technique pseudo-arc length, dont la mise en œuvre sera expliquée à la suite de la présentation des
trois méthodes citées plus haut.

L’analyse de la stabilité est une étape supplémentaire indispensable qui doit suivre le calcul des
orbites stationnaires. Il convient de souligner que cette étape n’est pas requise lors des simulations par
intégration temporelle, puisque les orbites stationnaires ainsi déterminés sont intrinsèquement stables
[173]. Pour l’analyse de la stabilité, nous nous servirons de la théorie de Floquet [105], laquelle fera le
sujet de la section 3.3.5 de ce chapitre.

3.3.1 Méthode de la balance harmonique

La méthode de la balance harmonique s’appuie sur l’hypothèse qu’un système excité par une force
périodique du type,

{fe} = Re




Np∑
n=0

Pne
inωt


 {P0} réel et {Pn}, n = 1, ..., Np complexes (3.4)

possède une réponse stationnaire qui est elle aussi périodique. Par conséquent, elle peut s’écrire sous
la forme d’une série de Fourier,

{s(t)} = Re
{ ∞∑
n=0

Sne
inωt

}
(3.5)

laquelle, tronquée à un certain ordre N , fournit une solution approximative de la réponse [142],

{s̃(t)} = Re
{

N∑
n=0

Sne
inωt

}
{S0} réel et {Sn}, n = 1, ..., N complexes (3.6)

telle que {s̃(t)} → {s(t)} lorsque N → ∞ [118]. On obtient ainsi pour les vecteurs de vitesse et
d’accélération :
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{ ˙̃s} = Re
{∑N

n=1 inωSne
inωt
}

{¨̃s} = Re
{∑N

n=1 −n2ω2Sne
inωt
} (3.7)

Il convient de remarquer que dans l’équation 3.7 on suppose, pour une question de simplicité
d’écriture, que la réponse du système n’est composée que de l’harmonique fondamental et de super-
harmoniques. Une formulation similaire permettant la prise en compte de termes sous-harmoniques,
ultra sous-harmoniques et ultra super-harmoniques s’écrit [71] :

{s̃(t)} = Re
{

N∑
n=0

Sne
ipnωt

}
(3.8)

où pn = an
bn

, n = 0, 1, ..., N , les variables an et bn étant des nombres entiers, positifs et non nuls tels que
pn soit une fraction irréductible. La période fondamentale de cette solution est αT , où α correspond
au plus petit commun multiple des bn, et T = 2π/ω (période associée à la fréquence ω).

Les forces du SqF, fonctions de {s}, de {ṡ} et éventuellement de {s̈}, dans le cas où les effets
d’inertie du fluide sont pris en compte, sont également périodiques. Ainsi, le vecteur des forces non
linéaires {fnl(s, ṡ, s̈)} peut être approché par une série de Fourier tronquée au même ordre de la
réponse :

{f̃nl(s, ṡ)} = Re
{

N∑
n=0

Fne
inωt

}
{F0} réel et {Fn} n = 1, ..., N complexes (3.9)

où les coefficients de Fourier des forces non linéaires, {Fn}, dépendent des coefficients de Fourier de la
réponse, {Sn}.

Des expressions explicites de {Fn} fonction de {Sn} peuvent être parfois obtenues, à condition que
la description mathématique de la non linéarité le permette. Si cela n’est pas possible, comme dans le
cas des forces hydrodynamiques visqueuses calculées à partir de l’équation de Reynolds bidimension-
nelle, une méthode AFT (alternating frequency/time domain) peut être utilisée [130]. Les coefficients
{Fn} sont alors estimés en suivant le schéma :

{Sn} ⇒ {s(t)}, {ṡ(t)}, {s̈(t)} ⇒ {fnl(s, ṡ, s̈)} ⇒ {Fn}

Les coefficients des forces non linéaires peuvent ainsi être déterminés en évaluant numériquement
l’intégrale :
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{Fn} =
2
T

∫ T/2

−T/2
{fnl(s, ṡ, s̈)} e−inωtdt (3.10)

où la période fondamentale T est donnée par T = 2π/ω.

L’introduction des expressions 3.4, 3.6, 3.7 et 3.9 dans 3.3, et la mise en équation ultérieure des
composants harmoniques de même ordre nous amènent au système de (2N+1)nt équations algébriques
non linéaires,

n = 0 [K]{S0} − {P 0} − {F 0} = 0
n = 1 Re

(
(−ω2[M ] + iω[C] + [K]){S1} − {P 1} − {F 1}

)
= 0

n = 1 Im
(
(−ω2[M ] + iω[C] + [K]){S1} − {P 1} − {F 1}

)
= 0

...
...

n = N Re
(
(−N2ω2[M ] + iNω[C] + [K]){SN} − {PN} − {FN}

)
= 0

n = N Im
(
(−N2ω2[M ] + iNω[C] + [K]){SN} − {PN} − {FN}

)
= 0

(3.11)

dont la solution correspond aux coefficients {Sn}, n = 0, 1, 2, ..., N de la série de Fourier tronquée 3.6.

Une méthode de résolution de systèmes non linéaires pourrait être appliquée directement à 3.11.
Cependant, une condensation sur les degrés de liberté non linéaires similaire à celle de Guyan [68]
peut être réalisée avant, afin de réduire le nombre d’équations du problème et d’épargner ainsi du
temps et de la mémoire lors du calcul. CHEN et HAHN [25] et SHIAU et JEAN [159] effectuent
cette condensation au travers d’opérations linéaires sur les matrices de masse, d’amortissement et de
raideur, ce qui procure une réduction du système 3.11 de (2N + 1)nt à (2N + 1)nnl équations. Il est
important d’observer que la taille du système non linéaire à résoudre devient ainsi indépendante du
nombre de degrés de liberté linéaires du modèle.

REN et BEARDS [130][131] obtiennent ce même niveau de réduction, mais par une condensation
basée sur la partition de la matrice de réceptance du système. Outre plus simple que la démarche
adoptée dans les références [25] et [159], la méthode de condensation qu’ils préconisent permet l’utili-
sation directe de modèles construits à partir de mesures expérimentales [8], si bien qu’elle sera retenue
dans notre formulation de la balance harmonique. En notant i et j les noeuds associés respectivement
aux nnl degrés de liberté non linéaires et aux nl degrés de libertés linéaires, le système est réparti de
la manière suivante :

n = 0

{
Sj0
Si0

}
−
[
Djj Dji

Dij Dii

]({
P j0
P i0

}
+

{
0
F i0

})
= 0

n = 1

{
Sj1
Si1

}
−
[
Hjj

1 Hji
1

H ij
1 H ii

1

]({
P j1
P i1

}
+

{
0
F i1

})
= 0

...
...

n = N

{
SjN
SiN

}
−
[
Hjj
N Hji

N

H ij
N H ii

N

]({
P jN
P iN

}
+

{
0
F iN

})
= 0

(3.12)
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avec,

[D] = [K]−1

[H]n =
(
−n2ω2[M ] + inω[C] + [K]

)−1 = matrice de réceptance expérimentale ou numérique as-
sociée au nième harmonique.

En résolvant les équations 3.12 pour les coefficients de Fourier des degrés de liberté non linéaires,
on obtient :

n = 0 {Si0} − [Dij ]{P j0 } − [Dii]
(
{P i0} + {F i0}

)
= 0

n = 1 Re
(
{Si1} − [H ij

1 ]{P j1 } − [H ii
1 ]
(
{P i1} + {F i1}

))
= 0

n = 1 Im
(
{Si1} − [H ij

1 ]{P j1 } − [H ii
1 ]
(
{P i1} + {F i1}

))
= 0

...
...

n = N Re
(
{SiN} − [H ij

N ]{P jN} − [H ii
N ]
(
{P iN} + {F iN}

))
= 0

n = N Im
(
{SiN} − [H ij

N ]{P jN} − [H ii
N ]
(
{P iN} + {F iN}

))
= 0

(3.13)

La résolution du système d’équations non linéaires 3.13 fournit les coefficients de Fourier des
approximations de la réponse aux degrés de liberté non linéaires. La réponse aux degrés de liberté
linéaires du modèle peut ensuite être retrouvée à l’aide des équations 3.12.

3.3.2 Méthode de la collocation trigonométrique

Comme la balance harmonique, la méthode de la collocation trigonométrique s’appuie sur l’hy-
pothèse que le système 3.3, excité par la force périodique 3.4, possède une réponse également périodique.
Au lieu d’écrire l’approximation de cette réponse sous forme complexe, équation 3.6, on utilisera ici
l’expression analogue suivante :

{s̃(t)} = {c0} +
N∑
n=1

{cn} cos(nωt) + {dn} sin(nωt) (3.14)

Une fois de plus, afin de simplifier la présentation de la méthode, seulement l’harmonique fonda-
mental et des super-harmoniques seront retenus dans la formulation. Des termes sous-harmoniques,
ultra sous-harmoniques et ultra super-harmoniques peuvent être pris en compte en utilisant l’équation
3.8.

La collocation trigonométrique exige que la solution approximative 3.14 soit satisfaite en L points
de collocation, lesquels correspondent à des instants, équi-espacés par exemple, sur la période fonda-
mentale [71] :
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tk =
2π
ω

k

L
k = 0, 1, ..., L − 1

L’évaluation de la solution 3.14 aux points de collocation fournit [71] :




s̃1(t0) s̃2(t0) · · · s̃nt(t0)
s̃1(t1) s̃2(t1) · · · s̃nt(t1)

...
...

. . .
...

s̃1(tL−1) s̃2(tL−1) · · · s̃nt(tL−1)


 = [T ]




c0(s̃1) c0(s̃2) · · · c0(s̃nt)
c1(s̃1) c1(s̃2) · · · c1(s̃nt)
d1(s̃1) d1(s̃2) · · · d1(s̃nt)

...
...

. . .
...

cN (s̃1) cN (s̃2) · · · cN (s̃nt)
dN (s̃1) dN (s̃2) · · · dN (s̃nt)




(3.15)

où [T ] est une matrice de transformation de dimensions L× (2N + 1) donnée par [71][104] :




Ti1 = 1 i = 1, 2, ..., L
Tij = cos[(i− 1)j πL ] j = 2, 4, 6, ..., 2N
Tij = cos[(i− 1)(j − 1) πL ] j = 3, 5, 7, ..., 2N + 1

(3.16)

En écrivant le système 3.15 sous la forme compacte [S] = [T ][Cf ], les matrices des vitesses et des
accélérations aux points de collocation s’écrivent, compte tenu de 3.14 :

[Ṡ] = ω[T ][G][Cf ]

[S̈] = ω2[T ][G]2[Cf ]
(3.17)

où [G] est une matrice tri-diagonale carrée, de dimension (2N + 1), définie par :

Gi,(i+1) = −G(i+1),i =
i

2
i = 2, 4, ..., 2N (3.18)

En évaluant l’équation du mouvement 3.3 aux points de collocation, on obtient :
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[S̈][M ]T + [Ṡ][C]T + [S][K]T =




fe1(t0) · · · fent(t0)
fe1(t1) · · · fent(t1)

...
. . .

...
fe1(tL−1) · · · fent(tL−1)




+




{0}1×nl fnl1(t0) · · · fnlnnlt
(t0)

{0}1×nl fnl1(t1) · · · fnlnnlt
(t1)

...
...

. . .
...

{0}1×nl fnl1(tL−1) · · · fnlnt(tL−1)




(3.19)

En rapportant les expressions 3.15 et 3.17 dans l’équation ci-dessus, on arrive à :

[T ]
(
ω2[G]2[Cf ][M ]T + ω[G][Cf ][C]T + [Cf ][K]T

)
= [[Fej ] | [Fei]] + [[0] | [Fnl]] (3.20)

où,

[Fnl] : matrice des forces non linéaires évaluées aux points de collocation;

[Fei] : matrice des forces linéaires appliquées aux degrés de liberté non linéaires évaluées aux points
de collocation;

[Fej ] : matrice des forces linéaires appliquées aux degrés de liberté linéaires évaluées aux points de
collocation.

Le système 3.20 contient L × nt équations algébriques non linéaires fonctions des (2N + 1)nt
coefficients de Fourier de la réponse. Il faut par conséquent un nombre de points de collocation L ≥
(2N + 1) pour le calcul des (2N + 1)nt inconnues du problème.

Comme pour la méthode de la balance harmonique, au lieu de résoudre le système 3.20 directement,
il est plus intéressant de le condenser sur les degrés de liberté non linéaires d’abord. En utilisant la
même notation que celle de la section précédente, le système est réparti de la manière suivante :

[M ] =

[
Mjj Mji

Mij Mii

]
; [C] =

[
Cjj Cji

Cij Cii

]
;

[K] =

[
Kjj Kji

Kij Kii

]
; [Cf ] =

[
Cfj Cfi

]
;

compte tenu de cette partition, on écrit :
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[T ]
(
ω2[G]2[Cfj][Mjj ]T + ω[G][Cfj ][Cjj]T + [Cfj][Kjj ]T

)
+

[T ]
(
ω2[G]2[Cfi][Mji]T + ω[G][Cfi][Cji]T + [Cfi][Kji]T

)
− [Fej ] = 0

(3.21)

[T ]
(
ω2[G]2[Cfj][Mij ]T + ω[G][Cfj ][Cij ]T + [Cfj][Kij ]T

)
+

[T ]
(
ω2[G]2[Cfi][Mii]T + ω[G][Cfi][Cii]T + [Cfi][Kii]T

)
− [Fei] − [Fnl] = 0

(3.22)

La matrice de transformation [T ] sera carrée si l’on choisit L = (2N + 1). Pour L > (2N + 1),
cette matrice n’étant pas carrée, elle ne pourra pas être inversée. Dans ce cas, les équations ci-dessus
doivent être pré-multipliées par [T ]T et ensuite par ([T ]T [T ])−1, ce qui fournit :

ω2[G]2[Cfj][Mjj ]T + ω[G][Cfj ][Cjj]T + [Cfj][Kjj ]T+

ω2[G]2[Cfi][Mji]T + ω[G][Cfi][Cji]T + [Cfi][Kji]T − [Rej ] = 0
(3.23)

ω2[G]2[Cfj][Mij ]T + ω[G][Cfj ][Cij ]T + [Cfj][Kij ]T+

ω2[G]2[Cfi][Mii]T + ω[G][Cfi][Cii]T + [Cfi][Kii]T − [Rei] − [Rnl] = 0
(3.24)

avec,

[Rej ] = ([T ]T [T ])−1[T ]T [Fej ]

[Rei] = ([T ]T [T ])−1[T ]T [Fei]

[Rnl] = ([T ]T [T ])−1[T ]T [Fnl]

Du point de vue de la programmation de la méthode, une forme plus convenable des équations
3.23 et 3.24 est obtenue en utilisant le produit de Kronecker à droite de deux matrices et la fonction
vecteur d’une matrice [71]. L’application du produit de Kronecker à droite aux matrices [M]m×m et
[N ]p×q résulte en une matrice de dimensions pm× qm donnée par :

[M] ⊗ [N ] =




M11[N ] · · · M1m[N ]
...

. . .
...

Mm1[N ] · · · Mmm[N ]


 (3.25)

L’application de la fonction vecteur à une matrice [R]o×r aboutit à :
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vec[R] = {R}or×1 =




R11
...

Ro1
...

R1r
...

Ror




(3.26)

Ainsi, une équation matricielle linéaire du type :

(∑
c

[M]c[R][N ]Tc

)T
= [Q]T (3.27)

devient [71] :

(∑
c

[M]c ⊗ [N ]c

)
vec[R]T = vec[Q]T (3.28)

L’application du produit de Kronecker à droite et de la fonction vecteur aux équations 3.23 et à
3.24, compte tenu de 3.28, fournit :




[Ejj ]{Cfj} + [Eji]{Cfi} − {Rej} = 0

[Eij ]{Cfj} + [Eii]{Cfi} − {Rei} − {Rnl} = 0
(3.29)

avec,

[Ejj] = ω2[G]2 ⊗ [Mjj ] + ω[G] ⊗ [Cjj] + [I] ⊗ [Kjj ]

[Eji] = ω2[G]2 ⊗ [Mji] + ω[G] ⊗ [Cji] + [I] ⊗ [Kji]

[Eij ] = ω2[G]2 ⊗ [Mij ] + ω[G] ⊗ [Cij ] + [I] ⊗ [Kij ]

[Eii] = ω2[G]2 ⊗ [Mii] + ω[G] ⊗ [Cii] + [I] ⊗ [Kii]

{Cfj} = vec[Cfj]T {Cfi} = vec[Cfi]T

{Rej} = vec[Rej ]T {Rei} = vec[Rei]T {Rnl} = vec[Rnl]T

[I] : matrice identité.
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La résolution du système 3.29 pour {Cfi} donne :

([Eii] − [Eij ][Ejj ]−1[Eji]){Cfi} + [Eij ][Ejj]−1{Rej} − {Rei} − {Rnl} = 0 (3.30)

L’expression ci-dessus représente un système de (2N + 1)nnl équations algébriques non linéaires,
fonctions des (2N + 1)nnl coefficients de Fourier de la réponse aux degrés-de-liberté non linéaires du
modèle. Comme pour la balance harmonique, la condensation rend la taille du système non linéaire à
résoudre indépendante de la taille du modèle.

3.3.3 Méthode de tir

La méthode de tir s’attaque à l’équation différentielle 3.3, mise sous la forme du premier ordre :

[
M 0
C M

]{
ṡ

s̈

}
+

[
0 −M
K 0

]{
s

ṡ

}
=

{
0

fe + fnl

}
(3.31)

Le système d’équations ci-dessus peut être réécrit de la manière suivante [168][169] :

{q̇} = f(t,q, α), q = {s, ṡ}T , q, f ∈ R2nt , t, α ∈ R, t ≥ 0 (3.32)

La variable α est le paramètre de bifurcation, lequel correspond dans notre cas à la fréquence de
rotation du rotor, ω. Le système 3.32 est dit non autonome, puisque la fonction f(t,q, α) dépend
explicitement du temps.

Le système différentiel décrit par l’équation 3.32 donne lieu à un problème de valeurs aux frontières
lorsque l’on impose la condition de périodicité suivante :

q(t = 0) = q(t = T ) (3.33)

où T est la période supposée de la réponse. On est ainsi amené à résoudre le problème :

Ψ(q0, α) = [I]q(t = 0,q0, α) − [I]q(t = T,q0, α) = 0 (3.34)

avec q0 = q(t = 0). La fonction Ψ(q0, α) est appelée fonction résidu.
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Le vecteur q0, solution de l’équation 3.34, représente ainsi un point fixe du diagramme de Poincaré
associé au mouvement du système [111]. Il peut être calculé par la méthode Newton-Raphson, dont le
schéma itératif peut s’écrire :

Ψ(qk+1
0 , α) ≈ Ψ(qk0 , α) +

(
∂Ψ
∂q0

)
(qk0 ,α)

(qk+1
0 − qk0) (3.35)

Compte tenu de la condition de périodicité, exprimée par Ψ(qk+1
0 , α) = 0, le schéma itératif ci-dessus

devient :

qk+1
0 = qk0 −

[(
∂Ψ
∂q0

)
(qk0 ,α)

]−1

Ψ(qk0 , α) (3.36)

Si le processus donné par l’équation 3.36 ne converge pas, alors la période admise T ne correspond
pas à la période de la réponse du système. L’algorithme doit ainsi être répété pour des multiples entiers
croissants de T jusqu’à ce que la solution soit trouvée.

Le point principal de la méthode de tir consiste à calculer la jacobienne de Ψ(q0, α) par rapport à
q0. Pour ce faire, SUNDARARAJAN et NOAH [168][169] proposent l’utilisation de la procédure de
Newton-Fox, expliquée dans ce qui suit.

Compte tenu de la définition de la fonction résidu, équation 3.34, on a :

(
∂Ψ
∂q0

)
(q0,α)

= [I]
∂q(t = 0,q0, α)

∂q0
− [I]

∂q(t = T,q0, α)
∂q0

= [I] − [Wt=T ] (3.37)

En considérant t et q0 comme des variables indépendantes, on peut écrire :

[Ẇt] =
∂

∂t

(
∂q
∂q0

)
=

∂

∂q0

(
∂q
∂t

)
=

∂f
∂q0

=
∂f
∂q

∂q
∂q0

= [J ][Wt] (3.38)

où la matrice [J ] est la jacobienne de f(t,q, α) par rapport q en q(t,q0, α). A l’instant t = 0 on a :

[Wt=0] =
(
∂q
∂q0

)
(t=0,q0,α)

= I (3.39)

ce qui correspond aux conditions initiales du système d’équations différentielles 3.38.
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Pour une valeur quelconque de α et à partir d’une condition initiale qk=0
0 , le processus itératif

donné par 3.36 est exécuté de la manière suivante :

1. On intègre simultanément l’équation de mouvement 3.32 et le système 3.38 de t = 0 à t = T .

2. On calcule le jacobien
(
∂Ψ
∂q0

)
(q0,α)

à partir de la matrice [Wt=T ] issue de l’intégration temporelle

de l’équation 3.38.

3. On réactualise q0 selon l’équation 3.36.

Le processus s’arrête selon un critère appliqué classiquement sur la suite des normes des solutions
||qk0 || ou des résidus ||Ψk||. La condition initiale qk=0

0 associé au paramètre α courant est détermniée
en fonction de la solution au point précédent.

Les méthodes de réduction utilisées dans le cadre de la balance harmonique et de la collocation
trigonométrique ne sont pas applicables dans le cas de la méthode de tir. La taille du système à
résoudre reste par conséquent égale au double du nombre de degrés de liberté du modèle. Cependant,
la réduction peut s’effectuer avant l’application de la méthode de tir, au travers de techniques de
synthèse modale, comme proposé dans la référence [168]. Par contre, la méthode de tir ne fait aucune
hypothèse concernant le spectre de la réponse du système. Elle est ainsi plus adéquate que la balance
harmonique et que la collocation trigonométrique quand la solution périodique est composée d’un
nombre élevé d’harmoniques, comme dans le cas d’un palier hydrodynamique monté en série avec un
SqF [201]. De plus, en modifiant légèrement son algorithme, la méthode de tir permet de déterminer
des mouvements quasi-périodiques et chaotiques, outre des orbites stationnaires [168].

3.3.4 La continuation pseudo-arc length

Les techniques de continuation permettent de déterminer la manière dont la solution d’un système
varie en fonction d’un paramètre quelconque. Dans la balance harmonique et la collocation trigo-
nométrique, la solution en question correspond aux coefficients de Fourier de la réponse approximative,
et dans la méthode de tir, aux valeurs des variables d’état au début de la période. Ces trois méthodes
étant employées ici pour tracer des courbes de réponse au balourd du rotor, le paramètre de variation
correspond à la fréquence de rotation ω. Ce paramètre est représenté ici de manière générique par α.

Nous avons choisi la méthode de pseudo-arc length comme technique de continuation, grâce à la
simplicité [168] et à l’efficacité lors du passage de bifurcations [105]. La figure 3.4 présente de manière
simplifiée l’interprétation graphique de cette méthode de continuation.

Le principe de la continuation pseudo-arc length s’appuie sur un changement de paramétrage dans
la formulation du problème. Au lieu de traiter le vecteur solution, noté z, comme une fonction du
paramètre α, on considère ces deux variables comme fonctions d’une troisième, λ, qui correspond à un
paramètrage de la courbe g(z(λ), α(λ)) = 0. Soit (z0, α0) une solution de cette courbe avant le point
de bifurcation. Le point (z1, α1) est estimé en utilisant le prédicteur tangent, dit également d’Euler,
qui s’écrit :
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Fig. 3.4: Illustration de la continuation pseudo-arc length

z1 = z0 +
(
dz
dλ

)
z0,α0

∆λ (3.40)

α1 = α0 +
(
dα

dλ

)
z0,α0

∆λ (3.41)

où ∆λ est l’incrément dans la direction de la tangente.

La correction du point (z1, α1) fourni par le prédicteur d’Euler, est recherchée le long du chemin
représenté dans la figure 3.4 par la ligne en pointillée. Cette ligne a pour origine le point (z1, α1) et
est normal à la tangente à (z0, α0). La solution correspondra ainsi à l’intersection entre cette ligne et
la courbe g(z(λ), α(λ)) = 0. Mathématiquement, on cherche la solution (z2, α2) sur g(z(λ), α(λ)) = 0
telle que les vecteurs,

v12 =

{
z2 − z1

α2 − α1

}

v01 =



(
dz
dλ

)
z0,α0(

dα

dλ

)
z0,α0




(3.42)
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satisfassent la condition d’orthogonalité :

vT12v01 = 0 (3.43)

En rapportant les équations 3.40 et 3.41 dans 3.43, on obtient :

(z2 − z0)T
(
dz
dλ

)
z0,α0

+ (α2 − α0)
(
dα

dλ

)
z0,α0

−
[(

dα

dλ

)2

z0,α0

+
(
dz
dλ

)T
z0,α0

(
dz
dλ

)
z0,α0

]
∆λ = 0

(3.44)

Cette équation peut prendre une forme plus simple si l’on applique une normalisation euclidienne
au vecteur v01 telle que,

(
dα

dλ

)2

z0,α0

+
(
dz
dλ

)T
z0,α0

(
dz
dλ

)
z0,α0

= 1 (3.45)

L’expression 3.44 devient par conséquent :

Λ(z, α,∆λ) = (z2 − z0)T
(
dz
dλ

)
z0,α0

+ (α2 − α0)
(
dα

dλ

)
z0,α0

− ∆λ = 0 (3.46)

Cette expression constitue une équation de contrainte, à rajouter au système d’équations non
linéaires issu des méthodes de calcul de solutions périodiques. Si l’incrément ∆λ est trop important, soit
la ligne en pointillée de la figure 3.4 n’interceptera pas la courbe g(z(λ), α(λ)) = 0 soit la convergence
de la solution sera très longue. Dans ces cas, l’incrément ∆λ doit être réduit.

L’obtention des termes du vecteur v01 s’effectue au travers d’un développement en série de Taylor
de g(z(λ), α(λ)) = 0 au voisinage du point (z0, α0) [111]. Cette courbe étant paramétrée en λ, on a :

(
∂g
∂λ

)
z0,α0

=
(
∂g
∂z

)
z0,α0

(
∂z
∂λ

)
z0,α0

+
(
∂g
∂α

)
z0,α0

(
∂α

∂λ

)
z0,α0

= 0 (3.47)

Cette expression doit être satisfaite en même temps que l’équation de normalisation du vecteur v01,
équation 3.45.

Or ce calcul ne fournit que la direction de v01. La définition du sens de ce vecteur est cruciale pour
que le calcul ne revienne pas en arrière sur la courbe g(z(λ), α(λ)) = 0, ou ne reste pas bloqué entre
deux points [168]. Pour éviter ces problèmes, le signe du vecteur v01 est choisi de façon à ce que le
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produit scalaire entre la tangente au point courant et la tangente au point précédent soit positif [169].
On obtient ainsi pour les termes du vecteur tangent :

(
∂z
∂λ

)
z0,α0

= lζ

(
∂α

∂λ

)
z0,α0

= l

où,

l = ±
(
1 + ζT ζ

)−1/2

ζ =

[(
∂g
∂z

)
z0,α0

]−1(
∂g
∂α

)
z0,α0

En utilisant l’indice −1 pour désigner le point antérieur à (z0, α0), le signe de l doit être choisi tel
que :

l

((
∂z
∂λ

)T
z−1,α−1

ζ +
(
∂α

∂λ

)
z−1,α−1

)
> 0 (3.48)

Lorsque l’on utilise la continuation pseudo-arc length avec la balance harmonique ou la collocation

trigonométrique, la matrice
[(

∂g
∂z

)
z0,α0

]
et le vecteur

(
∂g
∂α

)
z0,α0

peuvent être calculés par différences

finies. En ce qui concerne la méthode de tir, la matrice
[(

∂g
∂z

)
z0,α0

]
≡
[(

∂Ψ
∂q0

)
(q0,α)

]
est déjà un

sous-produit de la procédure Newton-Fox. Cette procédure peut être étendue pour fournir également
le vecteur ∂g

∂α ≡ ∂Ψ
∂α . Compte tenu de la définition de la fonction résidu, équation 3.34, on a :

(
∂Ψ
∂α

)
q0,α

= [I]
(
∂q
∂α

)
(t=0,q0,α)

− [I]
(
∂q
∂α

)
(t=T,q0,α)

=

−[I]

[(
∂q
∂α

)
(t=T,q0,α)

+
(
∂q
∂t

)
(t=T,q0,α)

(
∂t

∂α

)
t=T

)

En notant {Y} le vecteur dérivée
(
∂q
∂α

)
(t,q0,α)

, le premier terme du deuxième membre de l’équation

ci-dessus peut être obtenu en intégrant de t = 0 à t = T le système d’équations :

{Ẏ} =
∂

∂t

(
∂q
∂α

)
=

∂

∂α

(
∂q
∂t

)
=
∂f
∂α

=
∂f
∂α

+
∂f
∂q

∂q
∂α

= {U} + [A]{Y} (3.49)

avec les conditions initiales suivantes :
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{Yt=0} =
(
∂q
∂α

)
(t=0,q0,α)

= {0} (3.50)

Ainsi, lorsque la méthode de tir est couplée à la continuation pseudo-arc length, l’équation du
mouvement 3.32 et les systèmes différentiels 3.38 et 3.49 doivent être intégrés de t = 0 à t = T

simultanément.

3.3.5 Analyse de la stabilité - Théorie de Floquet

Une fois calculée une solution périodique, notée {sp}, de l’équation de mouvement 3.3, pour une
valeur de fréquence spécifique ωp, on doit déterminer si cette solution est stable ou instable.

Le critère de Routh-Hurwitz [97] permet d’analyser la stabilité de systèmes autonomes. Il peut ainsi
être appliqué au SqF, à condition que celui-ci exécute des orbites circulaires et centrées. Dans ce cas,
la description du mouvement dans un système de repérage tournant rend les équations indépendantes
du temps. L’utilisation de ce critère est intéressante pour des systèmes à faible nombre de degrés de
liberté, pour lesquels des expressions analytiques du polynôme caractéristique associé au mouvement
perturbé peuvent être déduites [161]. Elle devient, toutefois, complexe pour des systèmes comportant
un nombre élevé de degrés de liberté. De plus, le critère de Routh-Hurwitz ne fournit pas la fréquence
d’instabilité. Il a été utilisé notamment par HAHN et RABINOWITZ [60][123] pour étudier l’influence
d’amortisseurs squeeze film sur la stabilité de rotors rigides et flexibles du type Jeffcott.

Lorsque le SqF est considéré comme un élément linéaire, l’analyse de la stabilité peut s’effectuer
au travers de l’examen des valeurs propres du système d’équations du mouvement perturbé.

L’étude de la stabilité au travers des méthodes citées ci-dessus restreignent l’analyse à des cas de
figure particuliers, à savoir lorsque le SqF décrit des mouvements circulaires et centrés, ou lorsque qu’il
est décrit par des modèles linéaires. Une méthode plus générale s’appuie sur la théorie de Floquet,
laquelle permet d’analyser, dans le sens linéaire, la stabilité de systèmes à coefficients périodiques.

Le premier pas de l’analyse consiste à appliquer au vecteur de la solution périodique sp une petite
perturbation δs, qui conduit le système à un nouvel état d’équilibre décrit par l’équation :

[M ]{s̈p + δs̈} + [C]{ṡp + δṡ} + [K]{sp + δs} = {fe} + {fnl(sp + δs, ṡp + δṡ, s̈p + δs̈)} (3.51)

Un développement de Taylor au premier ordre au voisinage de sp permet d’estimer les forces non
linéaires en (sp + δs, ṡp + δṡ, s̈p + δs̈) :

{fnl(sp + δs, ṡp + δṡ, s̈p + δs̈)} = {fnl(sp, ṡp, s̈p)}+

[
∂{fnl}
∂{s}

]
sp,ṡp ,̈sp

δs +
[
∂{fnl}
∂{ṡ}

]
sp,ṡp ,̈sp

δṡ +
[
∂{fnl}
∂{s̈}

]
sp,ṡp ,̈sp

δs̈
(3.52)
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En remplaçant le vecteur des forces non linéaires de l’équation 3.51 par l’expression ci-dessus, on
obtient :

[M −Mnl]{δs̈} + [C − Cnl]{δṡ} + [K −Knl]{δs} = 0 (3.53)

avec,

[Mnl] =
[
∂{fnl}
∂{s̈}

]
sp,ṡp ,̈sp

[Cnl] =
[
∂{fnl}
∂{ṡ}

]
sp,ṡp ,̈sp

[Knl] =
[
∂{fnl}
∂{s}

]
sp,ṡp ,̈sp

L’équation 3.53 peut se réécrire sous la forme suivante :

{q̇} = [L](t){q} (3.54)

où on identifie :

{q} = {δs, δṡ}T

[L](t) =

[
0 I

[M −Mnl]−1[Knl −K] [M −Mnl]−1[Cnl − C]

]

La matrice [L](t) contient les dérivées partielles des forces non linéaires fonctions de la position, de la
vitesse et de l’accélération du SqF et est, par conséquent, T -périodique. L’analyse de la stabilité est
locale, puisque les forces non linéaires sont linéarisées autour de l’orbite sp après l’application de la
perturbation.

Si {q} est un vecteur de dimension n = 2nt, le système 3.54 possède n solutions linéairement
indépendantes qj(t), j = 1, 2, ..., n [105]. On définit ainsi la matrice-solution fondamentale, [Q](t) =
[q1(t),q2(t), ...,qn(t)], laquelle satisfait l’équation :

[Q̇] = [L](t)[Q] (3.55)

Compte tenu de la T -périodicité de la matrice [L](t), le changement de variable τ = t+ T donne :

d[Q]
dτ

= [L](τ − T )[Q] = [L](τ)[Q] (3.56)
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Par conséquent, si [Q](t) = [q1(t),q2(t), ...,qn(t)] est une matrice-solution fondamentale, [Q](τ) =
[q1(τ),q2(τ), ...,qn(τ)] l’est également. Or le système 3.54 n’a, au maximum, que n solutions linéairement
indépendantes. Les solutions qj(τ) sont alors des combinaisons linéaires de qj(t) :

[Q](τ) = [Q](t)[H] (3.57)

où [H] est une matrice constante carré de dimension n qui dépend du choix de la matrice-solution
fondamentale [Q](t). En précisant comme conditions initiales :

[Q](0) = [I] (3.58)

où [I] est la matrice identité, on obtient :

[H] = [Q](T ) (3.59)

La matrice [H], appelée matrice de Floquet ou matrice monodrôme, peut être interprétée comme
une transformation qui régit l’accroissement sur la période des perturbations apportées à la solution
périodique décrite par sp, ṡp et s̈p.

En définissant une fonction [υ](t) qui a les valeurs de [Q](t) à t = ..., 0, T, 2T, 3T, ..., on peut écrire
à partir de l’équation 3.57 [66] :

[υ]((m + 1)T ) = [υ](mT )[H], m entier (3.60)

La solution de cette équation est de la forme :

[υ] = [Υ]eςt, ς = χ+ iσ (3.61)

En notant ρ les valeurs propres de la matrice H, on a donc :

ρ = eςT et [υ](mT ) : matrice des vecteurs propres à gauche de [H] (3.62)

Compte tenu des équations 3.61 et 3.62, la stabilité de la solution périodique du système peut être
analysée dans le sens de Liapunov [105] : le système est dit asymptotiquement stable si χ < 0, condition
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Fig. 3.5: Analyse des bifurcations à l’aide des multiplicateurs de Floquet

équivalente à |ρ| < 1 [66]. Physiquement, la vérification de ces conditions signifie que l’amplitude des
variables d’état des perturbations, {q}, décrôıt au cours du temps [25].

Ces sont donc les valeurs propres de la matrice de Floquet, [H], appelées multiplicateurs de Floquet,
qui fournissent l’information sur la stabilité de la solution périodique du système non linéaire. Si
aucun des multiplicateurs de Floquet ne se trouve sur le cercle unité dans le plan complexe, la solution
périodique est dite hyperbolique. Sinon, elle est appelée non hyperbolique. Si toutes les valeurs propres
de la matrice [H] sont à l’intérieur du cercle unité, la solution correspondante est appelée un cycle
limite stable ou un point d’attraction périodique [105]. Si un multiplicateur au moins est en dehors
du cercle unité, la solution est instable. Si tous les multiplicateurs sont à l’extérieur du cercle unité,
la solution périodique correspond à un point de répulsion. Et si aucun des multiplicateurs de Floquet
associés à une solution non hyperbolique ne se trouvent en dehors du cercle unité, une analyse non
linéaire est nécessaire pour statuer sur la stabilité de la solution périodique {sp}. Pour ce faire, il est
nécessaire de réaliser le développement en série de Taylor des forces non linéaires au delà du premier
ordre.

Lorsque la fréquence de rotation ω évolue, il existe trois types d’instabilités qui peuvent avoir
lieu. Ils sont identifiés selon la manière dont les multiplicateurs de Floquet traversent le cercle unité
(voir figure 3.5). Si ce franchissement arrive par (1, 0), on a une instabilité du type point selle, qui
cause le phénomène de saut dans la réponse au balourd du rotor [208]. Dans ce cas, une perturbation
quelconque fait sauter le rotor d’un cycle limite stable à un autre. Si l’un des multiplicateurs de Floquet
traverse le cercle unité par (−1, 0), la solution subit un dédoublement de période. Et enfin, si le cercle
unité est franchi par une paire de complexes conjugués, une bifurcation de Hopf secondaire a lieu et
la solution périodique se dégénère à une solution quasi-périodique.

La détermination de la matrice [H] à partir des solutions périodiques obtenues par la balance
harmonique et la collocation trigonométrique constitue une étape supplémentaire à effectuer après le
calcul de l’orbite stationnaire. La méthode de tir, par contre, fournit déjà la matrice de Floquet en
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tant que sous-produit de la procédure de Newton-Fox. En effet, si l’on note :

q̄(t, q̄0) : la solution de l’équation 3.32 pour qt=0 = q̄0, et,

q̂(t, q̄0 + δ0) : la solution relative à une condition initiale perturbée qt=0 = q̄0 + δ0,

l’écart entre les deux solutions à t = T s’écrit [105] :

∆t=T = q̂(t = T, q̄0 + δ0) − q̄(t = T, q̄0) (3.63)

En prenant ‖δ0‖ petit, l’écart ci-dessus peut être approché par :

∆t=T =
(
∂q̄
∂q̄0

)
(T,q̄0)

δ0 = [H]δ0 (3.64)

Ainsi, la matrice [H] indique si la perturbation initiale, δ0, appliquée à l’orbite q̄(t, q̄0) s’accrôıt
ou décrôıt au cours du temps. Sachant que q̄t=0 = q̄0, on a :

(
∂q̄
∂q̄0

)
t=0

= I (3.65)

En rappelant la notation adoptée pour la présentation de la méthode de tir, on s’aperçoit que la

matrice [Wt] de l’équation 3.38 correspond à
∂q̄
∂q̄0

. Cette matrice est obtenue en intégrant l’équation

3.38, soumise aux conditions initiales données par l’équation 3.39. Ces deux équations sont identiques
à 3.57 et 3.58, respectivement, d’où on conclut que la matrice de Floquet [H] est égale à [Wt=T ].

En ce qui concerne les méthodes de la balance harmonique et de la collocation trigonométrique, la
détermination de la matrice de Floquet s’effectue ultérieurement au calcul de la solution périodique.
SHIAU, HWANG et CHANG [158] ainsi que CHEN et HAHN [25] intègrent numériquement l’équation
3.54 de t = 0 à t = T pour calculer [H]. CHEN et HAHN [25] allèguent que l’intégration temporelle
est le seul moyen d’assurer une bonne précision au calcul des multiplicateurs de Floquet. Cependant,
ZHAO, LINNETT et MCLEAN [208][209] utilisent avec succès la méthode développée par HSU [66],
laquelle s’avère plus efficace que l’intégration temporelle.

Cette méthode s’appuie sur une discrétisation de la période T en K sous-intervalles, dans lesquels
la matrice [L](t) est approchée par des matrices constantes, comme le montre la figure 3.6. Cette
démarche permet de traiter la matrice périodique [L](t) comme un ensemble de fonctions échelons, de
façon à ce que le problème devienne similaire à celui examiné par HSU [66], d’un système soumis à
une excitation paramétrique impulsive. La solution de l’équation 3.54 entre t = 0 et t = t1 (voir figure
3.6) s’écrit :

{q}(t) = e[L
1]t{q}(t = 0) (3.66)
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Fig. 3.6: Discrétisation de la matrice périodique [L](t)

A t = t1−, juste avant le passage de [L1] à [L2], on a :

{q}(t = t1−) = e[L
1]t1{q}(t = 0) (3.67)

De manière analogue, pour l’intervalle entre t = t1 et t = t2 la solution peut s’écrire :

{q}(t) = e[L
2](t−t1){q}(t = t1−) (3.68)

Compte tenu de l’expression 3.67, l’équation ci-dessus devient :

{q}(t) = e[L
2](t−t1)e[L

1]t1{q}(t = 0) (3.69)

A t = t2−, cela donne :

{q}(t = t2−) = e[L
2](t2−t1)e[L

1]t1{q}(t = 0) (3.70)

La poursuite de ce calcul pour chaque intervalle aboutit, à la fin de la période, à :

{q}(t = tK−) = e[L
K ](tK−tK−1)e[L

K−1](tK−1−tK−2)...e[L
2](t2−t1)e[L

1]t1{q}(t = 0) (3.71)
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où on identifie l’approximation de la matrice de Floquet [H] :

[H̃] = e[L
K ](tK−tK−1)e[L

K−1](tK−1−tK−2)...e[L
2](t2−t1)e[L

1]t1

= Π1
k=K e[L

k](tk−tk−1)

(3.72)

avec,

[Lk] =

[
0 I

[M −Mk
nl]

−1[Kk
nl −K] [M −Mk

nl]
−1[Cknl − C]

]
k = 1, 2, 3, ...,K

[Kk
nl] =

1
(tk − tk−1)

∫ tk
tk−1

[Knl](t)dt

[Cknl] =
1

(tk − tk−1)
∫ tk
tk−1

[Cnl](t)dt

[Mk
nl] =

1
(tk − tk−1)

∫ tk
tk−1

[Mnl](t)dt

Il est important de remarquer que [H̃] → [H] lorsque K → ∞ [208], si bien que la précision du
calcul des multiplicateurs de Floquet dépend de la finesse de discrétisation de la matrice périodique
[L](t).

Bien que la théorie de Floquet soit exposée ici suivant une description physique du modèle, il
convient de souligner qu’elle peut également s’appliquer aux équations modales du système [8].

3.3.6 Comparaison des méthodes

Afin de comparer la performance des méthode de tir, de la balance harmonique et de la collocation
trigonométrique, nous les appliquons dans cette section à la simulation de la dynamique d’un rotor
Jeffcott. En outre, les caractéristiques du rotor et du SqF sont choisies pour valider, à partir des
résultats de la littérature scientifique concernant le SqF, la programmation de ces méthodes de calcul.
En suivant ainsi les références [208] et [96], nous définissons (voir figure 1.1 pour la géométrie du SqF
et figure 3.2 pour les paramètres du rotor Jeffcott):

L=30 [mm] : longueur du SqF;

R=155 [mm] : rayon du SqF;

C=0,3 [mm] : jeu radial du SqF;

µ=0,01898 [Pa.s] : viscosité dynamique du fluide amortisseur;

m1=45 [kg] : moitié de la masse concentrée au niveau du disque;

m2=15 [kg] : masse concentrée aux paliers;
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k1 = 3 × 107 [N/m] : rigidité en flexion de l’arbre;

c1=367 [N.s/m] : moitié de l’amortissement visqueux au niveau du disque;

kx = 107 [N/m] : raideur des rétenteurs dans la direction x;

ky = 107 [N/m] : raideur des rétenteurs dans la direction y;

% = 1.2 × 10−4 [m] : excentration du disque;

W0=0 : force statique.

L’approximation palier court et la condition de cavitation de Gumbel sont admises pour la modélisation
des forces hydrodynamiques visqueuses du SqF.

La force statique étant supposée nulle (W0=0), le rotor décrit des orbites circulaires et centrées, ce
qui permet d’appliquer la balance harmonique et la collocation trigonométrique avec N = 1 (réponse
tronquée au premier harmonique) et de négliger le coefficient de Fourier associé au terme statique. Le
système d’équations condensé sur les degrés-de-liberté non linéaires est résolu à l’aide de la fonction
fsolve du logiciel MATLAB, dont l’algorithme est basé sur une méthode de moindres carrés non linéaire
du type Levenberg-Marquardt [95]. Afin d’améliorer la convergence, lorsque le processus de résolution
atteint le nombre maximal de 100 itérations, l’incrément pseudo-arc length ∆λ est divisé par 2. Le
critère d’arrêt, auquel la valeur 10−5 est attribuée, porte sur la valeur absolue du résidu du système
et sur la variation des inconnues entre deux itérations.

Le calcul de la réponse au balourd est réalisé dans la plage de vitesse 0 < ωad < 10, ωad =
ω/
√
k1/m1, avec l’incrément ∆λ = 0, 03. Les résultats, quasiment identiques pour les deux méthodes,

sont présentés dans la figure 3.7.

Le nombre d’itérations nécessaires avant d’atteindre le critère d’arrêt de la solution est montré dans
la figure 3.8 en fonction de la rotation. Le trait horizontal indique le nombre maximal d’itérations au
delà duquel l’incrément pseudo-arc length est réduit. On constate que les deux méthodes ont une
performance très semblable à ce niveau. On observe également que, pour l’exemple étudié, 20 à 40
itérations suffisent en général pour que la solution converge. Au voisinage de ωad = 1 toutefois, région
où les effets non linéaires sont plus importants et où la courbe a une forme plus complexe, le nombre
d’itérations est sensiblement plus élevé.

La balance harmonique et la collocation trigonométrique ne différent de manière considérable qu’en
termes de temps de calcul : 333 secondes pour la première et 120 secondes pour la deuxième. Cet écart
s’explique par le nombre d’évaluations des forces hydrodynamiques requis par chaque méthode. En
prenant le nombre minimal de points de collocation, on effectue trois évaluations des efforts du SqF
par itération, alors qu’il en faut sensiblement plus pour évaluer les coefficients de Fourier des forces
non linéaires lors de l’application de la stratégie AFT de la balance harmonique. D’après les tests
numériques que nous avons réalisés, l’effet de l’augmentation du nombre de points de collocation sur
la convergence du système d’équations non linéaires s’est avéré quasiment négligeable, pour l’exemple
analysé.
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Fig. 3.7: Réponse au balourd au niveau du SqF obtenue par la balance harmonique et par la collocation
trigonométrique
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Fig. 3.8: Nombre d’itérations nécessaires avant d’atteindre le critère d’arrêt
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Fig. 3.9: Analyse de la stabilité des solutions périodiques du rotor Jeffcott

Pour l’analyse de la stabilité des solutions périodiques, la matrice de Floquet est déterminée au
travers de la technique proposée par HSU [66], les dérivées des forces non linéaires étant calculées
par différences finies. Il convient de souligner que SHIAU, HWANG et CHANG [158] déduisent des
formes analytiques pour les dérivées des forces visqueuses, décrites selon l’approximation palier court
et le modèle de cavitation π-film. Les matrices [Kk]nl et [Ck]nl issues de la discrétisation de la période
sont évaluées par la règle du trapèze. La figure 3.9 présente le module du multiplicateur de Floquet
principal fonction de la vitesse de rotation adimensionnelle du Jeffcott, pour K = 200. On constate
l’existence de deux plages d’opération instable, délimitées par AB et CD.

En examinant l’évolution du multiplicateur de Floquet principal sur le plan complexe, il est possible
d’identifier par quel type de bifurcation le système perd sa stabilité. La figure 3.10 indique que la
première région d’instabilité, AB, est associée à une bifurcation du type point selle. Une éventuelle
perturbation du rotor dans cette plage de vitesse le fait sauter à une position d’équilibre stable sur la
branche supérieure ou inférieure de la réponse au balourd. La deuxième instabilité, CD, correspond à
une bifurcation de Hopf secondaire. Dans cette région, une perturbation apportée au système conduit
le rotor à un mouvement quasi-périodique.

En ce qui concerne la détermination de la matrice de Floquet, nos tests numériques nous ont permis
de conclure qu’au delà de K = 90, ses valeurs propres n’ont plus d’altération sensible. Cependant, le
choix de K dépendra toujours de la forme de la matrice périodique [L](t), si bien qu’une étude sur la
convergence des multiplicateurs de Floquet en fonction de ce paramètre doit être menée pour chaque
problème spécifique.

Passons maintenant à la méthode de tir. L’intégration temporelle est exécutée premièrement par
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Fig. 3.10: Identification des types de bifurcation pour le rotor Jeffcott

la méthode Runge-Kutta du 4ieme ordre à pas de temps constant. Le nombre maximal d’itérations du
schéma Newton-Raphson pour la résolution du système d’équations non linéaires est fixé en 10. Lorsque
cette limite est atteinte, l’incrément pseudo-arc length ∆λ est réduit à sa moitié. La convergence de
la solution est vérifiée par le critère d’arrêt suivant :

‖q0‖
‖q0‖

≤ 10−9

où ∆q0 est la solution du système :




∂Ψ
∂q0

∂Ψ
∂α

∂q0

∂λ

∂α

∂λ



{

∆q0

∆α

}
= −

{
Ψ
Λ

}
(3.73)

Un calcul préliminaire est effectué avec un pas de temps ∆τ = 2π/100 et un incrément ∆λ = 0, 1.
Aucune stratégie spéciale n’est adoptée pour la gestion de l’incrément ∆λ. Nous optons pour une
approche très simple, qui consiste à remettre ∆λ à une valeur standard prédéfinie lorsque le calcul
passe à un nouveau point sur la plage de fréquence. La méthode de tir ainsi appliquée échoue lors du
passage de la première vitesse critique, à cause de problèmes de convergence. Pour les surmonter, il a
fallu que le pas de temps soit réduit à ∆τ = 2π/300, la diminution de l’incrément ∆λ n’ayant apporté
aucune amélioration à la convergence. Malgré la faible amplitude du pas de temps, la précision du
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Fig. 3.11: Réponse au balourd du Jeffcott au niveau du SqF - Méthode de tir avec intégration temporelle
Runge-Kutta du 4eme ordre à pas de temps constant

calcul sur le premier pic de résonance se révèle être insatisfaisante, comme le mettent en évidence les
figures 3.11 et 3.12.

En réduisant progressivement le pas de temps de l’intégration temporelle, les résultats obtenus par
la méthode de tir convergent vers ceux de la balance harmonique et de la collocation trigonométrique,
à un coût temporel extrêmement élevé. Pour ∆τ = 2π/600 et ∆λ = 0, 3, les résultats atteignent enfin
la précision souhaitée sur la réponse au balourd et sur l’analyse de la stabilité, la réalisation du calcul
prenant 3,2 heures, sans jamais dépasser la limite d’itérations. On en conclut que le contrôle du pas
de temps est fondamental lorsque l’on emploi une technique d’intégration temporelle explicite avec
la méthode de tir. En effet, un gain d’efficacité peut être acquis si l’on définit un pas de temps plus
grand pour les vitesses où les effets non linéaires sont faibles, et beaucoup plus fin où la non linéarité
affecte sensiblement la dynamique du système.

Nous avons alors testé la performance de la méthode de tir en utilisant une technique d’intégration
temporelle plus élaborée, la fonction ode45 du logiciel MATLAB. Son algorithme est fondé sur une
méthode Runge-Kutta hybride des 4ieme et 5ieme ordres, avec pas de temps adaptatif [95]. Les courbes
obtenues au terme des 2,5 heures de calcul, pour ∆λ = 0, 3, sont identiques à celles des figures 3.7
et 3.9. Ces résultats mettent en relief l’importance du choix de la technique d’intégration temporelle
devant être utilisée lors de l’application de la méthode de tir.

Dans les calculs réalisés avec ∆λ = 0, 3, nous avons remarqué que le nombre d’itérations de la
résolution du système d’équations non linéaires se limitait généralement à 2 ou 3. Cela indique que
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Fig. 3.13: Réponse au balourd du Jeffcott au niveau du SqF - Méthode de tir avec la gestion de ∆λ
proposée en [168]
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l’incrément arc length aurait pu être augmenté pendant le calcul. Afin de tenter de rendre la méthode
de tir plus efficace, la gestion de l’incrément pseudo-arc length ∆λ proposée par SUNDARARAJAN
et NOAH [168] est implémentée. Selon cette gestion, l’actualisation de ∆λ suit la règle d’adaptation
suivante :

∆λi = 2(6−Nit)/4∆λi−1 (3.74)

où Nit correspond au nombre d’itérations nécessaire pour atteindre la précision sur la solution au point
de calcul précédent. En utilisant la stratégie donnée par la formule 3.74 et la fonction ode45, le temps
de calcul chute à 38,6 minutes. Ce gain d’efficacité résulte néanmoins en une diminution du nombre
de points calculés sur la plage de fréquence. Bien que les courbes de réponse au balourd et d’analyse
de la stabilité soient plus grossières, le calcul n’éprouve aucune perte de précision sensible, comme le
montre la figure 3.13.

3.4 Conclusion

L’adéquation des méthodes de calcul non linéaires testées ici à la caractérisation de la dynamique
d’amortisseurs squeeze film est analysée à la lumière des simulations menées pour un rotor Jeffcott.
Nous concluons que les trois méthodes fournissent des résultats similaires en termes de réponse au
balourd et de stabilité, à condition que la technique d’intégration temporelle utilisée avec la méthode
de tir marche de manière satisfaisante. En effet, la robustesse de cette méthode est étroitement liée
à la performance de l’intégration temporelle. Pour des schémas d’intégration explicites, l’optimisation
de la méthode de tir dépendra d’un contrôle optimal du pas de temps ∆τ ainsi que d’une gestion
optimale de l’incrément arc length ∆λ.

Pour l’exemple étudié dans ce chapitre, la collocation trigonométrique se révèle être la méthode
la plus performante. Il est important de remarquer toutefois, qu’elle est favorisée par la nature des
solutions périodiques (circulaires et centrées), laquelle permet la définition d’un nombre minimale de
points de collocation. L’application de la méthode de tir sera un choix plus intéressant pour déterminer
des réponses dont le spectre est assez riche en harmoniques. Par contre, si les solutions périodiques ne
sont composées que de 4 ou 5 harmoniques principaux, l’emploi de la collocation trigonométrique et de
la balance harmonique est d’autant plus avantageux que ces méthodes permettent une condensation
du modèle sur ses degrés de libertés non linéaires d’une manière assez simple.



97

Chapitre 4

Système d’Alimentation Ponctuelle

Le système d’alimentation peut intervenir dans la performance d’un SqF de plusieurs manières.
Lorsque la pression d’alimentation est faible devant celles développées dans le film, la présence de
points ou de gorges d’alimentation se traduit par une réduction de la surface d’écrasement effective
de l’amortisseur. Cela provoque une chute locale dans la zone positive du champ de pression et, par
conséquent, l’atténuation des efforts hydrodynamiques. Par contre, si les pressions d’alimentation sont
du même ordre de grandeur que les pressions dans le film, le système d’alimentation peut générer des
forces hydrostatiques non négligeables qui jouent le rôle d’un ressort non linéaire. Outre l’influence
directe sur le champ de pression, le système d’alimentation peut également interférer indirectement sur
le comportement du SqF. En effet, si l’alimentation est insuffisante, le film d’huile se mélange à l’air
ambiant aspiré à travers les extrémités du SqF, donnant origine à un fluide biphasique [41] qui peut
provoquer une baisse de performance de l’amortisseur. Ainsi, le modèle du système d’alimentation
doit permettre de déterminer de manière assez précise la capacité d’alimentation aussi bien que les
pressions aux points d’injection.

L’intérêt de l’injection ponctuelle d’huile par rapport à une configuration d’alimentation par gorge
réside dans le fait qu’elle permet d’augmenter le potentiel d’amortissement du SqF, en dépit d’une
diminution de la capacité d’alimentation [26][193]. Malgré la forte influence du système d’alimentation
sur la performance du SqF, l’apport d’huile du type ponctuel a été peu étudié jusqu’à présent, comme
nous l’avons souligné précédemment. La réalisation d’une étude spécifique à ce propos dans le cadre de
ce doctorat est ainsi motivée par la pénurie d’articles et d’informations disponibles dans la littérature
scientifique.

En ce qui concerne la modélisation de systèmes d’alimentation ponctuel, MARMOL et VANCE [90]
proposent une résolution à l’aide de la méthode des différences finies, le système d’équations régissant
le problème étant composé de l’équation de Reynolds et des expressions des bilans massiques aux
points d’injection. Ils préconisent la définition d’un maillage ayant des pas de discrétisation supérieurs
au diamètre des conduites d’alimentation et supposent linéaire la résistance à l’écoulement à travers
ceux-ci. LUND, SMALLEY, TECZA et WALTON [88] utilisent une stratégie de modélisation similaire,
mais considèrent les trous d’injection d’huile comme des sources ponctuelles, dans le sens géométrique
du terme. La validité de cette hypothèse est analysée par HAHN et CHEN [26] pour des SqF ouverts,
à la lumière d’un modèle semi-analytique développé pour éviter l’emploi de méthodes numériques
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et rendre ainsi l’estimation du champ de pression plus rapide et précise. Ces auteurs concluent que
l’erreur introduite par l’approche de LUND, SMALLEY, TECZA et WALTON [88] est négligeable
lorsque le rapport entre la longueur du SqF et le diamètre des trous d’injection est supérieure à 6.

Tous ces modèles s’appuient sur l’hypothèse que la pression est constante dans une certaine par-
tie du système d’alimentation relativement proche du film. Or, le SqF peut parfois agir lui même
comme une pompe et refouler l’huile dans le système hydraulique d’alimentation, provocant ainsi des
fluctuations de pression à la sortie de la pompe d’alimentation générale du système.

Afin d’avoir une description plus réaliste des conditions aux limites du problème, cette étude sera
basée sur un modèle développé en couplant l’équation de comportement du SqF à celles non linéaires
régissant l’écoulement dans le système hydraulique d’alimentation. La méthode de Newton-Raphson
est utilisée pour résoudre le système d’équations résultant. L’influence des principaux paramètres du
système d’alimentation, à savoir le nombre de points d’injection et la puissance de la pompe du circuit
hydraulique, sur le comportement dynamique de rotors flexibles sera analysée. Le calcul de la réponse
en fréquence s’effectue au travers de la méthode de la collocation trigonométrique, la continuité étant
assurée par la technique pseudo-arc length. La stabilité est étudiée à la lumière de la théorie de Floquet.

4.1 Modélisation du Squeeze Film - Problème Hydrodynamique

Le champ de pression dans le SqF est modélisé par l’équation de Reynolds classique de la lubrifi-
cation. En considérant les propriétés du fluide comme constantes, on a :

1
R2

∂

∂θ

(
h3 ∂p

∂θ

)
+ h3 ∂

2p

∂z2
= 12µ

∂h

∂t
(4.1)

Cette équation, valable sur toute la surface de l’amortisseur hormis les points d’injection, est
discrétisée par la méthode des différences finies, de façon à ce que l’on aboutisse à un système
d’équations algébriques linéaires. Trois approches distinctes peuvent être employées pour la définition
du maillage, deux d’entre elles déjà commentées dans l’introduction de ce chapitre. MARMOL et
VANCE [90] restreignent les incréments du maillage, ∆z et R∆θ, à des dimensions supérieures au
diamètre des trous d’injection d’huile. Une approche plus grossière d’un point de vue physique, selon
laquelle les conduites d’alimentation sont considérées comme idéalement ponctuelles, est adoptée par
LUND, SMALLEY, TECZA et WALTON [88]. La troisième approche consiste à définir un maillage
irrégulier, physiquement cohérent vis-à-vis du diamètre de la section transversale des conduites d’ali-
mentation et assez fin sur le reste de la surface de l’amortisseur. On évite ainsi de pénaliser la précision
du calcul à cause d’un maillage excessivement grossier, tout en respectant la restriction dimensionnelle
imposée par les trous d’injection.

Aux points d’alimentation, des équations reliant la pression dans le film et le flux dans les conduites
sont obtenues à partir de bilans massiques, voire volumiques compte tenu de l’hypothèse d’incompres-
sibilité du fluide. Soit la surface de contrôle de frontière Γ de la figure 4.1, représentée par le rectangle
en tiret et englobant le point d’injection Pij . Le bilan volumique exprime que le flux total induit par
l’effet de Poiseuille à travers Γ, doit égaler l’écoulement à travers la conduite d’injection :
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Fig. 4.1: Frontière d’établissement du bilan massique au point d’injection de section S

−h
3R∆θ
12µ

(
∂p

∂z

)
Γ

− h3∆z
12Rµ

(
∂p

∂θ

)
Γ

+Qinj = 0 (4.2)

Après discrétisation par différences finies du premier ordre, l’équation 4.2 s’écrit :

−
h3
i,jR∆θ
12µ

(
pi,j − pi+1,j

∆z
+
pi,j − pi−1,j

∆z

)
−
h3
i,j∆z

12Rµ

(
pi,j − pi,j+1

∆θ
+
pi,j − pi,j−1

∆θ

)
+Qinj = 0 (4.3)

Cette équation permet de coupler le champ de pression dans le film d’huile avec le système hydraulique
d’alimentation. Il convient de faire remarquer dans la discrétisation de 4.2, que nous avons considéré
l’épaisseur h(θ) comme constante sur le volume de contrôle et égale à l’épaisseur approchée du film
au point d’injection, hi,j, ce qui vise à simplifier l’implémentation du modèle.

Le système obtenu suite à la discrétisation des équations 4.1, 4.2 et de celles associées aux
étanchéités (voir section 2.3) peut être partitionné de la manière suivante :

[
K11 K12

K21 K22

]{
psurf
pinj

}
=

{
Hsurf

−Qinj

}
(4.4)

où,
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{psurf} : vecteur des pressions sur la surface du SqF;

{pinj} : vecteur des pressions aux points d’injection;

{Hsurf} : vecteur d’écrasement du film et des conditions d’étanchéité;

{Qinj} : vecteur des débits à travers les conduites d’alimentation.

En résolvant le système ci-dessus pour les pressions aux points d’injection, on arrive à :

(
[K22] − [K21][K11]−1[K12]

)
{pinj} = −{Qinj} − [K21][K11]−1{Hsurf} (4.5)

Une fois calculé {pinj}, on retrouve le champ de pression dans le film par l’intermédiaire de
l’équation :

{psurf} = [K11]−1 ({Hsurf} − [K12]{pinj}) (4.6)

Pour une alimentation par n points d’injection, le système 4.5 possède n équations et le double
d’inconnues, à savoir les pressions {pinj} et les débits {Qinj}. La résolution du problème nécessite
ainsi des équations supplémentaires et la définition de conditions aux limites. On subvient à ce besoin
au travers de la modélisation du circuit hydraulique, laquelle est présentée ci-après.

4.2 Modélisation du Système d’Alimentation - Problème Hydrau-

lique

La modélisation du système d’alimentation est effectuée en utilisant des principes classiques de di-
mensionnement de circuits hydrauliques [67] [52]. Bien que la géométrie du circuit d’alimentation puisse
varier sensiblement, ces principes peuvent être appliqués à n’importe quelle configuration, pourvu que
l’on en connaisse les formules des pertes de charge singulières.

Le schéma du circuit hydraulique d’alimentation considéré dans ce travail est présenté dans la
figure 4.2. Il est constitué d’une pompe qui aspire l’huile d’un réservoir non pressurisé et la refoule
dans une couronne hydraulique de section constante, par laquelle le fluide est distribué à des points
d’injection identiques. Dans le cas d’une alimentation par n trous, les 4n + 4 inconnues du problème
sont :

pi, i = 1, ..., n : pressions aux points d’injection;

Qi, i = 1, ..., n : débits à travers les conduites d’injection;

pi, i = n + 1, ..., 2n : pressions aux intersections entre la couronne hydraulique et les conduites
d’injection;
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Fig. 4.2: Architecture type du circuit hydraulique d’alimentation du SqF

p2n+1 : pression à l’intersection entre la couronne hydraulique et la conduite d’alimentation générale;

Qi, i = n+ 1, ..., 2n + 1 : débits dans les tronçons de la couronne hydraulique;

pp : pression en sortie de pompe;

Qp : débit de la pompe.

Conformément à la notation adoptée, on identifie {pinj} = {p1, p2, ..., pn}t et {Qinj} = {Q1, Q2, ..., Qn}t.
La nomenclature des paramètres géométriques du circuit hydraulique est donnée dans le tableau 4.1.

Sachant que le fluide est considéré comme incompressible, l’application de l’équation de la conti-
nuité aux intersections du système fournit :

Qp +Q2n+1 −Qn+1 = 0
Qn+1 −Q1 −Qn+2 = 0
...
Qn+i −Qi −Qn+i+1 = 0
...
Q2n −Qn −Q2n+1 = 0

(4.7)

Pour éviter des problèmes de conditionnement matriciel lors des calculs, les équations du système
4.7 sont écrites en fonction des nombres de Reynolds et adimensionnées de la manière suivante :
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Ap aire de la section de la conduite d’alimentation générale
Dhp diamètre hydraulique de la conduite d’alimentation générale
lp longueur de la conduite d’alimentation générale
Ach aire de la section de la couronne hydraulique
Dhch diamètre hydraulique de la couronne hydraulique
Rch rayon de courbure de la couronne hydraulique

li i = n+ 1, ..., 2n + 1 longueur des tronçons de la couronne hydraulique
Ac aire de la section de la conduite d’injection côté couronne
Dhc diamètre hydraulique de la conduite d’injection côté couronne
lc longueur de la conduite d’injection côté couronne
As aire de la section de la conduite d’injection côté SqF
Dhs diamètre hydraulique de la conduite d’injection côté SqF
ls longueur de la conduite d’injection côté SqF

Tab. 4.1: Nomenclature des paramètres du circuit hydraulique d’alimentation

Rep
Ap
Dhp

Dhch

Ach
+Re2n+1 −Ren+1 = 0

Ren+1 −Re1
Ac
Dhc

Dhch

Ach
−Ren+2 = 0

...

Ren+i −Rei
Ac
Dhc

Dhch

Ach
−Ren+i+1 = 0

...

Re2n −Ren
Ac
Dhc

Dhch

Ach
−Re2n+1 = 0

(4.8)

où Rei =
ρQiDhi

µAi
est le nombre de Reynolds associé au flux Qi, à travers le tronçon de diamètre

hydraulique Dhi et de section d’aire Ai.

La conservation de la masse étant assurée par les équations 4.8, il reste à modéliser les fluctuations
de pressions engendrées par des variations de vitesse du fluide et par la perte d’énergie à cause du
frottement. Pour ce faire, on dispose du principe de conservation de l’énergie. Dans ce qui suit, nous
l’appliquons à un tronçon quelconque du circuit hydraulique pour en déduire une forme simplifiée qui
régit le comportement énergétique du fluide.

4.2.1 La Première Loi de la Thermodynamique

Le premier principe de la thermodynamique, aussi dit loi de conservation de l’énergie, exprime
que la variation de l’énergie totale du système, E , est égale à la quantité de chaleur apportée au
système par unité de temps, Q̇, moins la puissance des efforts intérieurs développée par le système,
Ẇ . Mathématiquement :
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Q̇− Ẇ =
DE
Dt

(4.9)

où l’énergie totale du système est donnée par :

E =
∫
V
eρdV =

∫
V

(
u+

VtV
2

+ gZ

)
ρdV (4.10)

avec,

e : énergie totale massique;

u : énergie interne spécifique;

V : vecteur vitesse de la particule de volume dV;

Z : hauteur de la particule par rapport à un repère fixe;

g : accélération de pésanteur.

L’énergie E est associée à un système suivi dans son mouvement. Si l’on définit à un instant donné
un volume de contrôle Vc, délimité par une surface de contrôle Ac et cöıncidant avec le volume matériel
V, l’équation 4.9 peut s’écrire à l’aide du théorème de Leibnitz (équation 2.51) [81] :

Q̇− Ẇ =
∂

∂t

∫
Vc
eρdV +

∫
Ac
eρV · dA (4.11)

La puissance développée par le volume de contrôle peut être décomposée de la manière suivante
[52] :

Ẇ = Ẇaxe + Ẇnormal + Ẇcis + Ẇautres (4.12)

Le terme Ẇaxe désigne la puissance transmise à travers la surface de contrôle par l’intermédiaire
d’un organe mécanique. La puissance exercée par les contraintes normales à la surface de contrôle, τn,
est donnée par [52] :

Ẇnormal = −
∫
Ac
τnV · dA (4.13)

La puissance résultant de l’action des contraintes de cisaillement dans le plan de la surface de
contrôle, τc, s’écrit [52] :
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B
A

Volume de controle^

Fig. 4.3: Schéma et volume de contrôle d’un tronçon quelconque du circuit hydraulique

Ẇcis = −
∫
Ac
τcdA · V = −

∫
Ac
τc · VdA (4.14)

Si le volume de contrôle est délimité par des surfaces rigides, la condition de non glissement au
niveau des parois se traduit par V = 0. De plus, en définissant la surface de contrôle de manière à
ce qu’elle soit perpendiculaire à l’écoulement, alors τc est perpendiculaire à V, et la puissance Ẇcis

devient nulle. Le terme Ẇautres englobe toutes les formes d’énergie autres que la mécanique, telles que
l’énergie électrique, l’énergie électromagnétique, etc. Dans le problème hydraulique en question, ces
formes d’énergie sont absentes, si bien que la puissance Ẇautres est négligée. La loi de conservation de
l’énergie devient donc :

Q̇− Ẇaxe =
∂

∂t

∫
Vc
eρdV +

∫
Ac

(e− τnv)ρV · dA (4.15)

où v = 1/ρ est le volume spécifique du fluide.

Les effets visqueux peuvent rendre le niveau de contrainte normale à la surface de contrôle, τn,
différent du niveau de pression thermodynamique. Cependant, dans la majorité des écoulements,
τn ≈ −p est une approximation raisonnable [52]. On obtient ainsi :

Q̇− Ẇaxe =
∂

∂t

∫
Vc

(
u+

VtV
2

+ gZ

)
ρdV +

∫
Ac

(
u+

VtV
2

+ gZ + pv

)
ρV · dA (4.16)

Soit un tronçon quelconque du circuit d’alimentation du SqF, représenté par le schéma de la figure
4.3. En supposant que l’écoulement à travers ce tronçon est incompressible et en régime permanent,
et que l’énergie interne, u, et la pression, p, sur les sections A et B sont uniformes, l’application de
l’équation de l’énergie, équation 4.16, au volume de contrôle indiqué sur le schéma fournit :

Q̇− Ẇaxe = ṁ

[
(uB − uA) +

(
pB
ρ

− pA
ρ

)
+ g(ZB − ZA)

]
+
∫
AB

V 2
B

2
ρVBdA−

∫
AA

V 2
A

2
ρVAdA (4.17)
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où ṁ est le flux massique traversant le tronçon et VA et VB sont les composantes de la vitesse du fluide
perpendiculaires aux sections A et B, respectivement. Ces composantes ne sont pas obligatoirement
uniformes sur la surface de contrôle. Afin d’éliminer les intégrales de l’équation 4.17, nous introduisons
le coefficient d’énergie cinétique [67][52] :

α =

∫
A ρV

3dA

ṁV̄ 2
(4.18)

et l’équation de conservation de l’énergie devient :

(
pA
ρ

+
αAV̄

2
A

2
+ gZA

)
−
(
pB
ρ

+
αBV̄

2
B

2
+ gZB

)
− δWaxe

dm
= (uB − uA) − δQ

dm
(4.19)

où V̄A,B sont les vitesses moyennes de l’écoulement sur les sections A et B de la conduite. Le terme
(uB − uA) − δQ

dm , dénommé perte de charge, correspond à la différence d’énergie par unité de masse
entre les sections A et B. Il traduit la conversion d’énergie mécanique en énergie thermique (uB − uA),
plus la perte d’énergie par transfert de chaleur δQ

dm .

L’équation 4.19 peut être simplifiée davantage lorsque l’on néglige le différentiel d’énergie poten-
tielle gravitationnelle et si l’on suppose que l’écoulement est laminaire, pour lequel α = 2 [52]. En
notant la perte de charge H, on arrive ainsi à :

(
pA
ρ

+ V̄ 2
A

)
−
(
pB
ρ

+ V̄ 2
B

)
− δWaxe

dm
= H (4.20)

L’équation ci-dessus correspond à la forme simplifiée de la première loi de la thermodynamique qui
sera utilisée pour la modélisation du circuit hydraulique d’alimentation du SqF. L’hypothèse simplifi-
catrice la plus forte faite dans sa déduction est celle d’écoulement en régime permanent. Le couplage
entre le SqF et le système d’alimentation engendre certainement des écoulements plus complexes. La
formulation énergétique proposée permet néanmoins de décrire le problème de manière assez simple,
tandis qu’une modélisation complète de l’écoulement rendrait la résolution du problème excessivement
lourde.

En supposant que l’écoulement dans les tronçons du circuit est laminaire, l’utilisation de la forme
simplifiée de l’équation de l’énergie donnée par 4.20 permet d’obtenir, suite à une procédure d’adi-
mensionnalisation :
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(pn+1 − p1)
ρD2

hch

µ2

Re1
|Re1|

+
(
D2
hch

D2
hc

− D2
hc

D2
hs

D2
hch

D2
hs

)
Re31
|Re1|

−H1
ρ2D2

hch

µ2
= 0

(pn+2 − p2)
ρD2

hch

µ2

Re2
|Re2|

+
(
D2
hch

D2
hc

− D2
hc

D2
hs

D2
hch

D2
hs

)
Re32
|Re2|

−H2
ρ2D2

hch

µ2
= 0

...

(p2n − pn)
ρD2

hch

µ2

Ren
|Ren|

+
(
D2
hch

D2
hc

− D2
hc

D2
hs

D2
hch

D2
hs

)
Re3n
|Ren|

−Hn
ρ2D2

hch

µ2
= 0

(pp − p2n+1)
ρD2

hch

µ2

Rep
|Rep|

−Hp
ρ2D2

hch

µ2
= 0

(p2n+1 − pn+1)
ρD2

hch

µ2

Ren+1

|Ren+1|
−Hn+1

ρ2D2
hch

µ2
= 0

(pn+1 − pn+2)
ρD2

hch

µ2

Ren+2

|Ren+2|
−Hn+2

ρ2D2
hch

µ2
= 0

...

(p2n − p2n+1)
ρD2

hch

µ2

Re2n+1

|Re2n+1|
−H2n+1

ρ2D2
hch

µ2
= 0

(4.21)

où Hi est la perte de charge totale associée au flux Qi. Le terme Rei
|Rei| est utilisé dans l’écriture des

équations, car le sens de l’écoulement dans chaque tronçon n’est pas connu à l’avance.

En notant Ẇp la puissance fournie à la pompe, ηp son rendement et pamb la pression ambiante,
pour le volume de contrôle englobant l’huile du réservoir jusqu’en aval de la pompe, l’équation de
conservation de l’énergie simplifiée s’écrit :

−
(
pp − pamb

ρ

)
−
V̄ 2
p − V̄ 2

s

2
+

Ẇp

ηpρQp
−Ha = 0 (4.22)

où pamb est la pression ambiante régnant dans le réservoir et Ha correspond à la perte de charge dans la
partie aspirante du réseau. Puisque nous visons à étudier l’interaction entre le système d’alimentation
et le SqF, nous nous intéresserons surtout à l’écoulement dans l’espace de refoulement de la pompe.
La perte de charge dans son espace d’aspiration, Ha, sera alors négligée. En admettant que la vitesse
moyenne du fluide dans le réservoir, V̄s, est négligeable devant celle à la sortie de la pompe, V̄p, après
adimensionnalisation l’équation 4.22 se réduit à :

(pamb − pp)
RepρD

2
hp

µ2
−
Re3p
2

+
Ẇp

ηp

ρ2D3
hp

µ3Ap
(4.23)

Les équations 4.8, 4.21 et 4.23 composent le système d’équations non linéaires permettant de calcu-
ler les 4n+ 4 inconnues du problème. La méthode de Newton-Raphson est employée pour le résoudre,
les conditions aux limites étant définies par la puissance de la pompe et la pression dans le réservoir
d’huile. Il convient de souligner que la matrice jacobienne peut être déterminée analytiquement, ce
qui rend le processus de résolution plus efficace.
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La description complète du comportement du circuit hydraulique requiert encore la modélisation
des pertes de charge, ce qui est accompli dans la section qui suit.

4.2.2 Formules des pertes de charge

Deux mécanismes dissipatifs distincts provoquent les pertes de charge dans un circuit hydraulique :
le frottement au niveau des parois des tronçons droits, dit perte de charge distribuée, et les écoulements
secondaires développés lorsque le fluide traverse les divers obstacles du réseau, ce qui engendre des
pertes de charge appelées singulières.

Pour un écoulement laminaire de profil complètement développé dans une conduite de longueur l
et de diamètre hydraulique Dh, la perte de charge par frottement s’écrit [52] :

Hf = 32
l

D3
h

µ2

ρ2
|Re| [J/kg] (4.24)

Les pertes de charge singulières peuvent s’exprimer de la manière générale suivante :

Hs = ζ
V̄ 2

2
= ζ

µ2

ρ2D2
h

Re2

2
[J/kg] (4.25)

où ζ est appelé coefficient de perte de charge singulière.

En supposant que les diamètres hydrauliques des conduites du circuit sont tous du même ordre
de grandeur et que les effets de courbure de la couronne hydraulique sont négligeables, les pertes de
charge singulières suivantes peuvent être identifiées dans le système d’alimentation (conf. figure 4.2):

– perte de charge due à la séparation/réunion des courants aux intersections,

– perte de charge associée à la géométrie des conduites d’injection,

– perte de charge associée aux jets d’huile sortant des conduites d’injection et heurtant la surface
intérieure du SqF.

Les pertes de charge dues à la séparation/réunion des courants dépendent de la configuration
de l’écoulement à l’intersection, c’est à dire du sens des flux dans les branches convergeant au point
commun. Les abaques relatives à ce type de perte de charge, extraites de la référence [67], sont exposées
dans les figures 4.4, 4.5 et 4.6.

Les diamètres hydrauliques des conduites du circuit d’alimentation du SqF étant communément
de l’ordre du millimètre, pour des écoulements caractérisés par des flux massiques faibles, les pertes
de charge singulières provoquées par la réunion/séparation des courants s’avèrent très petites devant
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Fig. 4.4: Réunion des courants du type Ar = Ap, α = 90o (d’après [67])

Fig. 4.5: Séparation des courants du type Ar = Ap, α = 90o (d’après [67])
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Fig. 4.6: Branchement symétrique en T (d’après [67])

la somme des autres pertes du système. Par conséquent, afin de simplifier la résolution numérique du
problème, ces pertes sont négligées.

Les coefficients de perte de charge associés à la géométrie des conduites d’injection et à la collision
du jet d’huile contre la surface du SqF sont obtenus de façon approximative à partir des abaques
présentées dans les figures 4.7, 4.8 et 4.9, tirées de la référence [67].

Il est intéressant de remarquer dans les abaques 4.7 et 4.8 que l’expression de la perte de charge dans
la conduite d’injection dépend du sens de l’écoulement. La formulation possède ainsi une singularité
au changement de sens de l’écoulement.

Sachant que l’épaisseur du film d’huile aux points d’injection varie au cours du temps, l’implémentation
du modèle hydraulique requiert la déduction d’une formule pour décrire la courbe de la figure 4.9. Un
lissage polynomial pour r/D0 = 0, 2 effectué sur la plage 0, 05 ≥ h/D0 ≤ 0, 20 fournit :

ζ = 483, 3
(
h

D0

)2

− 128, 8
h

D0
+ 8.95 (4.26)

4.3 Influence sur le comportement du SqF

Avant d’étudier l’influence du système d’alimentation ponctuel sur la dynamique de rotors flexibles,
il convient de vérifier à cinématique imposée la manière dont il affecte le comportement du SqF.
Prenons comme exemple un amortisseur caractérisé par :
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Fig. 4.7: Entrée latérale par une ouverture au bout d’un tube droit à section circulaire (courbe 1,
d’après [67])

Fig. 4.8: Sortie latérale par une ouverture au bout d’une conduite à section circulaire (courbe 1, d’après
[67])
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Fig. 4.9: Sortie d’un tronçon droit à bords arrondis sur un écran (d’après [67])
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L=40 [mm] : longueur du SqF;

R=75 [mm] : rayon du SqF;

C=0,3 [mm] : jeu radial du SqF;

µ=0,008 [Pa.s] : viscosité de l’huile;

ρ=950 [kg/m3] : masse volumique de l’huile;

Les dimensions L, R et C simulent une application aéronautique. La viscosité et la masse volumique
du fluide sont celles de l’huile minérale ESSO 2380, utilisée dans la lubrification de moteurs à réaction,
à la température de 80oC. On considère que le SqF est alimenté par l’intermédiaire de quatre points
d’injection. Les dimensions du circuit hydraulique sont les suivantes (voir nomenclature dans le tableau
4.1) :

Dhc=8 [mm]; Dhs=4,5 [mm]; Dhp=10 [mm]; Dhch=10 [mm];

Ac = πD2
hc/4; As = πD2

hs/4; Ap = πD2
hp/4; Ach = D2

hch;

Rch=125 [mm]; ln+1 = l2n+1 = Rchπ/4; ln+2 = ln+3 = ln+4 = Rchπ/2;

lp=1 [m]; ls=50 [mm]; lc=30 [mm];

On impose une cinématique correspondant à une orbite circulaire et centrée (ė = 0) avec φ̇ =
5000 tr/mn. La valeur de l’angle φ (voir système de repérage dans la figure 2.1) est telle que le pic de
pression se situe devant un point d’injection. La cavitation est prise en compte après la détermination
du champ de pression, au travers de la condition de Gumbel modifiée avec une pression de vaporisation
de 1000 [Pa]. Le calcul itératif des variables du circuit hydraulique atteint une précision suffisante
généralement après cinq à dix itérations.

Les figures 4.10 et 4.11 présentent le profil circonférentiel du champ de pression au milieu d’un
SqF à extrémités ouvertes (Cl = 5000 [mm2/Pa.s]), pour ε = 0, 3 et ε = 0, 8 et plusieurs valeurs de
puissance de la pompe. Pour une question de simplicité, nous admettons que le rendement de la pompe
vaut 1. Les courbes en tiret représentent la solution obtenue en négligeant le système d’alimentation,
laquelle est antisymétrique par rapport à θ = pi lorsque le SqF décrit des orbites circulaires et
centrées et ne cavite pas. Souvent, le système d’alimentation est négligé dans la modélisation du SqF,
d’où l’intérêt de comparer les résultats du modèle tenant compte de la présence de points d’injection
avec ceux obtenus en considérant les surfaces délimitant le film comme idéalement lisses.

Dans la figure 4.10, on observe que la pressurisation du circuit hydraulique permet d’augmenter le
niveau de pression dans le film et défait l’anti-symétrie du profil. Cet effet est d’autant plus important
que la puissance de la pompe est élevée. Afin d’en déduire l’influence sur les efforts hydrodynamiques,
il est important d’avoir en tête que les forces tangentielle et radiale découlent d’une décomposition
du champ de pression suivant le sinus et le cosinus de l’angle θ (voir figure 2.1), respectivement. En
analysant le tableau 4.2, on observe que l’injection d’huile pressurisée engendre une force radiale non
nulle qui correspond à une action hydrostatique du SqF. Cette action pourrait, par exemple, avoir
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SqF ouvert SqF presque fermé
ε = 0, 3 ε = 0, 8 ε = 0, 1 ε = 0, 6

fr ft fr ft fr ft fr ft
* 0,0 -229,8 -1403,4 -1386,9 -74,0 -1982,8 -4025,6 -9312,6

Wp=25 W -19,9 -208,2 -1102,7 -1218,1 36,9 -981,8 75,5 -7893,6
Wp=50 W -33,5 -209,6 -1117,4 -1231,1 47,2 -995,5 724,1 -8349,2
Wp=100 W -53,7 -211,0 -1143,5 -1248,3 61,3 -1017,2 1171,7 -8530,5
Wp=200 W -83,0 -212,7 -1189,1 -1270,0 80,2 -1052,3 1464,8 -8606,4

Tab. 4.2: Forces radiale et tangentielle générées par les SqF ouvert et fermé pour des différentes
valeurs de ε et de Wp - Orbite circulaire et centrée avec φ̇ = 5000 tr/min (*pas d’alimentation)

l’utilité de fournir une portance non négligeable à faible vitesse de rotation. La force tangentielle,
responsable de la dissipation d’énergie lorsque le rotor décrit des orbites circulaires et centrées, diminue
par rapport à la configuration sans points d’injection.

Lorsque l’excentricité du SqF s’accrôıt, l’amplitude du pic de pression chute lors du passage à
proximité d’un des points d’injection, comme le montre la figure 4.11. Bien que l’augmentation de
la puissance de la pompe permette d’atténuer cette chute, on constate dans le tableau 4.2 que l’am-
plitude de la force tangentielle est plus faible que celle générée en l’absence de trous d’alimentation.
Contrairement à l’exemple précédent, où le phénomène de cavitation n’a pas lieu, le champ de pression
pour la configuration sans injection n’a plus la propriété d’anti-symétrie par rapport à θ = π, si bien
que l’amplitude de la force radiale tend également à décrôıtre lorsque l’on prend en compte le système
d’alimentation (voir tableau 4.2). Le fluide s’écoulant principalement dans la direction axiale du palier
ouvert, la réduction de la poche de cavitation grâce à l’introduction ponctuelle d’huile est peu remar-
quable. Un système d’alimentation par gorge serait plus efficace à cet effet, grâce à un apport d’huile
plus homogène dans la direction circonférentielle.

Les figures 4.10 et 4.11 montrent que l’influence de la puissance de la pompe sur l’allure du champ
de pression est assez faible. Cette conclusion n’est valable que pour un SqF court ayant les extrémités
ouvertes. En effet, en définissant un coefficient de fuite sensiblement plus petit qu’auparavant, Cl =
5× 10−5 [mm2/Pa.s], l’amortisseur s’approche d’une configuration presque fermée. Le rôle joué par la
puissance de la pompe devient dans ce cas beaucoup plus net, comme le mettent en évidence les figures
4.12 et 4.13. Il est intéressant de remarquer que, le fluide étant contraint de s’écouler dans la direction
circonférentielle, on peut réduire de manière efficace l’étendu de la zone cavitante grâce à l’utilisation
d’une pompe plus puissante. Cela permet notamment d’atténuer l’endommagement occasionné par les
micro-explosions des bulles de vapeur. Cependant, la comparaison des figures 4.10 et 4.12 montre que
la cavitation apparâıt à des excentricités plus faibles pour des amortisseurs plus étanches.

Les effets hydrostatiques produits sur l’amortisseur presque fermé sont considérablement plus im-
portants que ceux sur l’amortisseur ouvert, du fait que le fluide s’écoule dans la direction le long
de laquelle l’épaisseur du film varie. Le SqF fonctionne dans ce cas non seulement en tant qu’un
amortisseur, mais également comme un ressort non linéaire. L’évaluation de la résultante des forces
hydrodynamiques et hydrostatiques au travers de l’intégration du champ de pression sur la surface du
SqF montre que, par rapport à la configuration sans points d’injection, la force tangentielle est plus
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Fig. 4.11: Profil du champ de pression au milieu (z = 0) d’un SqF ouvert - ε = 0, 8
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Fig. 4.12: Profil du champ de pression au milieu (z = 0) d’un SqF quasi fermé - ε = 0, 1
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Fig. 4.13: Profil du champ de pression au milieu (z = 0) d’un SqF quasi fermé - ε = 0, 6

basse et la force radiale change de signe, devenant ainsi positive (voir tableau 4.2). On observe encore
qu’en augmentant la puissance de la pompe, l’amplitude des deux composantes de la force totale du
SqF s’accrôıt.

Il est intéressant de discuter de la signification physique d’une force radiale positive générée par un
SqF qui décrit des orbites circulaires et centrées. En négligeant les effets d’inertie du fluide, les forces
non linéaires de l’amortisseur peuvent s’écrire sous la forme suivante :

−
{
fr
ft

}
=

[
crr(t) crt(t)
ctr(t) ctt(t)

]{
ė

eφ̇

}
+

[
krr(t) krt(t)
ktr(t) ktt(t)

]{
e

eφ

}
(4.27)

où le signe négatif multipliant le vecteur des forces du SqF indique le passage de celui-ci du deuxième au
premier membre de l’équation du mouvement du système (équation 3.3). Ce faisant, l’interprétation
des termes des matrices de raideur et d’amortissement équivalentes de l’amortisseur devient plus
directe. Sachant que la vitesse radiale ė est nulle si l’orbite du SqF est circulaire et centrée et que
l’excentricité e est une variable strictement positive, une force radiale, fr, positive peut découler aussi
bien d’une raideur krr négative que d’un terme d’amortissement croisé crt négatif. Ces deux effets de
la pressurisation du SqF ont un caractère destabilisant vis-à-vis de la dynamique du rotor.

La différence entre les résultats obtenus pour les configurations ouverte et presque fermée du SqF
met en relief la forte interaction entre les conditions aux limites d’alimentation et d’étanchéité de
l’amortisseur. Pour la même vitesse de rotation imposée précédemment et ε = 0, 6, l’influence de
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Fig. 4.14: Evolution des efforts radial et tangentiel du SqF en fonction du coefficient de fuite et de la
puissance de la pompe

cette interaction sur les forces du SqF est illustrée dans la figure 4.14. Pour un coefficient de fuite
Cl > 1 [mm2/Pa.s] (lg10Cl > 0) le SqF peut être déjà considéré comme ouvert et la sensibilité des
forces par rapport à ce paramètre devient négligeable. On constate que, pour une orbite circulaire et
centrée, la force tangentielle est sensible notamment à la valeur du coefficient du fuite, en d’autres
termes, aux conditions d’évacuation de l’huile. La force radiale présente une forme beaucoup plus
complexe, s’avérant aussi sensible à la puissance de la pompe qu’au coefficient de fuite. Il convient
d’analyser également, pour ces mêmes conditions cinématiques, la variation du débit en fonction des
conditions aux limites du SqF. Comme l’on pouvait s’y attendre, le débit d’alimentation augmente avec
la puissance fournie à la pompe et diminue lorsque l’on ferme davantage les extrémités de l’amortisseur
(figure 4.15).

La figure 4.16 présente la pression de sortie de la pompe et celle au point d’injection placé
dans la poche de cavitation, toutes les deux en fonction de la cinématique (imposée) de l’amortis-
seur, pour Wp = 100 [W ] et les condifurations ouverte (Cl = 5000 [mm2/Pa.s]) et fermée (Cl =
5 × 10−5 [mm2/Pa.s]). Le couplage entre les problèmes hydrodynamique et hydraulique est plus im-
portant pour la configuration très étanche. On observe également que la pression en aval de la pompe
augmente sensiblement lorsque l’excentricité et la vitesse de précession du SqF s’accroissent. La valeur
de la pression au point d’alimentation aportant de l’huile dans la zone cavitante se révèle être encore
plus sensible à la cinématique de l’amortisseur. Ces résultats montrent que la condition aux limites
communément admise de pression constante dans le circuit hydraulique n’est pas toujours réaliste
pour des systèmes d’alimentation ponctuelle.
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Fig. 4.15: Evolution du débit d’alimentation en fonction du coefficient de fuite et de la puissance de
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tisseur - Wp = 100 [W ]
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4.4 Influence sur la dynamique de rotors flexibles

La discussion des résultats de la section précédente est intéressante pour la compréhension phy-
sique du comportement du SqF avec un système d’alimentation ponctuel. Cependant, ceux-ci sont
obtenus pour des orbites imposées, alors que l’amortisseur étant un dispositif passif, son régime de
fonctionnement s’établit en interaction avec la dynamique du rotor. Ainsi, l’évaluation de l’influence
de l’alimentation sur la performance d’un rotor nécessite la simulation du fonctionnement du système
mécanique et dépend de la configuration et des paramètres d’opération de celui-ci. Cette étude s’effec-
tuera par conséquent sur deux modèles de rotor flexible distincts. Nous analyserons d’abord la réponse
au balourd et la stabilité d’un rotor Jeffcott et passerons ensuite à un modèle plus complexe, corres-
pondant à un banc réel de dynamique d’ensemble, développé par l’équipe Dynamique des Systèmes et
des Structures au sein du Laboratoire de Tribologie et Dynamique de Systèmes de l’Ecole Centrale de
Lyon.

4.4.1 Modèle Jeffcott

Le rotor Jeffcott est le même qu’au chapitre III. Ses caractéristiques sont rappelés ci-dessous :

m1=45 [kg]; m2=15 [kg]; k1 = 3 × 107 [N/m]; c1=367 [N.s/m];

kx = 107 [N/m]; ky = 107 [N/m]; % = 1.2 × 10−4 [m]; W0=0;

Aucune force statique n’agissant sur le rotor et les raideurs kx et ky étant identiques, le SqF
décrirait des orbites circulaires si l’alimentation était axisymétrique, telle une gorge circonférentielle.
La présence des points d’injection rend toutefois le système non axisymétrique, de telle sorte que le
spectre de la réponse du rotor peut contenir des harmoniques autre que le fondamental.

Quant à l’étanchéité de l’amortisseur, nous nous intéresserons plus particulièrement à la configu-
ration d’extrémités presque fermées, caractérisée par le coefficient de fuite Cl = 5× 10−5 [mm2/Pa.s].
Ces conditions d’évacuation sont proches de celles des moteurs d’avion, dont le système hydraulique
est dimensionné de manière à réduire au maximum le débit d’huile, et par conséquent l’encombre-
ment du circuit [143]. En outre, la restriction de l’écoulement axial permet d’atteindre des niveaux
d’amortissement plus élevés et de réduire la poche de cavitation grâce à la pressurisation du système
d’alimentation.

La réponse dynamique du rotor Jeffcott est déterminée à l’aide de la méthode de la collocation
trigonométrique en retenant 5 harmoniques, la réponse étant suivie en fonction de la vitesse de rotation
par la technique pseudo-arc length. La stabilité des orbites périodiques est analysée par la théorie de
Floquet. Le calcul est réalisé sur la plage de fréquence 0 < ωad < 5, où ωad = ω√

k1/m1
est la fréquence

de rotation adimensionnelle. Le système d’équations non linéaires décrivant le mouvement périodique
du rotor est condensé sur les degrés de liberté non linéaires afin de réduire le nombre d’inconnues du
problème.

Nous examinerons la sensibilité de la dynamique du rotor et du comportement du circuit hydrau-
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Fig. 4.17: Influence du nombre de points d’injection sur la réponse au balourd au niveau du SqF -
Harmonique fondamental

lique à l’égard de la puissance nette (Wp) fournie à la pompe et du nombre de points d’injection.
Nous vérifierons également la capacité d’alimentation du circuit hydraulique en fonction de ces deux
paramètres.

4.4.1.1 Influence du nombre de points d’alimentation

La figure 4.17 présente l’amplitude du premier harmonique, adimensionnée par rapport au jeu
radial C, de la réponse du rotor au niveau du SqF, pour Wp = 100 [W ] et deux, trois, quatre et cinq
points d’injection. On peut remarquer tout d’abord l’existence d’une seule vitesse critique, quelque
soit le nombre de points d’injection. Cette vitesse critique cöıncide avec la fréquence propre du rotor
appuyé-appuyé, donnée par

√
k1/m1. Physiquement, ce phénomène traduit un blocage du rotor au

niveau de ses supports et la suppression de la vitesse critique associée à la raideur des rétenteurs.
En d’autres termes, l’amortissement fourni par les SqF est tel qu’ils deviennent dynamiquement trop
rigides, ce qui rend les rétenteurs non opérationnels (en anglais on dit qu’ils sont locked out), puisque
ceux-ci sont en parallèle avec l’amortisseur. Ce phénomène a été mis en évidence théoriquement par
RABINOWITZ et HAHN [124] en 1978 et constaté expérimentalement par ces mêmes chercheurs un
peu plus tard [125]. Plus récemment, les travaux expérimentaux de CHU et HOLMES ont également
permis d’observer le blocage du support-palier suite à l’augmentation de l’amortissement du SqF.

Les paliers étant bloqués, l’influence du nombre de points d’alimentation sur le pic de résonance
du premier harmonique au niveau du SqF est très faible. Ailleurs, on s’aperçoit que l’amplitude de
l’harmonique fondamental devient plus faible lorsque l’on diminue le nombre de points d’alimentation,
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Fig. 4.18: Influence du nombre de points d’injection sur la réponse au balourd au niveau du SqF -
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ce qui découle de l’augmentation de la surface d’écrasement effective de l’amortisseur. Quant aux
harmoniques supérieurs calculés et non négligeables, ils sont entre 10 (n = 3) et 100 (n = 5) fois plus
faibles que l’harmonique fondamental, comme le montre la figure 4.18. Les orbites sont ainsi quasiment
circulaires pour n = 3, 4 et 5 et pratiquement elliptiques pour n = 2. Bien que faibles, ces harmoniques
doivent être pris en compte lors de l’application de la méthode de la collocation trigonométrique,
autrement la résolution ne converge pas. On peut observer également que les harmoniques impaires
sont les plus importants pour un nombre paire de points d’injection et vice-versa.

La figure 4.19 montre que l’influence du nombre de points d’alimentation sur la réponse du rotor
est sensiblement plus nette en termes d’amplitude de vibration au niveau du disque. On constate
qu’au passage de la vitesse critique, l’augmentation du nombre de points d’injection conduit à une
réduction du pic de vibration du disque. A première vue, ces résultats peuvent sembler contradictoires,
car la diminution de n engendre une perturbation moindre dans le champ de pression, car la surface
d’écrasement effective du film possède moins de points de rupture géométrique. Par conséquent, le
niveau de pression atteint est plus important et l’amortissement plus fort. Cependant, le SqF étant un
élément passif, l’accroissement de cet amortissement ne conduit pas nécessairement à une dissipation
d’énergie plus élevée. Comme nous l’avons souligné précédemment, les configurations de SqF traités
ici sont dynamiquement trop rigides à cause de leur amortissement excessif. Cela empêche les paliers
de se déplacer davantage à l’intérieur du jeu rempli d’huile et de procurer ainsi au SqF un potentiel
de dissipation plus conséquent. En effet, lorsque le rotor décrit des orbites circulaires et centrées, la
puissance dissipée par le SqF peut être estimée au travers de l’expression :
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Fig. 4.19: Influence du nombre de points d’injection sur la réponse au balourd au niveau du disque -
Harmonique fondamental

ĖSqF = ftveω (4.28)

où ftv est la force tangentielle visqueuse du SqF, e le rayon de l’orbite circulaire au niveau de l’amor-
tisseur et ω sa vitesse de précession en [rad/s]. Pour des forces hydrodynamiques plus importantes, le
rayon de l’orbite est plus petit, si bien que l’on peut avoir une dissipation plus élevée tout en ayant
des efforts visqueux plus faibles. Le zoom de la figure 4.17 montre que l’excentration e au voisinage
de la vitesse critique est en effet plus importante (largeur de bande plus grande) pour n = 5, ce qui
permet à cette configuration d’être la plus dissipative bien qu’elle produise des forces tangentielles
plus petites.

Les résultats concernant la stabilité du système sont cohérents avec la discussion ci-dessus. La
figure 4.20 présente l’évolution du module du multiplicateur de Floquet principal en fonction de la
vitesse du rotor. Ce paramètre permet d’analyser la stabilité dans le sens de Lyapounov, fournissant
ainsi une indication du temps que le système met à retrouver son orbite initiale après l’application
d’une perturbation. Par conséquent, plus il est faible, plus rapidement le transitoire résultant de cette
perturbation est amorti. On en conclut alors que l’augmentation du nombre de points d’injection
permet d’améliorer la stabilité, puisque l’énergie introduite lorsque le système est perturbé est plus
vite dissipée. Cette conclusion n’est évidemment valable que pour le rotor spécifique étudié ici, car
l’influence de l’alimentation dépend de la configuration de la machine incorporant le SqF.

L’alimentation du SqF par un nombre plus élevé de points d’injection s’avère également bénéfique
en termes de la transmissibilité maximum, comme le met en évidence la figure 4.21. Il est important
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Fig. 4.20: Stabilité en fonction du nombre de points d’alimentation

de souligner que la transmissibilité varie, à une fréquence donnée, au cours d’une période de rotation,
puisque les forces radiale et tangentielle oscillent également. Ces fluctuations découlent de la non
axisymétrie du problème due à la présence des points d’injection. La transmissibilité maximum est
ainsi plus importante pour n = 2 non seulement parce que les forces moyennes sont plus élevées, mais
aussi à cause des fortes amplitudes crête-à-crête des forces hydrodynamiques sur la période. Au delà de
ωad = 2, on observe toutefois que l’isolation du bâti (efforts transmis par le SqF) est similaire quelque
soit le nombre de points d’injection.

La figure 4.22 illustre l’oscillation des forces hydrodynamiques au cours d’une période de rotation,
à la vitesse ωad = 0, 96, le temps adimensionnel correspondant à ωt. On remarque, comme nous avions
souligné dans le paragraphe ci-dessus, que les amplitudes crête-à-crête chutent sensiblement lorsque
l’on augmente le nombre de points d’alimentation. D’autre part, on constate que la force radiale tend
vers zéro pour n = 5. Ceci indique, sachant que les orbites sont quasiment circulaires et centrées, une
absence de cavitation, si bien que l’amortisseur présente un comportement purement dissipatif. Les
effets hydrostatiques associés au système d’alimentation se traduisent par les forces radiales positives
observés dans la figure 4.22. Il convient de faire remarquer que la considération de l’amplitude ainsi que
de la fréquence des fluctuations des forces hydrodynamiques est fondamentale pour le dimensionnement
du support, compte tenu de la fatigue des matériaux.
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Fig. 4.21: Transmissibilité maximum en fonction du nombre de points d’injection
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Fig. 4.23: Influence de la puissance de la pompe sur la réponse au balourd au niveau du SqF - Har-
monique fondamental

4.4.1.2 Influence de la puissance nette de la pompe

L’influence de la puissance nette de la pompe est analysée pour la configuration avec quatre
points d’injection d’huile. Les niveaux de puissance considérés sont : Wp = 50, 100, 200 et 400 [W ].
La figure 4.23 présente la réponse au balourd au niveau de l’amortisseur. Bien que faibles, quelques
différences entre les courbes peuvent être observées. On remarque, par exemple, que l’augmentation
de la puissance de la pompe provoque une légère translation du pic de résonance vers des vitesses plus
élevées et atténue l’amplitude de vibration sur la plage d’opération sous-critique. Ces constatations
sont valables également pour les harmoniques supérieurs. Les réponses au balourd au niveau du SqF
sur la plage de vitesse super-critique ne sont pratiquement pas affectées par la puissance de la pompe.

La sensibilité de la dynamique du rotor à la puissance de la pompe est plus perceptible dans la
réponse du disque, comme le montre la figure 4.24. Comme dans l’analyse de la section précédente,
l’accroissement de l’amortissement des SqF, ici au travers de l’augmentation de la puissance de la
pompe, engendre leur rigidification dynamique, ce qui conduit à une amplification de l’amplitude de
vibration au niveau du disque lors du passage de la vitesse critique. Ces résultats montrent claire-
ment qu’il existe un amortissement critique au delà duquel la performance du rotor se dégrade. Cet
amortissement critique, dont discutent RABINOWITZ et HAHN [126], varie, bien entendu, selon la
configuration du rotor.

L’influence de la puissance nette de la pompe sur la stabilité du rotor est mise en évidence dans
la figure 4.25. On constate encore une fois l’effet négatif de la rigidification dynamique excessive
du SqF sur la stabilité du système. En outre, l’examen des multiplicateurs de Floquet sur le plan
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Fig. 4.24: Influence de la puissance de la pompe sur la réponse au balourd à la position du disque -
Harmonique fondamental

complexe, associés aux plages de vitesse instables permet de detecter l’existence de bifurcations de
Hopf secondaires, qui conduisent le système, comme souligné dans le chapitre précédent, à des cycles
limites quasi-périodiques.

Pour expliquer la déstabilisation du rotor, il suffit d’examiner l’allure de la force radiale en fonction
de la puissance de la pompe, à une vitesse donnée dans la plage d’opération instable (voir les résultats
pour ωad = 0, 96 exposés dans la figure 4.26). En effet, quand la puissance de la pompe est faible
(Wp = 50 [W ]), les forces radiales sont négatives, à cause de la présence d’une poche de cavitation.
L’augmentation de la puissance de la pompe a initialement un effet bénéfique à ce niveau, car la
force radiale tendant vers zéro révèle une réduction de la zone cavitante. Cependant, en augmentant
davantage la puissance de la pompe, les forces radiales générées par le SqF deviennent positives.

Comme nous l’avons souligné précédemment, dans le cas d’orbites circulaires et centrées, ces forces
radiales positives peuvent être interprétées comme de l’amortissement croisé négatif ou comme de la
raideur négative, tous les deux étant potentiellement déstabilisants dans la dynamique de machines
tournantes [188]. En effet, si l’on analyse les coefficients d’amortissement et de raideur de l’équation
4.27 pour Wp = 400 [W ], linéarisés sur un tour à une vitesse instable (ωad = 0, 96) (figure 4.27), on
s’aperçoit que le coefficient d’amortissement crt est négatif par endroit et que le coefficient de raideur
krr est négatif sur quasiment la totalité du cycle. Physiquement, cela correspond à des forces qui
poussent le rotor vers l’extérieur de son orbite rendant le système instable, ce qui est observé lorsque
les effets de pressurisation atteignent des valeurs assez importantes.
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Fig. 4.27: Coefficients de raideur et d’amortissement linéarisés du SqF à ωad = 0, 96 pour Wp =
400 [W ]

Il est important de souligner que l’apparition de cette instabilité ne résulte pas du modèle développé
pour décrire le couplage entre le film et le circuit d’alimentation. Nous avons constaté qu’en imposant
des pressions constantes assez élevées (p ≈ 32 [bar]) aux points d’injection, la bifurcation de Hopf
secondaire est également détectée.

En ce qui concerne l’isolation vibratoire procurée par le SqF, les courbes de la figure 4.28 montrent
qu’elle décrôıt avec l’utilisation d’une pompe plus puissante. Ce résultat découle d’une part de la
rigidification dynamique de l’amortisseur et d’autre part de l’amplification des effets hydrostatiques.
Cette influence de la puissance de la pompe n’est remarquable qu’à des vitesses inférieures au double
de la vitesse critique du rotor.

4.4.1.3 Comportement du circuit hydraulique d’alimentation

Le modèle développé ici permet d’étudier en détails le comportement du système hydraulique
devant assurer l’alimentation du SqF. Ce modèle s’appuie certes sur des hypothèses simplificatrices
assez fortes telles que celle d’un rendement de la pompe constant, alors qu’il dépend en réalité du débit
et des pertes de charge dans le système englobant le circuit hydraulique et le SqF. Nous croyons tout
de même que le couplage de l’approche énergétique avec la description du problème hydrodynamique
doit fournir des informations pertinentes à propos du comportement du système d’alimentation.

Examinons premièrement la variation de la pression à la sortie de la pompe, pour Wp = 100 [W ]
et n = 2, 3, 4 et 5. La figure 4.29 présente l’évolution de la valeur moyenne de cette variable en
fonction de la vitesse du rotor. Le pic observé lors du passage de la vitesse critique met en évidence
l’action du SqF similaire à celle d’une deuxième pompe installée en série avec la première. Ce pic
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Fig. 4.28: Transmissibilité maximum en fonction de la puissance de la pompe

augmente avec l’amplitude de l’orbite décrite par l’amortisseur. On remarque encore que le nombre de
points d’injection a très peu d’influence sur la pression moyenne à la sortie de la pompe. Ces résultats
montrent que l’hypothèse de pression constante dans le système hydraulique n’est pas réaliste et
pourrait engendrer des erreurs considérables notamment sur le calcul du débit d’alimentation.

Les variations de la pression dans le système hydraulique peuvent être encore plus importantes au
cours d’une période de rotation, à une vitesse donnée, comme le montre la figure 4.30. On constate
qu’en réduisant le nombre de points d’injection, l’amplitude crête-à-crête de la pression de la pompe
s’accrôıt. Cette amplitude devient assez faible pour n > 4, mais la pression reste toujours une fonction
de la vitesse du rotor. L’analyse de l’oscillation de la pression à l’un des points d’injection permet
d’identifier les parties de la période où l’huile est injectée dans le film ou refoulée dans le circuit
hydraulique. Entre 0 < ωt < π la pression au point d’injection en question est supérieure à celle à la
sortie de la pompe, ce qui indique un retour de l’huile de l’amortisseur dans le système d’alimentation.
Entre π < ωt < 2π, la pression est inférieure à celle de la pompe, si bien que l’huile est introduite
dans le film amortisseur. La forte différence entre les pressions maximum et minimum résulte de la
géométrie des conduites d’injection, lesquelles présentant un changement de diamètre provoquent une
transformation de pression dynamique (αV̄ 2/2) en pression thermodynamique et vice-versa selon le
sens de l’écoulement.

Les fluctuations de pression peuvent être dangereuses au cas où la fréquence propre d’un compo-
sant du système d’alimentation soit excitée. De plus, la montée en pression lorsque le rotor traverse
une vitesse critique doit être prise en compte pour le dimensionnement du circuit hydraulique. Afin
de remédier aux problèmes pouvant découler de ces fluctuations de pression, l’utilisation d’un accu-
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Fig. 4.29: Evolution de la pression moyenne de sortie de la pompe, pp
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130 Chapitre 4. Système d’Alimentation Ponctuelle

10
0

215

220

225

230

235

240

245

vitesse de rotation adimensionnelle

dé
bi

t m
oy

en
 d

e 
la

 p
om

pe
 [l

/h
]

   n = 2 
   n = 3 
   n = 4 
   n = 5 

Fig. 4.31: Evolution du débit moyen de la pompe

mulateur ou l’installation de clapets anti-retour dans les conduites d’injection pourrait être envisagée.

L’influence de la cinématique du SqF sur le système hydraulique s’observe également sur le débit
moyen livré par la pompe en fonction de la vitesse du rotor, comme le montre la figure 4.31. La capacité
d’alimentation diminue lorsque l’excentration et la vitesse de précession de l’amortisseur s’accroissent.
On s’aperçoit d’autre part que le nombre de points d’injection n’a pas d’effet sensible sur le débit
d’alimentation, lequel est plutôt régit par la puissance de la pompe, ce qui est un résultat logique à la
lumière de l’approche énergétique employée.

La figure 4.32 présente une comparaison entre le débit de fuite par les extrémités de l’amortisseur et
le débit d’alimentation, pour n = 4. Sachant que la cavitation est traitée selon la condition de Gumbel
modifiée, laquelle ne vérifie pas la conservation de la masse, des débits d’alimentation et de fuite égaux
sont une indication d’absence de cavitation. Lorsque le débit de fuite est supérieur à celui livré par la
pompe, ce qui est observé au voisinage de la vitesse critique pour Wp = 50, 100 et 200 [W ], on conclut
que la pressurisation de l’amortisseur n’est pas suffisante pour éviter la cavitation de l’huile. L’analyse
de l’évolution des courbes pour des valeurs croissantes de la puissance de la pompe permet de mettre
en évidence la capacité de réduire, voire d’éliminer, la zone cavitante au travers de la régulation des
paramètres hydrauliques du problème.
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Fig. 4.32: Comparaison des débits d’alimentation et de fuite

4.4.2 Modèle de dynamique d’ensemble

Le modèle Jeffcott pris comme exemple pour illustrer l’interaction entre la dynamique d’un rotor
flexible et le système d’alimentation du SqF s’est avéré être très particulier, comme nous avons pu le
constater, du fait de l’amortissement excessif fourni par le SqF. Ainsi, ce deuxième exemple a pour
objectif d’étudier la dynamique d’un modèle plus réaliste et de rendre plus générales les conclusions
que l’on pourra tirer à la fin de ce chapitre.

Le schéma du rotor est exposé dans la figure 4.33. Il s’agit d’une version similaire au banc d’essais
développé au sein de l’équipe Dynamique des Systèmes et des Structures du Laboratoire de Tribologie
et Dynamique des Systèmes de l’Ecole Centrale de Lyon. Le banc fut conçu dans le but de décrire le
comportement dynamique d’un motor à réaction réel [38]. Les données principales du rotor sont les
suivantes :

md = 20 kg : masse du disque,

kr = 1, 5 × 109 N/m : raideur des roulements,

kx = kz = 15 × 106 N/m : raideur du support palier dans les directions x et z,

da = 40 mm : diamètre principal de l’arbre,

li = 500 mm : distance inter-paliers,
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Fig. 4.33: Schéma du rotor de dynamique d’ensemble

ld = 150 mm : longueur du porte-à-faux,

fX , fZ : forces de l’amortisseur.

Nous supposons que le palier à l’extrémité de l’arbre est monté rigidement sur le bâti et nous
introduisons un amortisseur squeeze film au niveau du palier du porte-à-faux. En ce qui concerne la
modélisation de l’ensemble, l’arbre est discrétisé en six éléments de type poutre de Bernouilli, dont les
matrices de masse, de raideur et gyroscopique sont données dans la référence [84]. La prise en compte
du disque s’effectue en rajoutant des matrices de masse et gyroscopique, cet élément étant considéré
comme indéformable. Les roulements sont traités comme des masses concentrées et sont supposés
rigides, puisque leur raideur, kr, est sensiblement plus élevée que les raideurs du rétenteur, kx et kz.

Les caractéristiques du SqF et du système d’alimentation correspondent à celles du banc d’essai
décrit ultérieurement dans le chapitre VI de ce mémoire. Elles sont les suivantes :

L=30 [mm]; R=65 [mm]; C=0,3 [mm]; µ=0,007 [Pa.s]; ρ=950 [kg/m3];

Dhc=5 [mm]; Dhs=3 [mm]; Dhp=7 [mm]; Dhch=7 [mm];

Rch=115 [mm]; lp=1 [m]; ls=50 [mm]; lc=30 [mm];

La pression de vaporisation et ambiante ainsi que le coefficient de fuite ne sont pas modifiés.

Pour la réalisation des simulations, la pesanteur est négligée et la valeur de %md = 4, 5kg.mm est
attribuée au balourd localisé au niveau du disque. La vitesse de rotation est adimensionnalisée par
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Fig. 4.34: Influence de la puissance de la pompe sur la réponse au balourd au niveau du SqF - Har-
monique fondamental

rapport à la première fréquence propre du rotor, estimée à 73, 8 [Hz] (4430 [tr/min]).

D’après les résultats obtenus avec le rotor Jeffcott, on sait que les configurations avec deux et trois
points d’injection possèdent l’inconvénient de provoquer des fluctuations importantes des pressions
dans le circuit hydraulique et des forces transmises au bâti. En outre, l’utilisation de quatre ou cinq
points d’injection s’est avérée plus efficace dans la prévention de la cavitation de vaporisation. Par
conséquent, les calculs avec le modèle Dynamique d’Ensemble se concentrent uniquement sur l’influence
de la puissance de la pompe sur le comportement dynamique du rotor, le nombre de points d’injection
étant fixé à quatre.

Les figures 4.34 et 4.35 présentent la réponse au balourd du SqF et du disque, respectivement,
pour cinq niveaux de puissance de la pompe. La réponse étant largement dominée par l’harmonique
fondamental, l’évolution des harmoniques supérieurs sera omise. On observe que les effets gyroscopiques
et l’amortissement du SqF provoquent un décalage considérable de la vitesse critique par rapport à
la première fréquence propre du système. L’effet de l’augmentation de la puissance de la pompe est
très positif en terme d’amplitude de vibration du rotor : une réduction d’environ 20% est obtenue au
passage de la vitesse critique lorsque la puissance est élevée de 75 à 400 [W ].

PourWp = 50 [W ], la non linéarité des forces hydrodynamiques à forte excentricité de l’amortisseur
pose des problèmes de convergence à la méthode de résolution (moindres carrés non linéaires de type
Levenberg-Marquardt) du système d’équations issu de l’application de la collocation trigonométrique.
Cette non linéarité correspond à un phénomène de raidissement qui conduit à une bifurcation de



134 Chapitre 4. Système d’Alimentation Ponctuelle

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
0

2

4

6

8

10

12

vitesse de rotation adimensionnelle

am
pl

itu
de

 a
di

m
en

si
on

ne
lle

 d
u 

pr
em

ie
r 

ha
rm

on
iq

ue

Wp = 50 W
Wp = 75 W
Wp = 100 W
Wp = 200 W
Wp = 400 W

Fig. 4.35: Influence de la puissance de la pompe sur la réponse au balourd au niveau du disque -
Harmonique fondamental

type point-selle, engendrant un saut dans la réponse du rotor. L’emploi d’une pompe légèrement plus
puissante suffit pour faire chuter sensiblement l’excentricité maximale du SqF et ainsi éviter le saut
dans la réponse et les problèmes de convergence du calcul.

En ce qui concerne la stabilité du rotor, aucune bifurcation n’est détectée et le module du mul-
tiplicateur de Floquet principal se révèle être pratiquement indépendant de la valeur de la puissance
de la pompe. L’influence de cette dernière sur la transmissibilité maximale de l’amortisseur est, par
contre, plus perceptible, comme le montre la figure 4.36. On remarque que la transmissibilité décrôıt
initialement avec l’augmentation de la puissance de la pompe. Cependant, si l’on augmente davantage
cette puissance, il existe un seuil au delà duquel la tendance initiale est inversée et la transmissibilité
maximum commence à s’accrôıtre. On constate également que pour ωad < 1, moins la pompe est
puissante meilleure est l’isolation vibratoire procurée par l’amortisseur.

Le comportement du circuit hydraulique d’alimentation est qualitativement similaire à celui du
système étudié précédemment. La figure 4.37 montre que les fluctuations de pression en fonction de la
vitesse du rotor et de la cinématique du SqF restent très importantes. Il est intéressant de souligner
que la comparaison des débits entrant et sortant montre que la cavitation est éliminée lorsque la pompe
de puissance Wp = 400 [W ] est utilisée, et cela malgré la forte excentricité de l’amortisseur, ε = 0, 7,
atteinte à la première vitesse critique du rotor, autour de 7000 tr/min.
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Fig. 4.36: Transmissibilité maximum en fonction de la puissance de la pompe
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les frontières de la modélisation d’amortisseurs squeeze film sont poussées au delà
des surfaces délimitant le film d’huile. Les problèmes hydrodynamique et hydraulique sont traités de
manière couplée, si bien que le SqF et son système d’alimentation ponctuelle sont considérés comme
un tout. Les résultats obtenus à partir des simulations numériques de la dynamique d’un rotor Jeffcott
et du banc Dynamique d’Ensemble mettent en relief l’influence de cette interaction sur la performance
de rotors flexibles. Il est important de retenir que cette influence dépend de la configuration du rotor
elle même, puisque le SqF est un élément passif.

Nous avons pu constater que l’augmentation de la puissance de la pompe d’alimentation et la
réduction du nombre de points d’injection permettent d’amplifier l’amortissement fourni par le SqF.
Cependant, lorsque cet amortissement devient excessif, la rigidification dynamique du SqF empêche
l’exploitation de son potentiel de dissipation énergétique, car les mouvements de translation du rotor
au niveau des paliers sont alors limités.

Afin d’éviter des oscillations de pression importantes dans le circuit hydraulique et de réduire
l’amplitude des forces transmises au bâti, l’injection de l’huile par plus de quatre points nous semble
un choix technique plus intéressant, dans le cadre d’amortisseurs partiellement fermés, comme ceux
étudiés dans ce chapitre. Cette solution permet d’autre part une alimentation plus homogène sur la
circonférence du film amortisseur, ce qui favorise la prévention de la cavitation de vaporisation. On
peut remédier ainsi à la dégradation des surfaces métalliques en contact avec le film que peut causer ce
phénomène, dont l’étendue peut être également réduite par l’utilisation d’une pompe plus puissante.
Il en résulte une pressurisation plus importante de l’amortisseur et une augmentation de la capacité
d’alimentation du circuit hydraulique.

Les effets engendrés par la pressurisation de l’alimentation peuvent être considérables, à condition
que la restriction de l’écoulement axial soit effective, ce qui peut être accompli par l’installation de
joints très serrés aux extrémités du SqF. On rajoute ainsi au SqF une fonction portance d’origine
hydrostatique, outre la fonction amortissement. Cette application, appelée amortisseur squeeze film
hydrostatique (abréviation en anglais HSFD), a été mise en avant par SAN ANDRÉS en 1992 [143].
Nous avons remarqué dans les simulations de la dynamique du rotor Jeffcott, que la pressurisation
excessive du circuit hydraulique peut toutefois avoir un effet destabilisant sur la dynamique du système,
ce qui physiquement s’interprète par le développement d’amortissement croisé et de raideur négatifs.

Une description plus réaliste du comportement du système d’alimentation ponctuelle peut être
obtenue en incluant dans le modèle la courbe caractéristique d’opération de la pompe. Ce faisant, la
variation de son rendement en fonction du débit et de la perte de charge du système peut être prise
en compte.
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Chapitre 5

Représentation du squeeze film pour la

dynamique d’ensemble

Dans le chapitre III de ce mémoire, les principales méthodes de résolution de l’équation de Reynolds
ont été exposées. Nous avons souligné le manque d’une technique à la fois robuste et efficace de calcul
des forces hydrodynamiques visqueuses du SqF. Bien que les solutions numériques par différences finies
et par éléments finis puissent être assez précises, elles sont considérées comme prohibitives pour des
études paramétriques du fait de leur temps de calcul élevé.

Nous avons fait remarquer également que la modélisation des effets d’inertie repose sur un traite-
ment simplifié des conditions aux limites du problème et du phénomène de cavitation. La construction
de modèles plus robustes est très difficile, du fait de la complexité des équations régissant le problème
et des restrictions imposées par le besoin de coût temporel minimal pour la simulation de la dynamique
d’ensemble.

Afin de surmonter les limitations des modèles actuels de description des forces visqueuses et iner-
tielles produites par l’action du SqF, nous proposons ici une nouvelle approche du problème. Elle
consiste à découpler les étapes de modélisation du champ de pression de l’amortisseur et d’étude
de la dynamique de l’ensemble mécanique. L’hypothèse forte derrière cette stratégie réside dans la
considération des forces hydrodynamiques comme fonctions de la cinématique instantanée du système.
En d’autres termes, l’écoulement dans le film fluide est supposé quasi-statique d’un point de vue hy-
drodynamique.

Cette hypothèse rend possible le lissage des efforts visqueux calculés au travers de la résolution
numérique de l’équation de Reynolds, pour un ensemble de conditions cinématiques prédéfini et pour
un amortisseur de géométrie donnée. On parvient ainsi à obtenir des expressions des forces visqueuses
radiale et tangentielle fonctions de ε, φ, ė et φ̇, qui peuvent être ensuite utilisées dans la simulation
de la dynamique d’ensemble, découplée avec l’analyse du film d’huile.

En ce qui concerne la prise en compte des effets d’inertie, une procédure de lissage similaire est
menée sur l’énergie cinétique et les débits d’alimentation et de fuite. On en déduit ainsi des expressions
en fonction de la cinématique l’amortisseur. Des formules pour les forces inertielles peuvent alors être
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obtenues au travers de la méthode énergétique mise en avant par EL SHAFEI [44][45]. Il est important
de remarquer que cette approche s’appuie sur l’hypothèse que les effets visqueux et d’inertie sont
indépendants.

Des approximations pour les forces visqueuses et inertielles sont identifiées à l’aide de techniques
de lissage, menées sur des données générées numériquement. Le but principal est de construire des
formules qui conjuguent rapidité d’évaluation, robustesse et fidélité de la description physique du
problème.

5.1 Lissage des forces hydrodynamiques visqueuses

Pour la construction de modèles des forces visqueuses, deux techniques de lissage sont analysées :
une régression linéaire fondée sur une procédure de minimisation de résidus de type moindres carrés,
et une méthode d’identification non paramétrique basée sur la projection des efforts sur les polynômes
de Chebyshev.

5.1.1 Lissage par régression linéaire

La théorie de la régression linéaire est l’un des outils les plus importants de l’analyse statistique
[162]. Elle peut servir à déterminer des relations, linéaires ou non, entre les variables dépendantes et
indépendantes impliquées dans un problème quelconque. Dans le cas du SqF, les variables dépendantes
correspondent aux forces hydrodynamiques visqueuses et les variables indépendantes à des combinai-
sons des paramètres cinématiques.

L’idée principale de notre approche se résume à développer des modèles non linéaires pour les
forces hydrodynamiques à partir d’une relation linéaire du type :

frv(ε, φ, ė, φ̇) = br0 + br1X1 + br2X2 + · · · + brPXP + εr

ftv(ε, φ, ė, φ̇) = bt0 + bt1X1 + bt2X2 + · · · + btPXP + εt

(5.1)

où,

frv, ftv : forces hydrodynamiques visqueuses radiale et tangentielle,

X1,X2, ...,XP : P variables indépendantes du modèle,

br1, bt1, br2, bt2, ..., brP , btP : coefficients de régression à déterminer.

Les paramètres εr et εt sont des variables aléatoires inconnues qui mesurent respectivement la
dispersion de frv et ftv autour de la dépendance linéaire exacte fonction des p variables indépendantes.

En supposant que les forces hydrodynamiques visqueuses ne sont fonctions que de la position
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(ε, φ) et des vitesses (ė, φ̇) de l’amortisseur, les variables indépendantes X1,X2, ...,XP s’écrivent sous
la forme générale :

Xp = gi(ε)gj(φ)gk(ė)gl(φ̇)




p = 1, 2, ..., P ;
i = 0, 1, ..., Pi;
j = 0, 1, ..., Pj ;
k = 0, 1, ..., Pk ;
l = 0, 1, ..., Pl ;

(5.2)

Si l’on choisit, par exemple, des monômes pour les fonctions gi, gj , gk, gl, les constantes Pi, Pj , Pk, Pl
équivaudront aux puissances maximales de ε, φ, ė et φ̇, respectivement. Les P = (Pi+1)(Pj +1)(Pk +
1)(Pl + 1) − 1 variables Xp seraient dans ce cas données par :

Xp = εiφj ėkφ̇l (5.3)

Les variables dépendantes frv et ftv seront dorénavant représentées par f , tout comme br bt par b,
de façon à généraliser le développement de l’analyse.

Les coefficients b doivent être estimés à partir de N réalisations,

(Xn
1 ,X

n
2 , ...,X

n
P , fn), n = 1, 2, ..., N ,

sur les variables indépendantes X1,X2, ...,XP et sur la variable dépendante f . Ces n épreuves corres-
pondent à l’ensemble de valeurs des forces visqueuses frv et ftv calculées pour un SqF de géométrie
donnée, en résolvant l’équation de Reynolds par la méthode des différences finies avec la précision
voulue, pour des valeurs prédéfinies de ε, φ, ė et φ̇. Ainsi, la précision des formules obtenues par
le lissage est a priori limitée aux plages établies pour ces paramètres cinématiques. Cependant, ces
plages dépendent de la dynamique du système dans lequel le SFD est incorporé. Elles doivent alors
être définies de manière à englober un vaste ensemble de conditions cinématiques, afin d’éviter que les
formules sortent de leur domaine d’application.

On doit supposer que les épreuves satisfont les N relations :

fn = b0 + b1X
n
1 + b2X

n
2 + · · · + bPX

n
P + εn (5.4)

Ce modèle linéaire s’écrit sous forme matricielle :

{f} = [X]{b} + {ε} (5.5)
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avec,

{f}N×1 =




f1

f2
...
fN




; [X]N×(P+1) =




1 X1
1 X1

2 · · · X1
P

1 X2
1 X2

2 · · · X2
P

...
...

...
. . .

...
1 XN

1 XN
2 · · · XN

P


;

{b}(P+1)×1 =




b0
b1
...
bP




; {ε}N×1 =




ε1
ε2
...
εN




;

En supposant que β0, β1, ..., βP sont des estimations de la population des coefficients de régression
b0, b1, ..., bP , l’évaluation de la n-ième valeur de la variable dépendante f fournit :

f̃n = β0 + β1X
n
1 + β2X

n
2 + · · · + βPX

n
P = fn − εn (5.6)

La qualité de l’approximation obtenue avec β0, β1, ..., βP peut être jaugée par la somme des carrés
des résidus :

J (b) =
N∑
n=1

ε2n =
N∑
n=1

(fn − β0 − β1X
n
1 − β2X

n
2 − · · · − βPX

n
P )2 (5.7)

En utilisant le principe des moindres carrés, on cherche à calculer les coefficients β de manière
optimale, telle que [103] :

[
∂J
∂β

]
b=β

= 0 (5.8)

Ainsi, la somme des carrés des résidus atteint une valeur minimale lorsque les coefficients β satisfont
le système d’équations algébriques linéaire suivant [162] :




n
∑N

n=1X
n
1 · · ·

∑N
n=1X

n
P∑N

n=1X
n
1

∑N
n=1(X

n
1 )2 · · ·

∑N
n=1X

n
1X

n
P

...
...

. . .
...∑N

n=1X
n
P

∑N
n=1X

n
1X

n
P · · ·

∑N
n=1(X

n
P )2







β0

β1
...
βP




=




∑N
n=1 fn∑N

n=1X
n
1 fn

...∑N
n=1X

n
P fn




(5.9)

ou encore sous forme compacte :
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([X]t[X]){β} = [X]t{f} (5.10)

Le vecteur {β} est déterminé en inversant la matrice ([X]t[X]), laquelle est non singulière si le
nombre d’épreuves N est supérieur au nombre P de coefficients du modèle [162]. Son inverse est appelé
matrice de variance-covariance.

La condition d’optimalité 5.8 conduit à la minimisation de J , toutes les observations ayant un
même poids lors de la détermination des β. En d’autres termes, on minimise un critère d’erreur ab-
solue. Par conséquent, l’approximation sera de meilleur qualité pour des fortes valeurs de la variable
dépendante, des écarts relatifs importants pouvant être observés à faible niveau de f . Il convient
d’analyser l’influence de ce fait sur les simulations de la dynamique d’un système mécanique. En ce
qui concerne la détermination des orbites stationnaires et des mouvements transitoires, elle n’en serait
pas sensiblement affectée, puisque les efforts extérieurs doivent dominer sur les forces hydrodynamiques
lorsque celles-ci sont faibles. L’analyse de la stabilité, toutefois, peut être pénalisée, car elle nécessite
le calcul des dérivées des forces du SqF par rapport aux variables cinématiques. Une alternative pour
rendre la qualité de l’approximation plus homogène sur toute l’étendue des valeurs des forces hydro-
dynamiques visqueuses, consiste à définir une condition d’optimalité portant sur un critère d’erreur
relative :

J (b) =
N∑
n=1

(
fn − β0 − β1X

n
1 − β2X

n
2 − · · · − βPX

n
P

fn

)2

(5.11)

Cela revient à introduire dans la définition de la somme des carrés des résidus une matrice de
pondération donnée par :

[W ] =




1/f2
1 0

. . .
0 1/f2

N


 (5.12)

de façon à ce que l’on aboutisse au système d’équations suivant pour le calcul des coefficients β

optimaux [103] :

([X]t[W ][X]){β} = [X]t[W ]{f} (5.13)

La régression est plus souvent menée à partir d’un modèle linéaire normalisé qui s’écrit :

fn − f̄ = yn = β1(Xn
1 − X̄1) + β2(Xn

2 − X̄2) + · · · + βP (Xn
P − X̄P ) + ε̂n (5.14)
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où le symbole¯désigne la moyenne sur les N épreuves. On introduit encore le changement de variable :

β∗p =
σp
σf
βp p = 1, 2, ..., P (5.15)

avec,

σp =
√∑N

n=1(Xn
p − X̄p)2 : écart type des variables dépendantes;

σf =
√

{y}t{y} : écart type de la variable dépendante.

En notant :

[σ] =


 σ1 0

. . .
0 σP


;

[X ] =



X1

1 − X̄1 . . . X1
P − X̄P

...
. . .

...
XN

1 − X̄1 . . . XN
P − X̄P


.

on arrive à :

[σ]−1[X ]t[X ][σ]−1{β∗} =
1
σf

[σ]−1[X ]t{y} (5.16)

On identifie dans l’équation ci-dessus :

[σ]−1[X ]t[X ][σ]−1 : matrice des coefficients de corrélation simple entre les variables indépendantes;

1
σf

[σ]−1[X ]t{y} : vecteur des coefficients de corrélation simple entre la variables dépendante et les

variables indépendantes.

Le système d’équations 5.16 peut s’écrire également [7] :



rX1X1 rX1X2 · · · rX1XP

rX2X1 rX2X2 · · · rX2XP
...

...
. . .

...
rXPX1 rXPX2 · · · rXPXP







β∗1
β∗2
...
β∗P




=




rfX1

rfX2

...
rfXP




(5.17)

avec,
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rXaXb =
∑N

n=1(X
n
a − X̄a)(Xn

b − X̄b)
σaσb

a, b = 1, 2, ..., P (5.18)

rfXp =

∑N
n=1(fn − f̄)(Xn

p − X̄p)
σfσp

p = 1, 2, ..., P (5.19)

On peut obtenir de manière analogue pour la minimisation de l’erreur relative :

[σ]−1[X ]t[W ][X ][σ]−1{β∗} =
1
σf

[σ]−1[X ]t[W ]{y} (5.20)

Le terme constant de la régression est calculé, après la détermination des coefficients βp, par
l’intermédiaire de l’équation [162] :

β0 = f̄ −
P∑
p=1

X̄pβp; (5.21)

5.1.2 Lissage par polynômes de Chebyshev

Les méthodes d’identification non paramétriques ont été développées pour la construction de lois
d’effort de systèmes non linéaires dont la description par des paramètres physiques est problématique
ou mal mâıtrisée [92] [93][91]. Ces méthodes sont communément appliquées à des données expérimentales,
ce qui résulte en des lois non paramétriques empiriques.

La méthode utilisée ici consiste à projeter les forces du SqF sur une base orthogonale de polynômes.
L’avantage de l’utilisation d’une base orthogonale réside dans possibilité de calculer des coefficients
associés à d’ordres de troncature plus élevés sans altérer les coefficients d’ordres inférieurs calculés
auparavant [98]. Ainsi, l’identification peut s’effectuer progressivement jusqu’à ce que les ordres de
troncature se révèlent être suffisants pour l’obtention d’un bon lissage des données de simulation.

Les forces visqueuses du SqF étant considérées comme fonctions de sa position et de ses vitesses,
on peut les approcher par une série de la forme :

frv(ε, φ, ė, φ̇) '
∑P ri

i=0

∑P rj
j=0

∑P rk
k=0

∑P rl
l=0 C

r
i,j,k,lTi(ε)Tj(φ)Tk(ė)Tl(φ̇) = f̃rv(ε, φ, ė, φ̇)

ftv(ε, φ, ė, φ̇) '
∑P ti

i=0

∑P tj
j=0

∑P tk
k=0

∑P tl
l=0C

t
i,j,k,lTi(ε)Tj(φ)Tk(ė)Tl(φ̇) = f̃tv(ε, φ, ė, φ̇)

(5.22)

où,
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Cr,ti,j,k,l : constantes à identifier;

Ti, Tj , Tk, Tl : base de fonctions sur laquelle l’effort non-linéaire est projeté;

Pi, Pj , Pk, Pl : ordres de troncature des polynômes dans les directions ε, φ, ė et φ̇, respectivement.

La base de fonctions orthogonales que nous avons choisie pour la projection des forces non linéaires
est celle des polynômes de Chebyshev. Outre l’avantage explicité précédemment procuré par leur
orthogonalité, ces polynômes permettent une détermination assez facile des coefficients Ci,j,k,l [194].
Le polynôme de Chebyshev d’ordre n est donné par :

Tn(ζ) = cos(n arccos(ζ)) − 1 ≤ ζ ≤ 1 (5.23)

et vérifie les propriétés d’orthogonalité suivantes :

∫ 1

−1
w(ζ)Ta(ζ)Tb(ζ)dζ =




0 a 6= b
π
2 a = b 6= 0
π a = b = 0

(5.24)

où w(ζ) = (1 − ζ2)−1/2 est une fonction de pondération

Le terme arccos(ζ) dans la définition des polynômes de Chebyshev 5.23 exige que Tn(ζ) soit
une fonction d’une variable normalisée. Il est par conséquent nécessaire d’effectuer une opération de
normalisation sur les variables généralisées du problème ε, φ, ė et φ̇. En notant εmax, φmax, ėmax,
φ̇max, εmin, φmin, ėmin et φ̇min leurs valeurs extrêmes, on a :

η =
2ε − εmax − εmin
εmax − εmin

ψ =
2φ− φmax − φmin
φmax − φmin

κ =
2ė− ėmax − ėmin
ėmax − ėmin

ξ =
2φ̇− φ̇max − φ̇min

φ̇max − φ̇min

Comme déjà souligné dans la section précédente, le lissage est exécuté sur des forces visqueuses cal-
culées en résolvant l’équation de Reynolds bidimensionnelle. Cela implique une définition au préalable
des limites de normalisation εmax, εmin, φmax, φmin, ėmax, ėmin, φ̇max et φ̇min. Les variables donnant
la position du SqF, ε et φ, sont naturellement limitées entre 0 et 1 et 0 et 2π, respectivement. Les
vitesses, par contre, dépendent de la dynamique du système mécanique. Pour éviter que l’évaluation
des forces dépasse les plages cinématiques prédéfinies, les bornes de ė et φ̇ doivent être assez étendues.
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En plus, au lieu d’utiliser les polynômes de Chebyshev tels que donnés par 5.23, mieux vaut se servir
de leur équivalent polynomial :

Tn(ζ) = ζn −
(
n

2

)
ζn−2(1 − ζ2) +

(
n

4

)
ζn−4(1 − ζ2)2 − ... (5.25)

En effet, l’utilisation de l’équation 5.25 permet un certain niveau d’extrapolation lors de l’évaluation
des forces hydrodynamiques, ce qui n’est pas possible avec l’équation 5.23 à cause de la limitation de ζ
entre -1 et 1. Quelques polynômes de Chebyshev dérivés de cette formule sont présentés dans l’annexe
A.

Afin de déterminer les coefficients Ci,j,k,l, considérons l’intégrale suivante :

Am,n,o,p =
∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1
f(η, ψ, κ, ξ)Tm(η)Tn(ψ)To(κ)Tp(ξ)w(η)w(ψ)w(κ)w(ξ)dηdψdκdξ (5.26)

En remplaçant le terme f(η, ψ, κ, ξ), lequel représente de manière générique les efforts frv et ftv,
par les approximations données par 5.22, on obtient :

Am,n,o,p =
∫ 1
−1

∫ 1
−1

∫ 1
−1

∫ 1
−1 C0,0,0,0T0(η)Tm(η)T0(ψ)Tn(η)T0(κ)To(κ)T0(ξ)Tp(ξ)

w(η)w(ψ)w(κ)w(ξ)dηdψdκdξ +
∫ 1
−1

∫ 1
−1

∫ 1
−1

∫ 1
−1

∑Pi
i=1

∑Pj
j=1

∑Pk
k=1

∑Pl
l=1Ci,j,k,l

Ti(η)Tm(η)Tj(ψ)Tn(ψ)Tk(κ)To(κ)Tl(ξ)Tp(ξ)w(η)w(ψ)w(κ)w(ξ)dηdψdκdξ

(5.27)

L’utilisation des propriétés d’orthogonalité des polynômes de Chebyshev, équation 5.24, fournit :

A0,0,0,0 = π4C0,0,0,0 (5.28)

et :

Am,n,o,p =
∑Pi

i=1

∑Pj
j=1

∑Pk
k=1

∑Pl
l=1Ci,j,k,l

(
π
2

)4
δmiδnjδokδpl

=
(
π
2

)4
Cm,n,o,p pour m,n, o, p 6= 0

(5.29)

où δ est le delta de Kronecker.

A partir des équations 5.27, 5.28 et 5.29, l’expression des coefficients Ci,j,k,l s’écrit :
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Ci,j,k,l =
16

(1 + δi0)(1 + δj0)(1 + δk0)(1 + δl0)π4

∫ 1
−1

∫ 1
−1

∫ 1
−1

∫ 1
−1 f(η, ψ, κ, ξ)

Ti(η)Tj(ψ)Tk(κ)Tl(ξ)w(η)w(ψ)w(κ)w(ξ)dηdψdκdξ

(5.30)

La résolution de 5.30 peut s’exécuter à l’aide de la méthode de quadrature de Gauss-Chebyshev.
Soient,

ηq = cos
(

2q − 1
2Qη

π

)
q = 1, ..., Qη

ψr = cos
(

2r − 1
2Qψ

π

)
r = 1, ..., Qψ

κs = cos
(

2s− 1
2Qκ

π

)
s = 1, ..., Qκ

ξt = cos
(

2t− 1
2Qξ

π

)
t = 1, ..., Qξ

(5.31)

les coordonnées des points d’intégration, au nombre de Qη, Qψ, Qκ et Qξ dans chaque direction. En
évaluant les polynômes de Chebyshev et les fonctions de pondération en ces points, l’équation 5.30
devient :

Ci,j,k,l =
16

Qη(1 + δi0)Qψ(1 + δj0)Qκ(1 + δk0)Qξ(1 + δl0)
∑Qη

q=1

∑Qψ
r=1

∑Qκ
s=1

∑Qξ
t=1 f(η, ψ, κ, ξ)

cos
(

2q − 1
2Qη

iπ

)
cos
(

2r − 1
2Qψ

jπ

)
cos
(

2s− 1
2Qκ

kπ

)
cos
(

2t− 1
2Qξ

lπ

) (5.32)

Pour résoudre l’équation ci-dessus, on doit avoir les valeurs des efforts f aux points de quadrature.
Par conséquent, lors de la génération de l’ensemble des forces, les variables ε, φ, ė et φ̇ sont définies
directement sur les points de quadrature, afin d’éliminer la nécessité d’interpoler ou d’extrapoler les
données du lissage.

5.1.3 Réduction des modèles

Dans les approximations obtenues pour frv et frt, il existe des variables indépendantes dont l’in-
fluence dans le modèle peut s’avérer négligeable. Sachant qu’il est toujours convenable d’avoir des
expressions les plus petites possible afin de rendre plus rapide l’évaluation des forces visqueuses du
SqF, il est intéressant d’employer une technique d’identification dite stepwise. Cette technique permet
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d’inclure dans le modèle seulement les variables auxquelles il est sensible, sans une perte de précision
importante dans l’approximation.

Dans le cas du lissage par régression linéaire, la procédure stepwise s’effectue à l’aide d’un algo-
rithme spécifique : l’élimination de Gauss-Jordan modifiée. Bien que l’application de cet algorithme
au cas du lissage par polynômes de Chebyshev ne puisse pas être envisagée, puisque les coefficients βp
et Ci,j,k,l sont estimés de manière différente, on peut utiliser le même principe pour sélectionner les
termes les plus pertinents pour la projection des efforts.

5.1.3.1 Régression linéaire stepwise

Si la régression linéaire est accomplie en résolvant directement le système d’équations 5.16, ou
5.20, toutes les variables indépendantes Xp sont inclues dans le modèle. L’idée fondamentale de la
régression stepwise est de construire l’approximation en prenant une variable indépendante à la fois.
Le choix de la variable à introduire dans le modèle est basé sur la contribution relative à la somme
des carrés de la régression [162] :

SSR =
P∑
p=1

βp

(
N∑
n=1

Xn
p fn −

1
N

N∑
n=1

Xn
p

N∑
n=1

fn

)
(5.33)

Le premier pas de la régression stepwise consiste à définir les variables indépendantes du problème.
Ensuite, la première à être intégrée au modèle est celle dont la contribution à la variation de la
variable dépendante est la plus importante. La mesure de cette contribution est fournie par le carré
du coefficient de corrélation simple [162], noté r2fXp et donné par l’équation 5.19. Soit Xw1 la première
variable indépendante introduite dans le modèle. La fonction de régression s’écrit alors :

f̃ (1)
n = β

(1)
0 + β

(1)
1 Xn

w1 (5.34)

La somme des carrés de cette régression peut s’exprimer :

SSR(1) = r2fXw1
SST (5.35)

où SST =
∑N

n=1(fn)
2 − 1

N (
∑N

n=1 fn)
2 est la somme des carrés de la variable dépendante. Ainsi,

en choisissant la variable dont le carré du coefficient de corrélation simple est le plus important, on
maximise la somme des carrés de la régression SSR. Cela revient à minimiser la somme des carrés des
résidus, ce qui indique un lissage optimal à une variable.

On rajoute ensuite une deuxième variable indépendante au modèle. En cherchant toujours à maxi-
miser SSR, le choix de cette variable s’appuie sur les coefficients de corrélation partielle du premier



148 Chapitre 5. Représentation du squeeze film pour la dynamique d’ensemble

ordre, noté rfXp.Xw1 , p 6= w1. Ces coefficients traduisent la participation des variables indépendantes
restantes dans la régression, hors l’influence de Xw1. Soit,

ε(1)n = fn − β
(1)
0 − β

(1)
1 Xn

w1 (5.36)

les N résidus de la régression de f sur Xw1. Si l’on calcule de manière analogue des régressions des
variables Xp sur Xw1, on obtient p− 1 vecteurs de résidus associés aux n réalisations :

ε̆(p)n = Xn
p − β̆

(p)
0 − β̆

(p)
1 Xn

w1 (5.37)

Les coefficients de corrélation simple entre les ensembles de résidus (ε(1), ε̆(p)) fournissent une
mesure de la linéarité entre f et chaque Xp, mise à part la dépendance linéaire entre f et Xw1. Ainsi,
la deuxième variable à inclure dans le modèle, Xw2, est celle dont le carré du coefficient de corrélation
partielle du premier ordre, (rfXw2.Xw1)

2, est le plus important. La proportion de la variation totale de
la variable dépendante prise en compte par Xw2, hors l’influence de Xw1, est donnée par [162] :

r2fXw2
= (1 − r2fXw1

)r2fXw2.Xw1
(5.38)

La fonction de régression après l’introduction de la variable Xw2 devient :

f̃ (2)
n = β

(2)
0 + β

(2)
1 Xn

w1 + β
(2)
2 Xn

w2 (5.39)

et la somme des carrés de la régression :

SSR(2) = (r2fXw1
+ r2fXw2

)SST (5.40)

On peut poursuivre ce processus jusqu’à la prise en compte de toutes les variables indépendantes,
qui sont donc introduites dans le modèle selon l’ordre stepwise. Un critère doit être néanmoins établi
pour que le processus s’arrête au moment où toutes les variables ayant une influence significative dans
la fonction de régression aient été sélectionnées. Ce critère est normalement déterminé suivant un test
d’hypothèse, qui consiste à vérifier qu’à la mième étape de la régression stepwise, les P −m variables
indépendantes restantes n’exercent pas d’influence sur la variable dépendante, en d’autres termes, que
les coefficients β(m)

p , p = m+ 1, ..., P sont nuls.

SMILLIE [162] propose des tests statistiques basés soit sur un paramètre d’une distribution de
Fisher-Snédécor soit à partir d’un coefficient de corrélation multiple. Le premier critère requiert des
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résidus et possédant une distribution normale avec une valeur moyenne nulle et une variance constante.
En ce qui concerne le test basé sur le coefficient de corrélation multiple, il est valable si les valeurs de
la variable dépendante sont stochastiques.

Au lieu d’utiliser un test statistique, nous définissons un critère d’arrêt portant sur la variation de
la somme des carrés des résidus entre chaque étape de la régression. Le processus s’arrête lorsque cette
variation devient inférieure à une certaine valeur, ce qui indique que l’ajout d’une nouvelle variable
n’améliorera pas davantage la précision de l’approximation.

Outre le test de l’hypothèse que les coefficients β(m)
p , p = m+1, ..., P sont négligeables, on pourrait

encore vérifier si à l’étape m de la régression, l’influence des m variables indépendantes déjà inclues
dans le modèle reste toujours importante [7]. Cette vérification peut également se réaliser à l’aide d’un
test statistique suivant une loi de Fisher-Snédécor.

La régression stepwise peut être menée de manière sensiblement plus efficace que celle décrite
plus haut, grâce à l’application d’une forme modifiée de l’algorithme d’élimination de Gauss-Jordan
au système d’équations 5.16, ou 5.20. Dans la méthode de Gauss-Jordan classique [164], on prend
comme pivot les éléments de la diagonale principale de la matrice. Dans le contexte de la régression
linéaire, l’ordre dans lequel les pivots sont choisis correspond à l’ordre d’introduction des variables
indépendantes dans le modèle. Ainsi, au lieu de prendre systématiquement les éléments le long de
la diagonale principale, les pivots doivent être choisis selon l’ordre stepwise. A la mième étape de la
régression stepwise, l’algorithme d’élimination de Gauss-Jordan modifié se résume à 5 pas principaux :

1. Choisir la variable indépendante Xwm, wm 6= wp, p = 1, 2, ..,m − 1, dont le terme r2fXwm est le
plus important, et l’introduire dans la régression.

2. Echanger les colonnes m et wm ainsi que les lignes m et wm de la matrice des coefficients de
corrélation entre les variables dépendantes au cas où wm 6= m.

3. Exécuter la mième étape de la méthode Gauss-Jordan.

4. Calculer les coefficients β(m) et la somme des carrés des résidus de la régression.

5. Vérifier le critère d’arrêt.

Outre la capacité à réduire la taille des modèles des forces visqueuses, la procédure stepwise est
moins susceptible que la régression directe d’avoir des instabilités numériques. En effet, quand il existe
des variables indépendantes, Xp, dont l’influence sur la variation de la variable dépendante, f , est
négligeable, les coefficients de corrélation simple associés, rfXp , sont très faibles, ce qui engendre des
problèmes de conditionnement lors de la résolution du système d’équations 5.16, ou 5.20. La régression
stepwise n’éprouve pas ce genre de problème, puisque seulement les variables indépendantes pertinentes
au modèle sont prises en compte.

5.1.3.2 Réduction du modèle à polynômes de Chebyshev

Comme la régression linéaire directe, la projection des forces visqueuses sur les polynômes de Che-
byshev peut introduire dans le modèle des variables indépendantes dont l’influence est très faible, voire
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négligeable. En comparant les deux méthodes de lissage, on observe que les variables indépendantes
Xp, p = 1, 2, ..., P correspondent aux combinaisons Ti(η)Tj(φ)Tk(κ)Tl(ξ), avec i, j, k, l = 0, 1, 2, ....

Le principe de la régression linéaire stepwise peut également être appliqué aux modèles construits
avec les polynômes de Chebyshev. Il y a toutefois une différence très importante : les coefficients Ci,j,k,l
n’ont pas à être recalculés à chaque étape de la procédure stepwise. En effet, grâce à l’orthogonalité
des polynômes de Chebyshev, une fois déterminés au travers de la quadrature Gauss-Chebyshev, ces
coefficients ne sont plus altérés par l’ajout ou par la suppression d’un terme des séries données par
5.22. Il en résulte un algorithme considérablement plus simple que l’élimination Gauss-Jordan modifiée
pour la réduction du modèle à polynômes de Chebyshev.

Soit l’ensemble des variables indépendantes défini par :

X1 = T1(η)T0(ψ)T0(κ)T0(ξ)
...
XPi = TPi(η)T0(ψ)T0(κ)T0(ξ)
XPi+1 = T0(η)T1(ψ)T0(κ)T0(ξ)
XPi+2 = T1(η)T1(ψ)T0(κ)T0(ξ)
...
X2Pi = TPi(η)T1(ψ)T0(κ)T0(ξ)
...
X(Pi+1)(Pj+1)−1 = TPi(η)TPj (ψ)T0(κ)T0(ξ)
X(Pi+1)(Pj+1) = T0(η)T0(ψ)T1(κ)T0(ξ)
...
X(Pi+1)(Pj+1)(Pk+1)(Pl+1)−1 = TPi(η)TPj (ψ)TPk(κ)TPl(ξ)

(5.41)

et qui s’écrit de manière générale :

Xp = Ti(η)Tj(ψ)Tk(κ)Tl(ξ) (5.42)

Les variables cinématiques normalisées η, ψ, κ et ξ étant définies sur les points de quadrature de
Gauss-Chebyshev selon les expressions 5.31, les polynômes de Chebyshev peuvent s’écrire :
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Ti(ηq) = cos
(
i arccos

(
cos
(

2q − 1
2Qη

π

)))
= cos

(
i
2q − 1
2Qη

π

)
, q = 1, ..., Qη

Tj(ψr) = cos
(
j arccos

(
cos
(

2r − 1
2Qψ

π

)))
= cos

(
j
2r − 1
2Qψ

π

)
, r = 1, ..., Qψ

Tk(κs) = cos
(
k arccos

(
cos
(

2q − 1
2Qκ

π

)))
= cos

(
k
2s− 1
2Qκ

π

)
, s = 1, ..., Qκ

Tl(ξt) = cos
(
l arccos

(
cos
(

2s − 1
2Qξ

π

)))
= cos

(
l
2t− 1
2Qξ

π

)
, t = 1, ..., Qξ

(5.43)

En ordonnant les N = QηQψQκQξ réalisations des variables indépendantes de la manière suivante :

X1
p = Ti(η1)Tj(ψ1)Tk(κ1)Tl(ξ1)

...
X
Qη
p = Ti(ηQη)Tj(ψ1)Tk(κ1)Tl(ξ1)

X
Qη+1
p = Ti(η1)Tj(ψ2)Tk(κ1)Tl(ξ1)

X
Qη+2
p = Ti(η2)Tj(ψ2)Tk(κ1)Tl(ξ1)

...
X
QηQψ
p = Ti(ηQη)Tj(ψQψ)Tk(κ1)Tl(ξ1)

X
QηQψ+1
p = Ti(η1)Tj(ψ1)Tk(κ2)Tl(ξ1)

X
QηQψ+2
p = Ti(η2)Tj(ψ1)Tk(κ2)Tl(ξ1)

...
XN
p = Ti(ηQη)Tj(ψQψ)Tk(κQκ)Tl(ξQξ)

(5.44)

les termes X̄a,b =
1
N

∑N
n=1X

n
a,b et

∑N
n=1X

n
aX

n
b de l’expression du coefficient de corrélation simple

entre les variables indépendantes, équation 5.18, peuvent s’écrire :

1
N

N∑
n=1

Xn
a,b =

1
N

∑
r,s,t




 Qη∑
q=1

Ti(ηq)


Tj(ψr)Tk(κs)Tl(ξt)


 (5.45)

∑N
n=1X

n
aX

n
b =

∑N
n=1 [Ti(η)Tj(ψ)Tk(κ)Tl(ξ)]

n
a [Ti(η)Tj(ψ)Tk(κ)Tl(ξ)]

n
b

=
∑

r,s,t

{[∑Qη
q=1 Tia(ηq)Tib(ηq)

]
[Tj(ψr)Tk(κs)Tl(ξt)]a [Tj(ψr)Tk(κs)Tl(ξt)]b

} (5.46)

Or, compte tenu de la première expression de 5.43 :
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Qη∑
q=1

Ti(ηq) ≡
∫ π

0
cos(iϑ)dϑ = 0, i = 0, 1, ..., Pi (5.47)

Qη∑
q=1

Tia(ηq)Tib(ηq) ≡
∫ π

0
cos(iaϑ) cos(ibϑ)dϑ = 0, ia, ib = 0, 1, ..., Pi , ia 6= ib (5.48)

avec,

ϑ =
(

2q − 1
2Qη

π

)
, q = 1, ..., Qη

On s’aperçoit ainsi que la matrice des coefficients de corrélation simple entre les variables indépendantes
est diagonale. En d’autres termes, il n’existe aucune association entre les variables indépendantes Xa

et Xb, pour a, b = 1, 2, ..., P et a 6= b. Cela découle de l’orthogonalité des polynômes de Chebyshev et
de la normalisation des variables généralisées du problème.

Cette constatation nous permet de réduire le modèle des forces visqueuses, suivant le principe
de la régression stepwise, de manière très simple. Il suffit de réordonner de façon décroissante (ordre
stepwise) le vecteur des coefficients de corrélation simple entre la variable dépendante et les variables
indépendantes. Le critère d’arrêt du processus de sélection des combinaisons Ti(η)Tj(φ)Tk(κ)Tl(ξ) et
de calcul des coefficients Ci,j,k,l est le même que celui défini auparavant pour la régression linéaire.

5.1.4 Comparaison des techniques de lissage proposées

Pour illustrer et comparer l’application des deux méthodes de lissage, on prendra comme exemple
un SqF à extrémités ouvertes avec les caractéristiques suivantes :

L=30 [mm] : longueur de l’amortisseur;

R=65 [mm] : rayon de l’amortisseur;

C=0,3 [mm] : jeu radial de l’amortisseur;

µ=0,007 [Pa.s] : viscosité dynamique du fluide amortisseur.

L’introduction d’huile est effectuée par une gorge circonférentielle au milieu de l’amortisseur, la
pression d’alimentation ayant une valeur supposée constante de 2 [bar]. Il est important de faire
remarquer que cette configuration est axisymétrique. La variable φ, par conséquent, n’intervient pas
dans le problème et le lissage fournit des expressions des forces visqueuses fonctions de ε, ė et φ̇,
seulement. Dans ce cas, les approximations de la projection sur polynômes de Chebyshev et de la
régression linéaire s’écrivent respectivement :
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frv(ε, ė, φ̇) '
∑P ri

i=0

∑P rk
k=0

∑P rl
l=0C

r
i,k,lTi(ε)Tk(ė)Tl(φ̇) = f̃rv(ε, ė, φ̇)

ftv(ε, ė, φ̇) '
∑P ti

i=0

∑P tk
k=0

∑P tl
l=0C

t
i,k,lTi(ε)Tk(ė)Tl(φ̇) = f̃tv(ε, ė, φ̇)

(5.49)

et :

frv(ε, ė, φ̇) = br0 + br1X1 + br2X2 + · · · + brPXP + εr

ftv(ε, ė, φ̇) = bt0 + bt1X1 + bt2X2 + · · · + btPXP + εt

(5.50)

avec,

Xp = gi(ε)gk(ė)gl(φ̇), i = 0, 1, ..., Pi; k = 0, 1, ..., Pk ; l = 0, 1, ..., Pl ; (5.51)

Nous tenons à souligner que pour des valeurs données de ε, φ et ė, la force tangentielle est une
fonction impaire de φ̇, tandis que la force radiale en est une fonction paire. De ce fait, le lissage peut
être réduit à des valeurs soit positives soit négatives de la vitesse de précession φ̇.

Les données pour le lissage ont été générées en résolvant l’équation de Reynolds par différences finies
avec un maillage de 25 points dans la direction axiale et 84 points dans la direction circonférentielle.
La cavitation a été prise en compte selon la condition de cavitation de Gumbel modifiée, avec une
pression de vaporisation de 0,01 [bar]. Les conditions cinématiques ont été définies en fixant les bornes
de ε, ė et φ̇ et le nombre de points de Gauss dans chaque direction. Les valeurs suivantes ont été
attribuées :

εmin=0; εmax=0,9;

ėmin=-0,5 [m/s]; ėmax=0,5 [m/s];

φ̇min=0; φ̇max=2000 [rad/s];

Qη=10; Qκ=21; Qξ=10;

Prenons d’abord comme variables indépendantes pour le lissage par régression linéaire les monômes :

Xp = εiėkφ̇l (5.52)

La qualité du lissage est très sensible aux paramètres Pi, Pk et Pl, lesquels correspondent aux
puissances maximales des monômes de la régression linéaire et aux ordres de troncatures des polynômes
de Chebyshev. En général, plus ils sont élevés, plus précis est le lissage.
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(a) Force tangentielle - Pi = 5; Pk = 5; Pl = 2
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(b) Force radiale - Pi = 8; Pk = 4; Pl = 2

Fig. 5.1: Ecart entre les deux techniques de lissage

L’inspection de la qualité des approximations peut être réalisée de deux manières distinctes : au
travers de graphiques fonctions de deux variables pour une valeur fixée de la troisième (figure 5.2), ou
sous forme vectorielle (figure 5.6). Bien que d’interprétation plus difficile, cette dernière technique de
visualisation permet d’analyser tout le domaine de lissage à partir d’une seule courbe.

Les résultats obtenus montrent que les deux techniques de lissage fournissent des approximations
quasiment identiques, comme le met en évidence la figure 5.1, si l’on effectue la régression linéaire
sans pondération. Les écarts plus importants observés pour la force radiale découlent des puissances
maximales plus élevées, ce qui engendre des problèmes de conditionnement lors de la résolution du
système d’équations algébriques de la régression linéaire. Les erreurs relatives importantes sont une
conséquence des faibles valeurs d’effort pour quelques conditions cinématiques.

Analysons maintenant la qualité des approximations polynomiales, en les comparant avec les forces
calculées par différences finies. Les figures 5.2 et 5.3 présentent la force tangentielle fonction de ε et
ė pour φ̇ ≈ 0 et φ̇ ≈ 2000, respectivement. On remarque que l’approximation est assez précise à haut
niveau d’effort, tandis que des erreurs relatives considérables existent pour des valeurs faibles de la
force tangentielle, ftv.

Afin d’apporter une amélioration au lissage principalement à faible niveau d’effort, on dispose de la
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Fig. 5.2: Force tangentielle à φ̇ ≈ 0 - Pi = 5;Pk = 5;Pl = 2
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Fig. 5.3: Force tangentielle à φ̇ ≈ 2000 - Pi = 5;Pk = 5;Pl = 2
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Fig. 5.4: Approximation pondérée de la force tangentielle à φ̇ ≈ 0 et φ̇ ≈ 2000 - Pi = 5;Pk = 5;Pl = 2

régression linéaire pondérée, laquelle s’applique à partir de l’équation 5.20. Les résultats obtenus sont
exposés dans la figure 5.4. On constate une nette évolution du lissage pour φ̇ ≈ 0, sans pour autant
pénaliser de manière sensible l’approximation à φ̇ ≈ 2000. Contrairement à la régression linéaire,
le lissage par polynômes de Chebyshev ne permet pas de pondérer le poids des observations lors
de l’identification. Ainsi, la projection sur ces polynômes suivant la méthode de Gauss-Chebyshev
conduit nécessairement à une approximation de meilleure qualité à haut niveau d’effort en détriment
de la description des forces de faible valeur.

La possibilité de pondérer le poids des observations est un premier avantage de la régression linéaire.
Le deuxième concerne sa souplesse au niveau du choix de la base de fonctions sur laquelle les forces sont
projetées. La description des forces hydrodynamiques visqueuses du SqF à l’aide de polynômes peut
donner des résultats satisfaisants. Cependant, la prise en compte de la forte non linéarité par rapport
à ε requiert un ordre de troncature important dans cette direction, surtout pour l’approximation de
la force radiale. Il est intéressant d’observer que la non linéarité en question possède la singularité
suivante :

frv,tv → ∞ lorsque ε→ 1 pour ė > 0.

Cette singularité est également constatée pour des valeurs négatives de la vitesse radiale, ė, si la
vitesse de précession, φ̇, est assez élevée. Afin de mieux décrire cette non linéarité, au lieu de définir les
variables indépendantes comme des combinaisons de monômes, nous proposons une base de fonctions
de la forme :

Xp =
1

(1 − ε)i
ėkφ̇l (5.53)

La figure 5.5 présente la force radiale fonction de ε et ė pour φ̇ ≈ 2000, calculée par différences
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Fig. 5.5: Approximation pondérée de la force radiale - φ̇ ≈ 2000

finies et par les approximations obtenues au travers de la régression linéaire pondérée, en utilisant des
fonctions polynomiales et polynômio-rationnelles. Il en ressort de la comparaison des trois courbes
que les deux approximations décrivent assez bien la force radiale à la vitesse considérée. Le lissage
polynômio-rationnel nécessite toutefois moins de variables indépendantes pour atteindre une qualité
similaire, voire supérieure, à celle associée au lissage polynomial. Cette différence de qualité s’accentue
si l’on augmente davantage la borne supérieur de l’excentricité adimensionnelle, εmax.

Sachant que le comportement des forces visqueuses du SqF est très différent selon le signe de la
vitesse radiale, on pourrait augmenter la précision des approximations en menant indépendamment
des lissages dans des plages de valeurs de ė positive et négative. Ce faisant, on découperait le domaine
d’identification, et deux expressions pour chaque composante, radiale et tangentielle, de la force vis-
queuse seraient déduites. Cependant, l’utilisation de cette technique crée une discontinuité à ė = 0,
qui peut pénaliser la précision des simulations dynamiques, qu’elles soient dans le domaine temporel
ou fréquentiel.

Il convient de souligner encore que, si l’on sait au préalable que les orbites du SqF seront circulaires
et centrées, des lissages à 2 variables, ε et φ̇, peuvent fournir des expressions assez simples pour les
forces hydrodynamiques. Un traitement analytique du problème pourrait être alors envisagé.

La qualité du lissage peut être appréciée globalement à l’aide du graphique de l’erreur des ap-
proximations sur les N observations, arrangées sous forme vectorielle, comme le montre la figure 5.6.
Si le lissage n’est pas pondéré, l’erreur absolue doit être analysée, tandis que l’erreur relative est
évidemment plus parlante lorsque la régression linéaire est accomplie en pondérant toutes les données.
Il convient d’avoir également des paramètres statistiques pour estimer quantitativement la précision
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Fig. 5.6: Force tangentielle lissée par régression linéaire pondérée - Pi = 5;Pk = 5;Pl = 3

des approximations. La somme des carrés des résidus permet de comparer deux approximations pour
le même ensemble de données, mais son analyse seule n’apporte pas d’informations directes à propos
de la qualité du lissage. La moyenne des écarts absolus ou relatifs, par contre, en fournit une indica-
tion d’interprétation très simple. Pour l’approximation de la figure 5.6, par exemple, l’erreur relative
moyenne vaut 2,6% tandis que l’écart absolu moyen est de 4,3 [N].

Jusqu’ici, toutes les variables indépendantes ont été prises en compte dans la construction des
modèles. L’expression de la force tangentielle de la figure 5.6, par exemple, comprend P = 6.6.4 = 144
termes. Des expressions réduites peuvent être obtenues en utilisant la régression stepwise. La figure
5.7 présente l’évolution de la somme des carrés des résidus, SSE, au fur et à mesure que les variables
indépendantes sont introduites dans l’approximation. Le critère d’arrêt a été fixé à 0,1% sur la variation
de SSE entre deux étapes. De l’ensemble des variables indépendantes de l’approximation polynômio-
rationnelle, seulement 43 sont retenues dans la régression stepwise. L’écart relatif moyen monte de 2,6
à 2,7% seulement et l’erreur absolue moyenne de 4,3 à 4,8 [N]. Outre le temps appréciable épargné lors
des simulations dynamiques grâce à la compactation des modèles, l’algorithme Gauss-Jordan modifié
évite des problèmes de conditionnement au niveau du calcul des coefficients du lissage.

L’application du principe stepwise au lissage par polynômes de Chebyshev aboutit à une réduction
plus faible des modèles. Les variables indépendantes étant constituées de combinaisons de polynômes et
non de monômes, des termes pertinents à l’approximation sont liés à des termes d’influence négligeable.
Par conséquent, plus de variables indépendantes doivent être sélectionnés dans les approximations pour
que tous les composants apportant une contribution importante soient pris en compte.

A la lumière du cas étudié dans cette section, nous pouvons conclure que la régression linéaire est
une méthode de lissage plus intéressante que la projection sur les polynômes de Chebyshev. En effet,
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elle rend possible la pondération des données à lisser, elle est souple au niveau du choix des fonctions de
description des forces visqueuses et elle permet une réduction plus importante des modèles au travers
de la procédure stepwise. Le seul avantage du lissage par polynômes de Chebyshev réside dans la plus
grande vitesse d’exécution des algorithmes de calcul des coefficients et de réduction du modèle.

5.1.5 Application à la dynamique d’un rotor Jeffcott

Dans cette section, nous illustrons et vérifions les potentialités des méthodes de lissage pour l’étude
de la dynamique de rotors comportant des amortisseurs squeeze film. Pour ce faire, des calculs dans
les domaines fréquentiel et temporel sont menés pour le Jeffcott du chapitre précédent, soumis à un
balourd de m1% = 0, 0035 [kg.m]. Les dimensions du SqF sont celles définies plus haut. Par contre, au
lieu d’avoir les extrémités ouvertes, l’amortisseur est quasiment fermé au niveau des extrémités par
des joints caractérisés par le coefficient de fuite Cl = 10−5 [mm2/Pa.s].

Sachant que le SqF décrira des orbites circulaires et centrées, on pourrait réaliser des lissages à
deux variables cinématiques, ε et φ̇, pour obtenir des expressions des forces visqueuses. Nous avons
constaté que le calcul des orbites stationnaires ainsi effectué est très précis. L’analyse de la stabilité
selon la théorie de Floquet donne, toutefois, des résultas incorrects. Cela s’explique par le fait que
l’orbite perturbée dans le système de repérage global n’est plus circulaire et centrée, de manière à ce
que la dépendance des forces en ė doive être considérée.
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Fig. 5.8: Réponse au balourd et analyse de la stabilité - Comparaison différences finies × approxima-
tions polynômio-rationnelles

Comme souligné auparavant, le comportement des forces visqueuses est sensiblement différent
selon le signe de la vitesse radiale, ė. Par conséquent, le lissage peut manquer de précision au voisinage
de ė = 0, notamment lorsque l’on cherche à calculer des orbites circulaires et centrées. Afin d’avoir
des approximations de meilleure qualité dans cette région, le lissage à trois variables cinématiques
est menée en réduisant les valeurs extrêmes de la vitesse radiale de ±0, 5 à ±0, 15 [m/s]. Le lissage
des forces radiale et tangentielle s’effectue par la régression stepwise non pondérée, avec une base de
fonctions polynômio-rationnelles et P ri = 5;P rk = 4;P rl = 7 et P ti = 5;P tk = 4;P tl = 5. Les expressions
qui en découlent sont présentées à titre illustratif dans l’annexe B.

La précision des approximations s’avèrent très satisfaisante aussi bien pour la détermination de
la réponse au balourd que pour l’analyse de la stabilité, comme le met en évidence la figure 5.8.
Les résultats du calcul avec les forces hydrodynamiques visqueuses estimée par les expressions po-
lynômio-rationnelles sont presque identiques à ceux du calcul réalisé en évaluant les forces du SqF par
différences finies. La courbe de transmissibilité et l’évolution du multiplicateur de Floquet principal sur
le plan complexe, figure 5.9, confirment la bonne qualité des lissages. Il est intéressant de remarquer
qu’à la vitesse maximale de rotation, laquelle est supérieure à la borne du lissage φ̇max, les résultats
restent assez précis. Une extrapolation des approximations vis-à-vis de ε, néanmoins, provoque une
dégradation substantielle de l’estimation des forces hydrodynamiques visqueuses, et ce à cause de la
forte non linéarité par rapport à cette variable.

En ce qui concerne le temps de calcul, la simulation avec la méthode des différences finies prend
environ 15 heures, tandis que l’emploi des expressions des forces lissées aboutit à des résultats très
semblables en 3,1 minutes. La génération des données pour le lissage nécessite l’évaluation des efforts
non linéaires à QηQκQξ = 2100 conditions cinématiques. La réponse au balourd et l’analyse de la
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Fig. 5.9: Transmissibilité et évolution du multiplicateur de Floquet principal - Comparaison différences
finies × approximations polynômio-rationnelles

stabilité de la figure 5.8 requierent à peu près 110000 évaluations des forces visqueuses. Le temps
nécessaire à la déduction des approximations est ainsi largement compensé, d’autant plus que celles-ci
peuvent être réutilisées pour d’autres cas de chargement, à condition que la géométrie et les conditions
d’évacuation et d’alimentation de l’amortisseur ne soient pas modifiées. Un changement de viscosité
peut être pris en compte en considérant les forces comme des fonctions linéaires de ce paramètre.

Après avoir constaté l’intérêt des lissages pour des simulations dans le domaine fréquentiel, exa-
minons maintenant la performance des approximations dans le cadre des calculs temporels. Pour cela,
la méthode d’intégration Runge-Kutta du 4ème ordre à pas de temps constant est utilisée.

Afin de bien traverser le régime transitoire de l’intégration temporelle, il a fallu étendre les inter-
valles définissant les conditions cinématiques. Par conséquent, le lissage est mené avec les paramètres
suivants :

εmin=0; εmax=0,93;

ėmin=-0,5 [m/s]; ėmax=0,5 [m/s];

φ̇min=0; φ̇max=20000 [rad/s];

La force visqueuse tangentielle est projetée cette fois-ci sur une base de fonctions polynomiales, car
les fonctions polynômio-rationnelles se sont avérées inadéquates pour en fournir une bonne approxi-
mation à forte excentricité et ė ≈ 0. Ces dernières permettent, par contre, une représentation assez
précise de la force radiale. Les ordres de troncature utilisés lors des lissages sont : P ri = 3, P rk = 8,



162 Chapitre 5. Représentation du squeeze film pour la dynamique d’ensemble

P rl = 6, P ti = 10, P tk = 8 et P tl = 8. Les approximations sont obtenues au travers de la régression
stepwise.

Lors de la génération des données pour le lissage, les forces visqueuses les plus importantes calculées
par différences finies découlent de conditions cinématiques extrêmes, à savoir excentricité, vitesses
radiale et tangentielle très élevées. D’un point de vue dynamique, l’observation de ces conditions
est toutefois improbable, compte tenu des caractéristiques de la non linéarité du SqF. En effet, le
mouvement de l’amortisseur est freiné par les forces visqueuses lorsqu’il approche les parois du support.
Il est alors difficile de conjuguer haute vitesse, radiale principalement, et forte excentricité. Cette
observation conduit à la définition de la matrice de pondération de manière à réduire le poids des
efforts excessivement élevés et à augmenter celui des forces trop faibles. Cela permet d’améliorer la
précision des approximations sur la plage d’efforts les plus susceptibles d’être rencontrés. Ainsi, la
matrice de pondération [W ], équation 5.12, est construite de la façon suivante :

Wnn =

{
1/f2

n si fn ≤ 1 [N] ou fn ≥ 5 × 104 [N]
1 si 1 [N] < fn < 5 × 104 [N]

n = 1, 2, ..., N (5.54)

L’évolution du multiplicateur de Floquet sur le plan complexe, figure 5.9, indique l’existence d’une
bifurcation de Hopf secondaire à ωad ≈ 2. L’intégration temporelle des équations de mouvement pour
ωad = 2, 07 révèle ainsi le développement d’un mouvement quasi-périodique. La figure 5.10 présente les
orbites du SqF et les spectres de puissance de son déplacement normalisé dans la direction X, Xe/C.
Compte tenu de la complexité du mouvement, l’accord entre les deux simulations peut être considéré
comme très satisfaisant. Côté temps de calcul, l’utilisation des approximations le réduit de 70 fois par
rapport aux différences finies.

L’intérêt des lissages pour la réalisation de calculs dans le domaine temporel est corroboré par
les résultats exposés dans la figure 5.11. Celle-ci met en évidence des phénomènes non linéaires qui
sont observés à des vitesses relativement faibles, lorsque l’on applique un effort statique au niveau
des paliers. Une charge d’amplitude W0 = 3500 [N] est définie ici afin d’illustrer le développement
de mouvements sous-harmoniques. Les gains de temps lors de l’intégration temporelle sont du même
ordre de celui relatif au calcul de l’orbite quasi-périodique.

Nous tenons à faire remarquer que la réalisation de calculs temporels à partir des forces lissées
nécessite une approximation supplémentaire, concernant le mouvement de l’amortisseur. La vitesse
tangentielle étant donnée par :

φ̇ =
ẎeXe − ẊeYe

e2
(5.55)

elle peut atteindre des valeurs très importantes à des excentricités trop faibles. La vitesse φ̇ peut
alors dépasser considérablement la limite φ̇max, de façon à provoquer une sensible distorsion dans
l’évaluation des forces hydrodynamiques visqueuses. Afin de vaincre ce problème, on pourrait aug-
menter davantage φ̇max. Or, à très faible excentricité, l’influence de la vitesse radiale sur les forces
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du SqF est largement prépondérante devant la vitesse tangentielle. Une solution plus intéressante
consiste ainsi à rendre nulle la vitesse tangentielle lorsque l’excentricité devient inférieur à un certain
seuil. En d’autres termes, la cinématique instantanée de l’amortisseur est approché par un mouvement
purement radial.

Nous avons présenté dans cette section l’application de la régression linéaire stepwise pour appro-
cher les forces visqueuses du SqF, déterminées à partir de l’équation de Reynolds couplée à la condition
de cavitation de Gumbel modifiée. Le lissage par polynômes de Chebyshev fournit également des bons
résultats. Le gain temporel est encore plus remarquable lorsque l’on utilise la condition de cavitation
de Reynolds [138].

5.2 Modélisation des effets d’inertie

La complexité des équations régissant le comportement visco-inertiel du SqF, équations 2.14, rend
la recherche de solutions pour les forces hydrodynamiques très problématique.

L’approche que nous utilisons ici s’appuie sur la méthode énergétique proposée par EL-SHAFEI
[44][45], détaillée dans la section Effets d’inertie du chapitre II de ce mémoire. Lors de la génération
des données pour le lissage des forces visqueuses, l’énergie cinétique du volume de contrôle englobant
la zone non cavitée du film d’huile est calculée, pour chaque condition cinématique, suivant la formule :

Tvc =
1
2

∫ h

0

∫
Anc

ρV · VdydA (5.56)

où,

Anc : zone non cavitante,

ρ : masse volumique du fluide,

V = {u, υ,w}t : vecteur vitesse locale du fluide,

h : épaisseur locale du film.

Sachant que υ = O(uC/R) = O(wC/R) et que C/R = O(10−3), pour un fluide incompressible
l’équation 5.56 devient :

Tvc =
1
2
ρ

∫ h

0

∫
Anc

(u2 + w2)dydA (5.57)

En supposant que les profils de vitesse ne sont pas sensiblement affectés par les effets d’inertie,
pour un écoulement de Poiseuille ils s’écrivent :
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u = 1
2µ

∂p

∂x
(y2 − hy)

w = 1
2µ

∂p

∂z
(y2 − hy)

(5.58)

où µ est la viscosité dynamique du fluide, x et z désignent respectivement les directions circonférentielle
et axiale du SqF et y la direction selon l’épaisseur du film (voir figure 2.1). Il convient de rappeler
que l’hypothèse de découplage entre les effets d’inertie et visqueux est considérée comme valable pour
Re < 10, où Re est le nombre de Reynolds de l’écoulement du SqF.

En introduisant les profils de vitesse visqueux 5.58 dans l’équation 5.57, on obtient :

Tvc =
ρ

8µ2

∫ h

0

∫
Anc

(y2 − yh)2
[(

∂p

∂x

)2

+
(
∂p

∂z

)2
]
dydA (5.59)

Compte tenu de l’équation 2.14, qui indique que la pression ne varie pas dans la direction y, on
arrive à :

Tvc =
ρ

8µ2

∫
Anc

∫ h

0
(y2 − yh)2dy

[(
∂p

∂x

)2

+
(
∂p

∂z

)2
]
dA (5.60)

La résolution de l’intégrale selon y donne :

Tvc =
ρ

8µ2

∫
Anc

h5

30

[(
∂p

∂x

)2

+
(
∂p

∂z

)2
]
dA (5.61)

La résolution de l’équation de Reynolds étant accomplie par la méthode des différences finies avec
un maillage régulier, l’énergie cinétique du SqF peut s’écrire :

Tvc =
ρ

240µ2

∑M
j=1

{∑N−1
i=2 h5

i,j

[(
pi+1,j − pi−1,j

2∆z

)2

+
(

1
R

pi,j+1 − pi,j−1

2∆θ

)2
]
R∆θ∆z+

h5
1,j

[(
p2,j − p1,j

∆z

)2

+
(

1
R

p1,j+1 − p1,j−1

2∆θ

)2
]
R∆θ

∆z
2

+

h5
N,j

[(
pN,j − pN−1,j

∆z

)2

+
(

1
R

pN,j+1 − pN,j−1

2∆θ

)2
]
R∆θ

∆z
2

} (5.62)

oùN etM correspondent au nombre de nœuds du maillage dans les directions axiale et circonférentielle,
respectivement.
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Nous nous retrouvons ainsi avec un ensemble de Tvc évalué aux conditions cinématiques prédéfinies
pour la génération des données à lisser. Cela nous permet de mener une procédure d’identification
similaire à celles utilisées pour les forces visqueuses, de manière à déduire une approximation de
l’énergie cinétique fonction de ε, φ, ė et φ̇. Les expressions des forces inertielles radiale et tangentielle
associées au volume de contrôle peuvent ensuite être obtenues en appliquant l’équation de Lagrange :

fri =
d

dt

(
∂Tvc
∂ė

)
− 1
C

∂Tvc
∂ε

(5.63)

fti =
1
e

d

dt

(
∂Tvc
∂φ̇

)
− 1
e

∂Tvc
∂φ

(5.64)

Les effets d’inertie relatifs au transport d’énergie cinétique à travers les frontières du volume de
contrôle sont donnés par :

rri =
∫
Avc

∂tv
∂ė

V · dA−
∫
Avc

tv
∂V
∂ė

· dA (5.65)

rti =
1
e

∫
Avc

∂tv

∂φ̇
V · dA− 1

e

∫
Avc

tv
∂V

∂φ̇
· dA (5.66)

ou encore par [44][45] :

rri =
∫
Avc

∂tv
∂ė

V · ndA−
∫
Avc

tv
∂(V · n)
∂ė

dA (5.67)

rti =
1
e

∫
Avc

∂tv

∂φ̇
V · ndA− 1

e

∫
Avc

tv
∂(V · n)
∂φ̇

dA (5.68)

où n est le vecteur normal à la surface Avc, dirigé vers l’extérieur du volume de contrôle.

Quelques simplifications doivent être faites pour estimer de manière approximative les termes
inertiels ci-dessus. La première consiste à négliger l’échange d’énergie cinétique entre les zones cavitante
et non cavitante du film. La deuxième concerne l’évaluation du produit scalaire (V · n). Pour un
transport d’énergie à travers les extrémités du SqF, en admettant que le débit de fuite, Qs, se répartit
sur une moitié du périmètre du film, la vitesse axiale locale du fluide est approché par :

Qs =
∫ θ1+π

θ1

∫ h

0
V · nRdθdy ⇒ V · n ≈ Qs

Rπh(θ)
(5.69)
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L’énergie cinétique par unité de volume à la frontière s’écrit par conséquent :

tv =
1
2
ρ

Q2
s

π2R2h2
(5.70)

En remplaçant les équations 5.69 et 5.70 dans les expressions 5.67 et 5.68 on arrive à :

rri = −1
2
ρQ2

s

π3R2

∂Qs
∂ė

∫ θ1+π

θ1

1
h2
dθ (5.71)

rti = −1
2
ρQ2

s

eπ3R2

∂Qs

∂φ̇

∫ θ1+π

θ1

1
h2
dθ (5.72)

Selon la théorie classique de la lubrification, la valeur de θ1 est une fonction de la cinématique
de l’amortisseur et du système d’alimentation. En négligeant ce dernier, l’approximation palier court
fournit θ1 ≈ π/2 et θ1 ≈ 3π/2 lorsque le mouvement est respectivement purement radial avec ė > 0
et purement radial avec ė < 0, et θ1 ≈ π si l’orbite est circulaire et centrée. Afin de généraliser notre
approche, l’expression suivante est proposée pour θ1 :

θ1 = pi− arctan
(
ė

φ̇

)
(5.73)

L’analogie avec l’approximation palier court est justifiée par le fait que la contribution relative des
termes rri et rti aux forces inertielles totales est plus importante pour cette configuration que pour le
SqF partiellement étanche. Pour un amortisseur long, ces termes sont nuls, car il n’y a pas de fuite au
niveau des extrémités.

Lorsque le transport d’énergie cinétique s’effectue par des points d’alimentation ou d’évacuation,
tv et V sont approchés par des valeurs moyennes constantes sur Avc. On définit ainsi :

(V · n)e,s ≈
Qe,s
Ae,s

= V̄e,s (5.74)

t̄e,sv ≈ 1
2
ρV̄ 2

e,s =
1
2
ρ

(
Qe,s
Ae,s

)2

(5.75)

où Qe désigne le débit volumique entrant dans le volume de contrôle et Ae,s est obtenu en multipliant
le nombre de points d’alimentation, ou d’évacuation, par l’aire de section transversale des conduites.
En rapportant ces approximations dans les équations 5.67 et 5.68, on obtient :
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re,sri =
1
2
ρ
Q2
e,s

A2
e,s

∂Qe,s
∂ė

(5.76)

re,sti =
1
2e
ρ
Q2
e,s

A2
e,s

∂Qe,s

∂φ̇
(5.77)

Les forces inertielles relatives au transport d’énergie cinétique par les frontières du système peuvent
ainsi être déterminées en évaluant les dérivées des débits entrant et sortant par rapport aux vitesses
radiale et tangentielle du SqF. Pour ce faire, les débits d’alimentation, Qe, et de fuite, Qs, sont
également lissés à partir des données numériques issues de la résolution des équations régissant le
champ de pression du film.

En l’absence d’hypothèses simplificatrices supplémentaires, l’estimation des forces rri et rti données
par 5.67 et 5.68 est très complexe. Les approximations que nous mettons en avant ici devraient per-
mettre de déterminer au moins l’importance de ces forces devant celles associées à l’énergie cinétique
du volume de contrôle. On s’attend à ce que la contribution de rri et rti aux efforts inertiels soit
faible pour des amortisseurs étanches ou partiellement étanches, du fait du débit de fuite plus petit,
et également pour un SqF pressurisé. En effet, malgré l’interaction entre le système d’alimentation et
le film fluide, la pressurisation devrait créer une dépendance primordiale de (V · n) sur la puissance
de la pompe, l’influence des vitesses ė et φ̇ sur ce terme devenant ainsi secondaire, voire négligeable.

Quant à la simplification concernant la cavitation, à savoir pas d’échange énergétique entre les zones
cavitante et non cavitante, nous la justifions en argumentant que la description de ce phénomène est
déjà elle même approximative, puisque le principe de la continuité de la masse n’est pas respecté. Nous
croyons qu’attribuer une force inertielle à un flux massique dont l’existence et la modélisation ne sont
bien mâıtrisées n’apportera pas d’améliorations à la prise en compte des effets d’inertie.

L’approche développée dans ce travail possède l’inconvénient de ne pas permettre l’identification
de l’origine, temporelle ou convective, des effets d’inertie. Par contre, elle rend possible la prise en
compte des effets associés à l’accélération convective du fluide induite par le système d’alimentation
de l’amortisseur. L’influence de la pressurisation doit s’accrôıtre lorsque l’excentricité du SqF augmente
et si l’on restreint davantage l’écoulement axial du fluide.

5.2.1 Lissage de l’énergie cinétique et des débits sortant/entrant

Afin d’illustrer la prise en compte des effets d’inertie à l’aide des lissages, le cas d’un amortisseur
alimenté par quatre points d’injection est considéré. Deux valeurs de puissance de la pompe sont
analysées : Wp = 50 et Wp = 100 [W]. Conformément à la notation adoptée dans le chapitre précédent,
les données du SqF et du système hydraulique sont :

L=30 [mm]; R=65 [mm]; C=0,3 [mm]; µ=0,007 [Pa.s]; ρ=950 [kg/m3];

Dhc=5 [mm]; Dhs=4 [mm]; Dhp=5 [mm]; Dhch=5 [mm];
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Ac = πD2
hc/4; As = πD2

hs/4; Ap = πD2
hp/4; Ach = D2

hch;

Rch=100 [mm]; l5 = l8 = Rchπ/4; l6 = l7 = l8 = Rchπ/2;

lp=1 [m]; ls=35 [mm]; lc=30 [mm];

Les valeurs de Tvc, Qe et Qs sont déterminées à partir de la résolution de l’équation de Reynolds
par différences finies, avec un maillage régulier de 25 points dans la direction axiale et 84 points dans
la direction circonférentielle. La condition de Gumbel modifiée avec une pression de vaporisation de
0,01 [bar] est utilisée comme modèle de cavitation. La plage de conditions cinématiques est délimitée
par :

εmin=0; εmax=0,93;

φmin=0; φmax = π/2 [rad];

ėmin=-0,5 [m/s]; ėmax=0,5 [m/s];

φ̇min=0; φ̇max=10000 [rad/s];

La définition de l’intervalle de variation de la position angulaire, φ, repose sur l’hypothèse que la
pression est homogène dans la couronne hydraulique. Cela garantit une périodicité circonférentielle
de l’énergie cinétique, des débits d’alimentation et de fuite ainsi que des forces visqueuses, pour une
excentricité et des vitesses données. On peut établir d’une façon générale que pour l’étude d’un SqF
possédant n points d’alimentation, le lissage doit être mené sur 0 ≤ φ ≤ 2π/n.

En ce qui concerne la technique de lissage à appliquer, nous avons retenu la régression linéaire
stepwise pondérée. La pondération est importante pour la déduction des expressions des forces iner-
tielles, car celles-ci découlent des dérivées de l’énergie cinétique et des débits entrant et sortant par
rapport aux paramètres cinématiques de l’amortisseur. Compte tenu de l’hypothèse d’homogénéité de
la pression dans la couronne hydraulique, les conditions suivantes doivent être respectées :

fri(ε, φ = 0, ė, φ̇) = fri(ε, φ = π/2, ė, φ̇) fti(ε, φ = 0, ė, φ̇) = fti(ε, φ = π/2, ė, φ̇)

rri(ε, φ = 0, ė, φ̇) = rri(ε, φ = π/2, ė, φ̇) rti(ε, φ = 0, ė, φ̇) = rti(ε, φ = π/2, ė, φ̇)
(5.78)

d’où la nécessité de définir une base de fonctions pour la projection des grandeurs à lisser telle que :

∂G
∂φ

(φ = 0) =
∂G
∂φ

(φ = π/2) (5.79)

où G représente l’énergie cinétique du volume de contrôle, le débit d’alimentation ou le débit de fuite.

Suite à l’inspection de Tvc(φ), Qe(φ) et Qs(φ) pour plusieurs valeurs de ε, ė et φ̇, nous nous sommes
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Fig. 5.12: Lissage de l’énergie cinétique du film fluide - Coupe Tvc(ε, φ) à ė = −0, 19 [m/s] et φ̇ =
670 rad/s

aperçus que l’allure de ces courbes peut s’exprimer par une fonction du type cos(4φ+ C1) + C2, où C1

et C2 sont des constantes. De ce fait, le lissage s’effectue par des approximations suivantes :

G '
Pi∑
i=0

Pk∑
k=0

Pl∑
l=0

C0
i,k,lε

iėkφ̇l +
Pi∑
i=0

Pk∑
k=0

Pl∑
l=0

C1
i,k,lε

iėkφ̇l cos(4φ) +
Pi∑
i=0

Pk∑
k=0

Pl∑
l=0

C2
i,k,lε

iėkφ̇l sin(4φ) (5.80)

Le nombre de variables indépendantes est donc p = 3(Pi + 1)(Pk + 1)(Pl + 1) − 1. L’adéquation des
approximations polynômio-sinusöıdales proposées est mise en évidence dans la figure 5.12, qui expose
un exemple de lissage de Tvc réalisé avec Pi = 5, Pk = 5 et Pl = 5.

Suite à l’application de la méthode énergétique suivant les approximations palier court [44] et
palier long [45], EL-SHAFEI déduit des expressions pour l’énergie cinétique qui s’écrivent :

Tvc =
1
2
mrr(ε)ė2 +

1
2
mtt(ε)(eφ̇)2 +mrt(ε)ėeφ̇ (5.81)

où les coefficients mrr(ε), mtt(ε) et mrt(ε) peuvent être interprétés comme des masses équivalentes
du fluide en mouvement, fonctions de l’excentricité de l’amortisseur. En employant la technique de
lissage, l’expression de l’énergie cinétique peut prendre la forme :

Tvc = β0(ε, φ) + β1(ε, φ)ė + β2(ε, φ)φ̇ + β3(ε, φ)ė2 + β4(ε, φ)φ̇2 + β5(ε, φ)ėφ̇+ ... (5.82)



5.2. Modélisation des effets d’inertie 171

ou encore :

Tvc =
(
β̂0(ε, φ, ė, φ̇) + β̂1(ε, φ, ė, φ̇) + ...

)
ė2 +

(
β̃0(ε, φ, ė, φ̇) + β̃1(ε, φ, ė, φ̇) + ...

)
(eφ̇)2

+
(
β̆0(ε, φ, ė, φ̇) + β̆1(ε, φ, ė, φ̇) + ...

)
ėeφ̇

(5.83)

Nous permettons ainsi aux masses équivalentes du fluide de dépendre des vitesses du SqF, en plus de
sa position.

5.2.2 Analyse des résultats

Il est intéressant tout d’abord de comparer les résultats de l’approche énergétique conjuguée à la
stratégie de lissage avec ceux obtenus de formulations disponibles dans la littérature. Il convient de
souligner qu’il n’existe actuellement, à notre connaissance, aucun modèle publié tenant compte des
effets d’inertie d’un amortisseur squeeze film à alimentation ponctuelle.

Considérons premièrement le cas d’un SqF non cavitant. La comparaison des débits entrant, Qe,
et sortant, Qs, permet de statuer sur l’existence ou non d’une poche de cavitation. Comme souligné
précédemment, la condition de Gumbel modifiée ne respectant pas le principe de conservation de
la masse, lorsque Qe 6= Qs on conclut que le film développe une zone cavitante. Afin de pouvoir
étudier la corrélation entre les forces inertielles déterminées par notre modèle et celles calculées à
l’aide de formules disponibles dans la littérature, le lissage de l’énergie cinétique et des débits s’effectue
uniquement sur la plage de conditions cinématiques dans lesquelles le SqF ne cavite pas.

Compte tenu du rapport L/R de l’amortisseur analysé, l’approximation palier court est simulée en
définissant un coefficient de fuite très important, Cl = 5000 [mm2/Pa.s]. Pour cette configuration et
Wp = 50 [W], nous avons constaté que le film ne cavite pas pour : ε < 0, 54, −0, 5 < ė < 0, 5 [m/s] et
φ̇ < 3300 [rad/s]. L’influence de la position angulaire, φ, sur la formation de la zone cavitante s’avère
faible devant les autres paramètres cinématiques. Les ordres de troncatures utilisés pour le lissage sont
Pi = 4, Pk = 6, Pl = 4 pour Tvc, et Pi = 3, Pk = 2, Pl = 2 pour Qe,s.

La figure 5.13 présente la force d’inertie radiale en fonction du nombre de Reynolds, Re = ρC2φ̇/µ,
pour trois valeurs d’excentricité et des orbites circulaires et centrées (ė = ë = φ̈ = 0). Notre méthode
est comparée avec le modèle de SAN ANDRES et VANCE [148], obtenu au travers de la méthode du
momentum, et également avec le modèle de HAN et ROGERS [62], dérivé de la méthode énergétique.
On constate que les résultats sont qualitativement similaires, mais que notre approche fournit des
efforts plus élevés. La puissance de la pompe n’a qu’une faible influence sur l’amplitude de la force
inertielle radiale.

La contribution des termes de transport d’énergie cinétique, rri et rti, se révèle être négligeable
(inférieure à 1 [N]). Pour un SqF non cavitant décrivant des orbites circulaires et centrées, les modèles
de SAN ANDRÉS et VANCE [148] et HAN et ROGERS [62] prédisent une force tangentielle nulle,
puisqu’ils simulent une configuration axisymétrique. Notre SqF n’étant pas axisymétrique à cause de
la présence des points d’alimentation, une oscillation de la force inertielle tangentielle est observée sur
un tour, comme le montre la figure 5.14.
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Fig. 5.15: Force inertielle radiale fonction de ε

Un coefficient de fuite très petit, Cl = 10−5 [mm2/Pa.s], est utilisé maintenant pour simuler
l’approximation palier long. Pour cette configuration, la cavitation a lieu pour des vitesses et des ex-
centricités plus basses qu’auparavant. La plage cinématique sur laquelle le lissage est mené se restreint
ainsi à : ε < 0, 4, −0, 18 < ė < 0, 18 [m/s] et φ̇ < 3300 [rad/s]. Les ordres de troncatures utilisés pour
lisser Tvc sont Pi = 4, Pk = 4, Pl = 4. Les termes associés au transport d’énergie cinétique par la
frontière sont négligés, parce que très faibles.

L’évolution de la force inertielle radiale avec l’excentricité, pour des orbites circulaires et centrées
et trois valeurs de Re est exposée dans la figure 5.15. On s’aperçoit que l’écart entre les résultats est
sensiblement plus important que celui observé pour l’amortisseur ouvert. HAN et ROGERS expliquent
la différence entre leurs résultats et ceux de ANDRÉS et VANCE à partir des profils de vitesse
utilisés dans les modèles respectifs, puisqu’ils rajoutent un terme supplémentaire au profil parabolique
visqueux. Quant à l’écart entre notre approche et le modèle de SAN ANDRÉS et VANCE [148], nous
croyons qu’il découle principalement de la prise en compte du système d’alimentation ponctuelle. Celui-
ci engendre des gradients de pression non nuls dans la direction axiale, contrairement à l’approximation
palier long, et perturbe également le champ de pression au voisinage des points d’injection.

Il est intéressant de remarquer que les forces inertielles déterminées par les lissages sont, pour le
palier court, plus importantes que celles calculées à partir des autres formulations, et pour le palier
long, plus petites, hormis le modèle de HAN et ROGERS. Ce fait indique que l’alimentation amplifie
les effets d’inertie dans la configuration courte, tandis qu’elle les réduit dans la configuration longue.
En analysant les champs de pression des paliers court et long obtenus à ε = 0, 4 et Re = 16 (φ̇ ≈ 1300
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[rad/s]) (figure 5.16), on observe que l’injection d’huile a pour effet d’augmenter les gradients de
pression du premier et de diminuer ceux du deuxième, par rapport un SqF idéalement lisse. Il en
résulte donc une tendance similaire à l’égard de l’accélération convective, ce qui explique l’influence
antagonique de l’alimentation sur les efforts inertiels des deux configurations d’amortisseur étudiées.

Avant de passer aux résultats relatifs à des amortisseurs cavitants, il convient d’analyser les forces
inertielles générées, cette fois-ci, par des trajectoires purement radiales, au lieu des circulaires et
centrées. Considérons ainsi un mouvement sinusöıdal décrit par :

ε = ε0 sin(ωt)

ė = ωε0C cos(ωt)

ë = −ω2ε0C sin(ωt)

(5.84)

Le nombre de Reynolds peut s’écrire dans ce cas Re = ρε0Cω/µ. La figure 5.17 présente l’évolution
de la force inertielle radiale développée par le SqF à extrémités ouvertes, entre ωt = 0 et ωt = π, pour
trois valeurs de Re. Suite à la description des masses équivalentes du fluide en tant que fonctions de la
position et des vitesses du SqF, notre modèle met en évidence un comportement non linéaire des forces
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Fig. 5.17: Evolution de la force inertielle radiale pour des mouvements radiaux harmoniques - ε0 = 0, 5

hydrodynamiques inertielles. Le modèle de HAN et ROGERS [62], par contre, exprime une relation
linéaire entre les forces d’inertie et la vitesse et l’accélération du SqF. Les résultats expérimentaux
présentés dans les références [139] et [137] montrent qu’un mouvement radial sinusöıdal de l’amortisseur
engendre des forces hydrodynamiques contenant des harmoniques supérieurs, outre le fondamental.
Cette constatation semble corroborer qualitativement nos résultats.

Il reste encore à vérifier l’utilisation des lissages pour modéliser les forces inertielles d’un amortis-
seur cavitant. Ainsi, le lissage de l’énergie cinétique du film et des débits entrant et sortant s’effectue
désormais sur la plage entière des conditions cinématiques prédéfinies.

Il est possible de constater tout d’abord que la cavitation rend l’allure des fonctions Tvc(ε, φ, ė, φ̇),
Qe(ε, φ, ė, φ̇) et Qi(ε, φ, ė, φ̇) plus compliquée. Par conséquent, les ordres de troncature du lissage
doivent être augmentés, principalement au niveau des vitesses radiale et tangentielle. Nous avons
utilisé Pi = 5, Pk = 7 et Pl = 6 pour la configuration palier court, et Pi = 5, Pk = 8 et Pl = 7 pour
la configuration palier long. En comparant les modèles d’amortisseurs cavitant et non cavitant, une
première conclusion importante est tirée : l’extension du lissage à toutes les conditions cinématiques
de la plage spécifiée ne pénalise pas sensiblement le calcul des forces sur la plage non cavitante, comme
le montre la figure 5.18.

Nos résultats sont comparés à ceux obtenus à partir des modèles de EL-SHAFEI [44][45], déduits
suivant la méthode énergétique, pour des orbites circulaires et centrées et sous les hypothèses de profil
de vitesse parabolique et de cavitation π-film. La figure 5.19 expose l’évolution des forces inertielles en
fonction du nombre de Reynolds pour l’amortisseur long, d’où on constate une corrélation favorable.
Il est intéressant de remarquer que l’influence de la puissance de la pompe devient très nette lorsque
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Fig. 5.18: Comparaison des modèles de SqF cavitant et non cavitant - Orbites circulaires et centrées

l’excentricité du SqF devient importante. L’augmentation de Wp conduit à une élévation du débit
d’alimentation et à une réduction de la poche de cavitation. Par conséquent, l’effort tangentiel diminue,
de manière à tendre vers la condition non cavitante (force presque nulle), et l’effort radial s’accrôıt,
ce qui indique une amplification des effets de l’inertie convective. Cette amplification découle du fait
que le fluide s’écoule basiquement dans la direction circonférentielle, suivant laquelle l’épaisseur du
film varie. Compte tenu du principe de continuité, cette variation provoque un changement de vitesse
des particules du fluide et ainsi une accélération de nature convective. Celle-ci est d’autant plus
importante que la variation de l’épaisseur, d’où l’effet plus prononcé à des fortes excentricités. Dans
un amortisseur ouvert, l’écoulement est principalement axial, si bien que l’influence de la puissance de
la pompe d’alimentation est sensiblement plus faible.

En ce qui concerne le palier court, les résultats sont très différents, voire contradictoires, comme le
montre la figure 5.20. La courbe en astérisque met en évidence la contribution de l’énergie cinétique
du volume de contrôle aux forces inertielles, d’apère le modèle de EL-SHAFEI. Compte tenu du bon
accord entre les modèles palier long (pas de débit de fuite), nous concluons alors que l’écart observé
pour le palier court provient de la prise en compte du transport d’énergie cinétique par les extrémités
de l’amortisseur.

La formulation de EL SHAFEI ne tenant pas compte du système d’alimentation, le débit de fuite
s’écrit :
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Qs =
∫ π

0

∫ h

0
w(z = L/2)Rdθdy +

∫ π

0

∫ h

0
w(z = −L/2)Rdθdy (5.85)

où la vitesse axiale du fluide, w, s’écrit [44] :

w =
6z
h

(
y

h
− y2

h2

)(
eφ̇ sin(θ) + ė cos(θ)

)
(5.86)

Pour un SqF décrivant des orbites circulaires et centrées, l’évaluation des intégrales fournit :

Qs = 2RLeφ̇ ⇒ ∂Qs

∂φ̇
= 2RLeφ̇ (5.87)

Comme souligné auparavant, les débits de fuite et d’alimentation affichent, pour un amortis-
seur pressurisé, une dépendance prépondérante sur la puissance de la pompe et sur les conditions

d’étanchéité, l’influence des vitesses ė et φ̇ n’étant que secondaire. En effet, la dérivée
∂Qs

∂φ̇
calculée

à partir du lissage de Qs s’avère environ cent fois inférieure à la valeur obtenue de l’équation 5.87.
Les débits de fuite, Qs, peuvent présenter également des différences importantes, restant toutefois
du même ordre de grandeur au delà d’une certaine vitesse de rotation. Ainsi, pour le palier court
considéré, la contribution du transport d’énergie cinétique par les frontières se révèle être négligeable
dans notre modèle, ne dépassant pas 15 [N]. Dans le modèle de EL SHAFEI, par contre, cette contri-
bution domine sur les termes inertiels associés à l’énergie cinétique du volume de contrôle, ce qui
explique l’écart entre les résultats.

La comparaison de notre approche avec d’autres modèles nous permet de conclure que les efforts
inertiels calculés à partir du lissage de l’énergie cinétique et des débits de fuite et d’alimentation sont
cohérents. Les résultats montrent que le système d’alimentation joue un rôle très important dans la
prise en compte des effets d’inertie. La manière dont il affecte les forces inertielles est double. D’une
part, la rupture géométrique de la surface du SqF modifie le développement du champ de pression
et d’autre part, l’injection d’huile induit un écoulement supplémentaire qui s’ajoute à celui dû à
l’écrasement du film fluide. Dans le cas d’un amortisseur ouvert, la méthode énergétique s’avère très
sensible à la relation entre le débit de fuite, le système d’alimentation et la cinématique du système.

5.2.3 Influence de l’inertie sur la dynamique de rotors flexibles

Pour clore ce chapitre, nous présentons dans cette section l’utilisation de lissages pour l’analyse de
la dynamique de rotors flexibles incorporant des amortisseurs squeeze film alimentés ponctuellement.
L’objectif des simulations est double : étudier l’influence de l’inertie du fluide sur la performance du
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système mécanique et tester l’application de la régression linéaire stepwise pour des lissages sur quatre
paramètres cinématiques, à savoir ε, φ, ė et φ̇. Nous mènerons d’abord des calculs pour un rotor Jeffcott
dans le but de valider qualitativement la prise en compte des effets d’inertie, et nous étudierons ensuite
la réponse au balourd du modèle de dynamique d’ensemble, décrit dans le chapitre précédent.

5.2.3.1 Identification des efforts visqueux

Le lissage des forces hydrodynamiques visqueuses en tant que fonctions des quatre paramètres
cinématiques ε, φ, ė et φ̇ (au lieu de trois dans le cas du problème axisymétrique) s’avère beaucoup plus
compliqué et délicat. Compliqué du fait du comportement plus complexe du SqF possédant des points
d’injection, et délicat compte tenu des besoins supplémentaires en mémoire et en temps de calcul
pour effectuer l’identification. Nous avons constaté que la réalisation du lissage par étapes permet
d’aboutir à une meilleure description des efforts non linéaires. Ainsi, nous identifions premièrement
les forces pour des mouvements particuliers, à savoir purement radiaux et purement tangentiels, les
termes croisés en vitesses étant traités indépendamment à la dernière étape du lissage. Les forces
visqueuses sont donc décrites de la manière suivante :

ftv(ε, φ, ė, φ̇) = ft0(ε, φ)︸ ︷︷ ︸
terme statique

+ ft1(ε, φ, ė)︸ ︷︷ ︸
mouv. radial

+ ft2(ε, φ, φ̇)︸ ︷︷ ︸
mouv. tangentiel

+ ft3(ε, φ, ė, φ̇)︸ ︷︷ ︸
terme croisé en vitesses

frv(ε, φ, ė, φ̇) = fr0(ε, φ)︸ ︷︷ ︸
terme statique

+ fr1(ε, φ, ė)︸ ︷︷ ︸
mouv. radial

+ fr2(ε, φ, φ̇)︸ ︷︷ ︸
mouv. tangentiel

+ fr3(ε, φ, ė, φ̇)︸ ︷︷ ︸
terme croisé en vitesses

(5.88)

Il est intéressant de faire remarquer que les termes ft0 et fr0 correspondent physiquement aux forces
de rappel radiale et tangentielle de l’amortisseur, engendrées par la pressurisation de l’alimentation.
Comme observé dans le chapitre IV, ces termes sont d’autant plus importants que la restriction du
flux axial aux extrémités du film (voir figure 5.21).

La première étape du lissage consiste à identifier ft0 et fr0, ce qui nécessite un ensemble de données
calculés pour ė = φ̇ = 0. Pour ce faire, il suffit de rajouter ces conditions cinématiques aux points de
Gauss définis dans les directions ė et φ̇. On peut ensuite procéder au lissage de ft1, ft2, fr1 et fr2, après
la soustraction de la contribution des termes statiques aux forces totales ftv et frv. L’identification
s’achève enfin en lissant les termes croisés ft3 et fr3, donnés par :

ft3 = ftv − ft0 − ft1 − ft2

fr3 = frv − fr0 − fr1 − fr2

(5.89)

Si les efforts non linéaires sont projetés sur des fonctions monômiales, par exemple, les forces
hydrodynamiques visqueuses du SqF peuvent s’écrire :
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Fig. 5.21: Forces hydrostatiques engendrées par un SqF ouvert (Cl = 5000 [mm2/Pa.s]) et par un
SqF partiellement fermé (Cl = 5 × 10−4 [mm2/Pa.s] )
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j=0C0ti,jε
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∑P1ti

i=0

∑P1tj
j=0
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k=1C1ti,j,kε

iφj ėk+

∑P2ti
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(5.90)

frv(ε, φ, ė, φ̇) '
∑P0ri

i=0

∑P0rj
j=0 C0ri,jε

iφj +
∑P1ri

i=0

∑P1rj
j=0

∑P1rk
k=1C1ri,j,kε

iφj ėk+

∑P2ri
i=0

∑P2rj
j=0

∑P2rl
l=1 C2ri,j,lε

iφjφ̇l +
∑P3ri

i=0

∑P3rj
j=0

∑P3rk
k=1

∑P3rl
l=1 C3ri,j,k,lε

iφj ėkφ̇l

(5.91)

Comme l’énergie cinétique, les forces visqueuses sont supposées périodiques dans la direction φ,
la période étant déterminée par le nombre de points d’alimentation. On considère le SqF ouvert
(Cl = 5000 [mm2/Pa.s]) et la plage de conditions cinématiques définis dans la section précédente. La
cavitation est traitée en utilisant la condition de Gumbel modifiée avec Pvap = 0, 01 [bar]. Le tableau
5.1 résume les paramètres utilisés pour le lissage, effectué par régression linéaire stepwise.

Les bases de fonctions de projection sont choisies suite à l’inspection de l’allure des termes devant
être identifiés, générés numériquement. La pondération des données du lissage doit être, a priori,
adoptée comme la procédure standard à suivre. Elle peut néanmoins conduire parfois à des résultats
insatisfaisants. Dans ces cas, il vaut mieux appliquer la régression linéaire sans pondération, de manière
à privilégier la qualité des approximations à haut niveau d’effort, au détriment de la description à faible
niveau. Il faut tout de même être conscient que l’analyse de la stabilité résultant des forces ainsi lissées
pourrait être pénalisée, à cause d’une évaluation imprécise des dérivées des efforts non linéaires par
rapport aux paramètres cinématiques.
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terme base de projection ordres de troncature pondération

ft0 εiφj P0ti = 5 ; P0tj = 5 oui
ft1 εiφj ėk P1ti = 7 ; P1tj = 5 ; P1tk = 8 non
ft2 εiφj φ̇l P2ti = 8 ; P2tj = 5 ; P2tl = 5 oui
ft3 εiφj ėkφ̇l P3ti = 6 ; P3tj = 6 ; P3tk = 7 ; P3tl = 7 non
fr0 εiφj P0ti = 5 ; P0tj = 5 oui
fr1 εiφj ėk P1ri = 9 ; P1rj = 6 ; P1rk = 6 oui
fr2 1/(1 − ε)iφj φ̇l P2ri = 5 ; P2rj = 6 ; P2rl = 3 non
fr3 1/(1 − ε)iφj ėkφ̇l P3ri = 4 ; P3rj = 6 ; P3rk = 7 ; P3rl = 5 non

Tab. 5.1: Paramètres du lissage des forces du SqF ouvert

5.2.3.2 Simulation du rotor Jeffcott

Considérons premièrement la réponse au balourd d’un rotor Jeffcott incorporant des amortisseurs
squeeze film ouverts. Les données du rotor sont les suivantes:

m1=45 [kg]; m2=15 [kg]; k1 = 108 [N/m]; c1=367 [N.s/m]; kx = 107 [N/m]; ky = 107 [N/m];

Par rapport aux configurations étudiées auparavant, nous avons triplé la valeur de la raideur de l’arbre,
afin d’éloigner les deux vitesses critiques et mieux trancher l’influence des effets d’inertie du fluide sur
chaque pic de résonance.

Avant d’introduire les effets d’inertie du fluide dans le calcul, nous avons comparé les résultats
obtenus en estimant les forces visqueuses par différences finies et par les approximations dérivées des
lissages. La figure 5.22 présente la réponse au niveau du SqF et l’évolution du module du multiplicateur
de Floquet principal en fonction de la vitesse du rotor, pour un balourd de %m1 = 0, 001 [kg.m]. La
corrélation des courbes réflète une évaluation assez précise du niveau d’effort non linéaire par le lissage,
surtout à haute vitesse, mais une description de qualité insuffisante de la forme des forces visqueuses.
Il en résulte des approximations acceptables pour la détermination de la réponse au balourd, qui
conduisent toutefois à une analyse de la stabilité imparfaite. En scrutant les erreurs de lissage de chaque
terme des forces visqueuses, nous concluons que le point défaillant de la procédure d’identification
concerne la description de la force radiale au voisinage de ė = 0. Dans la conclusion de ce chapitre
nous discuterons des possibilités pour remédier à ce problème.

La prise en compte des effets d’inertie du fluide lors de calculs préliminaires de la réponse au
balourd du rotor Jeffcott s’est avérée très problématique. Nous avons observé que la variation de la
masse équivalente de l’écoulement fonction de la cinématique du rotor donnait origine à des multiples
solutions lorsque l’excentricité dépassait des valeurs d’environ 0, 4. Par conséquent, la technique de
continuation pseudo-arc length ne permettait pas de suivre de manière régulière l’évolution de la
réponse. En effet, en utilisant des expressions pour les forces d’inertie beaucoup plus simples que celles
que nous obtenons au travers du lissage, la méthode de résolution analytique proposée par EL-SHAFEI
[44][45] pour des orbites circulaires et centrées aboutit à un polynôme de degré huit sur la vitesse, avec
des coefficients fonctions de l’excentricité. Si l’on démontre l’existence de huit solutions en employant
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Fig. 5.22: Comportement dynamique du rotor Jeffcott - Modèle de SqF visqueux

un modèle de forces d’inertie très simplifié, on peut s’attendre à un nombre encore plus élevé lorsque
ces forces ont une description sensiblement plus complexe.

Nous avons trouvé deux solutions pour surmonter ce problème : la réduction de l’incrément pseudo-
arc length, moyennant un coût en temps de calcul beaucoup plus important, ou la simplification des
expressions des efforts inertiels à partir de l’hypothèse d’orbite circulaire et centrée, auquel cas on
impose ė = ë = φ̈ = 0 lors de la détermination de fri et de fti. Bien entendu, cette hypothèse doit
être ensuite levée pour l’analyse de la stabilité.

La figure 5.23 présente les réponses obtenues au niveau du SqF et du disque, respectivement,
pour deux valeurs de balourd distinctes. Les calculs ont été réalisés avec un incrément pseudo-arc
length réduit d’un facteur dix (de 0, 01 à 0, 001) et en évaluant les forces visqueuses au travers des
approximations issues des lissages. Les courbes sont exposées en fonction du nombre de Reynolds,
Re = ρωC2/µ, afin de rendre l’interprétation de l’influence de l’inertie du fluide plus directe.

Les réponses sont qualitativement similaires à celles déterminées par SAN ANDRÉS et VANCE
[152], dans la mesure où la deuxième vitesse critique chute, l’amplitude de son pic au niveau du disque
et du SqF est amplifiée et les effets non linéaires qui provoquent le phénomène de saut sont atténués.
Par contre, on observe que les effets d’inertie ne deviennent importants qu’au delà de Re = 20,
tandis que la réponse au balourd calculée par SAN ANDRÉS et VANCE possède déjà une sensibilité
considérable à partir de Re = 5.

L’effet de l’inertie du fluide sur la transmissibilité, figure 5.24 (a), est favorable au voisinage des pics
de résonance, toutefois nuisible ailleurs. Les courbes présentées montrent encore (de manière implicite)
la nette dégradation de la qualité du lissage pour de basses vitesses de rotation, notamment au dessous
de Re ≈ 4, 5 (ωad ≈ 0, 1).
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Fig. 5.23: Influence des effets d’inertie sur la réponse au balourd du Jeffcott

Le calcul avec des forces visqueuses déterminées par différences finies s’est effectué en simplifiant
les expressions des efforts inertiels comme proposé plus haut, ce qui a permis de reprendre la valeur de
0,01 pour l’incrément pseudo-arc length. Ce calcul permet d’analyser l’influence des effets d’inertie sur
la stabilité du Jeffcott (figure 5.24 (b)). On constate l’apparition d’une nouvelle bifurcation à Re ≈ 28,
au delà de laquelle le rotor reste instable.

5.2.3.3 Simulation du rotor de dynamique d’ensemble

Ce deuxième exemple concerne l’étude d’une application plus réaliste. Le modèle du rotor est celui
de dynamique d’ensemble présenté dans le chapitre précédent, et le SqF ouvert est remplacé par un
SqF partiellement étanche (Cl = 5 × 10−4 [mm2/Pa.s]).

Les tentatives de projection des forces visqueuses de l’amortisseur sur des bases de fonctions po-
lynomiales et polynomio-rationnelles à l’aide de la technique de régression linéaire stepwise n’ont pas
aboutit. La précision des lissages est alors pénalisée, notamment par la mauvaise identification des
efforts, aussi bien au voisinage de ė = 0 que pour des vitesses de précession, φ̇, relativement faibles.
Par conséquent, les calculs ont été réalisés, à un coût temporel élevé, en estimant les forces visqueuses
par différences finies. Le lissage de l’énergie cinétique et des débits de fuite et d’alimentation pour la
modélisation des forces inertielles, en revanche, n’a pas posé de difficultés particulières.

La réponse du rotor à un balourd de 0,003 [kg.m] situé au niveau du disque, est présentée dans
la figure 5.25. Les expressions des forces d’inertie du SqF ont dû être encore une fois simplifiées
selon l’hypothèse d’orbites circulaires et centrées, pour que le calcul n’éprouve pas de problèmes de
convergence. Les résultats doivent donc être analysés avec soin. Les effets d’inertie semblent se traduire
dans cet exemple par une forte croissance de l’amortissement du SqF, ce qui provoque un décalage
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Fig. 5.24: Influence des effets d’inertie sur la transmissibilité du SqF et la stabilité du rotor Jeffcott -
Balourd %m1 = 0, 002[kg.m]

de la première vitesse critique à droite et une réduction de l’amplitude et élargissement du pic de
résonance. De plus, par rapport au SqF court, ces effets ont déjà une influence très importante pour
des nombres de Reynolds beaucoup plus faibles, résultat cohérent avec les observations expérimentales
de JUNG, SAN ANDRÉS et VANCE [72][73].

Côté isolation vibratoire, on constate que les effets d’inertie du fluide ont une influence défavorable
sur toute la plage de vitesse considérée, comme le montre la figure 5.26 (a), conclusion qualitativement
similaire à celle tirée par EL-SHAFEI [45]. La stabilité du rotor est très affectée par les forces inertielles
du SqF, le calcul indiquant une très large plage d’opération instable (figure 5.26 (b)), qui découle de
bifurcations de Hopf secondaire. Ce résultat nous semble à vérifier, car à part les bifurcations de type
point selle (phénomène de saut) et de dédoublement de période, aucune autre instabilité engendrée
par des amortisseurs squeeze film n’a été reportée dans la littérature jusqu’à présent.

D’après les résultats présentés dans cette section, une étude expérimentale nous semble indispen-
sable pour vérifier les limitations de la modélisation des effets d’inertie d’un SqF long par la méthode
énergétique alliée à des techniques de lissage.

5.3 Conclusion

Ce chapitre présente une nouvelle stratégie de représentation des forces hydrodynamiques du SqF
pour l’application aux simulations de la dynamique d’ensemble. Le but est de développer des expres-
sions permettant une évaluation rapide des efforts non linéaires, sans pénaliser pour autant la prise en
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(b) Réponse au balourd au niveau du disque

Fig. 5.25: Influence des effets d’inertie sur la réponse au balourd du modèle de dynamique d’ensemble
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dynamique d’ensemble
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compte du comportement de l’amortisseur.

Notre approche s’appuie sur le découplage des analyses de la dynamique du film fluide et de la
dynamique du système mécanique. Nous admettons, par conséquent, que le film d’huile répond de
manière quasi-statique en termes hydrodynamiques au mouvement imposé par les frontières solides
qui le délimitent. Les techniques de lissage mises en avant ne seraient donc pas convenables pour la
modélisation de fluides visco-élastiques ou pour l’utilisation de la condition de cavitation de Jakobsson-
Floberg-Olsson. Pour la prise en compte des effets d’inertie, nous modélisons également les effets
visqueux et inertiels du film fluide.

Deux techniques de lissage, à savoir la régression linéaire et la projection sur polynômes de Cheby-
shev, sont testées pour la construction d’approximations des forces visqueuses. Les modèles peuvent
être réduits et identifiés de manière plus efficace grâce à l’utilisation de la technique stepwise. La
régression linéaire stepwise est retenue pour le lissage de l’énergie cinétique du SqF, du fait de sa
souplesse au niveau du choix des fonctions de projection et de la possibilité de pondérer les données
à identifier.

L’efficacité des modèles de SqF obtenus par lissage est analysée à partir de simulations de la
dynamique de rotors flexibles. On constate que la description des forces d’un SqF axisymétrique
fournit des résultats assez précis et à un coût temporel très intéressant. Cependant, la complexité des
forces visqueuses d’un amortisseur alimenté ponctuellement pose des difficultés pour l’identification,
ce qui pénalise notamment l’analyse de la stabilité du système. Un autre inconvénient concerne la
définition arbitraire des bornes des vitesses radiale et tangentielle lors de la génération des données
pour l’identification.

La solution des problèmes soulevés dans le paragraphe ci-dessus se trouve probablement dans le
travail très récent de XIA, JIAO, CHEN, HUANG et ZHANG [195]. Afin de développer des bases de
données pour l’évaluation par interpolation des forces de paliers hydrodynamiques, ils présentent une
astuce pour réduire le nombre de paramètres cinématiques indépendants, laquelle permet également
de normaliser la plage de vitesse. L’application de la méthode à des amortisseurs squeeze film se ferait
de la manière suivante. Soit l’équation de Reynolds bidimensionnelle donnée par :

1
R2

∂

∂θ

(
h3

12µ
∂p

∂θ

)
+

∂

∂z

(
h3

12µ
∂p

∂z

)
= ė cos θ + eφ̇ sin θ (5.92)

Cette équation peut être adimensionnée selon deux cas de figures différents :

1. Cas e|φ̇| ≥ |ė| En notant p1 = p/e|φ̇| et q1 = ė/e|φ̇|, l’équation de Reynolds devient :

1
R2

∂

∂θ

(
h3

12µ
∂p1

∂θ

)
+

∂

∂z

(
h3

12µ
∂p1

∂z

)
=

{
q1 cos θ + sin θ si φ̇ > 0
q1 cos θ − sin θ si φ̇ < 0

(5.93)

2. Cas e|φ̇| ≤ |ė| On définit dans ce cas p2 = p/|ė| et q2 = eφ̇/|ė|, et l’équation de Reynolds devient :
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(
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∂p2

∂z

)
=

{
cos θ + q2 sin θ si ė > 0
− cos θ + q2 sin θ si ė < 0

(5.94)

Grâce à cette adimensionnalisation, on a −1 ≤ q1 ≤ 1 et −1 ≤ q2 ≤ 1. XIA, JIAO, CHEN, HUANG
et ZHANG construisent la base de données d’efforts hydrodynamiques en résolvant numériquement
l’équation de Reynolds, les forces étant considérées comme nulles pour ė = φ̇ = 0. Il est intéressant de
souligner que la génération de la base de données peut s’accomplir de manière très efficace, puisque
pour une position donnée du SqF, seulement le deuxième membre de l’équation de Reynolds change.
Ainsi, l’assemblage de la matrice de fluidité (voir chapitre II), le goulot d’étranglement temporel de
la résolution numérique, n’est effectué qu’une fois pour le calcul des quatre possibilités explicitées ci-
dessus. Nous tenons à faire remarquer également, que la pression de vaporisation pour la détermination
de la poche de cavitation correspondrait à p̄vap = pvap/e|φ̇|, ou à p̄vap = pvap/|ė|, selon le cas de figure
considéré. Puisque ė et φ̇ ne sont pas connus lors de la génération de données, le zéro absolu peut être
utilisé comme valeur approximative pour la pression de vaporisation.

Au lieu de stocker les données générées, notre approche permet d’en déduire des expressions pour
les forces visqueuses du SqF. Compte tenu de la normalisation proposée, le lissage doit être mené sur
les grandeurs suivantes :

1. Cas e|φ̇| ≥ |ė|

fr1p(ε, φ, q1) =
∫
A p1p cos θdA ⇒ frv = fr1pe|φ̇|

ft1p(ε, φ, q1) =
∫
A p1p sin θdA ⇒ ftv = ft1pe|φ̇|

}
φ̇ > 0

fr1n(ε, φ, q1) =
∫
A p1n cos θdA ⇒ frv = fr1ne|φ̇|

ft1n(ε, φ, q1) =
∫
A p1n sin θdA ⇒ ftv = ft1ne|φ̇|

}
φ̇ < 0

(5.95)

où p1p correspond à p1 pour φ̇ > 0, et p1n à p1 pour φ̇ < 0.

2. Cas e|φ̇| ≤ |ė|

fr2p(ε, φ, q2) =
∫
A p2p cos θdA ⇒ frv = fr2p|ė|

ft2p(ε, φ, q2) =
∫
A p2p sin θdA ⇒ ftv = ft2p|ė|

}
ė > 0

fr2n(ε, φ, q2) =
∫
A p2n cos θdA ⇒ frv = fr2n|ė|

ft2n(ε, φ, q2) =
∫
A p2n sin θdA ⇒ ftv = ft2n|ė|

}
ė < 0

(5.96)

où p2p correspond à p2 pour ė > 0, et p2n à p2 pour ė < 0.

La contribution du système d’alimentation aux forces hydrodynamiques visqueuses doit être prise
en compte en lissant indépendamment les termes statiques ft0 et fr0.
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En adoptant la procédure mise en avant par XIA, JIAO, CHEN, HUANG et ZHANG [195], le
développement des approximations pour les efforts non linéaires du SqF peut être exécuté très rapi-
dement, grâce à la réduction de l’ensemble des conditions cinématiques, conjuguée à l’efficacité de la
régression linéaire stepwise. De plus, la normalisation doit permettre d’améliorer la description de la
force radiale au voisinage de ė = 0.

L’adaptation de la méthode décrite ci-dessus pour la déduction des forces inertielles n’est pas
aussi directe que pour celle des forces visqueuses. Elle nécessite une étude plus approfondie. De toute
manière, l’allure de l’énergie cinétique et des débits d’alimentation et de fuite fonctions de ε, φ, ė et
φ̇ étant plus simple, le lissage à quatre variables s’avère assez facile.

Une amélioration des méthodes de calcul en dynamique des structures non linéaires, ce qui en-
globe également les techniques de résolution de système d’équations algébriques non linéaires, se fait
nécessaire pour tenir compte des effets d’inertie du SqF. En outre, il semble nécessaire la vérification
expérimentale de la validité de notre approche de modélisation des efforts inertiels, principalement
pour le cas d’un amortisseur étanche ou partiellement étanche.
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Chapitre 6

Application optimale du squeeze film

Depuis le début des années 80, parallèlement à la recherche dans les sens d’une meilleure compréhension
et modélisation des amortisseurs squeeze film, des solutions pour l’optimisation de leurs applications
se sont développées. Ces solutions englobent des modifications géométriques, l’utilisation de fluides
ayant des propriétés spéciales et des stratégies de contrôle. Les objectifs principaux des nouvelles
configurations de SqF sont :

– d’atténuer les effets non linéaires pouvant dégrader la réponse du rotor,

– de simplifier la construction et réduire l’encombrement de l’amortisseur,

– de contrôler le niveau des forces générées de manière à obtenir un compromis optimal entre
amortissement et isolation vibratoire, selon la vitesse du rotor.

La première partie de ce chapitre sera consacrée à l’état de l’art des solutions innovantes pour
l’amélioration de la performance des amortisseurs squeeze film dans le domaine des machines tour-
nantes. Ensuite, nous mettrons en avant une nouvelle stratégie de contrôle du SqF, dont les po-
tentialités seront analysées à la lumière de simulations de la dynamique de rotors flexibles. Nous
terminerons par la présentation du banc d’essai ASF (Adptive Squeeze Film), actuellement en cours
de développement au sein de l’équipe d’Analyse Non Linéaire de Systèmes Tournants du Laboratoire
de Tribologie et Dynamique des Systèmes de l’Ecole Centrale de Lyon.

6.1 Etat de l’art

6.1.1 Atténuation des effets non linéaires

Il a été constaté expérimentalement que la non linéarité des forces produites par l’action du SqF
peut provoquer des sauts dans la réponse au balourd du rotor [125], ou le conduire à des mouve-
ments sous-harmoniques [33]. Des orbites chaotiques et quasi-périodiques sont également prédites
théoriquement, mais n’ont jamais été observées [133].
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Les phénomènes de saut peuvent résulter de deux mécanismes physiques distincts : le raidissement
dynamique du SqF à forte excentricité et son assouplissement engendré par la pénétration d’air dans
le film lors d’une montée en vitesse. Le premier mécanisme est lié au comportement fortement non
linéaire de la force radiale de l’amortisseur, laquelle s’accrôıt très rapidement lorsque l’amplitude
de l’orbite devient très importante. Quand cet effet est très prononcé lors du passage d’une vitesse
critique, le pic de vibration se décale à des vitesses plus élevées, du fait de l’augmentation de la raideur
dynamique du SqF. Ce phénomène est très indésirable dans la mesure où la résonance peut s’étendre
jusqu’à la vitesse d’opération du rotor [175]. Il en résulterait des orbites à forte excentricité au niveau
de l’amortisseur et, par conséquent, une amplification des charges transmises au stator. Afin d’éviter
ce problème, de nombreuses solutions ont été proposées pour adoucir cette non linéarité du SqF.

ZHANG, YAN et LI [205][206] proposent au début des années 90, l’utilisation d’amortisseurs
poreux. Grâce à la perméabilité de la piste extérieure du SqF, souvent modélisée par la loi de Darcy
[94], la singularité de la force radiale lorsque ε → 1 disparâıt, et le phénomène de raidissement est
ainsi éliminé. A l’origine, l’emploi des matériaux poreux dans le domaine de la dynamique de lames
fluides visait la réduction de la poche de cavitation de films lubrifiants [119] et de l’usure des pistes lors
des phases de démarrage de la machine tournante [102]. La première étude tenant compte des effets
d’écrasement du film a été réalisée par PRAKASH et VIJ [119] dans le but d’en analyser l’influence sur
le comportement de paliers hydrodynamiques. TECZA et WALTON [175] et WALTON et MARTIN
[191] modifient davantage le SqF en préconisant l’utilisation d’amortisseurs poreux ayant des jeux
radiaux plus grands. La perte de charge provoquée lorsque le fluide traverse le milieu perméable devient
ainsi la source d’amortissement principale, les effets non linéaires associés à l’action d’écrasement du
film se limitant alors à jouer un rôle secondaire.

Une manière très simple de remédier aux problèmes posés par le comportement non linéaire du
SqF consiste à augmenter le jeu radial. Cependant, la perte d’amortissement qui en découle doit être
compensée par la majoration du rayon ou de la longueur, ce qui le rend plus encombrant. WALTON II
et HESHMAT [190] résolvent cette impasse en introduisant dans le jeu radial augmenté de l’amortisseur
une spirale reliant ses pistes intérieure et extérieure, laquelle donne origine à deux films d’huile en série.
Les résultats expérimentaux démontrent que l’action conjuguée des deux SqF permet d’atténuer la
non linéarité de la force radiale, tout en amplifiant l’amortissement par rapport à un SqF classique de
mêmes rayon et longueur. De plus, la spirale peut avoir la fonction de compensation de la pesanteur
du rotor, ce qui rend possible la suppression des rétenteurs de type cage d’écureuil.

ZHAO et HAHN [207] suggèrent le montage du SqF dans une structure flexible pour éliminer
les phénomènes non linéaires indésirables engendrés par la force radiale qu’il produit. Ce faisant,
l’hypothèse de roulement parfaitement rigide permet d’exprimer la raideur équivalente du palier sous
la forme :

keq =
kbksf
kb + ksf

+ kt (6.1)

où kt est la raideur des rétenteurs de la piste extérieure du roulement, kb celle de la structure flexible
et ksf celle du SqF. D’après l’équation 6.1, on observe que lorsque l’amortisseur devient très rigide,
la raideur équivalente du palier correspond à keq ' kb + kt. L’effet de la force radiale du SqF sur la



6.1. Etat de l’art 191

dynamique du rotor est ainsi réduite. Les simulations de la réponse au balourd d’un rotor flexible
menées par REZVANI et HAHN [134] mettent en évidence l’influence des paramètres de la structure
flexible sur le comportement dynamique du système. Bien que capable de supprimer des sauts dans
la réponse au balourd du rotor, une flexibilité excessive de la structure peut théoriquement provoquer
d’autres phénomènes non linéaires indésirables tels que des mouvements asynchrones [134].

6.1.2 Configurations compactes et simplifiées

L’amortissement généré suite à l’action d’écrasement de l’huile exercée par la piste intérieure du
SqF repose sur la souplesse des rétenteurs de la bague extérieure du roulement (voir figure 1.1). Afin
d’assurer le niveau de flexibilité adéquat, des cages d’écureuil sont communément utilisées. Ce type de
support possède toutefois l’inconvénient d’être très encombrant axialement, sa longueur étant souvent
trois à quatre fois supérieure à celle de l’amortisseur lui même [153].

L’encombrement de l’amortisseur peut être diminué tout simplement en supprimant la cage d’écureuil,
le blocage en rotation de la bague extérieure du roulement étant effectué par un système de crans.
REZVANI et HAHN [133] mènent une étude théorique et expérimentale sur la performance d’un ro-
tor flexible monté sur des amortisseurs sans rétenteurs. Ils constatent un comportement dynamique
plus complexe du SqF, par rapport à la configuration centrée grâce à la cage d’écureuil. Ils mettent
en relief également les effets de portance développé par le film au cours de la montée en vitesse et
d’auto-centrage des orbites lors du passage des vitesses critiques.

SANTIAGO, SAN ANDRÉS et OLIVERAS [153] testent une configuration de SqF plus compacte,
nommée amortisseur squeeze film intégral. Le principe de leur dispositif s’appuie sur l’installation
d’un support élastique entre les pistes intérieure et extérieur du film d’huile, si bien que le SqF et les
rétenteurs sont intégrés. L’efficacité de ce nouvel amortisseur est vérifiée expérimentalement et son
comportement s’avère linéaire. Par conséquent, le SqF intégral permet, outre de réduire l’encombre-
ment, d’éviter les effets non linéaires de la force radiale hydrodynamique.

D’autres variations de géométrie du SqF qui ont permis la déposition de brevets sont listées dans
la référence [1].

6.1.3 Contrôle des caractéristiques du SqF

L’amplitude des forces hydrodynamiques de l’amortisseur squeeze film dépend de la cinématique
du système, des dimensions du film, des propriétés du fluide et des conditions aux limites imposées
par les systèmes d’alimentation et d’évacuation. Si aucun de ses facteurs n’est contrôlé pendant le
fonctionnement du rotor, le SqF se comporte alors comme un dispositif purement passif. Dans ce cas,
les critères de dimensionnement de l’amortisseur tels que l’atténuation des vibrations du rotor et la
réduction des charges transmises au stator peuvent être incompatibles. Il devient ainsi difficile, voire
impossible, d’employer le SqF de la meilleure manière possible sur toute l’étendue de la plage de vitesse
de la machine. Afin d’atteindre une performance optimale dans les applications du SqF, des stratégies
de contrôle ont été proposées au cours des vingt dernières années.
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En 1983, BURROWS, SAHINKAYA et TURKAY [19] analysent la possibilité de minimiser l’ampli-
tude de la réponse au balourd d’un rotor flexible léger en contrôlant la pression d’alimentation du SqF.
Les résultats théoriques et expérimentaux démontrent l’intérêt de cette stratégie, dont la mise en œuvre
est réalisée au travers de l’injection de l’huile par une valve à ouverture variable. L’implémentation
qu’ils préconisent correspond à un contrôle pré-planifié en boucle ouverte de la pression d’alimentation.
Cela permet de modifier les caractéristiques de l’amortisseur pour qu’il s’adapte de manière optimale,
selon les critères stipulés, à la vitesse de rotation du système.

Une autre stratégie de contrôle des caractéristiques du SqF est mise en avant par MU, DARLING
et BURROWS en 1991 [101]. Il s’agit de faire varier le jeu radial de l’amortisseur en contrôlant sa
position axiale sur une portée conique. Cette technique est analysée à la lumière de simulations de la
dynamique d’un rotor Jeffcott décrivant des orbites circulaires et centrées et les résultats se montrent
positifs. BONNEAU et FRÊNE [11] examinent cette stratégie sur un modèle mécanique plus complexe.
Il est intéressant de remarquer dans les résultats, l’effet du changement du jeu radial selon la vitesse
du rotor. Au voisinage de la résonance, un jeu plus élevé diminue la raideur dynamique du SqF, ce
qui permet des débattements plus importants au niveau du palier, procurant ainsi une dissipation
énergétique accrue. Dans les plages de fréquence plus éloignées des vitesses critiques, mieux vaut
réduire le jeu radial, et par conséquent les mouvements dans le film, pour améliorer les propriétés de
l’amortisseur en terme d’isolation vibratoire.

BONNEAU et FRÊNE [11] analysent dans le même article un autre système de contrôle, basé
sur l’utilisation de fluides électro-rhéologiques (voir chapitre II, section Fluides non newtoniens).
Cette stratégie, développée par NIKOLAJSEN et HOQUE [108] en 1990, consiste à soumettre le film
d’huile à un champ électrique dont la variation du voltage permet de modifier la viscosité du fluide.
TICHY [179] développe un modèle de SqF électro-rhéologique unidimensionnel à partir duquel il simule
la réponse au balourd d’un rotor rigide. Les résultats mettent en relief le potentiel d’utilisation des
fluides électro-rhéologiques pour l’optimisation du comportement dynamique du rotor. Les résultats
expérimentaux obtenus par MORISHITA et AN [100] corroborent cette conclusion. Plus récemment,
GUOZHI, FAH, GUANG, TONG et YANG [59] testent un SqF électro-rhéologique multi-couches.
Outre la validation du modèle proposé par Tichy [179], les résultats expérimentaux permettent de
constater la capacité de cette nouvelle technologie à atténuer les vibrations lors du passage de vitesses
critiques, voire de supprimer les pics de résonance, et de réduire l’amplitude et l’étendue temporel
de la réponse transitoire à une charge dynamique soudaine. Bien que l’efficacité de cette stratégie de
contrôle ait été vérifiée expérimentalement, la modélisation du comportement du fluide possède encore
des difficultés théoriques à surmonter, telles que le traitement de la cavitation et la prise en compte
d’effets bidimensionnels [179]. Un deuxième inconvénient du SqF électro-rhéologique réside dans la
possibilité de formation d’arcs électriques lorsque le voltage appliqué est trop important [189].

EL-SHAFEI [46] propose en 1993 une technique de contrôle reposant sur la modification des
conditions d’étanchéité de l’amortisseur. En installant des joints glissants aux extrémités du SqF, il
parvient à changer leur position axiale à l’aide d’un dispositif d’actionnement hydraulique. Ce faisant,
il peut simuler les conditions d’un palier long, capable d’atténuer davantage la réponse du rotor grâce
à des forces d’amortissement plus importantes, ou d’un palier court, plus adéquat d’un point de vue
de confort vibratoire au niveau du stator. Ce type de SqF, qu’EL-SHAFEI appelle hybride, permet
ainsi d’améliorer la performance de l’amortisseur purement passif sur la plage de fonctionnement du
rotor.
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HATHOUT et EL-SHAFEI [64] présentent la conception d’un contrôle intégral proportionnel, dans
le but d’étudier l’application du SqF hybride en tant qu’un dispositif actif. Ils constatent théoriquement
que le SqF hybride actif complète la fonction adaptative de l’amortisseur, étant ainsi capable d’atténuer
aussi bien la réponse au balourd que les vibrations induites par des charges soudaines. Cette superpo-
sition des contrôles actif et adaptatif est également employée avec succès dans des paliers magnétiques
[186].

EL-SHAFEI et EL-HAKIM [48] testent l’application du SqF hybride suivant un contrôle adaptatif
dont l’action est définie à partir d’un modèle de référence. Cette technique est similaire à celles de
contrôle temporel retardé (time delay control [197]) dans la mesure où l’on cherche à suivre une réponse
optimale prédéfinie. Des mesures de la réponse au balourd d’un rotor flexible permettent de vérifier la
robustesse du controlleur. L’utilisation d’un modèle de référence linéaire s’avère suffisant pour fournir
des résultats satisfaisants, malgré le comportement non linéaire des forces hydrodynamiques.

Récemment, VANCE, YING et NIKOLAJSEN [189] présentent une discussion sur l’intérêt de
l’emploi de techniques de contrôle dans le domaine des moteurs aéronautiques et sur les gains potentiels
par rapport à l’utilisation d’un amortisseur passif. Ils analysent six concepts de palier actif, à savoir
le SqF hydrostatique, l’amortisseur piézoélectrique, deux types d’amortisseurs électromagnétiques,
l’amortisseur à gaz et le SqF électro-rhéologique, et élisent ce dernier comme la stratégie de contrôle la
plus prometteuse. Malheureusement, ils ne considèrent pas dans leur analyse le SqF hybride proposé
par EL-SHAFEI.

Dans le domaine d’amortisseurs squeeze film actifs, il convient de citer encore le travail de SU-
CIU, BONNEAU, BRUN-PICARD, FRÊNE et PASCOVICI [166] sur un SqF à surface d’écrasement
variable, pour l’application dans des outils de perçage industriels.

Compte tenu de la synthèse bibliographique exposée ci-dessus, on constate que la modification des
caractéristiques du SqF dans le but de contrôler la réponse du système mécanique peut être accomplie
de trois manières différentes :

– au travers du changement des dimensions du film;

– en faisant varier la viscosité du fluide amortisseur;

– en modifiant les conditions aux limites.

Comme démontré théoriquement et expérimentalement par EL-SHAFEI et ses collègues [46][64][48],
le contrôle des conditions d’étanchéité du SqF est une stratégie à la fois efficace, robuste et de mise en
œuvre relativement simple. Motivés par ces arguments, nous proposons ci-après un nouvel artifice de
régulation du système d’évacuation de l’huile, afin de rendre optimale l’application de l’amortisseur
squeeze film.
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Fig. 6.1: Vue en coupe du SqF avec alimentation et évacuation ponctuelles

6.2 Squeeze film adaptatif : étude d’une nouvelle stratégie de contrôle

La manière dont l’évacuation de l’huile affecte le champ de pression dans le film a été discutée dans
le chapitre II de ce mémoire, dans la section consacrée à l’analyse de l’influence des conditions aux
limites sur le comportement du SqF. Les travaux de LUND, SMALLEY, TECZA et WALTON [88][89],
notamment, ont permis de mettre en évidence théoriquement et expérimentalement la forte sensibilité
des forces hydrodynamiques vis-à-vis de la résistance à l’écoulement sortant de l’amortisseur par des
conduites. En outre, les résultats obtenus dans le cadre de ce doctorat sur les systèmes d’alimentation
ponctuelle confirment l’étroite relation entre le SqF et le circuit hydraulique auquel il est lié.

Ces constatations nous incitent à vérifier la possibilité de développer une nouvelle stratégie de
contrôle du SqF. Il s’agirait de fermer les extrémités de l’amortisseur par l’intermédiaire de joints
toriques par exemple, et de forcer l’évacuation de l’huile par des conduites dans lesquelles l’installation
de valves permettrait de réguler la résistance au débit de fuite, comme le montre la figure 6.1. Le
principe est donc différent de celui du SqF hybride d’EL-SHAFEI [46], qui exploite les conditions de
fuite aux extrémités. Au lieu d’utiliser des joints glissants avec un système d’actionnement hydraulique,
notre fonction de contrôle pourrait se réaliser de manière beaucoup plus simple au niveau du film à
l’aide de servovalves, une technologie déjà bien mâıtrisée.

Nous étudierons dans cette section l’effet de la régulation des valves d’évacuation sur la dynamique
de rotors flexibles, au travers de la simulation de réponses au balourd. Nous examinerons principale-
ment l’évolution de l’amplitude de vibration et de la transmissibilité en fonction de notre paramètre
de contrôle. Nous discuterons ensuite la stratégie de contrôle à adopter et la façon de la mettre en
œuvre. Dans ce qui suit, nous exposons les aspects concernant la modélisation de l’amortisseur à débit
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de fuite variable.

6.2.1 Modélisation

Le modèle utilisé est presque identique à celui du chapitre IV de la présente dissertation. Pour
une question de simplicité, les effets d’inertie seront négligés dans cette première étude du potentiel
de notre stratégie de contrôle. On considère alors que le champ de pression est régi par l’équation de
Reynolds, laquelle s’écrit sous la forme suivante pour un fluide isovisqueux et incompressible :

1
R2

∂

∂θ

(
h3

12µ
∂p

∂θ

)
+

h3

12µ
∂2p

∂z2
= Ẋe cos θ + Ẏe sin θ (6.2)

Les conditions aux limites aux extrémités de l’amortisseur s’écrivent :

qz(θ, z = ±L/2) = Cl [p(θ, z = ±L/2) − pamb] (6.3)

Un SqF parfaitement étanche peut être modélisé en imposant un coefficient de fuite local nul, Cl = 0.
Dans la pratique néanmoins, un certain niveau de fuite est toujours observé, même lorsque des joints
toriques sont utilisés. De toute façon, ce qui est important est d’avoir un coefficient de fuite assez faible,
de manière à ce que le débit sortant par les conduites soit le mécanisme d’évacuation prédominant.
Cette condition étant assurée, on peut s’attendre à ce que l’état d’ouverture des valves ait une influence
importante sur les forces hydrodynamiques du SqF.

Aux équations de bilan massique aux points d’alimentation présentées dans le chapitre IV s’ajoutent
désormais celles relatives aux points d’évacuation. La discrétisation de l’équation de Reynolds par
différences finies aboutit alors au système d’équations suivant :

[
K11 K12

K21 K22

]{
psurf
ppt

}
=

{
Hsurf

−Qpt

}
(6.4)

où nous rappelons que {psurf} est vecteur des pressions sur la surface du SqF et {Hsurf} le vecteur
d’écrasement du film. Les nouveaux vecteurs {ppt} et {Qpt} comprennent les pressions et les débits
aux points d’évacuation en plus des pressions et des débits aux points d’alimentation.

Ce système est condensé comme auparavant, cette fois-ci sur les pressions aux points d’évacuation
et d’alimentation :

(
[K22] − [K21][K11]−1[K12]

)
{ppt} = {−Qpt} − [K21][K11]−1{Hsurf} (6.5)
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Fig. 6.2: Schéma du circuit hydraulique d’alimentation et d’évacuation du SqF

Le champ de pression dans le film est retrouvé après la détermination de {ppt}, à l’aide de l’ex-
pression :

{psurf} = [K11]−1 ({Hsurf} − [K12]{ppt}) (6.6)

et la cavitation est prise en compte selon la condition de Gumbel modifiée.

La description complète du problème s’achève en employant l’équation de l’énergie simplifiée et le
principe de conservation de la masse (voir chapitre IV) pour modéliser le circuit hydraulique d’alimen-
tation et d’évacuation. Afin d’illustrer la stratégie de contrôle proposée, considérons le SqF schématisé
dans la figure 6.2, alimenté par quatre points d’injection et dont l’évacuation s’effectue par le même
nombre de conduites. Il convient de faire remarquer que, pour une question d’uniformité dans la mise
en équation du problème, les flux dans les conduites d’évacuation sont dirigés vers le film, alors que
l’huile s’écoule plus souvent dans le sens opposé pour celles-ci.

En utilisant la même nomenclature adoptée dans le chapitre IV et la notation de la figure 6.2,
l’application de l’équation de continuité aux intersections du circuit hydraulique fournit :
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Re13 +Rep
Ap
Dhp

Dhch

Ach
−Re9 = 0

Re9 −Re1
Ac
Dhc

Dhch

Ach
−Re10 = 0

Re10 −Re2
Ac
Dhc

Dhch

Ach
−Re11 = 0

Re11 −Re3
Ac
Dhc

Dhch

Ach
−Re12 = 0

Re12 −Re4
Ac
Dhc

Dhch

Ach
−Re13 = 0 (6.7)

où Rei =
ρQiDhi

µAi
est le nombre de Reynolds de l’écoulement de débit Qi, i = 1, ..., 13, p.

En appliquant aux tronçons du circuit hydraulique l’équation de l’énergie simplifiée dont la déduction
est explicitée dans le chapitre IV, on obtient après adimensionnalisation :

(p9 − p1)
ρD2

hch

µ2

Re1
|Re1|

+ β1
Re31
|Re1|

− H̄1 = 0

...

(p12 − p4)
ρD2

hch

µ2

Re4
|Re4|

+ β1
Re34
|Re4|

− H̄4 = 0

(pamb − p5)
ρD2

hch

µ2

Re5
|Re5|

+ β1
Re35
|Re5|

− H̄5 = 0

...
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ρD2

hch

µ2

Re8
|Re8|

+ β1
Re38
|Re8|

− H̄8 = 0

(pp − p13)
ρD2

hch

µ2

Rep
|Rep|

− H̄p = 0

(p13 − p9)
ρD2

hch

µ2

Re9
|Re9|

− H̄9 = 0

...

(p12 − p13)
ρD2

hch

µ2

Re13
|Re13|

− H̄13 = 0 (6.8)

avec,

β1 =
(
D2
hch

D2
hc

− D2
hc

D2
hs

D2
hch

D2
hs

)

H̄i = Hi
ρ2D2

hch

µ2

L’application de l’équation de l’énergie simplifiée à la pompe (équation 4.22) permet de faire
intervenir les paramètres correspondant aux conditions aux limites du problème, à savoir la puissance
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de la pompe et la pression régnant dans le réservoir. Compte tenu des pertes de charge dans le système
hydraulique identifiées dans le chapitre IV, les termes H̄i peuvent s’écrire :

H̄1 = 32|Re1|β2 + (ζc + ζd)
Re21D

2
hch

2D2
hc

...

H̄4 = 32|Re4|β2 + (ζc + ζd)
Re24D

2
hch

2D2
hc

H̄5 = 32|Re5|β2 + (ζc + ζd + ζv)
Re25D

2
hch

2D2
hc

...

H̄8 = 32|Re8|β2 + (ζc + ζd + ζv)
Re28D

2
hch

2D2
hc

H̄p = 32|Rep|
lpD

2
hch

D3
hp

H̄9 = 32|Re9|
l9

Dhch

...

H̄13 = 32|Re13|
l13
Dhch

(6.9)

avec,

β2 =
(
lsD

2
hchDhc

D4
hs

+
lcD

2
hch

D3
hc

)

ζc : coefficient de perte de charge relatif à la géométrie des conduites d’alimentation et d’évacuation,

ζd : coefficient de perte de charge associé au jet d’huile sortant d’une conduite et heurtant la piste
intérieure du SqF,

ζv : coefficient de perte de charge contrôlable des valves des conduites d’évacuation.

On identifie ainsi notre paramètre de contrôle : le coefficient de perte de charge ζv. Comme nous le
montrerons ci-après, des modifications dans ce coefficient altèrent sensiblement le champ de pression
développé dans le film et, par conséquent, les forces hydrodynamiques qui en découlent.

En notant na le nombre de points d’alimentation et ne le nombre de points d’évacuation, le
problème possède un total de 4na+2ne+4 inconnues, qui doivent être calculées à partir des équations
6.5, 6.7, 6.8 et 4.22. Pour ce faire, la méthode Newton-Raphson est employée.
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Fig. 6.3: champ de pression du SqF - (a) ζv = 0; (b) ζv = 50; (c) ζv = 300

6.2.2 Sensibilité au paramètre de contrôle

Avant de simuler la réponse au balourd de rotors flexibles en fonction de différentes valeurs de ζv,
il est intéressant de mener des calculs en imposant la cinématique de l’amortisseur pour éclaircir le
mécanisme physique qui permet de modifier le comportement du SqF.

6.2.2.1 Influence sur les caractéristiques du squeeze film

La stratégie de contrôle proposée ici consiste à réguler simultanément les valves de limitation du
débit sortant. Leur état d’ouverture doit être modifié selon la vitesse de rotation de la machine afin de
permettre l’optimisation de la réponse au balourd, selon des critères devant être choisis au préalable.
Puisque l’échelle temporelle relative au planning de régulation des valves est sensiblement supérieure
au temps caractéristique de la dynamique du rotor, le contrôle est classé comme adaptatif [76]. Ce
type de contrôle s’appuie sur l’hypothèse que la vitesse du rotor change assez lentement pour que la
réponse du système puisse atteindre un régime stationnaire entre deux modifications du paramètre de
contrôle.

Les données définies pour le SqF et pour le circuit hydraulique sont les suivantes :
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L=30 [mm]; R=65 [mm]; C=0,3 [mm]; µ=0,007 [Pa.s]; ρ=950 [kg/m3];

Cl = 10−7 mm2/Pa.s; pamb=1 [bar]; pvap=0,01 [bar]; Wp=100 [W]; na=4; ne = 4;

Dhc=5 [mm]; Dhs=3 [mm]; Dhp=7 [mm]; Dhch=7 [mm];

Ac = πD2
hc/4; As = πD2

hs/4; Ap = πD2
hp/4; Ach = D2

hch;

Rch=115 [mm]; l9 = l13 = Rchπ/4; l10 = l11 = l12 = Rchπ/2;

lp=1 [m]; ls=50 [mm]; lc=30 [mm];

La figure 6.3 présente l’évolution du champ de pression dans le film pour Xe = Ye = 0, 5C [m],
Ẋe = −0.075 [m/s] et Ẏe = 0.075 [m/s], lorsque les valves sont progressivement fermées, ce qui est
simulé en augmentant le coefficient de perte de charge ζv de 0 (valves ouvertes) jusqu’à 300 (valves
partiellement fermées). On constate une nette élévation du niveau de pression dans le film, qui conduit
à l’amplification des forces hydrodynamiques, dont les valeurs sont montrées au-dessus des graphiques.
Le débit d’huile à travers l’amortisseur, Qs, décrôıt logiquement avec la fermeture des valves. Comme
souligné dans l’analyse du système d’alimentation ponctuelle, le bilan des flux entrant et sortant du
film permet de vérifier si l’huile cavite ou pas, compte tenu de la condition de cavitation utilisée.

La figure 6.4 met en évidence l’évolution des forces radiale et tangentielle sur un tour du rotor
en fonction de ζv, pour une orbite circulaire et centrée avec ε = 0, 7 et φ̇ = 500 [rad/s]. On observe
que la sensibilité des efforts hydrodynamiques vis-à-vis des valves de restriction du débit de fuite est
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(a) Réponse au niveau du SqF - Harmonique fondamen-

tal

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

ωad

am
pl

itu
de

 a
di

m
en

si
on

ne
lle

 d
u 

tr
oi

si
èm

e 
ha

rm
on

iq
ue ζ = 10

ζ = 30
ζ = 50
ζ = 100
ζ = 300
ζ = 500
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Fig. 6.5: Réponse au balourd du rotor Jeffcott au niveau du SqF en fonction de ζv

très importante. L’amplitude de la force tangentielle s’accrôıt lorsque les valves sont fermées, ce qui
engendre un amortissement plus important. Quant à la force radiale, son amplitude diminue et son
changement de signe reflète l’augmentation des effets produits par la pressurisation de l’huile. Comme
nous avons pu constater dans le chapitre IV, ces effets peuvent avoir une nature déstabilisatrice. Ce
résultat est similaire à celui obtenu lorsque l’on élève la puissance de la pompe.

Il est important de souligner que les résultats présentés dans les figures 6.3 et 6.4 visent à vérifier
l’importance de l’influence du coefficient de perte de charge ζv sur le comportement du SqF. Ils ne
fournissent pas pour autant des renseignements précis permettant de planifier le contrôle des valves
pour que l’on puisse, par exemple, minimiser les amplitudes de vibration du rotor. La définition du
contrôle dépend non seulement de l’effet de ζv sur les forces hydrodynamiques, mais également de
l’interaction entre le rotor et le SqF, puisque ce dernier maintient en partie un caractère passif. Dans
ce sens, le contrôle adaptatif que nous mettons en avant serait plus précisément défini comme semi-
adaptatif. Il est en effet très semblable aux amortisseurs semi-actifs des suspensions automobiles, qui
ont d’ailleurs le même principe de fonctionnement, vu que l’amortissement est modulé au travers du
changement du diamètre d’un orifice dans le piston lors de la compression du fluide dans la chambre
[136].

Afin de vérifier le potentiel et l’efficacité de notre stratégie de contrôle, des simulations de la réponse
au balourd de rotors flexibles sont analysées.

6.2.2.2 Influence sur la réponse au balourd de rotors flexibles

Considérons premièrement le rotor Jeffcott étudié dans le chapitre IV, excité par un balourd
d’amplitude ςm1=0,008 [m.kg] au niveau du disque. La réponse au balourd est calculée en utilisant la



202 Chapitre 6. Application optimale du squeeze film

méthode de la collocation trigonométrique, la solution étant suivie par la technique pseudo-arc length.
La plage de vitesse analysée est comprise entre 0 < ωad < 5, où la vitesse de rotation adimensionnelle
est donnée par ωad = ω/

√
k1/m1. Bien que les joints toriques puissent modifier de manière considérable

la dynamique d’un rotor [14], leur raideur et amortissement seront négligés dans cette étude, pour qu’il
soit possible de mettre en évidence l’influence du SqF semi-adaptatif.

La figure 6.5 montre l’évolution de l’amplitude du premier et du troisième harmoniques de la
réponse au niveau du SqF, adimensionnés par rapport au jeu radial, pour plusieurs valeurs de ζv.
On remarque que la fermeture des valves rigidifie le palier, si bien que les deux vitesses critiques
se rapprochent en tendant vers ωad = 1, la fréquence propre du rotor appuyé-appuyé. On constate
encore qu’en restreignant davantage le débit sortant du film, l’amplitude des débattements au niveau
de l’amortisseur est réduite. L’inspection des harmoniques de la réponse indique que les orbites décrites
par le rotor sont quasiment circulaires et centrées.

Si l’on définissait comme critère d’optimisation la minimisation de la réponse du rotor au niveau
du SqF, alors les valves devraient rester le plus fermées possibles tout au long de la plage de fonction-
nement de la machine, la fermeture étant limitée par le réchauffement excessif de l’huile et par l’action
déstabilisatrice de la force radiale positive. Ce critère d’optimisation est toutefois invraisemblable. Un
critère plus réaliste doit prendre en compte la minimisation de l’amplitude de vibration au niveau du
disque. On s’intéresse par conséquent plutôt à la réponse au balourd au milieu du rotor en fonction
du coefficient de perte de charge ζv, laquelle est présentée dans la figure 6.6. Le pic de résonance
ayant l’amplitude la plus faible est obtenu pour une valeur intermédiaire du coefficient de perte de
charge, à savoir ζv = 100. Au delà de cette valeur optimale, on voit clairement que la rigidification
dynamique du SqF résultant de la fermeture des valves pénalise la capacité de dissipation d’énergie de
l’amortisseur. L’analyse des courbes nous permet de conclure qu’un contrôle de type on-off serait une
technique envisageable pour minimiser les vibrations du disque. Les valves resteraient ainsi presque
fermées (ζv = 500) jusqu’à ωad ∼= 0.9, après elles seraient ouvertes (ζv = 10) jusqu’à ωad ∼= 2.5 et
ensuite fermées à nouveau. La planification on-off du paramètre de contrôle est également préconisé
par BURROWS, SAHINKAYA et TURKAY [19] et par EL-SHAFEI [46] pour l’implémentation de
leurs contrôles adaptatifs.

Un autre candidat potentiel pour le critère d’optimisation est la réduction des charges transmises
au bâti par le SqF. En minimisant la transmissibilité on améliore les propriétés d’isolation dynamique
de l’amortisseur, un atout très intéressant du point de vue de confort vibratoire. La figure 6.7 montre
l’évolution de la transmissibilité maximale en fonction de la vitesse du rotor et du coefficient de perte de
charge des valves. Il est possible de constater que le paramètre de contrôle peut modifier sensiblement
les caractéristiques de l’amortisseur en termes d’isolation vibratoire, notamment au voisinage des
vitesses critiques. Il convient de remarquer également que l’atténuation des vibrations du rotor et la
réduction de la transmissibilité peuvent être des critères d’optimisation incompatibles sur quelques
plages de vitesse particulières, telles que 0.8 < ωad < 0.9.

La stabilité des orbites calculées a été vérifiée par la théorie de Floquet et aucune bifurcation n’a
été détectée. Compte tenu des simulations menées sur la dynamique du rotor Jeffcott dans le chapitre
IV, on peut s’attendre à l’apparition d’instabilités au cas où l’utilisation d’une pompe d’alimentation
très puissante soit combinée avec une restriction trop importante au niveau des valves d’évacuation.

Des simulations de la dynamique du modèle de dynamique d’ensemble permettent de renforcer les
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Fig. 6.6: Réponse au balourd du rotor Jeffcott au niveau du disque en fonction de ζv
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Fig. 6.7: Evolution de la transmissibilité maximum en fonction de ζv - Rotor Jeffcott
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Fig. 6.8: Réponse au balourd du rotor Dynamique d’Ensemble au niveau du SqF en fonction de ζv

conclusions tirées suite à l’analyse de l’influence du coefficient de perte de charge ζv sur la performance
du rotor Jeffcott. Les figures 6.8, 6.9 et 6.10 présentent respectivement la réponse au balourd au
niveau du SqF et du disque, et l’évolution de la transmissibilité maximale. Une réduction de 50% dans
l’amplitude du pic de résonance est obtenue en augmentant ζv de 5 à 500. Par contre, au délà de la
vitesse critique, l’ouverture des valves se révèle être une configuration plus intéressante pour réduire
les charges transmises au stator.

Comme souligné précédemment, la praticabilité du contrôle adaptatif repose sur l’hypothèse que le
système atteint un régime stationnaire entre deux actualisations successives du paramètre de contrôle.
Ainsi, il est intéressant de simuler le mouvement transitoire résultant d’un changement dans l’état
d’ouverture des valves, ce qui effectué en employant la méthode de Runge-Kutta du 4ème ordre à
pas de temps constant. La figure 6.11 met en évidence les régimes transitoires après une fermeture
instantannée des valves (ζv = 10 → ζv = 500) à ωad = 0, 75, et suite à une ouverture instantanée
(ζv = 500 → ζv = 5) à ωad = 1, 5. En fermant les valves lors de la montée en vitesse pour assurer
une atténuation optimale de la résonance, le temps nécessaire à la disparition de la phase transitoire
est très faible, d’environ 10 ms. Après le passage de la vitesse critique, les valves sont rouvertes pour
améliorer l’isolation vibratoire et on observe que le mouvement transitoire dure à peu près 50 ms, un
plus long donc que lors de la fermeture à plus basse vitesse.

Dans la pratique bien évidemment, la vitesse d’ouverture ou de fermeture des valves n’est pas
infinie et dépend de la technologie utilisée pour les piloter. En simulant une ouverture progressive
linéaire des valves sur 50 ms, les fluctuations de la réponse du rotor sont atténuées et le transitoire
après la stagnation de ζv à 5 est raccourci, comme le montre la figure 6.12. Sachant que la montée en
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Fig. 6.9: Réponse au balourd du rotor Dynamique d’Ensemble au niveau du disque en fonction de ζv
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(b) Ouverture des valves à ωad = 1, 5

Fig. 6.11: Transitoires suite à changement du paramètre de contrôle ζv

vitesse d’un moteur à réaction de l’état de repos jusqu’à la vitesse maximale est de l’ordre de quelques
secondes [64], l’adaptabilité de l’amortisseur nous semble assez rapide pour l’application de la stratégie
de contrôle semi-adaptatif proposée.

6.3 Discussion sur l’implémentation du contrôle

Le contrôle adaptatif s’appuie sur une approche essentiellement fréquentielle. L’algorithme d’opti-
misation doit être conçu pour minimiser une fonction coût, définie à partir des paramètres décrivant
la réponse stationnaire du rotor à une fréquence donnée. Supposons que le SqF adaptatif doit être
utilisé dans le but de minimiser l’amplitude de la composante synchrone des vibrations du rotor. Dans
ce cas, la fonction coût peut s’écrire [77] :

J = {|X|}t{|X|} (6.10)

où {|X|}n×1 est le vecteur des modules du coefficient de Fourier fondamental de la réponse à n points
d’intérêt.

Pour un système régi par l’équation de mouvement classique, la partie synchrone de la réponse du
rotor est donnée par :

(−ω2[M ] + iω[C] + [K]){S} = [H]{S} = {Fl} + {Fnl} (6.11)
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Fig. 6.12: Transitoire pendant ouverture progressive des valves à ωad = 1, 5

où {S}, {Fl} et {Fnl} correspondent aux harmoniques fondamentaux de la réponse du rotor, de la
force d’excitation et des forces non linéaires du SqF. Pour un modèle Jeffcott, l’équation ci-dessus peut
se mettre sous la forme :

[
H11 H12

H21 H22

]{
Sdq
Ssf

}
=

{
Fl
Fnl

}
(6.12)

Si l’on cherche à minimiser l’amplitude de vibration du disque, le vecteur {X} utilisé dans la définition
de la fonction coût devient :

{X} = {Sdq} =
[
[H11] − [H12][H22]−1[H21]

]−1 ({Fl} − [H12][H22]−1{Fnl}
)

(6.13)

Le problème d’optimisation consiste à déterminer la valeur optimale du coefficient de perte de
charge, notée ζvo, soumis à des contraintes et qui minimise la fonction coût. En termes mathématiques :

(
∂J
∂ζv

)
ζvo

= 0 ζmin < ζv < ζmax (6.14)
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Nous faisons remarquer que le paramètre de contrôle est borné. La limite supérieure ζmax doit être
définie de manière à éviter un réchauffement excessif de l’huile de l’amortisseur et la déstabilisation
du rotor, tandis que la limite inférieure ζmin résulte d’une perte de charge résiduelle observée même
lorsque les valves sont complètement ouvertes.

La détermination de ζvo pour une fréquence donnée doit être accomplie au travers de l’emploi d’une
procédure itérative qui requiert des résolutions successives de l’équation non linéaire de mouvement du
rotor. Ces résolutions nécessitent à leur tour, le calcul à plusieurs reprises du champ de pression dans
le film, lequel est également régi par un système d’équations non linéaires. Il en résulte un algorithme
d’optimisation très complexe et très long. A défaut d’hypothèses simplificatrices supplémentaires dans
la modélisation du rotor et du SqF, nous croyons que le problème d’optimisation ne peut pas être
traité suffisamment vite pendant le fonctionnement du rotor pour permettre l’utilisation d’un contrôle
en boucle fermée. Ainsi, un contrôle en boucle ouverte nous semble être l’application la mieux adaptée
pour le SqF adaptatif proposé ici. Dans ce cas, le problème d’optimisation est résolu au préalable, ce qui
permet de définir un planning d’évolution du paramètre de contrôle en fonction de la vitesse du rotor.
Le contrôle semi-adaptatif est dit alors pré-planifié. KNOSPE, HOPE, FEDIGAN et WILLIAMS [76]
suggèrent que le contrôle adaptatif pré-planifié aboutit à des résultats satisfaisants, pourvu que le
planning soit déterminé correctement et que le système ne subisse pas des perturbations imprévues.
Ils examinent également des techniques de feedback à échelle temporelle longue pour rendre le contrôle
plus robuste et pour compenser les erreurs du modèle à partir duquel l’évolution optimale du paramètre
de contrôle est déterminée.

6.4 Banc d’essai adaptive squeeze film (ASF)

Des simulations ayant fourni des résultats très intéressants, il nous reste encore à vérifier expérimentalement
l’efficacité du SqF adaptatif proposé. En outre, un recalage des modèles développés au cours de ce
doctorat tenant compte des phénomènes complexes impliqués dans le problème devra être entrepris à
la lumière de résultats expérimentaux. L’étude de l’ASF devra s’effectuer en deux étapes. La première
devra permettre de valider le modèle de l’amortisseur et d’analyser la sensibilité du champ de pression
vis-à-vis de notre paramètre de contrôle. La deuxième sera dédiée à l’implémentation du contrôle dans
le cadre de la performance dynamique d’un rotor réel.

Nous présenterons ci-après le banc d’essai qui sera consacré à la première étape du travail. Ce banc,
dont la vue d’ensemble est présentée dans la figure 6.13, est en cours de développement au sein de notre
laboratoire et sa construction devra aboutir en janvier/février 2003. Afin de garder une ressemblance
avec des produits industriels dans lesquels l’utilisation d’un SqF semble intéressante, les dimensions
et les conditions de fonctionnement de l’amortisseur sont proches de celles d’une application réelle.

6.4.1 Analyse fonctionnelle du banc d’essais

Pour mieux isoler le comportement du SqF, le banc expérimental repose sur un principe de pi-
lotage en déplacement. Un système constitué de deux excentriques permettra de régler de manière
continue l’excentricité de l’amortisseur. L’entrâınement de l’arbre en rotation sera assuré par un mo-
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Fig. 6.13: Vue d’ensemble du banc d’essai ASF

teur électrique à vitesse variable, lequel conduira le SFD à décrire des orbites circulaires centrées. Les
grandeurs hydrodynamiques et thermiques liées au film d’huile seront modulées grâce à un circuit
hydraulique conçu et dimensionné de façon à ce que nous puissions mettre en relief la sensibilité du
comportement du SqF aux conditions aux limites imposées au niveau de l’évacuation de l’huile. Le
circuit hydraulique devra assurer également la lubrification, et par conséquent le bon fonctionnement,
des roulements. Compte tenu de son principe de fonctionnement, le banc d’essai englobe trois classes
de fonctions distinctes, à savoir une fonction mécanique, une fonction hydraulique et une fonction
instrumentation.

Fonction mécanique : Cette fonction se décompose en trois sous-fonctions différentes. La sous-
fonction ligne d’arbre doit supporter et guider en rotation le système d’excentration du SFD.
Dans le cas d’un montage en porte-à-faux, lequel permet un accès facile au SqF, cette fonc-
tion est réalisée par trois paliers, comme le met en évidence la figure 6.14. La sous-fonction
excentration doit permettre au SqF de décrire des orbites circulaires à une excentricité donnée.
L’organe d’anti-rotation permet la transformation de la rotation transmise par l’arbre à la came
en un mouvement de précession de la piste (bague) intérieure du SqF. Enfin la sous-fonction
motorisation doit entrâıner la ligne d’arbre du banc d’essais à une vitesse de rotation donnée,
continûment variable dans une plage d’opération prédéfinie.
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Fonction hydraulique : Cette fonction se décompose en deux sous-fonctions principales : assurer le
fonctionnement sûr de la machine grâce à une lubrification adéquate des roulements de la ligne
arbre et gérer l’alimentation et l’évacuation de l’huile du SqF. Cette dernière tâche est d’autant
plus importante qu’elle porte l’innovation proposée dans ce doctorat pour l’optimisation de la
performance d’amortisseurs squeeze film. Les circuits hydrauliques du SqF et de lubrification
sont découplés. Les schémas de principe sont présentés dans les figures 6.15 et 6.16. Chaque cuve
possède deux cavités indépendantes : la première sert à pré-stocker le retour de la lubrification
ou de l’amortisseur, et l’autre à recevoir en continu l’huile refroidie et filtrée aspirée de la cavité
voisine. La deuxième cavité est équipée de thermoplongeurs permettant un réglage statique de
la température de l’huile. Cela permet de faire varier la viscosité du fluide amortisseur ainsi que
de préchauffer l’huile destinée à la lubrification lors du démarrage du banc.

Côté SqF, une pompe à engrenage est employée pour alimenter l’amortisseur. Un débitmètre et
un manomètre sont installés pour une vérification en directe du débit et de la pression d’alimen-
tation. Cette dernière peut être réglée grâce à un limiteur de pression en aval de la pompe. Quatre
limiteurs de débit à la sortie du film permettent de faire varier indépendamment la restriction
des flux à travers les conduites d’évacuation. La modification de leur ouverture rend possible
l’analyse de l’influence du paramètre de contrôle proposé sur le comportement de l’amortisseur.

Un ensemble pompe à engrenage/limiteur de pression est également utilisé pour la lubrification
des roulements. Le débit d’huile envoyé aux paliers est calculé à partir de la puissance devant
être évacuée pour éviter leur réchauffement. La pression définie à la sortie de la pompe découle
de la méthode de lubrification choisie, à savoir la lubrification par jet d’huile. Compte tenu du
débit nécessaire et des dimensions des buses d’injection, la pression est fixée de manière à assurer
un jet de vitesse supérieure à 15 m/s pour vaincre les turbulences engendrées par la rotation
des roulements. La répartition de l’huile est réglée par des vannes installées sur chaque branche
du circuit et vérifiée à l’aide de débitmètres. Une deuxième pompe est placée sur le retour
du réseau hydraulique de lubrification, afin de récupérer l’huile tout en évitant des problèmes
d’engorgement dû à l’accumulation dans l’enceinte de la machine.

Fonction Instrumentation : La dernière fonction à évoquer est la fonction instrumentation, dont
une partie est dédiée à la surveillance du banc et l’autre à la mesure des grandeurs cinématiques
et physiques permettant l’étude du comportement du SqF.

En ce qui concerne les aspects de sécurité, nous devons surveiller la température des paliers
et le niveau vibratoire du banc. Pour ce faire, nous avons prévu l’introduction de sondes de
température dans la masse du bôıtier de montage du palier côté moteur, du fourreau et de la
bague intérieure du SqF, et également la mise en place d’accéléromètres. Des niveaux d’alarme
seront prédéfinis et reliés à un automate programmable qui arrêtera le moteur à la constatation
du moindre signe de disfonctionnement.

Quant aux paramètres de recalage du modèle du SqF, nous devrons relever le niveau de pression
dans le film, dans les conduites d’évacuation et dans les conduites d’alimentation. La température
et la pression d’alimentation seront données par le thermocouple plongé dans la cuve et par le
manomètre en aval de la pompe, respectivement. Puisque l’amortisseur sera induit à décrire des
orbites circulaires centrées, le champ de pression restera à peu près stationnaire par rapport à un
système de repérage tournant, ce qui permet de réduire nos besoins en termes d’instrumentation
en pression. Il suffira par conséquent, de mesurer la pression dans une seule conduite d’alimen-
tation et d’évacuation et dans deux positions sur le périmètre du film. Le principe de mesure des



212 Chapitre 6. Application optimale du squeeze film

Fig. 6.15: Schémas de principe du circuit hydraulique d’alimentation du SqF

Fig. 6.16: Schémas de principe du circuit hydraulique de lubrification des paliers
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(a) Capteur de pression dans le film (b) Capteur LVDT

Fig. 6.17: Instrumentation du film d’huile

capteurs se repose sur la déformation de jauges de contraintes en silicium micro-usinées. Cette
technologie a été retenue car elle nous permet d’avoir notamment un élément sensible concave
pour une mesure parfaitement affleurante dans le film d’huile.

Les pressions mesurées doivent être recalées en fonction de deux paramètres cinématiques : la
vitesse de précession et l’excentricité de l’orbite. Le premier est obtenu directement du logiciel
de pilotage du moteur, tandis que le deuxième sera relevé à l’aide de deux capteurs LVDT non
guidés installés à l’extérieur du film. Ces capteurs sont placés décalés angulairement à 90o l’un
de l’autre. Outre la mesure de la position relative entre les bagues intérieure et extérieure de
l’amortisseur, ils aideront au centrage de l’orbite avant la mise en route du banc. L’implantation
des capteurs de déplacement et de pression est illustrée dans les figures 6.17 et 6.18.

6.4.2 Synthèse organique du banc ASF

L’analyse de chaque fonction permet de définir chaque organe et de spécifier leur cahier des
charges respectifs. La synthèse organique, qui consiste à assembler les organes dans un contexte multi-
physiques, permet de prendre en compte les phénomènes de couplage et de vérifier le fonctionnement
robuste de la machine. Elle englobe la physique vibratoire, la physique thermo-hydrodynamique et la
physique thermomécanique.
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(a) Capteur de pression dans conduite d’alimentation (b) Capteur de pression dans conduite d’évacuation

Fig. 6.18: Instrumentation du circuit hydraulique

6.4.2.1 Synthèse mécanique et vibratoire

La synthèse vibratoire intègre les phénomènes dynamiques de l’assemblage de tous les composants
mécaniques. Elle permet de vérifier le dimensionnement effectué lors de l’étude de chaque fonction ainsi
que la nuisance vibratoire du banc à l’égard de son environnement. Compte tenu de la complexité
du système mécanique, cette synthèse est menée en découpant la machine en trois sous-systèmes
indépendants :

– le module squeeze film,

– les supports du module,

– la fondation du banc

Un code de calcul a été conçu en langage MATLAB pour l’analyse du module squeeze film, dont
la discrétisation en éléments de poutres droites et courbes et en paramètres concentrés (masses et
ressorts) est présentée dans la figure 6.19. Grâce à la souplesse de l’accouplement, le module peut être
considéré comme découplé du moteur. Les résultats d’intérêt sont : les modes propres du système, les
flèches de l’arbre et du fourreau, les déformations des pistes de l’amortisseur, les efforts au niveau des
paliers et l’excentricité réelle de fonctionnement.

Compte tenu des efforts maximaux calculés, l’arbre, le fourreau et les supports du module font
l’objet d’un dimensionnement statique à l’aide du logiciel ANSYS. On vérifie également les modes
propres des supports, comme le montre la figure 6.20.
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Fig. 6.19: Modèle du module squeeze film

(a) Contraintes de Von Mises - support côté moteur (b) Premier mode propre - support côté moteur

Fig. 6.20: Dimensionnement des supports
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L’étude du comportement dynamique de la fondation, essentielle pour prévoir les mouvements
du massif de fondation, est effectuée au travers du modèle montré dans la figure 6.21. L’interaction
entre le sol et la structure est prise en compte au travers d’une matrice d’impédance fonction des
caractéristiques du sol et de la fréquence d’excitation [160]. La nuisance vibratoire du banc est jugée
à la lumière d’abaques extraites de la littérature concernée [135].

6.4.2.2 Synthèse thermo-hydrodynamique

La synthèse thermo-hydrodynamique est particulièrement importante dans le cadre de ce doctorat,
puisqu’elle couple le comportement thermique du SqF aux paramètres de fonctionnement du circuit
hydraulique. Outre la mise en évidence de la sensibilité du SqF aux paramètres associés à l’alimentation
et surtout à l’étanchéité de l’amortisseur, cette synthèse fournit les températures maximales atteintes
dans le film et dans la lubrification des roulements. Elle nous permet donc de définir un planning
d’exploitation du banc d’essai cohérent aux propos de ce travail et qui respecte les limites thermiques
de dégradation de l’huile.

L’analyse du comportement thermo-hydrodynamique du SqF s’appuie sur le modèle exposé dans
la figure 6.22. Il comprend le film d’huile, les bagues intérieure et extérieure qui le délimitent, le
roulement et l’arbre. Les hypothèses du modèle sont :

– le transfert de chaleur est purement radial,
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– les résistances d’interface sont négligeables.

Les sources de chaleur résultent des mécanismes de dissipation associés au cisaillement du film
amortisseur, Ėsf , et au frottement entre les parties métalliques du palier, Ėrl. L’évacuation de la cha-
leur générée est réalisée par la lubrification du palier, Ėlb, par la fuite contrôlée de l’amortisseur, Ėf ,
et par les échanges de convection et de radiation entre la surface de la bague extérieure et l’environ-
nement, Ėcv + Ėrad. Les équations qui régissent l’état de régime permanent sont obtenues en écrivant
les bilans énergétiques pour le SqF, pour le roulement et pour l’interface entre la bague extérieure et
le milieu environnant.

En supposant que les températures T3 et T4 sont égales et équivalentes à la moyenne des températures
d’entrée et de sortie du film d’huile, et que T2 est donnée par la moyenne des températures de l’huile de
lubrification en amont et en aval du roulement, la résolution des trois équations de bilan énergétique
permet de déterminer les trois inconnues du problème, à savoir la température de sortie du SqF, celle
en aval du roulement et T5. Le calcul est exécuté par une méthode itérative dichotomique.

Outre la détermination des températures au régime permanent, une étude transitoire est également
réalisée pour l’estimation du temps de stabilisation thermique. Pour cela, nous incluons dans le modèle
de la figure 6.22 un terme relatif au stockage d’énergie dans le système. Suite à une discrétisation de
celui-ci dans la direction radiale, la méthode du bilan énergétique nodal est appliquée pour la déduction
des équations du problème. La résolution s’effectue au travers d’un schéma différences finies implicite
en temps.

6.4.2.3 Synthèse thermo-mécanique

La synthèse thermo-mécanique couple la synthèse thermo-hydrodynamique précédente au problème
de dilatation thermique des éléments de la machine. L’objectif de cette synthèse est double : prendre
en compte le changement de dimension du jeu radial du SqF et vérifier l’amplitude des contraintes
thermiques.

L’analyse thermo-mécanique est réalisée en deux étapes. Dans la première, nous calculons à l’aide
d’ANSYS la dilatation des bagues intérieure et extérieure du SqF pour des températures de celui-
ci et du roulement données, comme le montre la figure 6.23. Il convient de faire remarquer que la
température de la surface externe de la bague extérieure est une fonction des coefficients de convection
et de conduction, lesquels sont supposés constants, des dimensions de la bague et des températures
du milieu environnant et de l’amortisseur. On en déduit ainsi la variation du jeu radial en fonction de
deux variables : la température moyenne du roulement et la température moyenne du film.

Les dilatations fonctions (linéaires) des températures de l’amortisseur et du roulement sont ensuite
utilisées dans le calcul thermo-hydrodynamique, tout en vérifiant à partir des dilatations radiales
maximum de la bague intérieure et minimum de la bague extérieure du SqF la possibilité de mise en
butée.
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6.4.2.4 Synthèse de performance

L’objectif de la synthèse de performance est de coupler tous les phénomènes physiques afin de
simuler le fonctionnement du banc et le comportement du SqF.

Les matrices de masse, de raideur et gyroscopique du système sont déterminées à l’aide du code de
calcul MATLAB du module squeeze film. Ces matrices sont ensuite utilisées pour le calcul de la réponse
en fréquence qui comprend deux étapes itératives : une tenant compte de la déformation mécanique
de l’ensemble et l’autre correspondant au calcul thermo-hydrodynamique (y compris le phénomène de
dilatation thermique) de l’amortisseur. Les calculs de synthèse de performance fournissent en fonction
de la vitesse de rotation de la machine et de l’excentricité nominale (statique) de l’amortisseur les
paramètres suivants :

– le niveau des forces hydrodynamique tangentielle et radiale atteint

– la gamme de pression dans le film

– la température de sortie du fluide amortisseur

– la température de sortie du fluide lubrifiant

– l’excentricité effective

La synthèse de performance est menée afin de vérifier le dimensionnement préliminaire du banc
d’essai et pour définir ses plages de fonctionnement sures et exploitables. Compte tenu du coût temporel
des calculs et des objectifs de cette synthèse, le modèle palier long non inertiel a été utilisé pour
l’estimation des forces hydrodynamiques.

6.5 Conclusion

Nous présentons dans ce chapitre une étude théorique sur les perspectives d’utilisation d’une
nouvel amortisseur squeeze film semi-adaptatif. La capacité d’adaptation est acquise au travers de
la régulation de la restriction à l’écoulement sortant du film. L’exécution de cette régulation repose
sur l’installation de valves contrôlables dans des conduites d’évacuation, la fuite par les extrémités de
l’amortisseur étant bloquée par des joints toriques.

La modélisation du SqF adaptatif s’appuie sur les principes de calcul de circuits hydrauliques,
détaillés dans le chapitre consacré à l’analyse des systèmes d’alimentation ponctuelle. Le paramètre
de contrôle correspond au coefficient de perte de charge des valves d’évacuation. Nous avons montré
que l’augmentation de ce coefficient, ce qui reflète la fermeture des valves, permet de faire monter le
niveau de pression dans le film. Ce faisant, la capacité de dissipation d’énergie du SqF augmente grâce
à des efforts hydrodynamiques plus importants. Il est important de souligner que l’amortisseur reste
partiellement passif, car il dépend toujours de la cinématique du rotor. Le contrôle proposé est ainsi
une méthode semi-adaptative. L’intérêt de son application est discuté à la lumière des simulations
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menées pour des rotors flexibles, lesquelles mettent en évidence la forte sensibilité de la dynamique
des rotors vis-à-vis de la restriction imposée par les valves à l’écoulement sortant du film.

Les résultats théoriques obtenus démontrent que le SqF semi-adaptatif mis en avant est une solution
potentielle pour optimiser la réponse au balourd de machines tournantes. Un contrôle en boucle ouverte
nous semble être l’application la plus adéquate. Le principal avantage de notre stratégie par rapport à
d’autres développées auparavant, notamment celle de EL-SHAFEI [46], réside dans la mise en œuvre
plus simple qui peut s’effectuer par l’utilisation de servovalves. En outre, les joints employés pour
fermer les extrémités de l’amortisseur pourraient éventuellement jouer le rôle de centrage du SqF par
rapport au bâti.

La deuxième partie de ce chapitre est consacré à la présentation du banc d’essai ASF, en cours
de développement au sein de notre laboratoire. Le banc devra permettre la validation de nos modèles
ainsi que la vérification de la sensibilité du comportement du SqF à la perte de charge au niveau
des valves d’évacuation. Il s’agit de la première étape vers le SqF semi-adaptatif. La deuxième visera
l’étude de son application à un rotor réel.
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Chapitre 7

Conclusion générale et perspectives

Ce doctorat avait pour objectif d’apporter des contributions à l’analyse de systèmes incorporant
des amortisseurs squeeze film. Différents aspects du problème ont été abordés : le comportement du film
d’huile, l’étude d’outils de calcul en dynamique de structures non linéaires adaptés, la modélisation
des forces générées par le SqF et l’application optimale d’un tel amortisseur.

Le premier chapitre après l’introduction du mémoire est édifié à partir d’éléments bibliographiques
concernant la mécanique des lames fluides. Il synthétise les aspects comportementaux de la dynamique
du film d’huile ayant fait l’objet de travaux publiés dans la littérature scientifique. Nous détaillons dans
un premier temps la formulation de l’équation de Reynolds classique de la lubrification, souvent utilisée
pour décrire le champ de pression du SqF. Ensuite, nous revenons sur les hypothèses faites initialement,
pour présenter des formulations alternatives à cette équation permettant de modéliser des phénomènes
particuliers (comportement non newtonien, effets d’inertie, turbulence, ...) pouvant intervenir dans la
performance de l’amortisseur. Nous mettons en relief les aspects relatifs au phénomène de cavitation
et au traitement des conditions aux limites associées à l’étanchéité et à l’alimentation de l’amortisseur.
Nous discutons également de la prise en compte des effets thermiques et piézo-visqueux du film d’huile,
et de l’interaction avec les frontières solides qui le délimitent. Dans la dernière partie du chapitre, des
méthodes de résolution de l’équation de Reynolds sont exposées.

Le chapitre III est consacré à la présentation, à l’implémentation et à l’étude comparative de
méthodes de calcul appliquées à la détermination de mouvements stationnaires et à l’analyse de la
stabilité, dans le cadre de la dynamique des structures non linéaires. L’objectif principal est de tester
la performance des techniques existantes sur des ensembles mécaniques incorporant des amortisseurs
squeeze film. Les méthodes de la balance harmonique, de la collocation trigonométrique et de tir,
conjuguées à la technique de continuation pseudo-arc length, sont considérées pour le calcul de la
réponse au balourd d’un rotor flexible. La théorie de Floquet est exploitée pour statuer sur la sta-
bilité du système. Pour la simulation d’un rotor Jeffcott exécutant des orbites circulaires et centrées
(excentration statique nulle), la méthode de la collocation trigonométrique s’avère la plus efficace.
La balance harmonique possède toutefois un avantage très intéressant : elle s’adapte aussi bien à des
modèles numériques qu’expérimentaux, puisque la mise en équation s’effectue à partir de la matrice
de réceptance du système. La méthode de tir affiche un coût temporel plus important et une très
grande sensibilité à la technique d’intégration temporelle sur laquelle elle s’appuie. Cette méthode ne
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nécessitant pas d’hypothèses sur le nombre d’harmoniques caractérisant la solution périodique, elle
trouve son intérêt notamment dans l’analyse de structures dont la réponse contient un nombre d’har-
moniques élevé. Il convient de souligner également que les méthodes de la collocation trigonométrique
et de la balance harmonique permettent de condenser le modèle de manière assez simple sur les
degrés de liberté non linéaires de la structure, ce qui conduit à une réduction de la taille du système
d’équations à résoudre.

Nous abordons dans le chapitre IV un point fondamental pour la caractérisation du SqF : la
modélisation des systèmes d’alimentation de type ponctuel. Bien qu’essentiel pour la description du
comportement du film amortisseur, cette thématique nous semble, d’après notre recherche biblio-
graphique, insuffisamment explorée. Nous proposons ainsi une nouvelle approche du problème, qui
consiste à coupler l’hydrodynamique du film d’huile avec l’écoulement dans le circuit d’alimentation.
Celui-ci est modélisé en employant la forme simplifiée du premier principe de la thermodynamique
communément utilisée en hydraulique. Au lieu de définir, comme les modèles existants, une pres-
sion constante quelque part dans le système d’alimentation, nous imposons des conditions aux limites
beaucoup plus en amont, comme la puissance de la pompe du circuit hydraulique et la pression dans
le réservoir d’huile. Le modèle développé est utilisé pour l’étude de l’influence du nombre de points
d’alimentation et de la puissance de la pompe sur la dynamique de rotors flexibles. Les simulations
menées pour un rotor Jeffcott mettent en évidence le phénomène de blocage des paliers, observé lorsque
l’amortissement engendré par le SqF devient trop important. Des calculs de réponse au balourd sont
également réalisés pour un modèle de dynamique d’ensemble, plus réaliste que le Jeffcott. Les résultats
montrent que la réduction du nombre de points d’injection et l’augmentation de la puissance de la
pompe permettent d’amplifier la capacité d’amortissement du SqF. Il n’en résulte pas nécessairement
une dissipation énergétique plus importante, nous tenons à le faire remarquer, puisque le SqF est un
dispositif passif. Bien que la pressurisation du système d’alimentation rende possible la réduction,
voire suppression, de la cavitation, nous avons constaté que, si excessive, elle peut donner naissance à
des forces pouvant déstabiliser le système. Il est difficile de tirer des conclusions générales concernant
la transmissibilité de l’amortisseur, car ce critère de performance dépend également de la dynamique
du rotor. Compte tenu des fortes oscillations des forces du SqF découlant du système d’alimentation
ponctuelle, on peut tout de même s’attendre à ce que l’augmentation du nombre de points d’injection
fasse chuter les forces transmises au bâti. Quant au comportement du circuit hydraulique, il peut être
considérablement modifié suite à l’action du SqF. Des fluctuations de pression, d’autant plus impor-
tantes que la vitesse et l’excentricité au niveau de l’amortisseur, sont observées principalement quand
l’apport d’huile s’effectue par l’intermédiaire de deux ou trois points d’injection.

Dans le chapitre V, une stratégie originale permettant une description à la fois efficace et fidèle
des forces hydrodynamiques du SqF est mise en avant. Il s’agit d’obtenir des expressions approchées
des forces visqueuses et inertielles de l’amortisseur à l’aide de techniques d’identification non pa-
ramétriques. Cette stratégie s’appuie sur l’hypothèse que la dynamique du film d’huile n’est fonction
que de la cinématique instantanée de l’amortisseur. Cela permet le découplage de la modélisation
du champ de pression du film et de la simulation de la dynamique de l’ensemble mécanique. Deux
méthodes d’identification sont testées : la régression linéaire et la projection sur des polynômes de
Chebyshev. Ces deux méthodes sont couplées à la technique stepwise, afin d’optimiser les modèles vis-
à-vis de leur complexité et de leur précision. La réduction procurée par la régression linéaire se révèle
être plus importante que celle obtenue avec les polynômes de Chebyshev. En outre, cette méthode de
lissage est plus souple au niveau de la définition de la base de fonctions sur laquelle les efforts sont
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projetés et permet la pondération du poids des observations. L’avantage des polynômes de Chebyshev
concerne la plus grande vitesse d’exécution de l’algorithme d’identification, grâce à l’exploitation des
propriétés d’orthogonalité principalement. Les résultats obtenus pour un SqF axisymétrique, dont les
forces radiale et tangentielle sont fonctions de trois paramètres cinématiques, montrent que la stratégie
de lissage aboutit à un gain temporel appréciable, sans pénaliser la description physique du compor-
tement du film d’huile. En effet, le temps requis pour la déduction des expressions approximatives
des efforts de l’amortisseur est largement compensé lors des simulations de la dynamique du système.
L’identification, plus complexe, des forces visqueuses d’un SqF non axisymétrique (alimenté par des
points d’injection), fonctions de quatre paramètres cinématiques, a été abordée. Le lissage de l’énergie
cinétique du SqF permet de généraliser l’approche énergétique de modélisation des effets d’inertie du
fluide. Cependant, la prise en compte de ces effets dans l’analyse de la dynamique de rotors flexibles
s’avère difficile, à cause de la non linéarité introduite par les forces inertielles. Nous avons tout de
même pu constater la forte influence de l’inertie du fluide sur la performance de l’amortisseur, notam-
ment lorsque celui-ci est presque étanche. L’approche par lissage a été ici poussée jusqu’à un très large
spectre phénoménologique dans le cadre du SqF.

Le dernier chapitre de ce mémoire concerne la recherche d’optimisation de la performance de
l’amortisseur squeeze film dans le domaine des machines tournantes. Après avoir fait le point sur l’état
de l’art des solutions innovantes pour l’amélioration des caractéristiques du SqF, une stratégie de
contrôle originale est proposée. Celle-ci consiste à modifier les conditions de restriction de l’écoulement
sortant de l’amortisseur à travers des conduites d’évacuation, le paramètre de contrôle correspondant
ainsi au coefficient de perte de charge imposé, par exemple, par des servovalves. Des simulations
numériques visant à analyser la sensibilité de la dynamique de rotor flexibles à ce paramètre de
contrôle fournissent des résultats encourageants. En effet, l’amplitude de la réponse au balourd et la
transmissibilité peuvent être notablement modifiées à un coût énergétique a priori très faible. Dans
la deuxième partie du chapitre nous présentons succinctement le banc d’essai ASF (adaptive squeeze
film), en cours de développement au sein de l’équipe d’Analyse Non Linéaire de Systèmes Tournants
du Laboratoire de Tribologie et Dynamique des Systèmes de l’Ecole Centrale de Lyon. Ce banc, conçu
selon un principe de fonctionnement de pilotage en déplacement, nous permettra aussi bien de valider
notre stratégie de contrôle que de recaler le modèle de comportement du SqF.

Les perspectives associées aux contributions particulières de ce doctorat sont nombreuses. Nous
pouvons mettre en relief :

– l’amélioration du modèle du système d’alimentation ponctuelle grâce à une description plus
réaliste du fonctionnement de la pompe du circuit hydraulique,

– le perfectionnement de la stratégie de lissage des forces visqueuses pour des problèmes non
axisymétriques,

– le développement de méthodes de calculs en dynamique de structures non linéaires, y compris la
résolution des systèmes d’équations algébriques ou différentielles qui en résultent, pour la prise
en compte des effets d’inertie du fluide amortisseur,

– l’étude et la simulation de techniques de contrôle appliquées au squeeze film adaptatif.

En ce qui concerne la simulation de la dynamique de machines tournantes comportant des amor-
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tisseurs squeeze film, on pourrait envisager de tester d’autres méthodes de calcul non linéaire, comme
la méthode des éléments finis en temps [38].

En levant les hypothèses de départ de notre travail, à savoir celles de fluide newtonien, d’écoulement
laminaire, de fluide incompressible et isovisqueux et de frontières solides indéformables, les axes de
recherche pouvant être suivis sont abondants. L’étude d’écoulements turbulents et biphasiques, par
exemple, touche des domaines très ouverts de la mécanique des fluides. Ces derniers notamment,
présentent un intérêt pratique accru, car les SqF actuels sont très susceptibles de fonctionner avec des
mélanges air-huile, engendrés par la pénétration d’air dans le film (cavitation gazeuse) tantôt par les
extrémités de l’amortisseur tantôt par le système d’alimentation. Il nous semble important également
de modéliser l’interaction entre le SqF et le(s) roulement(s) formant le palier, aussi bien au niveau
mécanique (déformation des pistes de l’amortisseur) que thermique.
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[68] Imbert J.F. Analyse des Structures par Eléments Finis. CEPADUES-Editions, Toulouse, 1984.

[69] Inayat-Hussain J.I., Kanki H., and Mureithi N.W. Bifurcations and Chaos in the Res-
ponse of a Rigid Rotor Supported by Eccentric Squeeze-Film Dampers. In ASME 2001 Design
Engineering Technical Conference and Computers and Information in Engineering Conference,
page ?, 2001.

[70] Incropera F.P. and Witt D.P. Fundamentals of Heat and Mass Transfer. John Wiley & Sons,
1990.

[71] Jean A.N. and Nelson H.D. Periodic Response Investigation of Large Order Nonlinear Rotor-
dynamic Systems Using Collocation. Journal of Sound and Vibration, 143: p299–308, 1990.

[72] Jung S.Y., San Andrés L.A., and Vance J.M. Measurements of Pressure Distributions and
Force Coefficients in a Squeeze Film Damper Part i: Fully Open Ended Configuration. Tribology
Transactions, 34: p375–382, 1991.

[73] Jung S.Y., San Andrés L.A., and Vance J.M. Measurements of Pressure Distributions and
Force Coefficients in a Squeeze Film Damper Part ii: Partially Sealed Configuration. Tribology
Transactions, 34: p383–388, 1991.

[74] Jung S.Y. and Vance J.M. Effects of Vapor Cavitation and Fluid Inertia on the Force Coeffi-
cients of a Squeeze Film Damper Part i - Analysis of a Long SFD. Tribology Transactions, 36:
p597–604, 1993.

[75] Kurosawa M. Kanki H., Kaneko Y. and Yamamoto T. Prevention of Low-Frequency Vibra-
tion of High-Capacity Steam Turbine Units by Squeeze-Film Damper. Journal of Engineering
for Gas Turbines and Power, 120: p391–396, 1998.

[76] Knospe C.R., Hope W., Fedigan S.J., and Williams R.D. Experiments in the Control of
Unbalance Response Using Magnetic Bearings. Mechatronics, 5: p385–400, 1995.
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232 Références bibliographiques

[113] Pan C.H.T. Dynamic Analysis of Rupture in Thin Fluid Films. i - A Noninertial Theory. Journal
of Lubrication Technology, 105: p96–104, 1983.

[114] Pan C.H.T. and Ibrahim R.A. Cavitation in a Short Bearing With Pressurized Lubricant
Supply. Journal of Lubrication Technology, 103: p337–349, 1981.

[115] Pan C.H.T. and Tonnesen J. Eccentric Operation of the Squeeze Film Damper. Journal of
Lubrication Technology, 100: p369–378, 1978.

[116] Paranjpe R.S. and Han T. A Transient Thermohydrodynamic Analysis Including Mass Conser-
ving Cavitation for Dynamically Loaded Journal Bearings. Journal of Tribology, 117: p369–378,
1995.

[117] Payvar P. and Salant R.F. A Computational Method for Cavitation in a Wavy Mechanical
Seal. Journal of Tribology, 114: p199–204, 1992.

[118] Piccardi C. Bifurcations of Limit Cycles in Periodically Forced Nonlinear Systems: the Har-
monic Balance Approach. IEEE Transactions on Circuits and Systems - I: Fundamental Theory
and Applications, 41: p315–320, 1994.

[119] Prakash J. and Vij S.K. Squeeze film in porous metal bearings. Journal of Lubrication
Technology, pages p302–305, 1972.

[120] Qi A., Yinsheng Z., and Yongxin Q. Study on the Viscosity Properties of Bubbly Oil and the
Static Characteristics of Journal Bearings Lubricated With Bubbly Oil. Wear, 213: p159–164,
1997.

[121] Qingchang T., Wei L., and Jun Z. Fluid Forces in Short Squeeze-Film Damper Bearings.
Tribology International, 30: p733–738, 1997.

[122] Qingchang T., Xaohua L., and Dawei Z. Analytical Study of the Effect of a Circumferen-
tial Feeding Groove on the Unbalance Response of a Rigid Rotor in a Squeeze Film Damper.
Tribology International, 31: p265–270, 1998.

[123] Rabinowitz M.D. and Hahn E.J. Stability of Squeeze-Film-Damper Supported Flexible Rotors.
Journal of Engineering for Power, pages p545–551, 1977.

[124] Rabinowitz M.D. and Hahn E.J. Steady-State Performance of Squeeze Film Damper Suppor-
ted flexible Rotors. Journal of Engineering for Power, pages p552–558, 1977.

[125] Rabinowitz M.D. and Hahn E.J. Experimental Evaluation of Squeeze Film Supported Flexible
Rotors. Journal of Engineering for Power, 105: p495–503, 1983.

[126] Rabinowitz M.D. and Hahn E.J. Optimal Design of Squeeze Film Supports for Flexible
Rotors. Journal of Engineering for Power, 105: p487–494, 1983.

[127] Ramli M.D., Roberts J.B., and Ellis J. Determination of Squeeze-Film Dynamic Coefficients
From Experimental Transient Data. Journal of Tribology, 109: p155–163, 1987.

[128] Reddi M.M. Finite-Element Solution of the Incompressible Lubrication Problem. Journal of
Lubrication Technology, pages p524–533, 1969.
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2.3 Squeeze film partiellement fermé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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4.22 Evolution des forces hydrodynamiques à ωad = 0, 96 en fonction du nombre de points
d’injection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

4.23 Influence de la puissance de la pompe sur la réponse au balourd au niveau du SqF -
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Harmonique fondamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

4.35 Influence de la puissance de la pompe sur la réponse au balourd au niveau du disque -
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5.1 Paramètres du lissage des forces du SqF ouvert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181



246 Annexe A

Annexe A - Polynômes de Chebyshev

Polynômes de Chebyshev particuliers de première espèce :

T0(ζ) = 1

T1(ζ) = ζ

T2(ζ) = 2ζ2 − 1

T3(ζ) = 4ζ3 − 3ζ

T4(ζ) = 8ζ4 − 8ζ2 + 1

T5(ζ) = 16ζ5 − 20ζ3 + 5ζ

T6(ζ) = 32ζ6 − 48ζ4 + 18ζ2 − 1

T7(ζ) = 64ζ7 − 112ζ5 + 56ζ3 − 7ζ

T8(ζ) = 128ζ8 − 256ζ6 + 160ζ4 − 32ζ2 + 1

T9(ζ) = 256ζ9 − 576ζ7 + 434ζ5 − 434ζ5 − 120ζ3 + 9ζ

T10(ζ) = 512ζ10 − 1280ζ8 + 1120ζ6 − 400ζ4 + 50ζ2 − 1
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Annexe B - Forces visqueuses du SqF approchées par lissage po-

lynômio-rationnel

Ft = 2, 59 + 629, 80(φ̇C) − 472, 19 1
(1−ε) (φ̇C) + 11920, 33 1

(1−ε)2 ė(φ̇C) − 207447, 38 1
(1−ε)3 ė

3(φ̇C)3−
386, 18 1

(1−ε)2 (φ̇C)2 − 32417, 98 1
(1−ε)2 ė(φ̇C)2 + 202706, 40 1

(1−ε)3 ė
3(φ̇C) − 35, 17 1

(1−ε)5 (φ̇C)4+
7486, 80ė(φ̇C) + 23650, 14 1

(1−ε)3 ė(φ̇C)3 + 45, 76 1
(1−ε)2 ė

2 − 1389, 36 1
(1−ε) (φ̇C)2−

151, 37 1
(1−ε)4 (φ̇C)3 + 13, 14 1
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4(φ̇C)4 + 131160, 18ė2(φ̇C) + 7153, 70 1
(1−ε)3 ė(φ̇C)2 + 68, 71 1

(1−ε)5 ė(φ̇C)3−
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2(φ̇C)5 + 0, 89 1

(1−ε)4 (φ̇C)+
19, 79 1

(1−ε)5 (φ̇C)5 − 266842, 91 1
(1−ε)5 ė
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2(φ̇C)4 + 18544, 89 1
(1−ε)4 ė
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2(φ̇C)3 + 458, 95 1
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4(φ̇C)−
2111, 53 1

(1−ε)5 ė
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3(φ̇C)4 + 17, 26 1

(1−ε)5 ė(φ̇C)4 − 19, 65 1
(1−ε)5 ė(φ̇C)+
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4(φ̇C)3 − 12624248, 79ė4(φ̇C)3−
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1303, 68 1

(1−ε)3 (φ̇C)2 + 53, 52 1
(1−ε)2 (φ̇C) + 54, 07 1
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3(φ̇C)2 − 1354, 42 1
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4(φ̇C)3 − 179764, 50 1
(1−ε)2 ė
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(1−ε)2 ė(φ̇C)3 − 616, 38(φ̇C)5

1651618, 22 1
(1−ε)3 ė
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